
第四章 非理想气体理论－－集团展开法 

前面我们讨论了一些由近独立粒子组成的系统的性质。但在实际的物理系
统里，各粒子之间总是有相互作用的，在这种情况下要精确地求得配分函
数一般是比较困难的。本章介绍的集团展开法就是一种处理有相互作用系
统的理论方法。它在理论上是精确的（当然对具体的系统来说要做近似），
并可以应用于经典和量子非理想气体。 



4.1 经典集团展开法(Mayer) 

这里我们考虑N个粒子组成的单原子分子经典非理想气体，它的哈密顿量可写为： 
 
 
这里     是第i个粒子的动量，                            是第i和第j个粒子间的相互作用势，它只与两粒
子的距离有关。则系统的配分函数可写为： 
 
 
 
这里我们已经把动量部分积分后余下的部分记为                  而                     是分子的平均热波长。
容易看出，若            （无相互作用），则                  还原为      
 
当气体密度不太高时，分子间的相互作用影响不太大。我们可以把相互作用的影响写为如
下的形式：                           这里      一般很小，若其为零则还原到理想气体情形。因此有： 
 
 
我们可以把上式中的每一项表示为一个粒子图形（见下面N=10的一个例子，圆圈为粒子，
线表示有相互作用的项），这样                  就可以写为所有可能的图形之和！ 
 
 
 
 



上面的粒子图可分为下面几部分，各部分都是联通图： 
 
 
 
 
 
我们定义  个粒子组成的联通图为  -集团，那么任意一个N粒子图都是若干  -集团的乘积，
若   -集团的个数为                个，则有：                       当           时我们有                
其次，我们可以合并“同类”的粒子图，即在每个有相同粒子标号的  -集团内对所有
可能的排列和拓扑结构求和。求和之后结果和粒子标号无关。于是，我们有    
 
 
 
 
由此我们可以定义与   -集团相关的集团积分： 
 
 
这里求和是对集团各种可能组合求和。举几个例子： 
 
 
 
 
由于粒子可分辨，当一组      的值确定并做了集团内求和后，积分形式上相同的项数为： 
 
原因：先把N个粒子做一排列，总排列数       ，除去相同大小的集团之间的排列数          
再除去每一集团内的分子排列数       即为相同的项数。 

性质： 
• 不同联通图之间积分是独立的； 
• 联通图内对所有可能排列和拓

扑结构求和后积分对所有粒子
对称且结果和粒子标号无关。  

       



由此我们可以把                 及                通过集团积分表达出来（注意这里有限制  
 
 
 
 
 
为避免考虑           我们采用巨正则系综： 
 
 
 
 
 
因此有： 
 
一般的物态方程可写为： 

4.2物态方程的维里展开式 
考虑一个宏观（V很大）的稀薄气体系统。其物态方程为： 
 
 
 
这里                                  物态方程的维里展开式定义为： 
 
 
 
其中          为第   个维里系数。我们可以发现          与         间的关系。 



易知: 
 
 
把右边分母中的项乘到左边，并对比z的系数，我们即得维里系数与集团积分之间的关系。 
几个例子： 
 
 
非理想气体的范德瓦尔斯方程可由维里展开式展至第二项获得（杨展如书60-61页）。 

4.3 量子集团展开法 
我们考虑体积V内的N个全同粒子组成的量子非理想气体，它的哈密顿算符可写为： 
 
 
 
正则系综配分函数为： 
这里 
波函数是坐标表象里的正交归一的对称（对波色粒子）或反对称（对费米粒子）波函
数。与经典情形相似，我们可以定义： 
 
 
这样有：                                                                                               其中算符        的对角元就是 
              
                           其定义为:   



我们容易发现                    的一些性质： 
 
1.              因这时波函数为自由粒子波函数，因此由                                      代入即可发现。 
2.                  是它的宗量的对称函数。 
3.                  在波函数的么正变换下不变。 
4.                                        这表示给定粒子在不同空间位置间的关联。 

与经典情况类似，在相互作用不太强时（如粒子间的距离大于二体势的有效范围），我 
们可以把N个粒子分为一些集团，而各集团中的相互作用可以忽略。即： 
这里A和B为集团，     和      为集团中的全体坐标。 

先研究N=2情形。记                                            则当                   时，                 故         
是表征相互作用的项，它与经典情形中的2-集团积分类似。 
一般地，我们可以记：    
 
 
 
其中                包含有   个坐标，它和经典情形中的   -集团积分类似。若有      个        
我们类似有： 
 
由上面的定义式我们可以从W解出U，可以验证            也是它的宗量的对称函数，并由             
确定，并且当                   时，           因此可定义   -集团积分： 
 
 
通过同样的步骤，我们可得到配分函数，形式与经典情况相同。但这里求解    我们要
解   体问题。 



4.4 第二维里系数 

作为前面理论的应用，我们这里来求物态方程中的       从而求出第二维里系数，我们只考
虑量子的情形。 
 
设二体系统哈密顿量为： 
 
其归一化本征方程的解为： 
 
取 
 
我们有：                                                             这里量子数α为量子数           的集合。于是 
 
 
 
用             作为波函数求解              ,我们发现 
 
 
 
当             时我们有 
 
因此可得 
 
类似对没有相互作用的二体系统，我们也有 



由前一节我们有： 
 
因此 
 
 
 
 
 
这里 
 
为了进一步求解我们需要计算能量谱      和             的能谱为连续谱，即 
一般既可能包含对应于束缚态的离散谱      ，也有连续谱                      设谱密度为          则 
 
 
 
求解波函数后我们发现                                                      详见杨展如书第68页。 
这里        为波数为k的第    个分波的散射相移，而求和遍及以下值： 
 
 
 
把上面的结果带入并做分部积分，我们最后得到： 
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