
第五，六章 波色系统练习

1. 证明杨展如书的3.1.36 式，即理想波色气体T>Tc 和T<Tc时的定容比热公
式。

2. (a) 计算二维理想波色气体的巨配分函数 及极限 ，
这里 是系统的面积；(b) 说明为何二维理想波色气体不会有波色-爱因
斯坦凝聚。



第七章费米系统

7.1 理想费米气体的一般性质

在3.7节我们获得了理想费米气体的物态方程：

上面的展开只对小z比较有用。注意对费米系统z可为任意正实数，对大z，记 有

上式第一行第三个等式我们利用了分部积分。
第二行我们把 在 处作了泰勒展开。由于 ，第二个积分值的量级为 因此

这里 由对称性知对奇数n此积分为零。并易知 对偶数n,

这里 是黎曼Zeta函数，一些低阶值为：

因此对大z， 可写为如下的形式：



由 易知 是z的单调递增函数；对确定的 值，由于 z将随T减少而
增加。我们下面考虑两种极限情形：
1. 高温和低密度情况（此时 ，小z）。反解状态方程可得：

只取上式第一项，并带入到另一状态方程可得：

上式右边形式上是维里展开。只取上式右边第一项即得理想玻尔兹曼气体的状态方程，
取到第二项可得对经典理想气体的量子修正（不是来自于粒子间的相互作用）。

2. 低温和高密度情况（此时 ，大z）。这时粒子间距离 远小于热波长λ，量子
效应（特别是泡利不相容原理）很重要。由前页公式，我们有（保留到第一项）：

由此我们可近似地得到费米能(Fermi energy，即绝对零度时的化学势)：

由绝对零度附近的分布函数可得 的物理意义：
如 当T→0时 如 则有

由于泡利不相容原理的限制，在基态时，N个粒子将占据最低可能的能态，直到某 个
有限能级 为止。在动量空间里，这些粒子将填充一个半径为 的球，其表面称为费
米球（Fermi surface）。



下面我们根据这一解释，可在更一般的情形下独立地求费米能。如每个粒子能级为g重简并。
确定 的方程为：

在 下的能量有N个态，令 有：
由上式即可得我们前页得到的 的表达式（g=1时）。

低温和高密度时的热力学函数
通过 我们可以把前面获得的状态方程改写为：

由上可得：

我们可以定义费米温度（或简并温度）： 低温和高密度的意义因此为 ，这
时气体可看作简并的，因为所有粒子都尽可能占据最低能级。
平均填布数为： μ由上面的公式确定。

内能为：

其中第一项为费米气体的基态能。
定容比热为： 由激发的粒子贡献，其数目的

数量级为 。
物态方程现可写为：



7.2白矮星的统计平衡

这是费米－狄拉克统计在天体物理的第一个应用。

白矮星的特点：由质量 的氦组成的高密度的球（密度
球中心温度为 ，这个能量比电离氦原子所需能量大很多，因此白矮
星里的氦是完全电离的。由于费米能 ，费米温度 远大
于白矮星温度，我们可把白矮星看作由N个处于基态的相对论性电子组成的费米系统，电
子在N/2个不动的氦核背景中运动，而氦核的引力使得整个系统约束在一起。

基态相对论性电子气体的压强：
单电子的状态由动量 和自旋 表征，而其能级与自旋无关。单电子能量为：

由此可得费米气体的基态能：

对费米动量我们有：

引入积分变数 ，可得基态能为：

这里



设白矮星总质量为M，半径为R，则

这里 是质子的质量。因此我们有：

这里

因此费米气体的压强为：

这里

白矮星的平衡条件：

如没有引力，系统将是无限稀松的均匀气体。为把星体从此状态压到有限密度的球体，外
力作的功为： 这里 是均匀气体的压强。其次，设想加入引力，引力使得星体

各部分相互吸引，结果使星的能量减小，减小的能量为引力自能。以量纲分析引力自能有
如下形式： ，这里γ为引力常数。如R为平衡半径，引力自能刚好抵消把星体压缩作
的功： 对R微分即得平衡条件：



上式实际只是对参数α给出了一个定义，要得出M和R的关系我们需要把 的合适表达式代入。
讨论以下几种情况：
1. 电子气温度 ：这时电子气可看作经典玻尔兹曼气体，有

代入前页公式后得:                          ，这不适用于白矮星。

2. 电子气密度很低，非相对论动力学适用（ ）。把前面公式代入得：

3. 电子气密度很高，相对论效应很重要（ ）。把前面公式代入得：

取α＝1，我们发现

这个情形有一个预言，即白矮星质量不能超过 ，
更精确的考虑发现 ，这已被天文观察
证实。



7.3 朗道抗磁性

抗磁性指的是磁化率χ<0，而顺磁性指的是磁化率χ>0。

在外磁场中对物质磁性起作用的因素有两个：其一是电子自旋倾向于平行磁场方向排列，这
产生顺磁性；其二是在磁场中电子受洛伦兹力产生圆周轨道运动，其运动轨道是量子化的，
这导致抗磁性。

朗道能级：
在磁场中运动的非相对论性电子的哈密顿量为：

其中 是波尔磁子，σ是泡利矩阵，A是矢势。上式第一项与抗磁性有关，第二项与顺
磁性有关，这里我们只考虑第一项。再设磁场为沿z轴的均匀磁场，则A可取为A=(-Hy,0,0)
因此哈密顿量为：

设波函数为： 把以上结果代入到本征方程 中得：

我们得到了一个振动中心在 ，固有频率为 的谐振子，其能量本征值为：

其中 ，这称为朗道能级。



朗道能级与 无关，因此能级的简并度应等于 的允许值的个数， 的取值又必须保证振动
中心 在容器内。
令系统处于一个边长为L的立方体内，由周期性边界条件得 的允许值为
，再考虑 的 的取值数(简并度)为 由于相邻两个能级间距为
故能级密度为 这与无磁场的自由粒子能级密度相同。磁场只是把准连续能
谱变为了离散能谱（见右图）。
练习：请比较自由粒子能谱 证明上面结论。

磁化率：
巨配分函数为：

这里λ为量子数的集合， ，因此

平衡时平均粒子数为：

高温极限：
上面N的表达式中，为确保N有限，要求z→0。把lnΞ按z的幂展开，只保留到一阶，得

由磁化强度 ，得磁化率为：
这为一个负值。



(大磁场)低温极限，de Haas-Van Alphen效应：

此极限下电子倾向于占据最低可能的能级。当我们减小磁场时，由于简并度g也随之减小，每

个朗道能级只能容纳较少的电子，因此有些电子将被迫跳到更高能级，这时低温磁化率将发生
振荡，这称为de Haas-Van Alphen效应。为研究此效应我们考虑 ，我们近似设 T=0K，
并忽略电子沿z方向的运动。

这样系统变为一个面积为LxL的容器中的二维电子系统。朗道能级和简并度为：

当磁场比 大时，g>N，这时能级简并度比全部电子数还多，所有电子都占据最低能级系统基
态能为：

当磁场比 小时，g<N，有些电子将占据更高能级。其中第j个以下的低能级被全占，第j+1个
能级被部分占据的条件为(j+1)g<N<(j+2)g (j=0,1,2,…)，因此有
此范围内电子系统能量为：

记 单位体积的磁化强度和磁化率为：



7.4 量子霍尔效应

经典霍尔效应（右图）：

金属薄膜中的电子可在xy平面运动。设沿x方向有电
流，z方向有均匀外磁场。运动电荷受洛伦兹力作用
偏转累积在薄膜边缘，形成一个沿y方向的电场，该
电场最终与洛伦兹力平衡:

x方向电流密度：

电阻：

霍尔电阻率： ，这里 是y
方向电势差。

量子效应：
电子能谱和简并度同前节最后部分。引入填充比
（能级被电子占据的份额）：

则霍尔电阻率可写为：

实验发现在填充比为1和一些分数时 有一个平
台，值由上式决定；常规电阻率 变得非常小。



整数量子霍尔效应的解释：

•填充比为1时，最低朗道能级完全被电子填满，该能级相当与费米能级。由于费米能级以

上有能隙，低温下电子难以跃迁到低激发态，这些电子轨道中心的运动和自由电子一样，
由前可得结果，与实验结果一致。另外这些电子可以不受散射地移动（不激发），因此电
阻几乎为零。

•平台：样品中的杂质使得朗道能级变宽；杂质能级并产生局域杂质态，使朗道能带之间

的态密度不为零。这样磁场变化在一定范围内时费米能级可处于朗道能带之间的连续区内，
最低朗道能带一直保持完全被填满的状态。



7.5泡利顺磁性

在磁场中运动的非相对论性电子的哈密顿量为（只考虑顺磁性）：

当电子的μ与H平行或反平行时，电子的能量不同：

N个粒子系统的能级为：

这里

记

则

而（正则系综）配分函数可写为：

这里对 和 的求和要满足前面的限制条件。



如果假想粒子没有自旋，那么配分函数会有比较简单的形式：

这里F(N)是假想粒子系的自由能。由此可以把 写为：
于是，

上面的N+1项求和等于其中最大项的对数加上一个ln N量级的项，因此忽略掉ln N/N量级的项，
我们有：

这里
可以认为是自旋向上的粒子数的平均值，若 已知，我们就可由下式获得单位体积内

的磁化强度：

现在来求 。为此在上面的 定义式中对 求极值。利用化学势 ，我们有

这里 是假想的无自旋粒子系统的化学势。这可以理解为在磁场里，自旋向上的粒子（与
外场同向）数需要使得其化学势比自旋向下的粒子（与外场反向）的化学势大 （平衡
条件）。

引入无量纲数 ，磁化强度可写为：

于是我们有

注意到 H=0时，必有r=0，当H很小时，r也很小。因此可以把上式在r=0附近做展开。



保留到第一项，我们有

因此对弱场，单位体积的磁化率为：

1）低温极限
由本章第一节得到的公式对当前系统我们有：

另一方面，实际系统的费米能为（g=2）：
由此可得单位体积磁化率为：

有限温度时有

（2）高温极限（第一节的小z情形）：
类似本章第一节得到的公式对当前系统我们有：

易知

因此

温度有限时由

可得



7.6正常费米液体理论（一）

这里我们讨论的是原子热运动的德布罗意波长与液体中原子间距离可相比的情形，这时液体
的宏观性质由量子效应决定。虽然自然界中只有液 才是量子费米液体，但这里的理论
也可用于有相互作用的简并费米系统。
对有相互作用的粒子系来说，最困难的是确定宏观物体(系统)的能级，因此时单粒子能级已
失去意义。但在足够低温度下，我们只需考虑基态附近的弱激发（元激发）。

• 理论的基本出发点：宏观物体的弱激发态是一类有确定的能量ε(p)和动量p的元激发或准

粒子的集合。朗道假定原子间的相互作用是渐进地（绝热地）加入到系统中，此时系统
的能级类型不发生改变。因此从理想费米气体加入相互作用过渡到液体时，改变的只是
气体粒子被元激发所取代，元激发遵守费米统计，且其数目等于原来原子的数目。

• 费米型准粒子：每个准粒子有确定的动量p。设n(p)是其动量分布函数，我们有归一化条
件 ，但液体的总能量E并不等于各准粒子能量之和，E是n(p)的泛函: 

元激发可近似看作一个在其它原子的自洽场中运动的原子(但这里不仅势能会变，动能对
动量的依赖关系也会变)。

• 准粒子的自旋：准粒子的能量也是其自旋算符 的函数。在均匀的各向同性液体里，最
低阶形式为 或 （因为 为赝标量不可能），准粒子能量和自旋算符无关，
且准粒子的能级都是二重简并的（对任何不为1/2的自旋，ε(p)有(2s+1)/2个分支，每个对
应于自旋为1/2的准粒子 ）。这时分布函数算符可写为：
其中α＝1/2, β=-1/2。总粒子数为：

准粒子的能量也是算符，由下式定义：



• 统计平衡时准粒子的分布函数：因准粒子态和理想气体态的描写方式相同，费米液体的熵
可由类似公式来表达：

由粒子数和能量守恒的限制条件（δ(N/V)=0,δ(E/V)=0）下求条件极值得：

这里μ是化学势。虽然表达式与理想气体的相同，注意这里ε本身就是n的泛函。当T=0K时，
化学势等于费米球表面的能量（费米能），即

• 朗道假设准粒子有确定动量，即动量不确定性跟动量相比很小，也跟分布的跃迁区（在费
米面附近）的宽度 相比也很小。只有在跃迁区内的准粒子能互相散射使得能量发生变
化，于是跃迁区两个准粒子发生散射的概率正比于 ，因此理论适用的条件为

，这在极低温时是成立的。

• 准粒子的有效质量：
(a)在T=0K时有：
在接近0K时，用上面的阶跃函数的分布函数算出的ε值代替泛函ε，这样ε就变成动量p的一
个确定函数，粒子数分布函数就变为通常的费米－狄拉克分布。
在费米面附近ε(p)可按 的幂展开，取一级项得：

这里 是费米面上准粒子的速度。对理想费米气体有 ，因此

类似对费米液体我们可以定义有效质量，使得：
这样参照理想费米气体，只要把原公式中的m换成有效质量，我们就可写下费米液体的熵
和比热在0K附近的公式。



(b) 在0K附近时分布函数偏离阶跃函数一个小量δn，能量的变化 可写为：

第一项为阶跃函数得出的准粒子能量，第二项中的 是准粒子相互作用函数。为看出
其意义，我们把体系总能量按δn在 附近展开到二阶：

其一阶变分导数就是上面的式子。由此还易知 是 的对称函数。

现在我们讨论有效质量和准粒子相互作用函数的关系，为简单记我们假设分布函数和能量
都和自旋无关。
考虑液体单位体积的动量，它应等于单位体积内准粒子动量之和，即
另一方面，它也等于液体的质量通量（质量迁移密度）＝实际粒子质量m X 实际粒子通量。
由于液体中准粒子数等于实际粒子数，实际粒子通量等于准粒子通量，即

其中 是准粒子速度。因此
于是有

上面右边第二式作分部积分，并互换 可得

利用第一节的结果，我们发现：

于是可由热容量的实验值获得。对液 ，定出的



代回到原来式子，由近似 ，再由 的任意性可得

再由于在费米面附近，有

将其代入上面的等式，我们有：

两边点乘 ，并令 ，这时f只与 的夹角θ有关。化简后得（自旋简并贡献了因子2）

其中



7.7 正常费米液体理论（二）零声

下面我们研究费米液体的非平衡态。输运方程如下：

其中I(n)为碰撞积分，即由于碰撞引起的粒子数变化。对近平衡分布，分布函数可写为：

这里 是平衡分布。对准粒子能量类似有 为平衡态能量，于是

2来自于对自旋求迹。准粒子能量起着哈密顿量的作用。由经典哈密顿方程得（精确到一级）：

于是输运方程变为：

这里已经假定准粒子的运动是经典的，这要求
• 空间条件：费米面附近的德布罗意波长远小于粒子数分布n发生显著变化的线性长度L，即

由于 ，这等同于要求

• 时间条件：扰动要足够慢，即 ，这里ω是分布函数变化的频率。这保证了准粒子能量
的不确定性（由于碰撞）小于



现在用上页的输运方程研究费米液体里的振动问题。设准粒子的平均自由时间为 。

• 当ωτ<<1时，碰撞很频繁，这可能导致液体里的小体积元中出现热力学平衡，波的传播可近

似看作准静态过程，由此可由热力学理论求出声速。这是通常在液体里传播的声波（第一
声）。

• 当ωτ>>1时，必须用动力学方程，这时粒子间的碰撞变得不重要。这种过程可认为出现在零
温下，这些波称为零声。我们现在来研究零声。这时可略去碰撞积分项I(n)。于是有

T=0K时有： ，其中 是 方向的单位矢量。

设δn的形式为：

其中 的具体形式待定。代入到输运方程中并化简得：

波的传播速度为 。引入 , 取 为极轴， 方向为(θ,φ)， 方向为(θ’,φ’)，

可得：

这里 ， 为 间夹角。由此可确定波的传播速度和 ，

后者表征费米面畸变与角度的关系 。



上页(*)式的解：

⚫ 为常数 ：我们有 代入到(*)式，我们得

这里 。上式即零声波传播速度 所遵从的方程。
当S从1变到∞时，(1)式左边从∞变到0且恒正。所以必有

当 时，由 这时有

这是近理想费米气体内的零声。 此时零声速度 但通常声速为

此时的 ：由ν的表达式可知，当 时， 当 时，

其中C为常数。这说明费米面在波传播的前向拉长，反向变扁。

⚫ 为任意非常数函数关系时，可以把 和 用球谐函数展开。一般情况下可
产生几种零声，其分布函数不是各向同性的，波的传播速度也不同。

练习：当 时，求零声的非对称波的传播速度（即S和 之间的关系）。

答案： 该非对称波可在 的条件下传播。



7.8 具有排斥势的简并近理想费米气体

与波色气体相似，这里“近理想”指 其中L为容器线度，a为散射长度，
λ为粒子的德布罗意波长，对费米系统

这些条件要求气体有足够低的密度，相互作用的有效力程远小于粒子间平均距离。

•哈密顿量的简化
我们考虑N个自旋为1/2的全同费米子组成的系统，粒子间相互作用为排斥势，且与自旋无关。
哈密顿量为：

在二次量子化的动量表象里，我们有：

这里求和必须保持动量守恒，易知
p为动量转移：
算符 是动量为p，自旋为σ的单粒子态的产生和湮灭算符，满足反对易关系。单粒子
态为： ，这里
在低能近似下，散射矩阵元可近似写为：
由于反对易性（这样 或 的项贡献相消）和势能与自旋无关（假设），求和只
剩下贡献相同的两项：



因此 这里 ，在低能散射和小动量转移时，

我们有散射长度

•能量二级修正
（1）对近理想气体，散射长度a是小量。我们将把能量展开到a的二次项，为此，我们还必须
考虑二级波恩近似（ 也精确到a的二次项）。设V为（恒定）微扰，由量子力学，一阶近似
下跃迁几率决定于 。在二阶近似下，则应把 换为：

对我们考虑的问题，有：

利用上面a和 的关系式可得

解此方程，得

（2）设 本征矢为 ，这里 是单粒子态 上的占据数。

则相应本征值为：
零阶：



一阶微扰：由反对易关系有

二阶微扰：

其中因子2来自于自旋简并，上式的计算作为练习。把 的表达式代入，并保留到a的二
次项，可得

这里四个n相乘的项为零，因为分子和分母对 和 的同时交换分别为对称和
反对称的，故求和后为零。

•基态能
利用理想气体的分布函数：

把上面能量的表达式对n=0求和可得基态能：



•从准粒子能谱 计算相互作用函数 ：

由前节定义，能量的改变量可写为：

由前页的能量表达式对 和 求二阶泛函导数即得 最后求和中的第一项
可改写为：

再对 和 求泛函，并设 （费米面附近），可得

类似可得最后求和的第二项，设 ，即可得

可以验证
（ 可由 中动量 与 互相交换再求二阶泛函得到，其它类似）

于是我们有：
利用前面的结果我们可以获得a和b，由此可得相互作用函数


