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摘 要

在编码理论中，常重码是一种带有检错和纠错能力的重要编码，其中所有的码

字都有相同的Hamming重量。常重复合码是一类特殊的常重码，而置换码可视为一

类特殊的常重复合码。常重复合码近来吸引了相当多的学者参与其研究，这主要是

因为其广泛的应用背景，例如：离散无记忆信道中无错判决反馈容量的确定、多址

方式的通信问题、球码调制、 DNA编码、电力线通信、跳频序列、频率置换阵列

以及频宽限制信道中的编码问题。

常重复合码问题的系统研究开始于二十世纪九十年代末。今天，许多方法都被

用来确定常重复合码的最大码字个数问题。在 Svanström等人的论文中，对于长度

为n，极小Hamming距离为d且复合构型为w的三元码的极大码字个数 A3(n, d, w)提

出了一些求上界及下界的方法。重量为3的最优三元常重复合码、重量为4且极

小Hamming距离为5的最优三元常重复合码、重量为3的最优四元常重复合码以及重

量为4且极小Hamming距离为7的最优四元常重复合码的码字个数问题都已先后被解

决。本文第三章和第四章中将分别研究重量为 4，极小距离为 5或 6的最优四元常

重复合码以及距离为6、复合构型为[2, 2]的最优三元常重复合码的构造问题，并都

得到了较为完整的存在性结果。

在第三章中，一些最优(n, 5, [2, 1, 1])4码可以由一个带有超单性质的n阶Room方

得到。早在1850年， Kirkman就给出了一个7阶Room方，并将其用来解决了著名

的“15女生问题”。在后来的时间里，数学家们尝试了用代数、图论以及组合

等方法来研究高阶Room方的存在性问题。在一个257阶的Room方被证明存在后，

v阶Room方的存在性问题最终得到了完全解决。Room方与很多组合结构都有联系。

例如，带有特殊性质的Room方曾被用来构造4-GDD。Room frame，可视为Room方

的一种推广，曾被用来构造n阶几乎完全可分的有向k圈系和 4-frame。第三章中出

现的超单Room方的存在性问题本身也是一个值得研究的问题。在第五章中，除了

两个极小的阶数不能确定，这个问题得到了较好的解决。

早期，当许多无约束编码在信道通信纠错等方面有明显的应用时，常重码被
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认为是仅有理论意义的编码。但在今天，人们发现常重码在越来越多的方面有重

要应用。常重码在许多工程问题上被广泛应用，例如在光导纤维中的码分多址系

统、无反馈冲突信道中的协议设计、自动重传请求中的错误控制系统、并行异步通

信。另外，常重码还在球码和无偏直流约束码的设计中充当基础构件的角色。其更

进一步的应用也已经扩展到跳频扩频系统、雷达和声纳的信号设计、移动无线电

通信和信号同步。一种带有特殊性质的K-GDD被用来构造常重码。这种K-GDD被

记为K-*GDD，其中任意两个相交区组中的点最多共享两个共同的组。在第六章中

将主要考察4-*GDD(gn)的存在性。在此之前，这类GDD存在性的必要条件被证明

在下列情况下也是充分的：g = 3时，或者g = 6且n为素数幂、n ≡ 3, 5, 7 (mod 8)、

n ≥ 19时。在这一章中，将证明4-*GDD(6n)存在的必要条件，n ≥ 14，也是充分

的。相应的最优四元(n, 5, 4)常重码的结果也将被扩展。

关键词： 常重码，常重复合码，四元码，Room方，Room frame，4-*GDD，超

单性
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Abstract

In coding theory, a constant-weight code, is an error detection and correction code

where all codewords share the same Hamming weight. Constant-composition codes are a

special type of constant-weight codes which are important in coding theory. The class of

constant-composition codes includes the important permutation codes and have attracted

recent interest due to their numerous applications, such as in determining the zero error

decision feedback capacity of discrete memoryless channels, multiple-access communica-

tions, spherical codes for modulation, DNA codes, powerline communications, frequency

hopping, frequency permutation arrays, and coding for bandwidth-limited channels.

Systematic study began in late 1990’s. Today, various methods have been applied to

the problem of determining the maximum size of a constant-composition code. In the paper

of Svanström et al. , some methods for providing upper and lower bounds on the maximum

size A3(n, d, w) of a ternary code with length n, minimum Hamming distance d, and con-

stant composition w were presented. The sizes of optimal ternary constant-composition

codes with weight three，optimal ternary constant-composition codes with weight four

and distance five，optimal quaternary constant-composition codes with weight three and

optimal quaternary constant-composition codes with weight four and distance seven have

been determined in recent years by different authors. In Chapters 3 and 4 of this disser-

tation, the problems of determining the sizes for optimal quaternary constant-composition

codes with weight four, distances five or six and optimal ternary constant-composition

codes with weight four, distance six and composition [2, 2] are studied, and the problems

are almost solved leaving one class and several other lengths undetermined.

In Chapter 3, an optimal (n, 5, [2, 1, 1])4-code can be obtained from a Room square

of side n with super-simple property. In 1850, Kirkman presented a Room square of side

seven and used it to solve the well-known “15 Schoolgirls Problem”. In the following years,

mathematicians have tackled the problem algebraically, graph theoretically, as well as com-
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摘要

binatorially. The solution to the existence problem of Room squares of side v was com-

pleted by the announcement of the existence of a Room square of side 257. Room squares

are closely related to many other combinatorial objects. For examples, Room squares with

additional properties have been used to construct 4-GDDs. Room frames, a generalization

of Room squares, have been used to construct almost resolvable directed k-cycle systems

of order n, and 4-frames. The problem for the existence of super-simple Room squares

which are appeared in Chapter 3, is interesting itself. In Chapter 5, the problem is solved

leaving only two minimal possible n undetermined.

While unrestricted codes have obvious applications in error correction, constant-weight

codes have been historically regarded as a purely theoretical construction. Today, however,

they are generally recognized as an important class of codes due to their numerous ap-

plications. They have been recently introduced in a number of engineering applications,

including code-division multiple-access systems for optical fibers, protocol design for the

collision channel without feedback, automatic-repeat-request error-control systems, and

parallel asynchronous communications. In addition, they often serve as building blocks in

the design of spherical codes and DC-free constrained codes. Further applications have

been reported in frequency-hopping spread-spectrum systems, radar and sonar signal de-

sign, mobile radio, and synchronization. To construct constant-weight codes, K-GDDs

with the “star” property, denoted by K-*GDDs, were introduced, in which any two in-

tersecting blocks intersect in at most two common groups. In Chapter 6, the problem for

the existence of 4-*GDD(gn)s is considered. Previously, the necessary conditions for ex-

istence were shown to be sufficient for g = 3, and also sufficient for g = 6 with prime

powers n ≡ 3, 5, 7 (mod 8) and n ≥ 19. In Chapter 6, the necessary condition for the

existence of a 4-*GDD(6n), namely, n ≥ 14, is proved to be also sufficient. The known

results on the existence of optimal quaternary (n, 5, 4) CWCs are also extended.

Keywords: Constant-weight codes, constant-composition codes, quaternary codes,

Room squares, Room frames, 4-*GDDs, super-simple
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绪论

1 绪论

在这篇论文中，将主要研究常重码与常重复合码及其相关的组合设计。重点考

察重量为4且距离为5或6的四元常重复合码、距离为6且复合构型为[2, 2]的三元常重

复合码、超单Room方和4-*GDD(6n)等编码与组合设计的存在性问题。最终，对于

以上每个问题都给出了较为完整的存在性结果。

1.1 背景介绍及研究现状

1.1.1 常重码

在编码理论中，常重码是一种带有检错和纠错能力的重要编码，其中所有的码

字都有相同的Hamming重量。早期，当许多无约束编码在信道通信纠错等方面有明

显应用时，常重码被认为是仅有理论意义的编码。但在今天，人们发现常重码在越

来越多的方面有重要应用 [1]。常重码在工程上被广泛应用，例如在光导纤维中的码

分多址系统 [2]、无反馈冲突信道中的协议设计 [3]、自动重传请求中的错误控制系

统 [4]、并行异步通信 [5]。另外，常重码还在球码 [6] 和无偏直流约束码 [7,8] 的设计

中充当基础构件的角色。其更进一步的应用也已经扩展到跳频扩频系统、雷达和声

纳的信号设计、移动无线电通信和信号同步 [2,9,10]。对于常重码更一般的背景知识

和相关的球码，推荐参考以下文献： [6,11,12]。

二元常重码已经被许多学者深入研究，研究的主题主要集中在确定 A2(n, d, w)

的值，既长度为n、Hamming距离为d、码字重量为w的(n, d, w)码的最大可能码字

个数。第一个系统记录A2(n, d, w)的上下界的表格出现在MacWilliams和 Sloane于

1977年写的书中 [12] ，其中n ≤ 24且d ≤ 10。1978年，这些表格的更新版本及相

关理论更完整的表述出现在 [13] 中。另一个更新版本可以在 [14] 中找到，其中还包

含了d = 12且n ≤ 27时A2(n, d, w)的上界的新表。文献
[13]中的下界值在1980年被

Graham和 Sloane改进 [15]。随后在1990年， Brouwer、 Shearer、 Sloane和 Smith

在 [16] 中总结了一系列特定参数码字构造的结果，给出了n ≤ 28且d ≤ 18时，

1
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A2(n, d, w)已知的最优下界。在2000年， Agrell、 Vardy 和 Zeger 在 [1] 中将n ≤

24且d ≤ 12时，已有的A2(n, d, w)的上界值做了许多改进，并将已有表的参数扩大

到了n ≤ 28且d ≤ 14。五年后， Schrijver利用 Terwilliger代数和半正定规划的方

法，成功地将A2(n, d, w)的上界进行了改进
[17]。2010年， Chee、 Xing和 Yeo利用

一些递推规律，在 [18] 中改进了网上已有的一些关于A2(n, d, w)上下界的最新结果。

同一年， Östergård在 [19] 中对一些特定参数的最优常重码进行了分类，并给出了一

些参数的新结果。最近， Kang、 Kim和 Toan在 [20] 中利用 Delsarte的线性规划界

给出了一些二元常重码的新的上界。

非二元常重码虽然没有受到如同二元常重码那样广泛的关注，但由于其在带宽

节省信道和DNA计算中寡核苷酸的序列设计等多方面的应用，目前在这个主题上

也有许多文章，具体的研究大多集中在三元和四元的情况。结合文献 [21] 中总结的

多元常重码的研究结果，给出多元常重码如下的研究现状：

(i) (n, d, w)q码一般构造的研究：
[22–24] ；

(ii) 对于一般的d和w，A3(n, d, w)的研究：
[25–29]；

(iii) Aq(n, 3, 3)的研究：
[10,23,30–38]；

(iv) Aq(n, 3, 2)和Aq(n, 4, 3)的研究：
[22,39]；

(v) Aq(n, 2w − 1, w)的研究： [40]；

(vi) A3(n, 3, 4)的研究：
[23,41]；

(vii) A3(n, 5, 4)的研究：
[42–45]；

(viii) A3(n, 6, 4)的研究：
[46]；

(ix) A4(n, 5, 4)的研究：
[21,47–50]。

1.1.2 常重复合码

常重复合码是一类特殊的常重码，而置换码可视为一类特殊的常重复合码。常

重复合码近来吸引了相当多的学者参与其研究，这主要是因为其广泛的应用背景，
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诸如：离散无记忆信道中无错判决反馈容量的确定 [51]、多址方式的通信问题 [52]、

球码调制 [53]、 DNA编码 [54–56]、电力线通信 [57,58]、跳频序列 [59]、频率置换阵列 [60]

以及频宽限制信道中的编码问题 [61]。

该问题的系统研究开始于二十世纪九十年代末 [29,62,63]。今天，许多方法都被用

来确定常重复合码的最大码字个数问题，例如：计算机搜索 [64]、填充设计 [59,65–71]、

锦标赛设计 [72]、多项式及非线性函数 [59,73–76]、三角差集 [40]、 PBD闭集 [77,78] 和其

他诸多方法 [79–82]。

在 Svanström的论文 [83] 中，对于长度为n、极小Hamming距离为d且复合构型

为w的三元码的极大码字个数 A3(n, d, w)提出了一些求上界及下界的方法。重量

为3的最优三元常重复合码的码字个数已经被 Chee、 Ge和 Ling在 [77] 中完全确

定。重量为4、极小Hamming距离为5的最优三元常重复合码的码字个数也已经被

Gao和Ge 在 [84] 中完全确定。除了4个码字长度的最优码字个数未知，重量为3的

最优四元常重复合码的码字个数已经被 Chee、 Ge和 Ling在 [77] 中完全确定。最

近，重量为4、极小Hamming距离为7的最优四元常重复合码的码字个数问题已经被

Chee、 Dau、 Ling和 Ling在 [40] 中解决。

1.1.3 Room方

在常重码和常重复合码的研究中，组合设计理论中的Room方发挥了重要作

用。

T. G.Room在1955年发表了一篇文章 [85]，在其中他证明了3阶和5阶Room方不

存在，并构造了一个7阶Room方，后来人们把这种方阵就称为Room方。而实际上，

这种方阵的历史更加久远。早在1850年， Kirkman就给出了一个7阶Room方，并将

其用来解决了著名的“15女生问题”。在后来的时间里，数学家们尝试了用代数、

图论以及组合等方法来研究高阶Room方的存在性问题。在一个257阶的Room方被

证明存在后 [86] ，v阶Room方的存在性问题最终得到了完全解决。v阶Room方存

在的充要条件为：v是正奇数且v ̸= 3，v ̸= 5。在 [87] 中， Mullin和 Wallis给出了

非3阶、5阶的正奇数阶Room方存在的一个简化证明。

定理 1.1 ( [87])：一个v阶Room方存在当且仅当v是奇数且v ̸= 3，v ̸= 5。

3
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Room方与很多组合结构都有联系。例如，带有特殊性质的Room方曾被用来构

造4-GDD [88]。Room frame，可视为Room方的一种推广，曾被用来构造n阶几乎完

全可分的有向k圈系 [89]和 4-frame [90]。

1.1.4 4-*GDD(6n)

Etzion在 [23] 中证明，一个定义在 Zg+1 上的最优 (g + 1) 元 (n, d, k) 常重码

可以由一个组型为 gn 的 k-GDD得到。记这个GDD为(In × Ig, {{i} × Ig : i ∈

In},B)。其中Im = {1, 2, . . . ,m}，d是所得编码的距离。对于其中每个区组

{(i1, a1), (i2, a2), . . . , (ik, ak)} ∈ B ，对每个1 ≤ j ≤ k，将aj放在第ij位置，其他

位置放0，这样可以得到一个长度为n的码字。如果一个组型为gn的k-GDD所

形成的所有码字构成的编码的距离为2k − 3，则称之为一个广义Steiner系，记

为GS(2, k, n, g)。

一个K-GDD被称为是带有“星”性质的，并记为K-*GDD，如果其任何两

个相交区组的点至多共享两个公共组。当K = {3}时，一个3-*GDD(gn)就是一

个GS(2, 3, n, g)。记号K-*GDD首先在 [31]中被引入。K-*GDD可以按照如下方法来

构造GS(2, k, n, g)，因此也可以用来构造最优常重码。

引理 1.1 ( [31])：如果存在一个K-*GDD(gn)，并且对任何k ∈ K都存在一个GS

(2, 3, k, h)，则存在一个GS (2, 3, n, gh)。

引理 1.2 ( [47])：令m,h, s, w, g, t, u和a都是整数，使得h = sg, n = sw, u ∈ {0, 1}，

w ̸∈ {2, 6}，且1 ≤ t ≤ w成立。假设下列的设计存在：

(i) 一个4-*GDD(hm)，其区组可被划分为t个集合S0, S1, . . . , St−1，组可以被划分

为s个大小为g的子组，使得对所有的0 ≤ r ≤ t− 1，Sr相对于这些子组的极小

距离都为5。

(ii) 一个GS(2, 4, n+ u, g)。

则存在一个GS(2, 4,mn+ u, g)。

下面所列出的4-*GDD(gn)存在的必要条件已在 [47] 里得到证明。
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引理 1.3 ( [47])：4-*GDD(gn)存在性的必要条件如下：

1. n ≥ 2g + 2;

2. n ≡ 1, 4 (mod 12), 如果g ≡ 1, 5 (mod 6),

n ≡ 1 (mod 3), 如果g ≡ 2, 4 (mod 6),

n ≡ 0, 1 (mod 4), 如果g ≡ 3 (mod 6).

当g = 3时，上述必要条件被证明也是充分的 [47] 。当g = 6，n是素数幂，

且n ≡ 3, 5, 7 (mod 8)，n ≥ 19时，上述必要条件同样被证明是充分的 [49]。

1.2 主要结果

在第 2章中，将主要介绍后文中所需的一些组合结构，包括：成对平衡设计

（PBD）、可分组设计（GDD）、可分组编码（GDC）、Room方以及frame starter等。

在第 3章中，将主要研究重量为4、距离为5或6的四元常重复合码的存在性问

题。在研究中，主要利用了可分组编码和Room方构造等方法。在这一章中，这个

问题得到了较好的解决，仅留下5个码字长度的最优码不能确定。而在此之前，四

元常重复合码的存在性结果是很少的。最终得到的结论如下：

定理 1.2：对于任意的n ≥ 4，

A4(n, 5, [2, 1, 1]) =



1, 如果n = 4

2, 如果n = 5

6, 如果n = 6

10, 如果n = 7

n
⌊
n−1
2

⌋
, 如果n ≥ 12并且n ̸= 13.

A4(8, 5, [2, 1, 1]) ≥ 18,

A4(9, 5, [2, 1, 1]) ≥ 27,

A4(10, 5, [2, 1, 1]) ≥ 36,

5
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A4(11, 5, [2, 1, 1]) ≥ 48,

A4(13, 5, [2, 1, 1]) ≥ 72.

定理 1.3：对于任意的n ≥ 4，

A4(n, 6, [2, 1, 1]) =


1, 如果n = 4, 5

4, 如果n = 7⌊
n
2

⌊
n−1
3

⌋⌋
, 如果n ≥ 6并且n ̸= 7.

在第 4章中，主要通过可分组编码和斜Room frame的方法，研究距离为6、复

合构型为[2, 2]的最优三元常重复合码的存在性问题。除了一类码长和其他类中少数

的几个值外，这个问题得到了较好的解决。此前这类三元常重复合码的存在性结果

是较少的。将主要的结果总结为如下定理：

定理 1.4：对于任何整数n ≥ 4，令 Q1 = {7, 8, 13, 14, 16, 22, 76, 88, 94, 124, 142, 166,

184}， Q2 = {17, 59, 65, 71, 89}，

A3(n, 6, [2, 2]) =



1, 如果n = 4, 5

3, 如果n = 7

5, 如果n = 8⌊
n
2

⌊
n−1
3

⌋⌋
, 如果n ≥ 6, n ̸≡ 5 (mod 6)，且n ̸∈ Q1.

如果n ≥ 11, n ≡ 5 (mod 6)且n ̸∈ Q2,⌊
n

2

⌊
n− 1

3

⌋⌋
− 1 ≤ A3(n, 6, [2, 2]) ≤

⌊
n

2

⌊
n− 1

3

⌋⌋
.

在第 5章中，主要研究与常重复合码相关的超单Room方的存在性问题。在这

一章中，建立了超单Room方与一个大小为n(n− 1)/2的最优超单(n, 5, [2, 1, 1])4码的

等价关系。利用递归构造等方法，几乎完全确定了超单Room方的存在性问题。最

终得到如下结果：

定理 1.5：一个n阶超单Room方存在的必要条件，n ≥ 15，也是充分的，除了n ∈

{15, 17}是可能的例外。
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在第 6章中，主要研究4-*GDD(6n)和相关的最优四元常重码。在证明过程中，

提出了超单斜Room方的定义，并得到了一些关于超单斜Room方的存在性结果。利

用超单斜Room方的结果和4-*GDD(6n)的递归构造，最终得到如下结论：

定理 1.6：4-*GDD(6n)存在的必要条件，n ≥ 14，也是充分的。

并由此可以得到一些新的最优非线性四元常重码。

定理 1.7：如果v ≥ 14，而2n+ 1 ≡ 1 (mod 4)是一个素数，且2n+ 1 > 13，则存在

一个最优非线性四元(w, 5, 4)常重码，其中w = 2vn+ 1或v(2n+ 1)。

7
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2 背景知识

2.1 定义及记号

整数集合 {i, i+ 1, . . . , j}简记为[i, j]。环Z/qZ简记为Zq。H·I表示多重集。
在本文中，如果没有明确说明是无限集，则所有的集合均为有限集。如

果X和R是有限集，则RX表示长度为|X|的向量的集合，其中每个向量u ∈ RX的

每个分量的取值均在R中，该分量在向量中的位置由X中的元素作为索引。也

就是说，对于每个x ∈ X，u = (ux)x∈X 且ux ∈ R。一个长度为n的 q 元码是一

个集合C ⊆ ZX
q ，其中X是一个大小为n的集合。C中的元素称为码字。定义一个

向量u ∈ ZX
q 的Hamming范数（又称Hamming重量）为∥u∥ = |{x ∈ X : ux ̸= 0}|。

由这个范数导出的距离被称为Hamming距离，记为dH，因此对于任意的两个

向量u, v ∈ ZX
q ，有dH(u, v) = ∥u − v∥。一个向量u ∈ ZX

q 的复合构型是一个多

元组w = [w1, . . . , wq−1]，其中，wj = |{x ∈ X : ux = j}|。对于任意两个向

量u, v ∈ ZX
q ，定义他们的支撑集为supp(u, v) = {x ∈ X : ux ̸= vx}。将supp(u, 0)记

为supp(u)，且称之为向量u的支撑集。

在一个编码C中，如果对于任何两个不同的码字u, v ∈ C，有dH(u, v) ≥ d成立，

则称编码C的（极小）距离为d。如果对于任何一个码字u ∈ C都有∥u∥ = w，则称编

码C是常重的，且重量为w。

一个长度为n，距离为d，重量为w的q元常重码（CWC）被记为q元(n, d, w)常

重码。一个q元 (n, d, w) 常重码中的码字个数被称为这个编码的大小。一个q元

(n, d, w)常重码的最大可能大小记为Aq(n, d, w)，达到这个大小的q元(n, d, w)常重

码被称为是最优的。

如果一个q元码C中每一个码字的复合构型都是w，则称C是常重复合码

（CCC），且复合构型为w。一个长度为n，距离为d且常复合构型为w的q元码记

为一个(n, d, w)q码。一个(n, d, w)q码的极大码字个数被记为Aq(n, d, w)，而达到这
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个码字个数的(n, d, w)q码被称为是最优的。注意到下面的变换操作不会影响一

个(n, d, w)q码的距离和重量：

(i) 重新排列w中的元素,

(ii) 删除w中值为0的元素.

因此，后文中只考虑那些常复合构型为w = [w1, . . . , wq−1]的编码，其中w1 ≥ · · · ≥

wq−1 ≥ 1。

假设u ∈ ZX
q 是一个(n, d, w)q码中的码字，其中w = [w1, . . . , wq−1]。令w =∑q−1

i=1 wi。则u可以等价地表示为一个w元组⟨a1, a2, . . . , aw⟩ ∈ Xw，其中，

ua1 = · · · = uaw1
= 1,

uaw1+1 = · · · = uaw1+w2
= 2,

...

ua∑q−2
i=1

wi+1
= · · · = uaw = q − 1.

例如一个长度为8且复合构型为[2, 1, 1]的码字(01021003)可表示为< 1, 4, 3, 7 >，

即1和4位置的元素为1，3位置的元素为2，7个位置的元素为3，其余位置的元素为0

（以0位置作为起始位置）。在这个论文中，将使用这种形式来表示常重复合码中的

码字。这样的表示具有更简洁、更灵活的特点。

2.2 组合设计及编码

本文中的递归构造是基于设计理论中的一些组合结构，在这一节中将对需要用

到的组合结构做基本的介绍。其中最重要的工具是成对平衡设计（ PBD），可分组

设计（ GDD），可分组编码（ GDC），Room方和frame starter等。

2.2.1 成对平衡设计（PBD）

令K是正整数集的一个子集，λ是一个正整数。一个区组大小取值在集

合K里的v阶成对平衡设计（PBD(v,K, λ) 或(K,λ)-PBD），是这样一个有限关联

结构(V ,B)，其中V是一个大小为v的有限集合（称为点集），B是由V中子集（称

9
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为区组）构成的一个集族，且满足：1、如果B ∈ B，则|B| ∈ K；2、V中任何

两个不同元素组成的点对恰好出现在λ个区组中。λ被称为这个PBD的相遇数。

当λ = 1时，则记为PBD(v,K)或v阶K-PBD。如果k ∈ K上标记了星号（记为k⋆），

则表示该PBD有且仅有一个区组大小为k。

引理 2.1 ( [91])：对于任意的整数v ≥ 7且v ̸∈ {7, 8, 9, 10, 11, 12, 14, 15, 18, 19, 23}，存

在一个(v, {4, 5, 6}, 1)-PBD。

引理 2.2 ( [92])：对于任意的整数v ≥ 10且v ̸∈ [10, 20]∪ [22, 24]∪ [27, 29]∪ [32, 34]，存

在一个(v, {5, 6, 7, 8, 9}, 1)-PBD。

引理 2.3 ( [91])：对于任意的整数v > 342或者v = 66，存在一个(v, {7, 8, 9}, 1)-PBD。

引理 2.4 ( [93])：当v > w时，一个(v, {4, w⋆}, 1)-PBD存在，当且仅当v ≥ 3w + 1，并

且

(i) v ≡ 1或4 (mod 12)而w ≡ 1或4 (mod 12);或者

(ii) v ≡ 7或10 (mod 12)而w ≡ 7或10 (mod 12)。

2.2.2 可分组设计（GDD）

令K和G是正整数集合，λ是一个正整数。一个相遇数为λ的v阶可分组设

计（(K,λ)-GDD）是这样一个三元组(V ,G,B)，其中V是一个大小为v的有限集，

G是V的一个划分且其中每一个部分（称为组）的大小取值在G中，B是由V中子

集（称为区组）构成的一个集族，且满足：1、如果B ∈ B，则|B| ∈ K；2、V中

任何两个不同元素组成的点对要么恰好在λ个区组中出现，要么出现在一个组中；

3、 |G| > 1。如果v = a1g1 + a2g2 + · · · + asgs，且对所有的i = 1, 2, . . . , s，均存在

有ai个大小为gi的组，则称这个(K,λ)-GDD的组型为ga11 ga22 . . . gass 。这是组型的指数

记法。如果K = {k}，则可将这个 (K,λ)-GDD记为(k, λ)-GDD。如果 λ = 1，则记

为K-GDD。更进一步，一个(k, 1)-GDD简记为k-GDD。一个平行类或可划分类是

指一系列可将这个设计的点集完全划分的区组集合。如果一个GDD的所有区组都
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可以被划分到不同的平行类中，则称这个GDD是可划分的，一个可划分的GDD记

为RGDD。

引理 2.5 ( [94])：当(g, u,m) ∈ {(3, 5, 0), (4, 6, 7), (12, 4, 18), (12, 5, 18), (15, 4, 21)}时，

存在组型为gum1的4-GDD。

引理 2.6 ( [94])：当(g, u) ∈ {(3, 8), (4, 7)}时，存在组型为gu的4-RGDD。

引理 2.7 ( [94])：存在一个组型为46的5-GDD。

一个组型为nk的{k}-GDD也被称为一个横截设计，记为TD(k, n)。

引理 2.8 ( [95])：令n为一个正整数，则：

(i) 当n ̸∈ {2, 3, 6, 10}时，存在一个TD(5, n)；

(ii) 当n ̸∈ {2, 3, 4, 6, 10, 14, 18, 22}时，存在一个TD(6, n)；

(iii) 当n ̸∈ {2, 3, 4, 5, 6, 10, 14, 15, 18, 20, 22, 26, 30, 34, 38, 46, 60}时，存在一个TD

(7, n)；

iv) 当n ̸∈ {2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 14, 15, 18, 20, 21, 22, 26, 28, 30, 33, 34, 35, 38, 39, 42, 44,

46, 51, 52, 54, 58, 60, 62, 66, 68, 74}时，存在一个 TD(8, n)；

(v) 当q是一个素数幂时，存在一个TD(q + 1, q)。

2.2.3 可分组编码（GDC）

给定u ∈ ZX
q 和Y ⊆ X，u在Y上的限制（记为u |Y）是指一个向量v ∈ ZX

q 满足

vx =


ux, 如果x ∈ Y

0, 如果x ∈ X\Y .

一个距离为d的可分组编码（GDC）是一个三元组(X,G, C)，其中 G =

{G1, . . . , Gt}是大小为n的集合X的一个划分，且C ⊆ ZX
q 是一个长度为n的q元码，

使得对于任何两个不同的码字u, v ∈ C，都有dH(u, v) ≥ d，且对于所有的u ∈ C,
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1 ≤ i ≤ t，都有∥u|Gi
∥ ≤ 1。G中的元素被称为组。如果C是常重的，且重量为w，则

将距离为d的GDC(X,G, C)记为w-GDC(d)。如果C是常复合构型的，则将此GDC记

为w-GDC(d)，其中每个码字u ∈ C的复合构型均为w。一个GDC(X,G, C)的组型

是指多重集H|G| : G ∈ GI。如同在记GDD的组型时一样，也用指数记法来表

示GDC的组型。一个GDC(X,G, C)的大小（码字个数）记为|C|。注意到一个大小

为s的(n, d, w)q码等同于一个大小为s、组型为1n的w-GDC(d)。

利用可分组编码，通过下面两个构造可以得到大阶数的常重复合码。

构造 2.1 (（组填充构造） [77])：令d ≤ 2(w − 1)。假设存在一个大小为a、组型

为gt11 · · · gtss 的w-GDC(d)，(X,G, C)。进一步假设对于每个i，1 ≤ i ≤ s，都存在一

个大小为bi的(gi, d, w)q码Ci。则存在一个大小为a+
∑s

i=1 tibi的(
∑s

i=1 tigi, d, w)q码C ′。

特别的，如果C 和Ci，1 ≤ i ≤ s，均为常复合构型w的，则C ′也是常复合构型w的。

构造 2.2 (（添加点构造） [77])：令y ∈ Z≥0。假设存在一个（主）编码w-GDC(d)，

其组型为gt11 · · · gtss ，大小为a，且下面的（部件）编码也都存在：

(i) 一个大小为b的(g1 + y, d, w)q码，

(ii) 对于任意的2 ≤ i ≤ s，都存在一个w-GDC(d)，且组型为1giy1，大小为ci，

(iii) 当t1 ≥ 2时，存在一个w-GDC(d)，其组型为1g1y1，大小为c1。

则，存在一个(y +
∑s

i=1 tigi, d, w)q码，大小为

a+ b+ (t1 − 1)c1 +
s∑

i=2

tici.

如果主编码和部件编码都是常复合构型的，则得到的编码也是常复合构型的。

下面两个构造主要用于通过阶数较小的GDC得到阶数较大的GDC。

构造 2.3 (（基本构造） [77])：令d ≤ 2(w − 1), D = (X,G,A)是（主）GDD，且ω :

X → Z≥0是一个赋权函数。假设对于每个A ∈ A，都存在一个（部件）w-GDC(d)，

其组型为Hω(a) : a ∈ AI。则存在一个组型为H∑x∈G ω(x) : G ∈ GI的w-GDC(d)，记

为D∗。如果所有的部件GDC都有常复合构型w，则D∗也有常复合构型w。

12
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构造 2.4：假设存在一个组型为gt11 . . . gtss ，大小为a的w-GDC(d)，和一个TD(w,m)。

则存在一个组型为(mg1)
t1 . . . (mgs)

ts，大小为am2的w-GDC(d)。如果初始的GDC有

常复合构型w，则得到的GDC同样有。

2.2.4 Room方和Room frame

令S是一个有n+1个元素（符号）的集合。一个（在符号集S上的）n阶Room方，

RS(n)，是一个n× n的阵列，F，其满足下面的性质：

1. F中的每一个位置要么是空的，要么包含由集合S中的不同元素组成的一个无

序对；

2. S中的每个元素在F中每行和每列中均恰好出现一次；

3. 集合S中不同元素组成的无序对恰好在F中出现一次。

引理 2.9 ( [87])：一个n阶的Room方存在，当且仅当n是奇数，且n ̸= 3或5。

对于一个n阶Room方, R, 其每个非空的位置可对应到一个四元集{i, j, r, c}，

其中无序对{i, j}出现在R的第r行、第c列。如果一个n阶Room方中任何两个非空

位置(r1, c1) 和(r2, c2) 分别包含无序对{i1, j1} 和{i2, j2} ，它们所对应的两个四元

集{i1, j1, r1, c1} 和{i2, j2, r2, c2} 相交不超过两个元素，则称这个Room方是超单的

（记为SSRS(n)）。

设{S1, . . . , Sn}是集合S的一个划分，一个{S1, . . . , Sn}-Room frame是一个|S| ×

|S|的阵列F，行列均由S中的元素作为标号，且满足下面的性质：

1. F中的每个位置要么是空的，要么包含由集合S中的不同元素组成的一个无序

对；

2. 对每个1 ≤ i ≤ n，子阵列Si × Si中的位置都是空的，这些子阵列被称为洞；

3. 对于每个s ∈ Si，每个元素x /∈ Si在行（列）s中出现一次；

4. 在F中出现的无序对{s, t}均来自(S × S) \ ∪n
i=1(Si × Si)。

13
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一个{S1, . . . , Sn}-Room frame，F，的型是{|S1|, . . . , |Sn|}。如果对于每个1 ≤

j ≤ k，F都有uj个Si的大小为tj，则称F的型是tu1
1 . . . tuk

k 。一个Room frame被称为

是斜的，如果位置(i, j)非空可推出位置(j, i)是空的。一个n阶Room方等价于一个型

为1n的Room frame。

可以和定义超单Room方一样来定义超单Room frame。一个超单 {S1, . . . , Sn}-

Room frame将被记为{S1, . . . , Sn}-SSRF。

2.2.5 frame starter

令G是一个nh阶的加法阿贝尔群，H是一个h阶的子群，其中nh − h是偶数。

G \ H中的一个型为hn的frame starter（记为FS(hn)）是一个由无序对组成的集

合S = {{xi, yi} : 1 ≤ i ≤ (nh− h)/2}，使得下面两个性质成立：

(i) {xi : 1 ≤ i ≤ (nh− h)/2} ∪ {yi : 1 ≤ i ≤ (nh− h)/2} = G \H；

(ii) {±(xi − yi) : 1 ≤ i ≤ (nh− h)/2} = G \H。

G中的一个starter是在G \ H中的一个型为1n的frame starter，且H = {0}。G中

的一个斜starter是一个满足如下性质的starter，S = {{si, ti} : 1 ≤ i ≤ (n − 1)/2}，

由si + ti = ±(sj + tj)可推出i = j，且对于任何i，都有si + ti ̸= 0。阿贝尔群G中

的一个starter，S = {{si, ti}}，如果在其中由si + ti = sj + tj可推出i = j，且对任

何i，si + ti ̸= 0，则称这个starter是强starter。令 S = {{si, ti} : 1 ≤ i ≤ (g − 1)/2}，

T = {{ui, vi} : 1 ≤ i ≤ (g−1)/2}是G中的两个starter。不失一般性，可假设si− ti =

ui − vi对所有i成立。如果由ui − si = uj − sj可推出i = j，且ui ̸= si对所有的i成立，

则称S和T是正交starter。一个starter，S = {{si, ti} : 1 ≤ i ≤ (g − 1)/2}，的adder是

一个由G中(g − 1)/2个不同元素组成的有序集AS = {a1, a2, . . . , a(g−1)/2}，且使得集

合T = {{si + ai, ti + ai} : 1 ≤ i ≤ (g − 1)/2}同样形成G中的一个starter。这样得到

的T与S是正交starter。

定理 2.1 ( [96])：如果在一个阶为n的群中存在两个相互正交的starter，则存在一

个n阶Room方。如果那个n阶群是Zn，则得到的Room方是循环的。

14
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在G \ H中的一个型为hn的frame starter，S = {{si, ti} : 1 ≤ i ≤ (nh − h)/2}

的adder是一个由G中(nh − h)/2个不同非零元素组成的有序集 AS = {a1, a2, . . . ,

a(nh−h)/2}，使得集合T = {{si + ai, ti + ai} : 1 ≤ i ≤ (nh− h)/2}同样构成一个型为

hn 的 frame starter。如果对于任何i，j，都有ai ̸= −aj成立，则这个adder，A，被

称为是斜的。

引理 2.10 ( [97])：假设S是G \H中的一个型为hn的frame starter,且A是其adder。则存

在一个型为hn的Room frame。更进一步，如果A是斜的，则得到的Room frame也是

斜的。

15



浙江大学博士学位论文

3 重量为4、距离为5或6的四元常重复合码

除了4个码字长度的最优码未知，重量为3的最优常重复合码的码字个数已经被

Chee、 Ge和 Ling基本确定 [77]。可分组编码在他们构造码字的过程中扮演了重要

的角色。在这一章中，研究的主要问题是通过可分组编码及 Room方等手段，来构

造 Hamming重量为4，极小距离为5或6的最优四元常重复合码。在这一章中，这个

问题得到了较好的解决，仅留下5个码字长度的最优码不能确定。而在此之前，四

元常重复合码的存在性结果是很少的。

3.1 介绍

在 Svanström的论文 [83] 中，对于长度为n，极小Hamming距离为d且复合构型

为w的三元码的极大码字个数 A3(n, d, w)提出了一些求上界及下界的方法。重量

为3的最优三元常重复合码码字个数已经被 Chee、 Ge 和 Ling 在 [77] 中完全确

定。重量为4、极小Hamming距离为5的最优三元常重复合码的码字个数也已经被

Gao和Ge在 [84] 中完全确定。

除了4个码字长度的最优码字个数未知，重量为3的四元最优常重复合码的码字

个数已经被 Chee、 Ge和 Ling在 [77] 中完全确定。最近，重量为4，极小Hamming距

离为7的最优四元常重复合码的码字个数问题已经被 Chee、 Dau、 Ling和 Ling

在 [40] 中解决。

对于常重复合码，有如下一些上界：

引理 3.1 ( [77])：

Aq(n, d, [w1, . . . , wq−1]) =

(
n∑q−1

i=1 wi

)( ∑q−1
i=1 wi

w1,...,wq−1

)
, if d ≤ 2⌊

n∑q−1
i=1 wi

⌋
, if d = 2

∑q−1
i=1 wi

1, if d ≥ 2
∑q−1

i=1 wi + 1.

下面的 Johnson型的界也已被证明：
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引理 3.2 ( [83])：

Aq(n, d, [w1, . . . , wq−1]) ≤
n

w1

Aq(n− 1, d, [w1 − 1, . . . , wq−1]).

更进一步，有如下一些结果：

引理 3.3 ( [78])：

Aq(n, d, [w1, . . . , wq−1]) ≤
⌊

n
w1

⌊
n−1∑q−1

i=1 wi−1

⌋⌋
if d = 2

∑q−1
i=1 wi − 3⌊

n
w1

⌊
n−1
w1−1

⌋⌋
if d = 2

∑q−1
i=1 wi − 2.

推论 3.1：

A4(n, 5, [2, 1, 1]) ≤ n

⌊
n− 1

2

⌋

A4(n, 6, [2, 1, 1]) ≤
⌊
n

2

⌊
n− 1

3

⌋⌋
.

证明. 将w1 = 1, w2 = 2及w3 = 1代入引理 3.2和引理 3.1，可得第一个等式。

将w1 = 2, w2 = 1及w3 = 1代入引理 3.3和引理 3.1，可得第二个等式。

在后文中，记U(n, 5, [2, 1, 1]) = n
⌊
n−1
2

⌋
，U(n, 6, [2, 1, 1]) =

⌊
n
2

⌊
n−1
3

⌋⌋
。

3.2 确定A4(n, 5, [2, 1, 1])的值

3.2.1 Room方构造

定理 3.1：对于一个奇数n，假设存在一个SSRS(n)，则存在一个最优 (n, 5, [2, 1, 1])4

码，其码字大小为n(n− 1)/2 = U(n, 5, [2, 1, 1])。

证明. 由这个SSRS(n)（记为R）的每一个非空位置(r, c)，都可以得到一个复合构

型为[2, 1, 1]的码字⟨i, j, r, c⟩，其中{i, j}出现在R的第r行、第c列。这样一共可以得

到n(n− 1)/2个码字。下面证明这n(n− 1)/2个码字构成一个长度为n的最优编码。

因为R是超单的，所以任何两个码字不会在超过两个坐标处相交。如果某两个

码字⟨i1, j1, r1, c1⟩和⟨i2, j2, r2, c2⟩之间的距离小于5，则必然至少会出现下列情况中

的某一种：
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1. i1 = i2且j1 = j2；

2. i1 = j2且i2 = j1；

3. il = jm且r1 = r2其中l,m ∈ {1, 2}；

4. il = jm且c1 = c2其中l,m ∈ {1, 2}；

5. r1 = r2且c1 = c2。

但是上面五种情况中的任何一种都与Room方的性质相矛盾。这就说明所得编码的

任何两个码字的距离都大于或者等于5。因此，这样得到的码字就构成一个长度

为n，大小为n(n− 1)/2 = U(n, 5, [2, 1, 1])的最优编码。

定理 3.2：如果存在一个型为2t的超单Room frame，则存在一个最优(2t, 5, [2, 1, 1])4码，

其大小为2t(t− 1) = U(2t, 5, [2, 1, 1])。

证明. 从这个超单Room frame，R，中的每个非空位置(r, c)，都可以得到一个复合

构型为[2, 1, 1]的非空码字⟨i, j, r, c⟩，其中{i, j}出现在R中的第r行、第c列。在R中

一共有2× 2t(t− 1)/2 = 2t(t− 1)个非空位置，恰好等于U(2t, 5, [2, 1, 1])。因此总共

得到U(2t, 5, [2, 1, 1])个这样的码字。剩下的证明和定理 3.1中的类似。

阿贝尔群G中的一个starter，S = {{si, ti}}，如果其中由si + ti = sj + tj成立

可推出i = j，对任何i，si + ti ̸= 0成立，则称这个starter是强starter。称一个frame

starter是强的，如果由si + ti = sj + tj 可推出i = j，且si + ti /∈ H 对于所有的i成

立。令A = {{si, ti}}，B = {{ui, vi}}是两个frame starter，假设ti − si = vi − ui对于

每个1 ≤ i ≤ (g − t)/2成立。如果由ui − si = uj − sj可推出i = j，且ui − si /∈ H对

所有的i成立，则A和B称为是正交的frame starter。

引理 3.4 ( [98])：如果A = {{si, ti}}是一个强frame starter，则A和−A = {{−si,−ti}}

是相互正交的frame starter。

引理 3.5 ( [98])：令|G| = g，|H| = t，如果在G \ H中存在一对相互正交的t-frame

starter，则存在一个型为tu的Room frame，其中u = g/t。
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因此，如果在一个n阶群中，有一个可以得到SSRS(n)的强starter，则可以生

成一个大小为U(n, 5, [2, 1, 1])的最优(n, 5, [2, 1, 1])4码。类似的，如果在G \H中，有

一个可以得到型为2g/2的超单Room frame的强frame starter，则可生成一个大小

为U(g, 5, [2, 1, 1])的最优(g, 5, [2, 1, 1])4码，其中|G| = g，|H| = 2。

3.2.2 一些阶数较小的[2, 1, 1]-GDC(5)和距离为5的最优常重复合码

下面将通过计算机搜索的方法得到一些阶数较小的[2, 1, 1]-GDC(5)。这些构造

基于利用不同的差来产生基区组（码字）的方法，而后将一个有限群（通常是Zu）

作用于其上产生GDC或编码中的全部码字。因此，下文中将仅列出基码字和相应

的有限群，而不会列出全部的码字。特别的，基码字的集合将被划分为两个部

分P和R。P中的每一个码字将乘以mi，i取遍所有的0 ≤ i ≤ s − 1，来生产s个码

字。而R中包含了剩下的基码字。所需的编码由这些基码字+M 模n得到。这样，

下文仅列出每个编码所对应的n, m, s, M , P 和R。在某些时候，R可能为空，将被

省略。

引理 3.6：存在一个型为gt，大小为g2t(t−1)
2
的[2, 1, 1]-GDC(5)，其中g和t的参数满

足：

1. g = 2, t ∈ {8, 9, 11}；

2. g = 3, t ∈ {7, 9}；

3. g = 4, t ∈ {5, 6, 7, 8, 9, 11}；

4. g = 6, t ∈ {5}。

证明. 对于每个给定的对子{g, t}，令X{g,t} = Zgt，G{g,t} = {{i, t + i, . . . , (g −

1)t + i} : i ∈ Zt}，令C{g,t}分别是由下列基码字循环（或半循环）移位生成的。

则(X{g,t},G{g,t}, C{g,t})是一个型为gt，大小为g2t(t−1)
2
的[2, 1, 1]-GDC(5)。

1. g = 2, t = 8, n = 16, m = 11, s = 2, M = 2

P : ⟨0, 13, 15, 6⟩
R : ⟨1, 11, 0, 13⟩ ⟨0, 1, 4, 14⟩ ⟨0, 11, 9, 15⟩ ⟨0, 6, 2, 1⟩ ⟨0, 3, 7, 10⟩

⟨0, 2, 13, 7⟩ ⟨1, 5, 2, 11⟩ ⟨0, 7, 14, 12⟩ ⟨0, 5, 1, 3⟩ ⟨0, 9, 3, 4⟩
⟨0, 12, 6, 9⟩ ⟨1, 3, 12, 2⟩
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2. g = 2, t = 9, n = 18, m = 5, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 2, 1, 15⟩
R : ⟨0, 3, 15, 17⟩ ⟨0, 11, 14, 1⟩ ⟨0, 13, 6, 7⟩ ⟨0, 12, 4, 10⟩ ⟨0, 1, 8, 5⟩

⟨0, 4, 2, 6⟩

3. g = 2, t = 11, n = 22, m = 3, s = 5, M = 2

P : ⟨0, 1, 2, 3⟩ ⟨0, 2, 7, 4⟩ ⟨0, 7, 20, 19⟩ ⟨1, 3, 5, 8⟩

4. g = 3, t = 7, n = 21, m = 5, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 13, 16, 18⟩ ⟨0, 12, 4, 8⟩
R : ⟨0, 10, 8, 2⟩ ⟨0, 17, 1, 12⟩ ⟨0, 15, 12, 3⟩ ⟨0, 1, 10, 11⟩ ⟨0, 5, 11, 20⟩

5. g = 3, t = 9, n = 27, m = 2, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 1, 23, 6⟩ ⟨0, 8, 12, 7⟩
R : ⟨0, 14, 15, 17⟩ ⟨0, 21, 14, 2⟩ ⟨0, 17, 3, 11⟩ ⟨0, 20, 26, 15⟩ ⟨0, 15, 25, 19⟩

⟨0, 3, 5, 16⟩.

6. g = 4, t = 5, n = 20, m = 3, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 4, 11, 13⟩ ⟨0, 6, 4, 2⟩
R : ⟨0, 9, 6, 3⟩ ⟨0, 1, 9, 12⟩ ⟨0, 3, 2, 1⟩ ⟨0, 7, 3, 4⟩

7. g = 4, t = 6, n = 24, m = 29, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 11, 9, 10⟩ ⟨0, 10, 23, 21⟩
R : ⟨0, 15, 16, 8⟩ ⟨0, 1, 4, 15⟩ ⟨0, 20, 7, 16⟩ ⟨0, 3, 8, 4⟩ ⟨0, 5, 20, 3⟩

⟨0, 8, 10, 13⟩

8. g = 4, t = 7, n = 28, m = 3, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 8, 5, 4⟩ ⟨0, 13, 23, 15⟩ ⟨0, 27, 3, 25⟩
R : ⟨0, 2, 22, 11⟩ ⟨0, 6, 24, 5⟩ ⟨0, 10, 26, 13⟩

9. g = 4, t = 8, n = 32, m = 5, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 3, 14, 21⟩ ⟨0, 1, 27, 6⟩
R : ⟨0, 19, 12, 7⟩ ⟨0, 4, 1, 19⟩ ⟨0, 22, 5, 17⟩ ⟨0, 14, 31, 28⟩ ⟨0, 20, 9, 11⟩

⟨0, 2, 20, 1⟩ ⟨0, 6, 28, 10⟩ ⟨0, 9, 13, 12⟩

10. g = 4, t = 9, n = 36, m = 11, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 5, 21, 19⟩ ⟨0, 32, 30, 7⟩ ⟨0, 13, 33, 2⟩ ⟨0, 14, 24, 4⟩
R : ⟨0, 3, 31, 6⟩ ⟨0, 34, 35, 30⟩ ⟨0, 21, 26, 20⟩ ⟨0, 24, 13, 16⟩ ⟨0, 6, 17, 21⟩

⟨0, 7, 29, 31⟩ ⟨0, 11, 19, 12⟩ ⟨0, 16, 23, 33⟩
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11. g = 4, t = 11, n = 44, m = 3, s = 5, M = 1

P : ⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 8, 16, 25⟩ ⟨0, 18, 41, 14⟩ ⟨0, 21, 19, 39⟩

12. g = 6, t = 5, n = 30, m = 13, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 9, 7, 3⟩ ⟨0, 2, 29, 28⟩
R : ⟨0, 18, 26, 29⟩ ⟨0, 13, 22, 19⟩ ⟨0, 11, 14, 2⟩ ⟨0, 14, 16, 27⟩ ⟨0, 7, 13, 14⟩

⟨0, 22, 11, 23⟩ ⟨0, 29, 23, 17⟩ ⟨0, 6, 18, 22⟩.

引理 3.7：存在一个型为4t21，大小为8t2的[2, 1, 1]-GDC(5)，其中t ∈ {5, 6}。

证明. 对于任意的t ∈ {5, 6}，令Xt = Z4t ∪ {a, b}，Gt = {{i, t+ i, 2t+ i, 3t+ i} : i ∈

Zt} ∪ {{a, b}}，Ct是分别是由下列基码字半循环移位生成的，其中元素a, b在自同构

群作用下保持不变。

1. t = 5, m = 3, s = 2, M = 2

P : ⟨1, 19, 13, 7⟩ ⟨1, 5, 8, 14⟩ ⟨0, 4, 1, 7⟩ ⟨0, 2, 14, 8⟩
R : ⟨0, 17, a, 11⟩ ⟨1, 12, 5, 4⟩ ⟨0, 19, 7, 16⟩ ⟨1, 18, 7, a⟩ ⟨1, 14, 0, b⟩

⟨1, 8, b, 2⟩ ⟨b, 0, 8, 19⟩ ⟨0, 1, 18, 17⟩ ⟨b, 1, 19, 12⟩ ⟨a, 0, 19, 2⟩
⟨a, 1, 12, 13⟩ ⟨0, 11, 4, 13⟩

2. t = 6, m = 5, s = 2, M = 2

P : ⟨0, 23, 10, 14⟩ ⟨0, 13, 8, 11⟩ ⟨0, 22, 7, 15⟩ ⟨0, 5, 15, 10⟩
R : ⟨0, 7, 4, 23⟩ ⟨a, 0, 20, 21⟩ ⟨0, 20, 1, 4⟩ ⟨1, 23, 14, 3⟩ ⟨1, 14, 9, 10⟩

⟨b, 0, 23, 19⟩ ⟨1, 22, 15, b⟩ ⟨0, 8, 22, 9⟩ ⟨1, 10, 23, a⟩ ⟨1, 11, 4, 21⟩
⟨b, 1, 10, 0⟩ ⟨0, 21, b, 5⟩ ⟨0, 9, a, 16⟩ ⟨1, 5, 6, 22⟩ ⟨1, 17, 21, 12⟩
⟨a, 1, 17, 14⟩.

引理 3.8：A4(n, 5, [2, 1, 1]) = U(n, 5, [2, 1, 1])对于所有的n ∈ {12, 14, 15, 17, 20, 28, 30,

36, 38, 44, 46, 52, 54, 62, 68, 70, 76, 78, 86, 92, 94, 110, 126, 134}均成立。

证明. 对于引理中任意给定的n，令点集为X = Zn。则相应的编码分别由下列基码

字循环移位生成的集合组成。
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1. n = 12, m = 1, s = 1, M = 1

P : ⟨0, 1, 3, 9⟩ ⟨0, 2, 7, 5⟩ ⟨0, 3, 11, 7⟩ ⟨0, 4, 10, 2⟩ ⟨0, 5, 9, 11⟩

2. n = 14, m = 9, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 1, 2, 10⟩
R : ⟨0, 4, 10, 7⟩ ⟨0, 6, 13, 5⟩ ⟨0, 2, 5, 4⟩

3. n = 15, m = 1, s = 1, M = 1

P : ⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 2, 12, 9⟩ ⟨0, 3, 9, 13⟩ ⟨0, 4, 7, 6⟩ ⟨0, 5, 13, 1⟩
⟨0, 6, 5, 14⟩ ⟨0, 7, 11, 12⟩

4. n = 17, m = 2, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 1, 7, 6⟩
R : ⟨0, 6, 2, 9⟩ ⟨0, 8, 11, 15⟩ ⟨0, 3, 1, 2⟩ ⟨0, 10, 9, 4⟩ ⟨0, 4, 8, 1⟩

⟨0, 5, 10, 13⟩

5. n = 20, m = 3, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 18, 9, 16⟩ ⟨0, 4, 12, 17⟩ ⟨0, 3, 5, 4⟩
R : ⟨0, 7, 10, 2⟩ ⟨0, 1, 18, 7⟩ ⟨0, 5, 19, 10⟩

6. n = 28, m = 5, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 2, 11, 8⟩ ⟨0, 3, 18, 16⟩
R : ⟨0, 21, 24, 19⟩ ⟨0, 16, 20, 21⟩ ⟨0, 4, 26, 18⟩ ⟨0, 6, 14, 23⟩ ⟨0, 20, 13, 27⟩

⟨0, 9, 16, 10⟩ ⟨0, 11, 23, 22⟩

7. n = 30, m = 23, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 2, 11, 14⟩
R : ⟨0, 25, 12, 24⟩ ⟨0, 26, 6, 7⟩ ⟨0, 9, 5, 19⟩ ⟨0, 12, 7, 13⟩ ⟨0, 24, 22, 17⟩

⟨0, 13, 3, 21⟩ ⟨0, 27, 15, 25⟩ ⟨0, 10, 24, 15⟩

8. n = 36, m = 31, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 2, 5, 9⟩ ⟨0, 3, 13, 14⟩ ⟨0, 4, 27, 23⟩ ⟨0, 11, 15, 8⟩
R : ⟨0, 22, 18, 10⟩ ⟨0, 9, 34, 31⟩ ⟨0, 23, 35, 12⟩ ⟨0, 29, 17, 28⟩ ⟨0, 8, 28, 6⟩

⟨0, 6, 14, 26⟩ ⟨0, 12, 6, 30⟩

9. n = 38, m = 13, s = 4, M = 1

P : ⟨0, 32, 26, 21⟩ ⟨0, 30, 5, 14⟩ ⟨0, 7, 37, 13⟩
R : ⟨0, 14, 15, 11⟩ ⟨0, 21, 35, 29⟩ ⟨0, 29, 2, 33⟩ ⟨0, 37, 28, 18⟩ ⟨0, 25, 20, 37⟩

⟨0, 3, 22, 28⟩
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10. n = 44, m = 5, s = 4, M = 1

P : ⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 2, 14, 7⟩ ⟨0, 3, 24, 21⟩
R : ⟨0, 24, 33, 32⟩ ⟨0, 36, 39, 28⟩ ⟨0, 27, 23, 40⟩ ⟨0, 16, 35, 14⟩ ⟨0, 33, 7, 11⟩

⟨0, 18, 38, 1⟩ ⟨0, 4, 15, 34⟩ ⟨0, 9, 22, 33⟩ ⟨0, 12, 43, 38⟩

11. n = 46, m = 7, s = 4, M = 1

P : ⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 2, 12, 20⟩ ⟨0, 5, 32, 29⟩
R : ⟨0, 30, 41, 31⟩ ⟨0, 17, 34, 16⟩ ⟨0, 8, 16, 43⟩ ⟨0, 26, 13, 33⟩ ⟨0, 19, 44, 13⟩

⟨0, 22, 45, 15⟩ ⟨0, 34, 31, 25⟩ ⟨0, 9, 18, 36⟩ ⟨0, 36, 29, 22⟩ ⟨0, 18, 37, 23⟩

12. n = 52, m = 7, s = 5, M = 1

P : ⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 2, 5, 24⟩ ⟨0, 4, 20, 5⟩
R : ⟨0, 44, 30, 2⟩ ⟨0, 13, 19, 26⟩ ⟨0, 25, 12, 44⟩ ⟨0, 17, 32, 11⟩ ⟨0, 37, 11, 15⟩

⟨0, 22, 47, 17⟩ ⟨0, 5, 34, 39⟩ ⟨0, 41, 22, 18⟩ ⟨0, 19, 17, 33⟩ ⟨0, 23, 13, 48⟩

13. n = 54, m = 29, s = 4, M = 1

P : ⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 2, 5, 12⟩ ⟨0, 5, 11, 1⟩ ⟨0, 10, 32, 53⟩
R : ⟨0, 45, 43, 6⟩ ⟨0, 12, 53, 30⟩ ⟨0, 32, 23, 34⟩ ⟨0, 51, 18, 11⟩ ⟨0, 36, 28, 27⟩

⟨0, 24, 50, 41⟩ ⟨0, 48, 19, 7⟩ ⟨0, 11, 38, 9⟩ ⟨0, 33, 42, 28⟩ ⟨0, 15, 30, 36⟩

14. n = 62, m = 7, s = 7, M = 1

P : ⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 2, 17, 42⟩ ⟨0, 3, 59, 51⟩
R : ⟨0, 22, 46, 39⟩ ⟨0, 32, 22, 61⟩ ⟨0, 46, 44, 59⟩ ⟨0, 42, 11, 5⟩ ⟨0, 38, 34, 31⟩

⟨0, 53, 9, 41⟩ ⟨0, 18, 48, 53⟩ ⟨0, 6, 12, 33⟩ ⟨0, 50, 42, 45⟩

15. n = 68, m = 7, s = 7, M = 1

P : ⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 5, 64, 19⟩ ⟨0, 2, 29, 66⟩
R : ⟨0, 58, 62, 51⟩ ⟨0, 40, 10, 25⟩ ⟨0, 4, 58, 17⟩ ⟨0, 60, 28, 41⟩ ⟨0, 24, 50, 1⟩

⟨0, 51, 34, 20⟩ ⟨0, 16, 33, 15⟩ ⟨0, 12, 60, 43⟩ ⟨0, 20, 66, 7⟩ ⟨0, 25, 20, 48⟩
⟨0, 29, 45, 39⟩ ⟨0, 36, 12, 2⟩

16. n = 70, m = 13, s = 4, M = 1

P : ⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 2, 6, 9⟩ ⟨0, 3, 12, 16⟩ ⟨0, 4, 3, 22⟩ ⟨0, 6, 37, 64⟩
R : ⟨0, 56, 18, 61⟩ ⟨0, 61, 36, 28⟩ ⟨0, 51, 5, 23⟩ ⟨0, 50, 10, 25⟩ ⟨0, 60, 50, 31⟩

⟨0, 45, 66, 40⟩ ⟨0, 40, 35, 59⟩ ⟨0, 63, 55, 53⟩ ⟨0, 49, 42, 35⟩ ⟨0, 65, 15, 50⟩
⟨0, 15, 64, 14⟩ ⟨0, 33, 40, 30⟩ ⟨0, 28, 56, 43⟩ ⟨0, 47, 25, 57⟩

17. n = 76, m = 25, s = 7, M = 1

P : ⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 2, 6, 7⟩ ⟨0, 4, 7, 10⟩ ⟨0, 7, 40, 48⟩
R : ⟨0, 9, 18, 38⟩ ⟨0, 73, 70, 64⟩ ⟨0, 63, 56, 52⟩ ⟨0, 58, 36, 45⟩ ⟨0, 6, 64, 61⟩

⟨0, 57, 19, 8⟩ ⟨0, 64, 55, 46⟩ ⟨0, 36, 63, 14⟩ ⟨0, 21, 53, 57⟩
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18. n = 78, m = 11, s = 5, M = 1

P : ⟨0, 17, 76, 34⟩ ⟨0, 9, 15, 56⟩ ⟨0, 35, 42, 2⟩ ⟨0, 14, 63, 18⟩ ⟨0, 18, 28, 73⟩
R : ⟨0, 32, 5, 75⟩ ⟨0, 13, 29, 9⟩ ⟨0, 40, 26, 66⟩ ⟨0, 41, 60, 30⟩ ⟨0, 30, 44, 3⟩

⟨0, 50, 27, 24⟩ ⟨0, 62, 37, 5⟩ ⟨0, 11, 31, 39⟩ ⟨0, 26, 65, 13⟩ ⟨0, 15, 38, 48⟩
⟨0, 44, 52, 50⟩ ⟨0, 4, 17, 40⟩ ⟨0, 58, 2, 15⟩

19. n = 86, m = 9, s = 7, M = 1

P : ⟨0, 3, 15, 25⟩ ⟨0, 1, 2, 37⟩ ⟨0, 6, 16, 11⟩ ⟨0, 2, 5, 74⟩
R : ⟨0, 72, 70, 68⟩ ⟨0, 28, 51, 77⟩ ⟨0, 57, 85, 27⟩ ⟨0, 63, 29, 6⟩ ⟨0, 52, 35, 51⟩

⟨0, 17, 77, 12⟩ ⟨0, 42, 24, 10⟩ ⟨0, 67, 38, 76⟩ ⟨0, 40, 83, 4⟩ ⟨0, 48, 67, 3⟩
⟨0, 7, 72, 15⟩ ⟨0, 35, 79, 20⟩ ⟨0, 16, 46, 59⟩ ⟨0, 65, 59, 83⟩

20. n = 92, m = 7, s = 11, M = 1

P : ⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 16, 8, 13⟩ ⟨0, 2, 47, 90⟩
R : ⟨0, 21, 90, 51⟩ ⟨0, 47, 38, 9⟩ ⟨0, 35, 46, 69⟩ ⟨0, 75, 62, 6⟩ ⟨0, 33, 74, 14⟩

⟨0, 3, 25, 49⟩ ⟨0, 27, 85, 2⟩ ⟨0, 61, 19, 79⟩ ⟨0, 39, 29, 81⟩ ⟨0, 5, 91, 15⟩
⟨0, 37, 23, 63⟩ ⟨0, 23, 66, 1⟩

21. n = 94, m = 5, s = 11, M = 1

P : ⟨0, 64, 45, 75⟩ ⟨0, 21, 14, 9⟩ ⟨0, 80, 24, 64⟩
R : ⟨0, 31, 66, 67⟩ ⟨0, 23, 78, 26⟩ ⟨0, 88, 15, 23⟩ ⟨0, 89, 67, 81⟩ ⟨0, 61, 64, 47⟩

⟨0, 15, 9, 66⟩ ⟨0, 19, 51, 54⟩ ⟨0, 9, 53, 57⟩ ⟨0, 3, 84, 24⟩ ⟨0, 25, 77, 74⟩
⟨0, 45, 92, 77⟩ ⟨0, 37, 48, 15⟩ ⟨0, 1, 30, 53⟩

22. n = 110, m = 57, s = 9, M = 1

P : ⟨0, 38, 25, 2⟩ ⟨0, 17, 1, 85⟩ ⟨0, 14, 26, 13⟩ ⟨0, 69, 10, 59⟩
R : ⟨0, 60, 66, 106⟩ ⟨0, 100, 7, 82⟩ ⟨0, 15, 68, 44⟩ ⟨0, 105, 11, 50⟩

⟨0, 25, 83, 103⟩ ⟨0, 20, 33, 97⟩ ⟨0, 65, 32, 48⟩ ⟨0, 22, 44, 11⟩
⟨0, 99, 107, 102⟩ ⟨0, 44, 43, 1⟩ ⟨0, 19, 88, 41⟩ ⟨0, 75, 60, 21⟩
⟨0, 18, 99, 79⟩ ⟨0, 80, 4, 27⟩ ⟨0, 74, 36, 108⟩ ⟨0, 33, 64, 66⟩
⟨0, 37, 55, 15⟩ ⟨0, 70, 49, 54⟩

23. n = 126, m = 11, s = 6, M = 1

P : ⟨0, 50, 87, 20⟩ ⟨0, 69, 58, 10⟩ ⟨0, 113, 52, 2⟩ ⟨0, 52, 100, 35⟩
⟨0, 96, 41, 11⟩ ⟨0, 106, 78, 44⟩ ⟨0, 103, 110, 75⟩ ⟨0, 37, 57, 68⟩

R : ⟨0, 108, 99, 42⟩ ⟨0, 7, 90, 108⟩ ⟨0, 99, 89, 78⟩ ⟨0, 49, 108, 54⟩
⟨0, 98, 18, 125⟩ ⟨0, 35, 54, 90⟩ ⟨0, 70, 72, 115⟩ ⟨0, 14, 50, 117⟩
⟨0, 21, 105, 102⟩ ⟨0, 54, 81, 63⟩ ⟨0, 84, 21, 72⟩ ⟨0, 117, 22, 21⟩
⟨0, 81, 97, 99⟩ ⟨0, 90, 9, 84⟩
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24. n = 134, m = 117, s = 10, M = 1

P : ⟨0, 5, 81, 30⟩ ⟨0, 120, 32, 132⟩ ⟨0, 79, 24, 74⟩ ⟨0, 23, 63, 62⟩
⟨0, 72, 25, 9⟩

R : ⟨0, 87, 74, 101⟩ ⟨0, 112, 84, 75⟩ ⟨0, 56, 61, 67⟩ ⟨0, 118, 75, 20⟩
⟨0, 50, 35, 131⟩ ⟨0, 13, 19, 78⟩ ⟨0, 90, 72, 8⟩ ⟨0, 54, 65, 112⟩
⟨0, 114, 94, 68⟩ ⟨0, 106, 80, 23⟩ ⟨0, 4, 109, 90⟩ ⟨0, 15, 82, 50⟩
⟨0, 66, 104, 93⟩ ⟨0, 60, 83, 79⟩ ⟨0, 82, 49, 54⟩ ⟨0, 46, 10, 77⟩.

引理 3.9：A4(n, 5, [2, 1, 1]) = U(n, 5, [2, 1, 1])，对每个n ∈ {19, 21, 23, 24, 25, 26, 27, 29,

31, 32, 33, 34, 35, 37, 39, 40, 41, 42, 43, 45, 47, 48, 49, 50, 51, 53, 55, 56, 57, 58, 59, 61, 63, 64,

65, 66, 67, 69, 71, 73, 74, 75, 77, 79, 83, 85, 87, 88, 89, 93, 95, 99, 103, 104, 106, 107, 109, 111,

123, 125, 127, 131, 133, 138, 139}都成立。

证明. 对应n是奇数或者偶数，相应的最优编码分别通过强starter或强frame starter构

造得到。下列starter或frame starter的生成方式类似于上文中的基码字的。

1. n = 19, m = 4, s = 9, M = 1

P : {1, 3}

2. n = 21, m = 1, s = 1, M = 1

P : {3, 19}, {2, 14}, {6, 13}, {8, 10}, {15, 16}, {11, 17}, {5, 9}, {1, 4}, {7, 18},
{12, 20}

3. n = 23, m = 2, s = 11, M = 1

P : {1, 5}

4. n = 24, m = 5, s = 2, M = 1

P : {1, 10}, {8, 21}
R : {3, 7}, {4, 18}, {6, 11}, {13, 15}, {14, 22}, {17, 23}, {19, 20}

5. n = 25, m = 2, s = 2, M = 1

P : {1, 8}, {6, 9}, {7, 15}, {10, 23}
R : {3, 24}, {4, 19}, {11, 13}, {17, 22}
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6. n = 26, m = 3, s = 3, M = 1

P : {1, 5}, {2, 10}, {7, 22}, {8, 25}

7. n = 27, m = 5, s = 2, M = 1

P : {13, 17}, {7, 22}, {6, 14}
R : {1, 10}, {5, 21}, {9, 12}, {15, 25}, {18, 23}, {19, 20}, {24, 26}

8. n = 29, m = 7, s = 7, M = 1

P : {1, 3}, {4, 10}

9. n = 31, m = 7, s = 15, M = 1

P : {1, 3}

10. n = 32, m = 3, s = 2, M = 1

P : {13, 18}, {19, 30}, {3, 31}, {11, 14}, {8, 27}, {2, 12}
R : {5, 23}, {15, 21}, {20, 28}

11. n = 33, m = 5, s = 2, M = 1

P : {1, 15}, {6, 11}, {16, 29}, {17, 24}, {7, 31}, {4, 27}, {25, 28}
R : {10, 32}, {12, 18}

12. n = 34, m = 3, s = 4, M = 1

P : {1, 4}, {13, 18}, {16, 30}, {21, 33}

13. n = 35, m = 2, s = 3, M = 1

P : {1, 3}, {7, 20}, {22, 25}, {29, 34}
R : {8, 24}, {13, 27}, {16, 17}, {19, 26}, {21, 32}

14. n = 37, m = 7, s = 9, M = 1

P : {1, 3}, {2, 5}

26



重量为4、距离为5或6的四元常重复合码

15. n = 39, m = 4, s = 3, M = 1

P : {11, 34}, {2, 31}, {21, 27}, {18, 29}
R : {1, 4}, {9, 16}, {10, 12}, {13, 22}, {14, 26}, {17, 25}, {23, 36}

16. n = 40, m = 3, s = 2, M = 1

P : {1, 18}, {4, 7}, {9, 36}, {17, 35}, {22, 24}, {16, 23}, {31, 39}, {2, 30}, {33, 38}
R : {5, 15}

17. n = 41, m = 10, s = 5, M = 1

P : {1, 3}, {2, 5}, {4, 14}, {11, 35}

18. n = 42, m = 23, s = 2, M = 1

P : {1, 18}, {5, 38}, {4, 6}, {22, 27}, {7, 25}, {9, 41}, {16, 17}, {20, 28}
R : {3, 15}, {10, 24}, {11, 26}, {30, 37}

19. n = 43, m = 9, s = 21, M = 1

P : {1, 3}

20. n = 45, m = 2, s = 3, M = 1

P : {13, 23}, {4, 28}, {18, 31}, {6, 20}, {21, 44}
R : {3, 15}, {5, 32}, {9, 25}, {10, 19}, {14, 29}, {30, 38}, {33, 37}

21. n = 47, m = 2, s = 23, M = 1

P : {1, 5}

22. n = 48, m = 29, s = 2, M = 1

P : {19, 46}, {39, 43}, {13, 32}, {14, 21}, {2, 45}, {15, 29}, {37, 40}, {11, 28},
{5, 35}

R : {4, 6}, {12, 20}, {18, 34}, {26, 36}, {30, 42}

23. n = 49, m = 10, s = 11, M = 1

P : {1, 3}
R : {5, 29}, {27, 46}, {17, 18}, {42, 45}, {7, 34}, {21, 33}, {35, 41}, {23, 37},

{25, 36}, {15, 43}, {19, 26}, {9, 14}, {28, 38}
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24. n = 50, m = 7, s = 2, M = 1

P : {9, 27}, {6, 36}, {4, 49}, {12, 46}, {23, 31}, {38, 45}, {18, 20}, {1, 14},
{19, 41}, {5, 44}, {3, 32}, {30, 47}

25. n = 51, m = 2, s = 3, M = 1

P : {7, 23}, {1, 31}, {27, 47}, {25, 32}, {9, 10}, {42, 48}
R : {5, 30}, {8, 44}, {12, 17}, {16, 24}, {19, 29}, {21, 38}, {34, 37}

26. n = 53, m = 10, s = 13, M = 1

P : {1, 3}, {4, 14}

27. n = 55, m = 2, s = 7, M = 1

P : {1, 3}, {5, 18}
R : {15, 42}, {49, 54}, {23, 44}, {28, 38}, {11, 51}, {31, 53}, {30, 47}, {14, 33},

{29, 43}, {7, 37}, {19, 39}, {21, 22}, {35, 46}

28. n = 56, m = 3, s = 3, M = 1

P : {30, 38}, {11, 44}, {12, 17}, {39, 40}, {16, 18}, {1, 53}
R : {7, 21}, {10, 31}, {13, 35}, {14, 45}, {19, 26}, {22, 49}, {23, 42}, {25, 55},

{27, 37}

29. n = 57, m = 4, s = 4, M = 1

P : {13, 30}, {8, 31}, {11, 53}, {35, 43}, {3, 7}
R : {2, 22}, {9, 27}, {15, 45}, {18, 51}, {19, 25}, {23, 42}, {33, 54}, {36, 38}

30. n = 58, m = 3, s = 7, M = 1

P : {1, 12}, {17, 30}, {28, 46}, {41, 57}

31. n = 59, m = 3, s = 29, M = 1

P : {1, 6}

32. n = 61, m = 12, s = 15, M = 1

P : {1, 3}, {2, 6}
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33. n = 63, m = 11, s = 5, M = 1

P : {7, 24}, {15, 38}, {8, 20}, {32, 61}
R : {2, 9}, {16, 42}, {17, 30}, {18, 43}, {19, 54}, {21, 45}, {22, 58}, {27, 48},

{35, 53}, {36, 50}, {46, 55}

34. n = 64, m = 11, s = 4, M = 1

P : {21, 62}, {3, 17}, {37, 57}, {5, 44}, {2, 20}
R : {1, 10}, {6, 7}, {8, 15}, {11, 24}, {13, 48}, {16, 53}, {18, 58}, {19, 34},

{30, 41}, {40, 56}, {46, 54}

35. n = 65, m = 7, s = 4, M = 1

P : {30, 33}, {26, 49}, {48, 58}, {54, 63}, {43, 50}
R : {1, 7}, {2, 10}, {3, 22}, {5, 6}, {8, 28}, {14, 42}, {17, 44}, {21, 34},

{23, 35}, {24, 60}, {31, 56}, {38, 64}

36. n = 66, m = 13, s = 5, M = 1

P : {3, 23}, {37, 56}, {7, 58}, {24, 65}
R : {6, 18}, {9, 27}, {10, 12}, {11, 51}, {14, 20}, {16, 40}, {21, 55}, {22, 50},

{32, 62}, {36, 44}, {42, 64}, {52, 63}

37. n = 67, m = 4, s = 33, M = 1

P : {1, 3}

38. n = 69, m = 2, s = 5, M = 1

P : {3, 44}, {10, 54}, {56, 57}, {30, 67}, {2, 50}
R : {1, 23}, {5, 28}, {13, 64}, {25, 49}, {26, 29}, {27, 63}, {35, 46}, {47, 59},

{52, 58}

39. n = 71, m = 2, s = 35, M = 1

P : {1, 7}

40. n = 73, m = 2, s = 9, M = 1

P : {1, 3}, {5, 15}, {9, 33}, {13, 35}

41. n = 74, m = 3, s = 9, M = 1

P : {1, 4}, {13, 56}, {18, 70}, {61, 73}
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42. n = 75, m = 17, s = 7, M = 1

P : {1, 3}, {7, 16}, {24, 43}
R : {25, 65}, {31, 35}, {14, 45}, {60, 70}, {23, 71}, {37, 66}, {9, 69}, {27, 72},

{13, 20}, {2, 15}, {11, 29}, {34, 40}, {10, 53}, {48, 68}, {50, 55}, {5, 30}

43. n = 77, m = 2, s = 5, M = 1

P : {9, 32}, {1, 57}, {28, 47}, {45, 48}, {40, 49}
R : {5, 31}, {10, 23}, {11, 43}, {15, 55}, {20, 54}, {22, 30}, {29, 62}, {33, 53},

{39, 61}, {41, 66}, {44, 60}, {46, 73}, {58, 69}

44. n = 79, m = 2, s = 39, M = 1

P : {1, 3}

45. n = 83, m = 3, s = 41, M = 1

P : {1, 5}

46. n = 85, m = 22, s = 13, M = 1

P : {1, 3}, {2, 6}
R : {34, 60}, {39, 74}, {37, 68}, {49, 62}, {45, 50}, {52, 75}, {15, 26}, {10, 70},

{17, 80}, {4, 55}, {30, 40}, {8, 25}, {13, 58}, {31, 51}, {5, 20}, {35, 65}

47. n = 87, m = 2, s = 11, M = 1

P : {57, 74}, {44, 71}, {14, 69}
R : {7, 22}, {9, 67}, {11, 24}, {18, 48}, {29, 79}, {31, 47}, {36, 62}, {37, 72},

{49, 85}, {58, 83}

48. n = 88, m = 7, s = 5, M = 1

P : {9, 67}, {48, 65}, {23, 30}, {21, 69}, {79, 84}, {38, 58}
R : {4, 18}, {5, 16}, {11, 24}, {12, 22}, {19, 52}, {20, 86}, {28, 55}, {32, 50},

{33, 35}, {40, 78}, {45, 66}, {51, 80}, {74, 77}

49. n = 89, m = 2, s = 11, M = 1

P : {1, 3}, {5, 15}, {9, 22}, {19, 65}

50. n = 93, m = 14, s = 12, M = 1

P : {35, 80}, {48, 85}, {23, 66}
R : {3, 77}, {5, 8}, {18, 26}, {19, 49}, {30, 81}, {31, 86}, {39, 70}, {42, 55},

{46, 50}, {62, 88}
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51. n = 95, m = 21, s = 7, M = 1

P : {20, 51}, {39, 63}, {2, 37}, {81, 94}, {83, 90}
R : {3, 9}, {5, 24}, {6, 38}, {8, 73}, {10, 67}, {11, 14}, {13, 29}, {19, 41},

{25, 76}, {31, 57}, {47, 62}, {50, 77}

52. n = 99, m = 20, s = 8, M = 1

P : {1, 3}, {2, 17}, {21, 38}, {34, 41}
R : {72, 88}, {6, 30}, {5, 27}, {7, 83}, {26, 81}, {35, 44}, {77, 95}, {22, 33},

{11, 75}, {15, 36}, {54, 58}, {9, 63}, {18, 45}, {71, 90}, {19, 55}, {25, 91},
{66, 76}

53. n = 103, m = 2, s = 51, M = 1

P : {1, 3}

54. n = 104, m = 11, s = 6, M = 1

P : {27, 59}, {12, 56}, {45, 48}, {31, 50}, {70, 92}, {2, 47}
R : {1, 39}, {6, 35}, {10, 23}, {11, 13}, {17, 78}, {19, 93}, {21, 86}, {26, 83},

{41, 51}, {65, 91}, {66, 73}, {75, 102}, {81, 87}, {82, 97}, {85, 103}

55. n = 106, m = 7, s = 13, M = 1

P : {1, 3}, {8, 24}, {82, 103}, {98, 105}

56. n = 107, m = 3, s = 53, M = 1

P : {1, 5}

57. n = 109, m = 2, s = 18, M = 1

P : {1, 3}, {50, 106}, {59, 108}

58. n = 111, m = 7, s = 8, M = 1

P : {2, 95}, {13, 80}, {4, 86}, {36, 106}, {15, 70}, {12, 45}
R : {10, 18}, {21, 31}, {32, 77}, {37, 64}, {44, 81}, {54, 74}, {59, 97}

59. n = 123, m = 5, s = 9, M = 1

P : {76, 113}, {56, 116}, {26, 114}, {45, 117}, {2, 6}, {16, 92}
R : {5, 121}, {9, 41}, {25, 75}, {43, 82}, {48, 89}, {51, 85}, {67, 79}
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60. n = 125, m = 2, s = 10, M = 1

P : {1, 11}, {10, 67}, {28, 31}, {29, 111}, {108, 115}
R : {14, 48}, {17, 78}, {24, 100}, {25, 96}, {34, 59}, {39, 71}, {47, 119},

{50, 77}, {63, 101}, {75, 92}, {68, 118}, {94, 113}

61. n = 127, m = 9, s = 63, M = 1

P : {1, 3}

62. n = 131, m = 3, s = 65, M = 1

P : {1, 6}

63. n = 133, m = 11, s = 3, M = 1

P : {1, 3}, {17, 30}, {2, 5}, {89, 124}, {6, 10}, {7, 8}, {80, 87}, {24, 69},
{56, 95}, {23, 105}, {28, 45}, {29, 47}, {46, 98}, {35, 67}, {58, 128},
{40, 59}, {25, 85}, {16, 36}, {12, 79}, {19, 50}, {68, 93}, {15, 31}

64. n = 138, m = 19, s = 10, M = 1

P : {1, 3}, {2, 5}, {4, 12}, {8, 81}
R : {37, 78}, {43, 115}, {77, 131}, {41, 66}, {47, 124}, {6, 89}, {13, 59},

{34, 87}, {73, 92}, {18, 48}, {46, 94}, {31, 91}, {44, 135}, {70, 121},
{83, 84}, {10, 104}, {65, 88}, {67, 126}, {35, 53}, {16, 118}, {22, 28},
{23, 127}, {7, 96}, {17, 52}, {30, 72}, {113, 130}, {102, 114}, {109, 133}

65. n = 139, m = 4, s = 69, M = 1

P : {1, 3}.

3.2.3 长度n ≡ 0 (mod 4)的情况

引理 3.10：A4(4, 5, [2, 1, 1]) = 1，A4(8, 5, [2, 1, 1]) ≥ 18。

证明. 对于n = 4，对应的1个码字为⟨0, 1, 2, 3⟩。

对于n = 8，对应的18个码字为：

⟨3, 7, 5, 2⟩ ⟨2, 5, 1, 7⟩ ⟨1, 3, 6, 7⟩ ⟨2, 3, 4, 1⟩ ⟨0, 5, 4, 2⟩ ⟨6, 7, 2, 1⟩
⟨0, 6, 1, 4⟩ ⟨5, 6, 7, 3⟩ ⟨3, 4, 0, 5⟩ ⟨0, 3, 2, 6⟩ ⟨4, 5, 6, 1⟩ ⟨4, 7, 1, 3⟩
⟨0, 7, 6, 5⟩ ⟨4, 6, 3, 2⟩ ⟨2, 7, 0, 4⟩ ⟨0, 1, 5, 3⟩ ⟨1, 4, 2, 0⟩ ⟨2, 6, 5, 0⟩.
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定理 3.3：对于所有的t ≥ 3，均存在大小为4t(2t− 1)的最优(4t, 5, [2, 1, 1])4码。

证明. 对于每个3 ≤ t ≤ 14及t ∈ {16, 17, 19, 22, 23, 26}，由引理 3.6, 3.8和3.9可知，

均存在相应的最优(4t, 5, [2, 1, 1])4码。

对于每个u ∈ {5, 6, 7, 9, 11}，存在一个组型为4u的[2, 1, 1]-GDC(5)（见引理 3.6

）。利用一个TD(4, 3)（见引理2.8），应用构造2.4可得到一个组型为12u的[2, 1, 1]-

GDC(5)。用最优(12, 5, [2, 1, 1])4码（见引理3.8）填入上面GDC的组中，即可得到一

个最优(4t, 5, [2, 1, 1])4码，其中t ∈ {15, 18, 21, 27, 33}。

对于每个u ∈ {7, 8}，存在一个组型为4u的[2, 1, 1]-GDC(5)（见引理 3.6）。利

用一个TD(4, 4)（见引理2.8），应用构造2.4可得到一个组型为16u的[2, 1, 1]-GDC(5)。

用最优 (16, 5, [2, 1, 1])4 码（见引理3.6）填入上面GDC的组中，即可得到一个最

优(4t, 5, [2, 1, 1])4码，其中t ∈ {28, 32}。

对于t = 31的情况，取一个组型为38的4-RGDD（见引理 2.6），其中有7个平行

类。在每个平行类外添加一个点，可得到一个组型为3871的5-GDD。再应用构造

2.3，对这个5-GDD的每个点赋权为4，并用长度为12和28的最优码填入组，可得到

一个最优(124, 5, [2, 1, 1])码。这里所需的输入设计为一个组型为45的[2, 1, 1]-GDC(5)

（见引理 3.6）。

对于每个t ≥ 34及t ∈ {20, 24, 25, 29, 30}，取一个(t + 1, {5, 6, 7, 8, 9}, 1)-PBD

（见引理 2.2），删除其中一个点可得到一个组型为4i5j6k7l8m的{5, 6, 7, 8, 9}-GDD，

其中4i + 5j + 6k + 7l + 8m = t。应用构造 2.3，对这个GDD的每个点赋权

为4。所需的输入设计为组型为4t的[2, 1, 1]-GDC(5)，其中t ∈ {5, 6, 7, 8, 9}（见

引理 3.6）。这样得到一个组型为16i20j24k28l32m，点数为4t的[2, 1, 1]-GDC(5)。

利用最优(n, 5, [2, 1, 1])4码填入这个GDC的组中，其中n ∈ {16, 20, 24, 28, 32}（见

引理 3.6，3.8和3.9）。最终得到一个最优(4t, 5, [2, 1, 1])4码，其中t ≥ 34或者t ∈

{20, 24, 25, 29, 30}。

3.2.4 长度n ≡ 1 (mod 4)的情况

引理 3.11：A4(5, 5, [2, 1, 1]) = 2，A4(9, 5, [2, 1, 1]) ≥ 27，A4(13, 5, [2, 1, 1]) ≥ 72。

证明. 对于n = 5，对应的2个码字为：⟨0, 1, 2, 3⟩, ⟨2, 3, 0, 4⟩。
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对于n = 9，对应的27个码字为：

⟨0, 5, 4, 1⟩ ⟨1, 8, 0, 3⟩ ⟨0, 6, 2, 3⟩ ⟨2, 3, 0, 4⟩ ⟨1, 2, 6, 0⟩ ⟨0, 8, 6, 4⟩ ⟨2, 6, 4, 7⟩
⟨4, 5, 7, 8⟩ ⟨6, 8, 1, 2⟩ ⟨5, 8, 2, 0⟩ ⟨1, 3, 2, 7⟩ ⟨0, 2, 7, 5⟩ ⟨1, 5, 8, 6⟩ ⟨3, 7, 4, 5⟩
⟨2, 7, 3, 8⟩ ⟨0, 3, 5, 8⟩ ⟨7, 8, 5, 1⟩ ⟨3, 4, 8, 1⟩ ⟨4, 7, 1, 6⟩ ⟨2, 5, 1, 3⟩ ⟨3, 8, 7, 6⟩
⟨4, 6, 0, 5⟩ ⟨6, 7, 8, 0⟩ ⟨5, 7, 6, 2⟩ ⟨0, 4, 3, 7⟩ ⟨1, 4, 5, 2⟩ ⟨1, 6, 3, 4⟩.

对于n = 13，对应的72个码字由下列所有基码字以2为步长半循环生成，其中

元素a在自同构群作用下保持不变：

⟨a, 0, 3, 2⟩ ⟨a, 9, 2, 7⟩ ⟨0, 11, a, 8⟩ ⟨0, 7, 2, a⟩ ⟨0, 5, 4, 7⟩ ⟨0, 3, 5, 11⟩
⟨0, 4, 11, 1⟩ ⟨0, 9, 6, 3⟩ ⟨0, 10, 8, 4⟩ ⟨1, 7, 5, 2⟩ ⟨1, 3, 4, 6⟩ ⟨0, 1, 9, 5⟩.

定理 3.4：对于每个t ≥ 4，均存在一个大小为2t(4t+1)的最优(4t+1, 5, [2, 1, 1])4码。

证明. 对于4 ≤ t ≤ 19或者t ∈ {21, 22, 23, 27, 31, 33}，由引理 3.8和 3.9可知存在一

个最优 (4t+ 1, 5, [2, 1, 1])4码。

对于t = 26的情况，取一个组型为37的[2, 1, 1]-GDC(5)（见引理 3.6 ）。利

用一个TD(4, 5)，应用构造 2.4 可得到一个组型为157的[2, 1, 1]-GDC(5)。利用最

优(n, 5, [2, 1, 1])4码填入这个GDC的组中，可得到一个最优 (4t+ 1, 5, [2, 1, 1])4码。

对于每个u ∈ {7, 8}，存在一个组型为4u的[2, 1, 1]-GDC(5)（见引理 3.6）。利用

一个TD(4, 4)，应用构造 2.4可得到一个组型为16u的[2, 1, 1]-GDC(5)。在这个GDC上

添加一个点，并用最优 (17, 5, [2, 1, 1])4码填入这个GDC的组以及刚添加的点中。最

终得到一个最优 (4t+ 1, 5, [2, 1, 1])4码，其中t ∈ {28, 32}。

对于t ≥ 34或者t ∈ {20, 24, 25, 29, 30}，取一个(t + 1, {5, 6, 7, 8, 9}, 1)-PBD（见

引理 2.2），删除其中一个点可得到一个组型为4i5j6k7l8m的{5, 6, 7, 8, 9}-GDD，

其中4i + 5j + 6k + 7l + 8m = t。应用构造 2.3，对这个5-GDD的每个点赋权

为4。所需的输入设计为组型为4t的[2, 1, 1]-GDC(5)，其中t ∈ {5, 6, 7, 8, 9}（见引

理 3.6）。这样得到一个组型为16i20j24k28l32m，点数为4t的[2, 1, 1]-GDC(5)。在这

个GDC上添加一个点，并利用最优(n, 5, [2, 1, 1])4码填入这个GDC的组以及刚添

加的点中，其中n ∈ {17, 21, 25, 29, 33}（见引理 3.8 和 3.9 ）。最终得到一个最

优(4t+ 1, 5, [2, 1, 1])4码，其中t ≥ 34或者t ∈ {20, 24, 25, 29, 30}。
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3.2.5 长度n ≡ 2 (mod 4)的情况

引理 3.12：A4(6, 5, [2, 1, 1]) = 6，A4(10, 5, [2, 1, 1]) ≥ 36。

证明. 对于n = 6，对应的6个码字为：

⟨0, 1, 2, 3⟩ ⟨0, 2, 4, 5⟩ ⟨1, 3, 5, 4⟩ ⟨2, 4, 3, 1⟩ ⟨3, 5, 0, 2⟩ ⟨4, 5, 1, 0⟩.

对于n = 10，对应的36个码字为：

⟨8, 9, 4, 1⟩ ⟨4, 8, 7, 6⟩ ⟨4, 5, 2, 7⟩ ⟨1, 7, 8, 4⟩ ⟨5, 9, 3, 4⟩ ⟨0, 8, 1, 7⟩
⟨1, 8, 6, 3⟩ ⟨1, 6, 7, 0⟩ ⟨1, 9, 2, 6⟩ ⟨3, 7, 0, 1⟩ ⟨4, 9, 6, 0⟩ ⟨6, 9, 8, 7⟩
⟨6, 7, 2, 3⟩ ⟨3, 9, 7, 2⟩ ⟨0, 1, 5, 9⟩ ⟨2, 8, 5, 4⟩ ⟨1, 2, 3, 7⟩ ⟨2, 7, 4, 0⟩
⟨0, 4, 8, 5⟩ ⟨4, 6, 5, 1⟩ ⟨0, 3, 2, 4⟩ ⟨3, 4, 9, 8⟩ ⟨1, 4, 0, 2⟩ ⟨0, 2, 6, 1⟩
⟨7, 8, 3, 9⟩ ⟨0, 6, 3, 8⟩ ⟨0, 5, 7, 3⟩ ⟨5, 7, 6, 8⟩ ⟨3, 6, 1, 9⟩ ⟨2, 3, 8, 6⟩
⟨7, 9, 1, 5⟩ ⟨5, 8, 9, 0⟩ ⟨0, 7, 9, 6⟩ ⟨1, 3, 4, 5⟩ ⟨2, 6, 9, 5⟩ ⟨2, 9, 0, 8⟩.

定理 3.5：对于每个3 ≤ t ≤ 37，均存在一个大小为2t(4t + 2)的最优 (4t +

2, 5, [2, 1, 1])4码。

证明. 对于3 ≤ t ≤ 34并且t /∈ {20, 22, 24, 25, 28, 29, 30, 32}，由引理 3.6，3.8和 3.9

可知存在一个大小为2t(4t+ 2)的最优 (4t+ 2, 5, [2, 1, 1])4码。

对于t ∈ {20, 24, 28, 32, 36}，存在一个组型为4u的[2, 1, 1]-GDC(5)，其中u ∈

{5, 6, 7, 8, 9}（见引理 3.6 ）。利用一个TD(4, 4)，应用构造 2.4 可得到一个组型

为16u的[2, 1, 1]-GDC(5)。在这个GDC上添加两个点，并用一个组型为29的[2, 1, 1]-

GDC(5)填入这个GDC的组以及刚添加的点中。最终得到一个组型为28u+1的[2, 1, 1]-

GDC(5)，长度分别为82, 98, 114, 130及146。

对于t ∈ {22, 37}，存在一个组型为65的[2, 1, 1]-GDC(5)（见引理 3.6）。令t1 =

(4t + 2)/30，利用一个TD(4, t1)，应用构造 2.4 可得到一个组型为(6t1)
5的[2, 1, 1]-

GDC(5)。利用最优(6t1, 5, [2, 1, 1])4码填入这个GDC的组中，得到一个长度为4t+2的

最优编码。

对于t ∈ {25, 30, 35}，存在一个组型为4u的[2, 1, 1]-GDC(5)，其中u ∈ {5, 6, 7}

（见引理 3.6 ）。利用一个TD(4, 5)，应用构造 2.4 可得到一个组型为20u的[2, 1, 1]-

GDC(5)。在这个GDC上添加两个点，并用一个组型为211的[2, 1, 1]-GDC(5)填入这
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个GDC的组以及刚添加的点中。最终得到一个组型为210u+1的[2, 1, 1]-GDC(5)，长

度分别为102, 122及142。

对于t = 29，取一个TD(6, 5)（见引理 2.8）。应用构造 2.3，对这个设计的前5组

中的所有点以及最后一个组中的4个点赋权为4，对最后一个组中的其余点赋权为2。

所需的输入设计为组型分别为46 以及4521的[2, 1, 1]-GDC(5)（见引理 3.6和 3.7）。

这样得到一个组型为205181的[2, 1, 1]-GDC(5)。利用长度分别为18和20的最优码填

入这个GDC的组中，最终得到一个长度为118的最优码。

定理 3.6：对于每个t ≥ 38，均存在一个大小为2t(4t+2)的最优(4t+2, 5, [2, 1, 1])4码。

证明. 对于任何r ≥ 7并且r ̸∈ {10, 14, 15, 18, 20, 22, 26, 30, 34, 38, 46, 60}，由引理

2.8知，存在一个TD(7, r)。应用构造 2.3，对这个设计的前5组中的所有点、第6个

组中的x个点和最后一个组中的y个点赋权为4，对最后一个组中的z个点赋权为2。

剩下的全部点赋权为0。其中，要求x ≥ 4，4y + 2z ≥ 14，并且z是奇数。所需的

输入设计为组型分别为45，46，47，4521 以及4621的[2, 1, 1]-GDC(5)（见引理 3.6和

3.7）。这样得到一个组型为(4r)5(4x)1(4y+2z)1的[2, 1, 1]-GDC(5)。利用长度为4u或

者4v + 2的最优码填入这个GDC的组中，其中u ≥ 4，3 ≤ v ≤ 37，这样的码字由定

理 3.3以及3.5保证存在。这样，最终得到一个最优(20r+4x+4y+2z, 5, [2, 1, 1])4码。

令20r + 4x+ 4y + 2z = n，则n可取到满足n ≡ 2 (mod 4)且n ≥ 4× 38 + 2 = 154的

任何值。

3.2.6 长度n ≡ 3 (mod 4)的情况

引理 3.13：A4(7, 5, [2, 1, 1]) = 10，A4(11, 5, [2, 1, 1]) ≥ 48。

证明. 对于n = 7，对应的10个码字为：

⟨0, 1, 2, 3⟩ ⟨0, 2, 4, 5⟩ ⟨0, 3, 5, 6⟩ ⟨0, 4, 6, 1⟩ ⟨1, 4, 3, 5⟩ ⟨1, 6, 4, 2⟩
⟨2, 3, 1, 4⟩ ⟨2, 6, 3, 0⟩ ⟨4, 5, 2, 6⟩ ⟨5, 6, 1, 3⟩.
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对于n = 11，对应的48个码字为：

⟨4, 6, 10, 9⟩ ⟨3, 10, 2, 0⟩ ⟨0, 8, 2, 9⟩ ⟨3, 8, 10, 5⟩ ⟨1, 8, 5, 2⟩ ⟨0, 2, 1, 5⟩
⟨6, 8, 9, 1⟩ ⟨3, 4, 1, 2⟩ ⟨2, 8, 7, 4⟩ ⟨2, 10, 8, 1⟩ ⟨6, 10, 1, 7⟩ ⟨5, 8, 6, 7⟩
⟨0, 10, 9, 4⟩ ⟨2, 4, 0, 10⟩ ⟨7, 8, 1, 3⟩ ⟨3, 9, 5, 4⟩ ⟨8, 9, 4, 10⟩ ⟨5, 9, 1, 8⟩
⟨4, 7, 6, 1⟩ ⟨1, 4, 9, 5⟩ ⟨5, 7, 0, 4⟩ ⟨1, 2, 3, 7⟩ ⟨8, 10, 0, 6⟩ ⟨6, 9, 0, 2⟩
⟨7, 10, 5, 8⟩ ⟨0, 4, 5, 6⟩ ⟨4, 10, 7, 3⟩ ⟨4, 8, 3, 0⟩ ⟨1, 3, 8, 9⟩ ⟨3, 5, 7, 1⟩
⟨2, 9, 10, 3⟩ ⟨0, 6, 7, 8⟩ ⟨5, 10, 4, 2⟩ ⟨1, 9, 7, 6⟩ ⟨0, 1, 6, 10⟩ ⟨0, 3, 4, 7⟩
⟨9, 10, 6, 5⟩ ⟨3, 7, 9, 10⟩ ⟨0, 5, 8, 3⟩ ⟨1, 6, 4, 3⟩ ⟨2, 5, 9, 6⟩ ⟨0, 7, 10, 2⟩
⟨4, 9, 2, 7⟩ ⟨7, 9, 8, 0⟩ ⟨5, 6, 3, 10⟩ ⟨0, 9, 3, 1⟩ ⟨2, 3, 6, 8⟩ ⟨6, 7, 2, 5⟩.

定理 3.7：对于每个3 ≤ t ≤ 37，均存在一个大小为(2t + 1)(4t + 3)的最优(4t +

3, 5, [2, 1, 1])4码。

证明. 对于3 ≤ t ≤ 34并且t /∈ {22, 28, 29, 33}，由引理 3.8和 3.9可知存在一个大小

为(2t+ 1)(4t+ 3)的最优 (4t+ 3, 5, [2, 1, 1])4码。

对于t = 22，存在一个组型为65的[2, 1, 1]-GDC(5)。利用一个TD(4, 3)，应用构

造 2.4可得到一个组型为185的[2, 1, 1]-GDC(5)。在这个GDC上添加一个点，并用最

优 (19, 5, [2, 1, 1])4 码填入这个GDC的组以及刚添加的点中。最终得到一个最优码，

长度为91。

对于t ∈ {28, 29}，取一个TD(6, 5)（见引理 2.8）。应用构造 2.3，对这个设

计的前5组中的所有点以及最后一个组中的x个点赋权为4，对最后一个组中

的y个点赋权为2。剩下的全部点赋权为0。所需的输入设计为组型分别为45，46

以及4521的[2, 1, 1]-GDC(5)（见引理 3.6 和 3.7 ）。这样得到一个组型为205(4x +

2y)1的[2, 1, 1]-GDC(5)。当x = 3, y = 1或者x = 4, y = 1时，4x + 2y分别取14或18。

在这个GDC上添加一个点，并利用长度分别为15，19和21的最优码填入这个GDC的

组以及刚添加的点中。最终得到一个最优码，长度分别是115和119。

对于t = 33，存在一个组型为39的[2, 1, 1]-GDC(5)(见引理 3.6 )。利用一个TD

(4, 5)，应用构造 2.4可得到一个组型为159的[2, 1, 1]-GDC(5)。利用最优 (15, 5, [2, 1, 1])4

码填入这个GDC的组中，得到一个长度为135的最优编码。

对于t = 35，取一个TD(9, 8)（见引理 2.8）。应用构造 2.3，对这个设计的前8组

中的所有点以及最后一个组中的7个点赋权为2。剩下的全部点赋权为0。所需

的输入设计为组型分别为28以及29的[2, 1, 1]-GDC(5)（见引理 3.6 ）。这样得到一
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个组型为168141的[2, 1, 1]-GDC(5)。在这个GDC上添加一个点，并利用长度分别

为15和17的最优码填入这个GDC的组以及刚添加的点中。最终得到一个最优码，长

度是143。

对于t = 36，存在一个组型为37的[2, 1, 1]-GDC(5)(见引理 3.6 )。利用一个TD

(4, 7)，应用构造 2.4可得到一个组型为217的[2, 1, 1]-GDC(5)。利用最优 (21, 5, [2, 1, 1])4

码填入这个GDC的组中，得到一个长度为147的最优编码。

对于t = 37，存在一个组型为65的[2, 1, 1]-GDC(5)(见引理 3.6 )。利用一个TD(4, 5)，

应用构造 2.4可得到一个组型为305的[2, 1, 1]-GDC(5)。在这个GDC上添加一个点，

并用最优 (31, 5, [2, 1, 1])4码填入这个GDC的组以及刚添加的点中。最终得到一个最

优码，长度为151。

定理 3.8：对于每个t ≥ 38，均存在一个大小为2t(4t+3)的最优(4t+3, 5, [2, 1, 1])4码。

证明. 对于任何r ≥ 7并且r ̸∈ {10, 14, 15, 18, 20, 22, 26, 30, 34, 38, 46, 60}，由引理

2.8知，存在一个TD(7, r)。应用构造 2.3，对这个设计的前5组中的所有点、第6个

组中的x个点和最后一个组中的y个点赋权为4，对最后一个组中的z个点赋权为2。

剩下的全部点赋权为0。其中，要求x ≥ 4，4y + 2z ≥ 14，并且z是奇数。所需的输

入设计为组型分别为45，46，47，4521以及4621的[2, 1, 1]-GDC(5)（见引理 3.6和 3.7

）。这样得到一个组型为(4r)5(4x)1(4y + 2z)1的[2, 1, 1]-GDC(5)。在这个GDC上添加

一个点，并用长度为4u + 1或者4v + 3的最优码填入这个GDC的组以及刚添加的点

中，其中u ≥ 4，3 ≤ v ≤ 37，这样的码字由定理 3.4以及3.7保证存在。这样，最终

得到一个最优(20r+4x+4y+2z+1, 5, [2, 1, 1])4码。令20r+4x+4y+2z+1 = 4t+3，

则t可取到满足t ≥ 38的任何值。

3.3 确定A4(n, 6, [2, 1, 1])的值

3.3.1 一些阶数较小的[2, 1, 1]-GDC(6)和距离为6的最优常重复合码

首先通过计算机搜索得到一些较小的GDC和最优码。在搜索过程中，会有

一些特殊的无穷点，如xi ∈ {x} × Zu，其下标将在群Zn的u阶子群中展开，这

里x ∈ {a, b, c, d, e}。

38



重量为4、距离为5或6的四元常重复合码

引理 3.14：存在一个组型为gt，大小为g2t(t−1)
6
的[2, 1, 1]-GDC(6)，其中g和t满足：

1. g = 2, t ∈ {10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, 34}；

2. g = 3, t ∈ {5, 7}；

3. g = 4, t ∈ {4, 7}；

4. g = 6, t ∈ {4, 5, 6, 7}；

5. g ∈ {7, 10, 13, 22}, t ∈ {4}。

证明. 令X{g,t} = Zgt，G{g,t} = {{i, t+ i, . . . , (g− 1)t+ i} : i ∈ Zt}，令C{g,t}分别是由

下列基码字循环（或半循环）移位生成的。则(X{g,t},G{g,t}, C{g,t})是一个组型为gt，

大小为g2t(t−1)
6
的[2, 1, 1]-GDC(6)。

1. g = 2, t = 10, n = 20, m = 1, s = 1, M = 1

P : ⟨0, 1, 4, 7⟩ ⟨0, 2, 14, 15⟩ ⟨0, 9, 5, 17⟩

2. g = 2, t = 13, n = 26, m = 3, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 1, 5, 22⟩
R : ⟨0, 2, 8, 20⟩

3. g = 2, t = 16, n = 32, m = 7, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 1, 3, 29⟩ ⟨0, 6, 18, 19⟩
R : ⟨0, 8, 17, 23⟩

4. g = 2, t = 19, n = 38, m = 7, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 1, 3, 30⟩ ⟨0, 4, 9, 16⟩

5. g = 2, t = 22, n = 44, m = 3, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 1, 5, 8⟩ ⟨0, 2, 39, 36⟩
R : ⟨0, 9, 27, 40⟩ ⟨0, 16, 33, 26⟩ ⟨0, 19, 32, 30⟩
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6. g = 2, t = 25, n = 50, m = 3, s = 5, M = 1

P : ⟨0, 2, 19, 33⟩
R : ⟨0, 14, 42, 22⟩ ⟨0, 20, 5, 15⟩ ⟨0, 24, 34, 40⟩

7. g = 2, t = 28, n = 56, m = 3, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 1, 5, 8⟩ ⟨0, 2, 51, 44⟩ ⟨0, 25, 36, 48⟩
R : ⟨0, 18, 45, 47⟩ ⟨0, 22, 9, 39⟩ ⟨0, 26, 10, 16⟩

8. g = 2, t = 34, n = 68, m = 11, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 1, 43, 63⟩ ⟨0, 20, 46, 39⟩
R : ⟨0, 17, 10, 9⟩ ⟨0, 44, 47, 25⟩ ⟨0, 36, 59, 6⟩ ⟨0, 31, 29, 4⟩ ⟨0, 12, 45, 8⟩

9. g = 3, t = 5, n = 15, m = 2, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 1, 4, 12⟩

10. g = 3, t = 7, n = 21, m = 2, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 1, 9, 13⟩

11. g = 4, t = 4, n = 16, m = 5, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 1, 7, 10⟩

12. g = 4, t = 7, n = 28, m = 3, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 1, 5, 17⟩
R : ⟨0, 2, 10, 11⟩ ⟨0, 6, 19, 24⟩

13. g = 6, t = 4, n = 24, m = 5, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 1, 3, 22⟩
R : ⟨0, 7, 13, 18⟩

14. g = 6, t = 5, n = 30, m = 17, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 3, 1, 7⟩ ⟨0, 6, 19, 22⟩
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15. g = 6, t = 6, n = 36, m = 7, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 1, 10, 14⟩
R : ⟨0, 25, 4, 21⟩ ⟨0, 16, 33, 2⟩ ⟨0, 5, 28, 8⟩

16. g = 6, t = 7, n = 42, m = 11, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 3, 4, 34⟩ ⟨0, 12, 29, 32⟩

17. g = 7, t = 4, n = 28, m = 5, s = 2, M = 2

P : ⟨0, 13, 3, 18⟩ ⟨1, 12, 3, 14⟩
R : ⟨1, 4, 18, 27⟩ ⟨0, 5, 26, 27⟩ ⟨1, 8, 2, 15⟩

18. g = 10, t = 4, n = 40, m = 3, s = 3, M = 2

P : ⟨0, 13, 2, 11⟩ ⟨0, 3, 21, 22⟩
R : ⟨0, 35, 1, 34⟩ ⟨0, 25, 10, 15⟩ ⟨1, 34, 11, 24⟩ ⟨0, 5, 14, 31⟩

19. g = 13, t = 4, n = 52, m = 5, s = 3, M = 2

P : ⟨0, 5, 3, 46⟩ ⟨1, 20, 22, 47⟩ ⟨0, 7, 18, 41⟩
R : ⟨0, 1, 11, 26⟩ ⟨0, 13, 39, 42⟩ ⟨0, 17, 30, 47⟩ ⟨0, 43, 14, 29⟩

20. g = 22, t = 4, n = 88, m = 5, s = 3, M = 2

P : ⟨0, 9, 23, 26⟩ ⟨0, 1, 3, 62⟩
R : ⟨0, 77, 67, 22⟩ ⟨0, 69, 55, 38⟩ ⟨0, 51, 82, 21⟩ ⟨0, 7, 66, 13⟩ ⟨0, 35, 18, 65⟩.

引理 3.15：存在一个组型为12tu1，大小为12t(2t + u
3
− 2) 的[2, 1, 1]-GDC(6)，其

中t和u满足：

1. u = 9, t ∈ {4, 5, . . . , 15, 17, 18, 19, 23}；

2. u = 15, t ∈ {7, 8, . . . , 15}。

证明. 当u = 9时，令Xt = Z12t ∪ ({a, b, c}×Z3)，Gt = {{i, t+ i, 2t+ i, . . . , 11t+ i} :

i ∈ Zt} ∪ {{a, b, c} × Z3}，令Ct分别是由下列基码字循环移位生成的。当u = 15时，

令Xt = Z12t ∪ ({a, b, c, d, e} × Z3)，Gt = {{i, t + i, 2t + i, . . . , 11t + i} : i ∈ Zt} ∪

{{a, b, c, d, e} × Z3}，令Ct分别是由下列基码字循环移位生成的。
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1. u = 9, t = 4, n = 48, m = 5, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 3, 21, 30⟩
R : ⟨a0, 0, 13, 35⟩ ⟨5, 43, a0, 36⟩ ⟨b0, 0, 23, 25⟩ ⟨23, 37, b0, 18⟩ ⟨c0, 0, 7, 5⟩
⟨25, 47, c0, 36⟩ ⟨0, 2, 1, 19⟩

2. u = 9, t = 5, n = 60, m = 17, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 2, 3, 6⟩
R : ⟨a0, 0, 52, 53⟩ ⟨17, 46, a0, 0⟩ ⟨b0, 0, 46, 59⟩ ⟨4, 41, b0, 0⟩ ⟨c0, 0, 44, 7⟩
⟨5, 52, c0, 33⟩ ⟨0, 24, 12, 33⟩ ⟨0, 21, 32, 18⟩

3. u = 9, t = 6, n = 72, m = 19, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 9, 50, 31⟩ ⟨0, 7, 33, 10⟩ ⟨0, 67, 34, 69⟩
R : ⟨a0, 0, 20, 28⟩ ⟨8, 61, a0, 45⟩ ⟨b0, 0, 32, 52⟩ ⟨55, 59, b0, 12⟩ ⟨c0, 0, 35, 40⟩
⟨29, 37, c0, 12⟩ ⟨0, 1, 17, 44⟩

4. u = 9, t = 7, n = 84, m = 5, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 2, 20, 71⟩ ⟨0, 8, 83, 66⟩
R : ⟨a0, 0, 65, 73⟩ ⟨16, 77, a0, 78⟩ ⟨b0, 0, 68, 25⟩ ⟨7, 74, b0, 54⟩ ⟨c0, 0, 13, 53⟩
⟨25, 68, c0, 30⟩ ⟨0, 55, 31, 81⟩ ⟨0, 12, 15, 48⟩ ⟨0, 33, 37, 57⟩

5. u = 9, t = 8, n = 96, m = 77, s = 4, M = 1

P : ⟨0, 13, 87, 46⟩ ⟨0, 23, 62, 81⟩
R : ⟨a0, 0, 1, 68⟩ ⟨26, 31, a0, 51⟩ ⟨b0, 0, 95, 28⟩ ⟨34, 41, b0, 78⟩
⟨c0, 0, 59, 76⟩ ⟨28, 47, c0, 3⟩ ⟨0, 66, 78, 84⟩ ⟨0, 54, 60, 90⟩
⟨0, 35, 4, 31⟩

6. u = 9, t = 9, n = 108, m = 7, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 25, 39, 76⟩ ⟨0, 24, 55, 77⟩ ⟨0, 95, 105, 80⟩ ⟨0, 30, 4, 8⟩
R : ⟨a0, 0, 106, 59⟩ ⟨82, 98, a0, 9⟩ ⟨b0, 0, 79, 74⟩ ⟨23, 46, b0, 72⟩
⟨22, 86, c0, 18⟩ ⟨0, 43, 89, 29⟩ ⟨c0, 0, 50, 73⟩

7. u = 9, t = 10, n = 120, m = 113, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 82, 33, 86⟩ ⟨0, 29, 117, 78⟩ ⟨0, 77, 79, 73⟩
R : ⟨a0, 0, 46, 32⟩ ⟨37, 44, a0, 78⟩ ⟨b0, 0, 109, 74⟩ ⟨34, 86, b0, 99⟩
⟨38, 43, c0, 54⟩ ⟨0, 15, 99, 51⟩ ⟨0, 114, 63, 12⟩ ⟨0, 96, 42, 87⟩
⟨0, 75, 27, 3⟩ ⟨0, 35, 23, 22⟩ ⟨c0, 0, 8, 55⟩ ⟨0, 81, 25, 56⟩

8. u = 9, t = 11, n = 132, m = 5, s = 5, M = 1

P : ⟨0, 62, 90, 104⟩ ⟨0, 16, 129, 81⟩ ⟨0, 120, 19, 27⟩
R : ⟨a0, 0, 125, 67⟩ ⟨62, 112, a0, 87⟩ ⟨b0, 0, 7, 35⟩ ⟨61, 71, b0, 120⟩

⟨0, 14, 85, 43⟩ ⟨0, 106, 83, 119⟩ ⟨56, 58, c0, 15⟩ ⟨c0, 0, 97, 17⟩
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9. u = 9, t = 12, n = 144, m = 11, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 62, 77, 49⟩ ⟨0, 44, 118, 5⟩ ⟨0, 27, 37, 136⟩ ⟨0, 16, 67, 35⟩
R : ⟨a0, 0, 23, 142⟩ ⟨10, 86, a0, 132⟩ ⟨b0, 0, 88, 50⟩ ⟨5, 25, b0, 108⟩
⟨16, 47, c0, 24⟩ ⟨0, 114, 95, 104⟩ ⟨0, 90, 79, 61⟩ ⟨0, 63, 141, 138⟩
⟨0, 102, 69, 143⟩ ⟨0, 28, 34, 98⟩ ⟨0, 18, 57, 89⟩ ⟨c0, 0, 53, 91⟩
⟨0, 137, 66, 86⟩

10. u = 9, t = 13, n = 156, m = 37, s = 5, M = 1

P : ⟨0, 50, 29, 125⟩ ⟨0, 154, 100, 54⟩ ⟨0, 148, 49, 155⟩
R : ⟨0, 48, 69, 25⟩ ⟨0, 90, 145, 17⟩ ⟨0, 14, 73, 45⟩ ⟨55, 116, b0, 135⟩

⟨0, 12, 99, 9⟩ ⟨68, 139, c0, 144⟩ ⟨0, 24, 96, 84⟩ ⟨0, 120, 105, 43⟩
⟨a0, 0, 118, 11⟩ ⟨b0, 0, 38, 109⟩ ⟨c0, 0, 115, 107⟩ ⟨136, 140, a0, 111⟩

11. u = 9, t = 14, n = 168, m = 103, s = 5, M = 1

P : ⟨0, 25, 64, 19⟩ ⟨0, 46, 29, 90⟩ ⟨0, 38, 61, 125⟩
R : ⟨b0, 0, 76, 2⟩ ⟨0, 60, 48, 72⟩ ⟨52, 59, a0, 111⟩ ⟨22, 113, b0, 30⟩
⟨35, 154, c0, 138⟩ ⟨0, 93, 136, 102⟩ ⟨0, 45, 150, 65⟩ ⟨0, 24, 124, 104⟩
⟨0, 69, 96, 132⟩ ⟨0, 147, 120, 145⟩ ⟨a0, 0, 148, 86⟩ ⟨0, 3, 36, 35⟩
⟨c0, 0, 41, 4⟩ ⟨0, 51, 133, 11⟩

12. u = 9, t = 15, n = 180, m = 7, s = 4, M = 1

P : ⟨0, 153, 96, 12⟩ ⟨0, 161, 3, 177⟩ ⟨0, 109, 116, 14⟩ ⟨0, 6, 82, 38⟩
⟨0, 41, 142, 5⟩

R : ⟨a0, 0, 68, 13⟩ ⟨4, 71, a0, 162⟩ ⟨b0, 0, 4, 170⟩ ⟨5, 145, b0, 165⟩
⟨4, 134, c0, 135⟩ ⟨0, 80, 136, 10⟩ ⟨0, 54, 179, 26⟩ ⟨0, 169, 17, 134⟩
⟨0, 77, 52, 70⟩ ⟨c0, 0, 79, 119⟩ ⟨0, 18, 2, 115⟩

13. u = 9, t = 17, n = 204, m = 41, s = 8, M = 1

P : ⟨0, 3, 50, 125⟩ ⟨0, 126, 37, 55⟩ ⟨0, 105, 14, 191⟩
R : ⟨a0, 0, 20, 52⟩ ⟨65, 73, a0, 9⟩ ⟨b0, 0, 164, 4⟩ ⟨41, 169, b0, 141⟩
⟨38, 82, c0, 66⟩ ⟨0, 108, 56, 104⟩ ⟨0, 80, 112, 172⟩ ⟨0, 168, 184, 192⟩
⟨0, 48, 132, 88⟩ ⟨c0, 0, 116, 64⟩ ⟨0, 60, 72, 180⟩

14. u = 9, t = 18, n = 216, m = 23, s = 4, M = 1

P : ⟨0, 89, 25, 38⟩ ⟨0, 118, 61, 78⟩ ⟨0, 172, 185, 84⟩ ⟨0, 163, 88, 140⟩
⟨0, 86, 48, 109⟩ ⟨0, 29, 105, 203⟩

R : ⟨a0, 0, 65, 142⟩ ⟨5, 151, a0, 129⟩ ⟨0, 1, 27, 190⟩ ⟨2, 151, b0, 201⟩
⟨7, 86, c0, 39⟩ ⟨b0, 0, 167, 37⟩ ⟨0, 153, 147, 92⟩ ⟨0, 45, 60, 195⟩
⟨0, 99, 192, 96⟩ ⟨0, 207, 177, 64⟩ ⟨0, 81, 31, 183⟩ ⟨c0, 0, 22, 41⟩
⟨0, 154, 12, 129⟩
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15. u = 9, t = 19, n = 228, m = 43, s = 7, M = 1

P : ⟨0, 74, 43, 139⟩ ⟨0, 88, 226, 186⟩ ⟨0, 21, 156, 93⟩ ⟨0, 23, 196, 31⟩
R : ⟨0, 40, 82, 126⟩ ⟨14, 142, a0, 93⟩ ⟨b0, 0, 67, 149⟩ ⟨29, 112, b0, 201⟩
⟨28, 74, c0, 189⟩ ⟨0, 104, 210, 50⟩ ⟨0, 63, 51, 12⟩ ⟨0, 27, 168, 87⟩
⟨0, 70, 131, 71⟩ ⟨c0, 0, 97, 32⟩ ⟨a0, 0, 203, 157⟩

16. u = 9, t = 23, n = 276, m = 7, s = 7, M = 1

P : ⟨0, 8, 86, 114⟩ ⟨0, 200, 257, 43⟩ ⟨0, 58, 261, 125⟩ ⟨0, 228, 211, 105⟩
R : ⟨0, 51, 88, 15⟩ ⟨0, 2, 170, 165⟩ ⟨b0, 0, 109, 83⟩ ⟨13, 161, b0, 240⟩
⟨11, 187, c0, 216⟩ ⟨16, 134, a0, 204⟩ ⟨a0, 0, 89, 13⟩ ⟨0, 80, 87, 145⟩
⟨0, 98, 179, 30⟩ ⟨0, 249, 75, 162⟩ ⟨0, 224, 49, 167⟩ ⟨0, 72, 108, 90⟩
⟨0, 252, 110, 142⟩ ⟨0, 14, 201, 68⟩ ⟨0, 64, 233, 149⟩ ⟨0, 104, 195, 215⟩

⟨c0, 0, 251, 181⟩ ⟨0, 55, 126, 210⟩ ⟨0, 214, 147, 1⟩

17. u = 15, t = 7, n = 84, m = 11, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 39, 36, 3⟩ ⟨0, 18, 52, 83⟩
R : ⟨b0, 0, 25, 50⟩ ⟨17, 22, a0, 0⟩ ⟨a0, 0, 16, 8⟩ ⟨0, 40, 71, 2⟩
⟨e0, 0, 55, 23⟩ ⟨c0, 0, 37, 32⟩ ⟨49, 59, c0, 78⟩ ⟨d0, 0, 11, 22⟩
⟨79, 83, d0, 12⟩ ⟨4, 68, b0, 45⟩ ⟨2, 28, e0, 3⟩

18. u = 15, t = 8, n = 96, m = 5, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 6, 59, 93⟩ ⟨0, 1, 11, 38⟩
R : ⟨a0, 0, 20, 19⟩ ⟨20, 88, a0, 9⟩ ⟨b0, 0, 34, 41⟩ ⟨0, 18, 31, 75⟩
⟨13, 95, b0, 78⟩ ⟨c0, 0, 67, 62⟩ ⟨25, 47, c0, 51⟩ ⟨0, 84, 15, 33⟩
⟨e0, 0, 70, 29⟩ ⟨0, 60, 3, 69⟩ ⟨17, 64, e0, 60⟩ ⟨d0, 0, 23, 76⟩
⟨19, 71, d0, 21⟩

19. u = 15, t = 9, n = 108, m = 5, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 58, 39, 42⟩ ⟨0, 83, 41, 105⟩ ⟨0, 79, 94, 57⟩
R : ⟨a0, 0, 26, 43⟩ ⟨58, 62, a0, 78⟩ ⟨b0, 0, 88, 14⟩ ⟨0, 24, 12, 73⟩
⟨56, 61, b0, 96⟩ ⟨c0, 0, 59, 7⟩ ⟨34, 35, c0, 102⟩ ⟨d0, 0, 70, 95⟩
⟨31, 92, d0, 3⟩ ⟨e0, 0, 101, 76⟩ ⟨22, 86, e0, 33⟩ ⟨0, 100, 48, 52⟩

20. u = 15, t = 10, n = 120, m = 43, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 68, 61, 39⟩ ⟨0, 104, 58, 102⟩ ⟨0, 107, 14, 23⟩
R : ⟨a0, 0, 55, 11⟩ ⟨67, 110, a0, 102⟩ ⟨b0, 0, 8, 1⟩ ⟨0, 24, 99, 93⟩
⟨55, 80, b0, 6⟩ ⟨c0, 0, 98, 85⟩ ⟨0, 63, 72, 105⟩ ⟨0, 114, 48, 15⟩

⟨64, 95, d0, 102⟩ ⟨0, 33, 45, 51⟩ ⟨50, 55, e0, 36⟩ ⟨e0, 0, 67, 119⟩
⟨58, 62, c0, 111⟩ ⟨d0, 0, 65, 97⟩ ⟨e0, 0, 67, 119⟩
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21. u = 15, t = 11, n = 132, m = 5, s = 4, M = 1

P : ⟨0, 102, 82, 61⟩ ⟨0, 7, 16, 124⟩ ⟨0, 12, 3, 50⟩
R : ⟨d0, 0, 74, 109⟩ ⟨a0, 0, 25, 131⟩ ⟨b0, 0, 1, 128⟩ ⟨0, 6, 119, 19⟩

⟨34, 44, b0, 6⟩ ⟨c0, 0, 106, 2⟩ ⟨14, 79, c0, 54⟩ ⟨0, 34, 81, 129⟩
⟨19, 98, d0, 3⟩ ⟨25, 128, a0, 96⟩ ⟨17, 34, e0, 102⟩ ⟨0, 108, 27, 52⟩
⟨e0, 0, 127, 5⟩

22. u = 15, t = 12, n = 144, m = 101, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 8, 17, 3⟩ ⟨0, 14, 57, 100⟩ ⟨0, 16, 113, 127⟩
R : ⟨a0, 0, 79, 77⟩ ⟨14, 103, a0, 84⟩ ⟨e0, 0, 47, 52⟩ ⟨0, 61, 135, 67⟩
⟨20, 73, b0, 21⟩ ⟨c0, 0, 98, 10⟩ ⟨11, 61, c0, 60⟩ ⟨b0, 0, 106, 95⟩
⟨11, 70, d0, 132⟩ ⟨0, 42, 124, 63⟩ ⟨11, 13, e0, 120⟩ ⟨0, 54, 87, 119⟩
⟨0, 93, 66, 27⟩ ⟨d0, 0, 35, 22⟩ ⟨0, 76, 105, 101⟩ ⟨0, 126, 122, 116⟩
⟨0, 30, 58, 99⟩ ⟨0, 13, 7, 44⟩

23. u = 15, t = 13, n = 156, m = 7, s = 6, M = 1

P : ⟨0, 56, 21, 135⟩ ⟨0, 12, 11, 131⟩ ⟨0, 114, 61, 57⟩
R : ⟨a0, 0, 94, 122⟩ ⟨47, 55, a0, 69⟩ ⟨b0, 0, 154, 62⟩ ⟨0, 68, 142, 70⟩
⟨59, 91, b0, 69⟩ ⟨d0, 0, 110, 34⟩ ⟨49, 53, c0, 99⟩ ⟨c0, 0, 38, 82⟩
⟨64, 104, d0, 6⟩ ⟨e0, 0, 106, 86⟩ ⟨23, 151, e0, 141⟩

24. u = 15, t = 14, n = 168, m = 101, s = 5, M = 1

P : ⟨0, 39, 37, 34⟩ ⟨0, 19, 120, 123⟩ ⟨0, 54, 13, 58⟩
R : ⟨a0, 0, 77, 22⟩ ⟨20, 28, a0, 60⟩ ⟨b0, 0, 62, 31⟩ ⟨e0, 0, 38, 124⟩
⟨29, 94, b0, 45⟩ ⟨d0, 0, 7, 128⟩ ⟨c0, 0, 44, 49⟩ ⟨0, 122, 45, 11⟩
⟨22, 98, d0, 153⟩ ⟨20, 55, c0, 162⟩ ⟨23, 139, e0, 159⟩ ⟨0, 12, 117, 155⟩
⟨0, 147, 81, 111⟩ ⟨0, 60, 69, 2⟩ ⟨0, 73, 1, 66⟩ ⟨0, 27, 63, 17⟩

25. u = 15, t = 15, n = 180, m = 37, s = 4, M = 1

P : ⟨0, 52, 58, 49⟩ ⟨0, 61, 37, 54⟩ ⟨0, 68, 134, 31⟩ ⟨0, 81, 24, 28⟩
⟨0, 74, 167, 118⟩
R : ⟨a0, 0, 53, 43⟩ ⟨41, 61, a0, 171⟩ ⟨b0, 0, 17, 85⟩ ⟨0, 25, 3, 111⟩
⟨59, 64, b0, 24⟩ ⟨c0, 0, 113, 79⟩ ⟨85, 140, c0, 0⟩ ⟨0, 36, 77, 50⟩
⟨d0, 0, 151, 122⟩ ⟨58, 173, d0, 93⟩ ⟨e0, 0, 149, 7⟩ ⟨43, 53, e0, 123⟩
⟨0, 108, 89, 147⟩.

引理 3.16：存在一个型为11221，大小为28的[2, 1, 1]-GDC(6)。
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证明. 令X = Z14，G = {{0, 1}} ∪ {{i} : i ∈ Z14 \ {0, 1}}。C如下：

⟨4, 6, 7, 11⟩ ⟨1, 5, 11, 7⟩ ⟨2, 10, 8, 7⟩ ⟨5, 6, 0, 8⟩ ⟨2, 3, 0, 11⟩
⟨8, 11, 5, 10⟩ ⟨8, 12, 6, 2⟩ ⟨10, 12, 9, 5⟩ ⟨0, 9, 11, 12⟩ ⟨11, 13, 4, 0⟩
⟨3, 7, 1, 10⟩ ⟨1, 13, 2, 3⟩ ⟨1, 6, 10, 12⟩ ⟨2, 5, 12, 13⟩ ⟨7, 12, 0, 4⟩
⟨3, 6, 13, 9⟩ ⟨4, 10, 13, 1⟩ ⟨0, 8, 7, 13⟩ ⟨11, 12, 3, 1⟩ ⟨0, 10, 3, 6⟩
⟨2, 9, 1, 6⟩ ⟨0, 4, 2, 5⟩ ⟨9, 13, 10, 8⟩ ⟨1, 8, 4, 9⟩ ⟨7, 11, 2, 9⟩
⟨7, 13, 5, 6⟩ ⟨5, 9, 3, 4⟩ ⟨3, 4, 8, 12⟩.

引理 3.17：存在一个型为1t111，大小为6u2 + 20u 的[2, 1, 1]-GDC(6)，其中t ∈

{30, 36, 54, 66, 78}，而6u = t。

证明. 令Xt = Zt ∪ ({a, b, c, d, e} × Z2) ∪ {f}，Gt = {{i} : i ∈ Zt} ∪ {{a, b, c, d, e} ×

Z2 ∪ {f}}，令Ct分别是由下列基码字或半循环移位生成的。

1. t = 30, n = 30, m = 1, s = 1, M = 3

P : ⟨a0, 24, 7, 2⟩ ⟨1, 21, a0, 0⟩ ⟨a0, 28, 29, 3⟩ ⟨1, 7, 19, 29⟩
⟨2, 11, a0, 28⟩ ⟨b0, 15, 13, 10⟩ ⟨1, 20, b0, 15⟩ ⟨2, 8, 0, 20⟩
⟨b0, 0, 23, 2⟩ ⟨4, 29, b0, 12⟩ ⟨c0, 6, 5, 27⟩ ⟨0, 24, 12, 16⟩
⟨3, 29, c0, 14⟩ ⟨c0, 26, 19, 4⟩ ⟨1, 22, c0, 24⟩ ⟨0, 4, f, 17⟩
⟨d0, 2, 29, 4⟩ ⟨1, 11, d0, 18⟩ ⟨d0, 12, 19, 9⟩ ⟨f, 11, 0, 10⟩
⟨3, 22, d0, 8⟩ ⟨e0, 14, 17, 28⟩ ⟨3, 17, e0, 18⟩ ⟨1, 4, e0, 8⟩
⟨e0, 6, 9, 7⟩

2. t = 36, n = 36, m = 1, s = 1, M = 3

P : ⟨a0, 24, 13, 14⟩ ⟨1, 3, a0, 6⟩ ⟨a0, 28, 15, 35⟩ ⟨2, 14, 24, 20⟩
⟨2, 35, a0, 4⟩ ⟨b0, 12, 19, 16⟩ ⟨1, 2, b0, 27⟩ ⟨0, 16, 28, 1⟩
⟨b0, 9, 8, 11⟩ ⟨4, 23, b0, 18⟩ ⟨c0, 30, 5, 27⟩ ⟨2, 28, 32, 16⟩
⟨1, 4, c0, 0⟩ ⟨c0, 26, 22, 1⟩ ⟨3, 35, c0, 26⟩ ⟨2, 9, 30, 3⟩

⟨d0, 0, 15, 10⟩ ⟨1, 17, d0, 30⟩ ⟨d0, 32, 17, 25⟩ ⟨1, 31, 10, 26⟩
⟨3, 22, d0, 20⟩ ⟨e0, 23, 2, 6⟩ ⟨1, 14, e0, 23⟩ ⟨0, 24, 8, 6⟩
⟨e0, 10, 21, 1⟩ ⟨0, 9, e0, 22⟩ ⟨f, 0, 31, 5⟩ ⟨1, 29, f, 9⟩

3. t = 54, n = 54, m = 5, s = 6, M = 3

P : ⟨0, 1, 2, 3⟩
R : ⟨a0, 30, 19, 4⟩ ⟨1, 23, a0, 38⟩ ⟨a0, 8, 39, 41⟩ ⟨2, 14, 53, 25⟩
⟨3, 16, a0, 48⟩ ⟨b0, 24, 33, 47⟩ ⟨1, 52, b0, 12⟩ ⟨1, 35, 7, 53⟩
⟨b0, 38, 40, 19⟩ ⟨3, 29, b0, 2⟩ ⟨c0, 18, 22, 25⟩ ⟨0, 24, 35, 44⟩
⟨1, 47, c0, 50⟩ ⟨c0, 2, 27, 23⟩ ⟨3, 40, c0, 30⟩ ⟨1, 17, 11, 16⟩
⟨d0, 42, 29, 37⟩ ⟨1, 5, d0, 21⟩ ⟨d0, 45, 10, 20⟩ ⟨2, 26, 8, 45⟩
⟨2, 16, d0, 0⟩ ⟨e0, 0, 52, 38⟩ ⟨1, 46, e0, 27⟩ ⟨1, 14, 6, 43⟩
⟨e0, 15, 29, 31⟩ ⟨2, 47, e0, 6⟩ ⟨f, 31, 24, 5⟩ ⟨1, 22, 40, 49⟩
⟨0, 32, f, 22⟩ ⟨0, 42, 36, 6⟩ ⟨1, 31, 20, 13⟩
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4. t = 66, n = 66, m = 17, s = 4, M = 3

P : ⟨0, 1, 2, 3⟩ ⟨0, 5, 6, 10⟩
R : ⟨a0, 42, 22, 13⟩ ⟨1, 11, a0, 44⟩ ⟨a0, 26, 17, 39⟩ ⟨0, 20, 31, 65⟩

⟨3, 64, a0, 36⟩ ⟨b0, 24, 39, 2⟩ ⟨1, 64, b0, 47⟩ ⟨0, 39, 63, 53⟩
⟨b0, 59, 58, 1⟩ ⟨2, 21, b0, 0⟩ ⟨c0, 42, 32, 17⟩ ⟨2, 62, 37, 23⟩
⟨1, 46, c0, 12⟩ ⟨c0, 51, 49, 34⟩ ⟨2, 5, c0, 57⟩ ⟨0, 23, 11, 35⟩
⟨d0, 18, 26, 46⟩ ⟨1, 16, d0, 9⟩ ⟨d0, 63, 29, 13⟩ ⟨1, 25, 62, 32⟩
⟨2, 53, d0, 18⟩ ⟨e0, 14, 23, 18⟩ ⟨1, 17, e0, 56⟩ ⟨2, 26, 49, 28⟩
⟨e0, 63, 1, 4⟩ ⟨0, 22, e0, 57⟩ ⟨f, 36, 10, 32⟩ ⟨2, 20, 42, 64⟩
⟨1, 29, f, 57⟩ ⟨0, 54, 43, 48⟩ ⟨1, 19, 31, 59⟩ ⟨1, 53, 23, 63⟩
⟨1, 10, 24, 37⟩ ⟨1, 7, 40, 27⟩ ⟨1, 35, 55, 65⟩

5. t = 78, n = 78, m = 11, s = 4, M = 3

P : ⟨0, 1, 2, 9⟩ ⟨0, 44, 62, 56⟩ ⟨0, 61, 66, 19⟩
R : ⟨a0, 18, 41, 7⟩ ⟨1, 11, a0, 56⟩ ⟨a0, 44, 28, 3⟩ ⟨1, 4, 10, 19⟩

⟨3, 10, a0, 6⟩ ⟨b0, 6, 32, 46⟩ ⟨1, 52, b0, 42⟩ ⟨1, 26, 68, 58⟩
⟨b0, 75, 31, 29⟩ ⟨2, 23, b0, 21⟩ ⟨c0, 72, 67, 68⟩ ⟨1, 62, 38, 66⟩
⟨1, 35, c0, 21⟩ ⟨c0, 3, 16, 41⟩ ⟨2, 16, c0, 72⟩ ⟨0, 25, 69, 27⟩
⟨d0, 72, 27, 29⟩ ⟨1, 20, d0, 46⟩ ⟨d0, 28, 13, 20⟩ ⟨2, 11, 67, 10⟩
⟨3, 53, d0, 66⟩ ⟨e0, 48, 27, 52⟩ ⟨1, 8, e0, 47⟩ ⟨2, 77, 45, 29⟩
⟨e0, 29, 2, 49⟩ ⟨3, 58, e0, 18⟩ ⟨f, 15, 46, 56⟩ ⟨1, 49, 23, 40⟩
⟨1, 5, f, 27⟩ ⟨0, 6, 60, 48⟩ ⟨0, 29, 65, 12⟩ ⟨1, 50, 22, 73⟩
⟨0, 77, 51, 59⟩ ⟨1, 77, 34, 14⟩ ⟨1, 32, 17, 48⟩ ⟨1, 41, 74, 29⟩
⟨0, 28, 39, 52⟩.

引理 3.18：A4(n, 6, [2, 1, 1]) = U(n, 6, [2, 1, 1])对每个n ∈ {6, 8, 10, 11, 13, 14, 16, 17, 19,

22, 23, 25, 28, 31, 34, 35, 37, 43, 55, 67, 79, 103}都成立。

证明. 对于引理中任意给定的n，令点集为X = Zn。则相应的编码分别由下列基码

字循环移位生成的集合组成。

1. n = 6, m = 1, s = 1, M = 2

P : ⟨0, 1, 2, 3⟩

2. n = 8, m = 1, s = 1, M = 1

P : ⟨0, 1, 3, 5⟩
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3. n = 10, m = 1, s = 1, M = 2

P : ⟨0, 1, 2, 8⟩ ⟨0, 4, 7, 9⟩ ⟨1, 3, 6, 7⟩

4. n = 11, m = 3, s = 3, M = 11

P : ⟨1, 2, 3, 4⟩ ⟨1, 5, 6, 7⟩ ⟨2, 6, 5, 10⟩
R : ⟨2, 8, 9, 7⟩ ⟨0, 10, 4, 5⟩ ⟨4, 8, 1, 0⟩ ⟨3, 5, 0, 8⟩ ⟨8, 10, 6, 3⟩
⟨4, 5, 2, 9⟩ ⟨0, 9, 6, 2⟩

5. n = 13, m = 7, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 1, 4, 10⟩

6. n = 14, m = 1, s = 1, M = 1

P : ⟨0, 2, 3, 9⟩ ⟨0, 6, 5, 10⟩

7. n = 16, m = 1, s = 1, M = 2

P : ⟨0, 1, 2, 3⟩ ⟨0, 4, 9, 15⟩ ⟨0, 6, 13, 14⟩ ⟨1, 5, 10, 12⟩ ⟨1, 11, 9, 14⟩

8. n = 17, M = 17,码字见表 3.1。

9. n = 19, m = 5, s = 3, M = 1

P : ⟨0, 1, 8, 12⟩

10. n = 22, m = 3, s = 3, M = 2

P : ⟨0, 13, 1, 10⟩
R : ⟨1, 17, 13, 21⟩ ⟨1, 4, 2, 15⟩ ⟨0, 16, 12, 21⟩ ⟨1, 8, 0, 12⟩

11. n = 23, M = 23,码字见表 3.2.

12. n = 25, m = 7, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 1, 3, 23⟩ ⟨0, 8, 20, 13⟩
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13. n = 28, m = 5, s = 5, M = 2

P : ⟨0, 1, 3, 6⟩
R : ⟨1, 5, 12, 17⟩ ⟨0, 24, 14, 17⟩ ⟨0, 16, 8, 23⟩ ⟨1, 9, 2, 15⟩

14. n = 31, m = 2, s = 5, M = 1

P : ⟨0, 1, 6, 14⟩

15. n = 34, m = 7, s = 5, M = 2

P : ⟨0, 3, 14, 23⟩
R : ⟨0, 32, 10, 24⟩ ⟨1, 3, 11, 20⟩ ⟨0, 16, 13, 20⟩ ⟨0, 27, 17, 28⟩ ⟨1, 19, 7, 22⟩
⟨1, 16, 15, 31⟩

16. n = 35, M = 35,码字见表 3.3.

17. n = 37, m = 5, s = 6, M = 1

P : ⟨0, 1, 11, 27⟩

18. n = 43, m = 4, s = 7, M = 1

P : ⟨0, 1, 7, 13⟩

19. n = 55, m = 7, s = 2, M = 1

P : ⟨0, 9, 53, 6⟩ ⟨0, 54, 11, 15⟩ ⟨0, 4, 40, 25⟩
R : ⟨0, 31, 49, 45⟩ ⟨0, 20, 39, 23⟩ ⟨0, 17, 30, 43⟩

20. n = 67, m = 3, s = 11, M = 1

P : ⟨0, 1, 13, 55⟩

21. n = 79, m = 3, s = 13, M = 1

P : ⟨0, 1, 24, 56⟩

22. n = 103, m = 3, s = 17, M = 1

P : ⟨0, 1, 7, 97⟩.
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表 3.1 大小为42的最优(17, 6, [2, 1, 1])4码的码字。

⟨6, 10, 8, 16⟩ ⟨9, 15, 12, 16⟩ ⟨2, 12, 1, 9⟩ ⟨6, 14, 9, 13⟩ ⟨11, 13, 10, 6⟩
⟨1, 6, 12, 11⟩ ⟨5, 12, 0, 4⟩ ⟨3, 11, 8, 9⟩ ⟨5, 10, 9, 11⟩ ⟨0, 1, 16, 2⟩
⟨6, 7, 15, 0⟩ ⟨10, 15, 1, 4⟩ ⟨11, 12, 16, 14⟩ ⟨3, 16, 7, 6⟩ ⟨8, 14, 4, 11⟩
⟨0, 8, 13, 5⟩ ⟨1, 4, 8, 13⟩ ⟨0, 9, 6, 10⟩ ⟨4, 16, 10, 12⟩ ⟨4, 9, 5, 3⟩
⟨4, 11, 15, 2⟩ ⟨1, 9, 14, 7⟩ ⟨2, 16, 11, 13⟩ ⟨7, 13, 16, 4⟩ ⟨7, 14, 3, 12⟩
⟨10, 14, 2, 0⟩ ⟨2, 3, 4, 10⟩ ⟨0, 4, 7, 14⟩ ⟨2, 15, 14, 6⟩ ⟨0, 15, 11, 3⟩
⟨1, 3, 15, 5⟩ ⟨7, 8, 10, 2⟩ ⟨3, 13, 12, 0⟩ ⟨5, 13, 1, 14⟩ ⟨10, 12, 7, 13⟩
⟨7, 11, 5, 1⟩ ⟨5, 15, 8, 7⟩ ⟨8, 16, 9, 1⟩ ⟨5, 6, 3, 2⟩ ⟨8, 12, 6, 3⟩
⟨14, 16, 5, 15⟩ ⟨9, 13, 2, 8⟩

表 3.2 大小为80的最优(23, 6, [2, 1, 1])4码的码字。

⟨3, 10, 2, 15⟩ ⟨14, 22, 3, 4⟩ ⟨7, 8, 21, 9⟩ ⟨20, 21, 5, 7⟩ ⟨5, 14, 15, 1⟩
⟨8, 13, 1, 15⟩ ⟨6, 21, 10, 14⟩ ⟨4, 9, 18, 8⟩ ⟨17, 21, 19, 8⟩ ⟨8, 11, 20, 6⟩
⟨3, 18, 20, 22⟩ ⟨3, 8, 12, 14⟩ ⟨14, 16, 0, 11⟩ ⟨15, 19, 13, 7⟩ ⟨20, 22, 8, 13⟩
⟨12, 22, 16, 7⟩ ⟨14, 19, 6, 18⟩ ⟨5, 19, 11, 21⟩ ⟨10, 20, 9, 11⟩ ⟨7, 16, 18, 15⟩
⟨12, 14, 21, 20⟩ ⟨1, 11, 16, 9⟩ ⟨9, 19, 10, 2⟩ ⟨4, 20, 14, 2⟩ ⟨19, 22, 1, 17⟩
⟨0, 6, 11, 2⟩ ⟨2, 14, 8, 7⟩ ⟨6, 9, 13, 22⟩ ⟨3, 19, 4, 0⟩ ⟨1, 7, 22, 20⟩
⟨12, 18, 9, 13⟩ ⟨2, 13, 19, 4⟩ ⟨1, 15, 3, 6⟩ ⟨8, 10, 4, 5⟩ ⟨11, 13, 10, 12⟩
⟨2, 11, 5, 18⟩ ⟨4, 11, 17, 3⟩ ⟨2, 17, 22, 10⟩ ⟨1, 4, 5, 19⟩ ⟨15, 22, 5, 9⟩
⟨1, 10, 14, 13⟩ ⟨16, 20, 17, 1⟩ ⟨9, 17, 20, 5⟩ ⟨12, 15, 11, 8⟩ ⟨10, 22, 18, 6⟩
⟨7, 13, 0, 3⟩ ⟨13, 16, 21, 6⟩ ⟨0, 18, 19, 5⟩ ⟨3, 17, 6, 16⟩ ⟨13, 14, 17, 9⟩
⟨11, 22, 21, 0⟩ ⟨2, 16, 9, 3⟩ ⟨5, 12, 0, 4⟩ ⟨15, 18, 21, 10⟩ ⟨5, 13, 18, 20⟩
⟨1, 21, 18, 2⟩ ⟨2, 12, 6, 1⟩ ⟨6, 20, 15, 19⟩ ⟨5, 7, 17, 2⟩ ⟨0, 20, 3, 12⟩
⟨10, 12, 17, 19⟩ ⟨8, 18, 2, 16⟩ ⟨0, 10, 7, 21⟩ ⟨4, 21, 22, 15⟩ ⟨3, 9, 7, 1⟩
⟨0, 8, 17, 22⟩ ⟨17, 18, 7, 11⟩ ⟨3, 21, 13, 11⟩ ⟨0, 4, 16, 13⟩ ⟨4, 7, 6, 10⟩
⟨5, 6, 8, 3⟩ ⟨16, 19, 8, 12⟩ ⟨15, 17, 4, 14⟩ ⟨7, 11, 14, 19⟩ ⟨5, 16, 10, 22⟩
⟨2, 15, 20, 0⟩ ⟨9, 21, 12, 16⟩ ⟨6, 18, 1, 4⟩ ⟨0, 9, 14, 15⟩ ⟨1, 17, 12, 0⟩
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表 3.3 大小为192的最优(35, 6, [2, 1, 1])4码的码字

⟨1, 3, 20, 30⟩ ⟨16, 34, 33, 17⟩ ⟨4, 31, 16, 6⟩ ⟨13, 19, 4, 20⟩ ⟨10, 21, 2, 25⟩
⟨24, 33, 8, 3⟩ ⟨9, 10, 6, 30⟩ ⟨8, 10, 15, 24⟩ ⟨4, 23, 17, 33⟩ ⟨8, 31, 20, 25⟩
⟨4, 10, 7, 14⟩ ⟨32, 33, 18, 4⟩ ⟨14, 27, 4, 23⟩ ⟨20, 33, 30, 16⟩ ⟨23, 29, 16, 7⟩
⟨13, 23, 30, 1⟩ ⟨4, 12, 15, 32⟩ ⟨20, 27, 24, 26⟩ ⟨3, 9, 12, 31⟩ ⟨2, 24, 17, 27⟩
⟨10, 20, 18, 19⟩ ⟨1, 22, 19, 27⟩ ⟨27, 29, 0, 2⟩ ⟨14, 22, 13, 17⟩ ⟨17, 21, 30, 19⟩
⟨0, 31, 26, 30⟩ ⟨3, 25, 7, 32⟩ ⟨2, 20, 14, 1⟩ ⟨5, 8, 26, 29⟩ ⟨25, 33, 10, 0⟩
⟨17, 33, 27, 22⟩ ⟨20, 25, 13, 6⟩ ⟨4, 11, 2, 9⟩ ⟨5, 23, 32, 9⟩ ⟨16, 18, 19, 24⟩
⟨21, 22, 26, 15⟩ ⟨19, 28, 17, 32⟩ ⟨31, 33, 19, 23⟩ ⟨0, 32, 19, 21⟩ ⟨20, 21, 7, 29⟩
⟨9, 24, 1, 20⟩ ⟨6, 11, 22, 10⟩ ⟨18, 30, 15, 21⟩ ⟨3, 6, 24, 5⟩ ⟨8, 22, 33, 30⟩
⟨1, 8, 6, 14⟩ ⟨6, 28, 14, 9⟩ ⟨21, 34, 18, 6⟩ ⟨26, 30, 9, 17⟩ ⟨6, 29, 19, 26⟩
⟨7, 32, 2, 20⟩ ⟨13, 27, 9, 12⟩ ⟨5, 7, 6, 28⟩ ⟨12, 22, 5, 18⟩ ⟨4, 20, 5, 8⟩
⟨15, 20, 9, 28⟩ ⟨19, 30, 1, 2⟩ ⟨2, 3, 21, 33⟩ ⟨2, 31, 28, 15⟩ ⟨5, 31, 27, 14⟩
⟨28, 33, 12, 21⟩ ⟨32, 34, 23, 15⟩ ⟨8, 21, 9, 32⟩ ⟨2, 12, 26, 19⟩ ⟨4, 34, 22, 25⟩
⟨5, 24, 10, 12⟩ ⟨1, 26, 21, 18⟩ ⟨29, 32, 1, 8⟩ ⟨15, 23, 3, 6⟩ ⟨11, 34, 24, 8⟩
⟨10, 31, 32, 34⟩ ⟨5, 15, 1, 22⟩ ⟨5, 18, 34, 2⟩ ⟨9, 14, 15, 19⟩ ⟨8, 27, 11, 19⟩
⟨6, 13, 33, 15⟩ ⟨28, 30, 0, 22⟩ ⟨7, 15, 17, 10⟩ ⟨5, 21, 13, 3⟩ ⟨19, 23, 27, 18⟩
⟨18, 28, 23, 29⟩ ⟨20, 22, 31, 32⟩ ⟨0, 7, 29, 24⟩ ⟨0, 10, 11, 28⟩ ⟨30, 34, 10, 20⟩
⟨15, 25, 21, 4⟩ ⟨1, 10, 5, 13⟩ ⟨9, 18, 4, 26⟩ ⟨18, 27, 31, 33⟩ ⟨13, 24, 7, 16⟩
⟨7, 11, 12, 23⟩ ⟨23, 26, 14, 22⟩ ⟨11, 28, 3, 27⟩ ⟨12, 21, 14, 11⟩ ⟨26, 33, 5, 6⟩
⟨21, 23, 24, 31⟩ ⟨11, 18, 1, 25⟩ ⟨10, 17, 23, 26⟩ ⟨0, 1, 25, 12⟩ ⟨14, 34, 31, 28⟩
⟨10, 12, 33, 27⟩ ⟨19, 26, 10, 31⟩ ⟨25, 28, 5, 31⟩ ⟨2, 6, 4, 34⟩ ⟨6, 27, 1, 17⟩
⟨5, 17, 25, 16⟩ ⟨10, 22, 3, 29⟩ ⟨0, 15, 16, 27⟩ ⟨1, 28, 4, 7⟩ ⟨1, 16, 15, 23⟩
⟨3, 4, 28, 19⟩ ⟨24, 32, 26, 11⟩ ⟨19, 24, 6, 0⟩ ⟨7, 8, 34, 4⟩ ⟨9, 32, 28, 13⟩
⟨2, 13, 11, 32⟩ ⟨0, 9, 22, 23⟩ ⟨13, 34, 0, 5⟩ ⟨6, 16, 8, 21⟩ ⟨11, 15, 13, 30⟩
⟨19, 25, 16, 14⟩ ⟨6, 18, 0, 32⟩ ⟨22, 24, 28, 34⟩ ⟨25, 27, 30, 34⟩ ⟨12, 17, 24, 13⟩
⟨7, 16, 27, 25⟩ ⟨1, 31, 11, 24⟩ ⟨2, 22, 7, 0⟩ ⟨17, 32, 6, 3⟩ ⟨7, 30, 3, 13⟩
⟨2, 9, 16, 5⟩ ⟨17, 29, 4, 15⟩ ⟨13, 18, 10, 22⟩ ⟨3, 8, 23, 16⟩ ⟨11, 16, 29, 20⟩

⟨16, 32, 12, 10⟩ ⟨9, 29, 21, 34⟩ ⟨13, 29, 25, 28⟩ ⟨15, 24, 31, 29⟩ ⟨13, 31, 17, 21⟩
⟨5, 30, 4, 11⟩ ⟨11, 17, 31, 0⟩ ⟨9, 25, 17, 8⟩ ⟨27, 32, 22, 5⟩ ⟨11, 19, 21, 5⟩
⟨4, 21, 1, 0⟩ ⟨16, 22, 9, 4⟩ ⟨20, 23, 11, 34⟩ ⟨2, 25, 29, 18⟩ ⟨4, 24, 30, 18⟩

⟨21, 27, 28, 16⟩ ⟨0, 5, 33, 20⟩ ⟨14, 29, 20, 10⟩ ⟨3, 27, 10, 15⟩ ⟨14, 16, 5, 30⟩
⟨7, 19, 22, 33⟩ ⟨7, 14, 1, 26⟩ ⟨29, 31, 22, 12⟩ ⟨26, 34, 7, 27⟩ ⟨19, 34, 9, 3⟩
⟨12, 30, 16, 8⟩ ⟨16, 28, 13, 2⟩ ⟨8, 17, 2, 28⟩ ⟨6, 12, 31, 7⟩ ⟨6, 30, 25, 23⟩
⟨29, 30, 24, 33⟩ ⟨17, 18, 20, 7⟩ ⟨14, 18, 3, 8⟩ ⟨4, 26, 29, 13⟩ ⟨26, 28, 8, 20⟩
⟨12, 34, 29, 1⟩ ⟨15, 33, 34, 14⟩ ⟨3, 29, 18, 11⟩ ⟨1, 17, 34, 9⟩ ⟨2, 23, 10, 8⟩
⟨1, 33, 2, 29⟩ ⟨0, 14, 2, 6⟩ ⟨0, 8, 18, 13⟩ ⟨3, 13, 26, 14⟩ ⟨25, 26, 12, 24⟩
⟨30, 32, 14, 31⟩ ⟨0, 3, 17, 34⟩ ⟨7, 31, 9, 18⟩ ⟨12, 20, 0, 3⟩ ⟨9, 33, 7, 11⟩
⟨15, 19, 8, 12⟩ ⟨15, 26, 32, 2⟩ ⟨22, 25, 23, 11⟩ ⟨14, 24, 25, 21⟩ ⟨11, 14, 32, 33⟩
⟨12, 23, 28, 25⟩ ⟨16, 26, 3, 0⟩

51



浙江大学博士学位论文

3.3.2 长度n ≡ 0, 1 (mod 6)的情况

引理 3.19：A4(7, 6, [2, 1, 1]) = 4。

证明. 所需的4个码字如下：

⟨0, 1, 2, 3⟩ ⟨0, 4, 5, 6⟩ ⟨2, 3, 4, 5⟩ ⟨5, 6, 1, 2⟩.

引理 3.20：对于任何正整数t，如果A4(6t + 1, 6, [2, 1, 1]) = U(6t + 1, 6, [2, 1, 1])，

则A4(6t, 6, [2, 1, 1]) = U(6t, 6, [2, 1, 1])。

证明. 在一个最优(6t + 1, 6, [2, 1, 1])4码中，每个位置都有2t + 2t = 4t非零元素。

对于某个位置x，删除所有该位置非零的4t个码字，再将剩下码字中的x位置

（已经全部为0）删除。这样得到的码字集构成一个(6t, 6, [2, 1, 1])4码，且大小

为U(6t+ 1, 6, [2, 1, 1])− 4t = 6t2 − 3t = U(6t, 6, [2, 1, 1])。

引理 3.21：对于每个t ≥ 4，均存在一个组型为12t的[2, 1, 1]-GDC(6)。

证明. 当t ≡ 0 或1 (mod 4) 且t ≥ 4时，由引理 2.4知，总存在一个(3t + 1, {4}, 1)-

PBD。从点集中删除一点可得到一个组型为3t的{4}-GDD。当t ≡ 2 或3 (mod 4)

且t ≥ 7时，由引理 2.4知，总存在一个(3t + 1, {4, 7⋆}, 1)-PBD。从点集中删除一个

不属于大小为7的区组的点，可得到一个组型为3t的{4, 7⋆}-GDD。因此，当t ≥ 4并

且t ̸= 6时，总存在组型为3t的{4, 7}-GDD。

当t ≥ 4并且t ̸= 6时，应用构造 2.3，对一个组型为3t的{4, 7}-GDD中的所有点

赋权为4。所需的输入设计是组型分别为44 以及47的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理 3.14

）。这样得到一个组型为12t的[2, 1, 1]-GDC(6)。

当t = 6时，取一个组型为46的{5}-GDD（见 [99]），应用构造 2.3，对这个设计

中的所有点赋权为3。所需的输入设计是组型为35的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理 3.14

）。这样得到一个组型为126的[2, 1, 1]-GDC(6)。

定理 3.9：对于每个t ≥ 1，均存在一个大小为24t2+2t的最优(12t+1, 6, [2, 1, 1])4码。
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证明. 对于t ∈ {1, 2, 3}，由引理 3.18 可知存在一个大小为24t2 + 2t的最优 (12t +

1, 6, [2, 1, 1])4码。

对于t ≥ 4，在一个组型为12t的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理 3.21）上添加一个点。

用用最优 (13, 6, [2, 1, 1])4码填入这个GDC的组以及刚添加的点中。最终得到一个最

优(12t+ 1, 6, [2, 1, 1])4码，大小为24t2 + 2t。

定理 3.10：对于每个1 ≤ t ≤ 16，均存在一个大小为(12t + 7)(2t + 1)的最优(12t +

7, 6, [2, 1, 1])4码。

证明. 对于t ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8}，由引理 3.18可知存在一个大小为(12t+7)(2t+1)的

最优 (12t+ 7, 6, [2, 1, 1])4码。

对于其余的九个t，我们首先分别构造组型如下的九个GDC：185，244181，

244301，304181，305，305121，305241，247181以及247301。具体构造方法为：

1. t = 7时，取一个组型为35的4-GDD（见引理 2.5）。应用构造 2.3，对这个设计

中的所有点赋权为6,可得一个组型为185的[2, 1, 1]-GDC(6)。

2. t = 9时，取一个TD(5, 4)（见引理 2.8）。删除一个点可得一个组型为 4431 的

{4, 5}- GDD。应用构造 2.3，对这个设计中的所有点赋权为6,可得一个组型

为244181的[2, 1, 1]-GDC(6)。

3. t = 10时，取一个TD(5, 5)（见引理 2.8）。删除同一个区组中的四个点可得一

个组型为4451的{4, 5}-GDD。应用构造 2.3，对这个设计中的所有点赋权为6,

可得一个组型为244301的[2, 1, 1]-GDC(6)。

4. t = 11时，取一个TD(5, 5)（见引理 2.8）。删除同一个组中的两个点可得一个

组型为5431的{4, 5}-GDD。应用构造 2.3，对这个设计中的所有点赋权为6,可

得一个组型为304181的[2, 1, 1]-GDC(6)。

5. t = 12时，取一个TD(5, 5)（见引理 2.8）。应用构造 2.3，对这个设计中的所有

点赋权为6,可得一个组型为305的[2, 1, 1]-GDC(6)。

6. t = 13时，取一个TD(6, 5)（见引理 2.8）。删除同一个组中的三个点可得一个
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组型为5521的{4, 5}-GDD。应用构造 2.3，对这个设计中的所有点赋权为6,可

得一个组型为305121的[2, 1, 1]-GDC(6)。

7. t = 14时，取一个TD(6, 5)（见引理 2.8）。删除一个点可得一个组型为5541的

{4, 5}- GDD。应用构造 2.3，对这个设计中的所有点赋权为6,可得一个组型

为305241的[2, 1, 1]-GDC(6)。

8. t ∈ {15, 16}时，取一个组型为47的4-RGDD（见引理 2.6）。在这个4-RGDD中

共有8个平行类，在其中u个平行类上添加一个点，并让这些点构成一个

新的组。当t = 15时，u = 3，当t = 16时，u = 5。这样得到一个组型

为47u1的{4, 5}-GDD。应用构造 2.3，对这个设计中的所有点赋权为6,可分别

得到一个组型为247181或247301的[2, 1, 1]-GDC(6)。

以上构造中所需的输入设计是组型分别为64以及65的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理 3.14

）。在上述这些GDC上添加一个点，并利用长度分别为13，19，25以及31的最优码

填入这个GDC的组以及刚添加的点中。最终得到一个长度为12t + 7的最优码，其

中t ∈ {7, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16}。

定理 3.11：对于每个t ≥ 17，均存在一个大小为(12t + 7)(2t + 1)的最优(12t +

7, 6, [2, 1, 1])4码。

证明. 对于t ̸= 24，取一个TD(6, 2t)（见引理 2.8）。应用构造 2.3，对这个设计的

前4组中的所有点，第5组中的2x个点以及最后一个组中的y个点赋权为6。剩下的全

部点赋权为0。所需的输入设计是组型分别为64，65以及66的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引

理 3.14）。这样得到一个组型为(12t)4(12x)1(6y)1的[2, 1, 1]-GDC(6)。其中要求y ≥

3。在这个GDC上添加一个点，并利用长度分别为12t+ 1和12u+ 7的最优码（见定

理 3.9和 3.10）填入这个GDC的组以及刚添加的点中。其中t ≥ 1，1 ≤ u ≤ 16。最

终得到一个最优(48t + 12x + 6y + 1, 6, [2, 1, 1])4码，这里48t + 12x + 6y + 1可取得

除295 = 12× 24 + 7的任何大于12× 17 + 7 = 211的值。

对于t = 24，取一个TD(7, 8)（见引理 2.8）。应用构造 2.3，对这个设计的前5组

中的所有点，第6组中的6个点以及最后一个组中的3个点赋权为6。剩下的全部点赋

权为0。所需的输入设计是组型分别为65，66以及67的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理 3.14
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）。这样得到一个组型为485361181的[2, 1, 1]-GDC(6)。在这个GDC上添加一个点，

并利用长度分别为19，37以及49的最优码（见定理 3.9和 3.10）填入这个GDC的组

以及刚添加的点中。其中t ≥ 1，1 ≤ u ≤ 16。最终得到一个最优(295, 6, [2, 1, 1])4码。

定理 3.12：对于每个t ≥ 1，均存在一个大小为6t2 − 3t的最优(6t, 6, [2, 1, 1])4码。

证明. 由引理 3.20和定理 3.9–3.12，以及最优(6, 6, [2, 1, 1])4码的存在性（见引理

3.18）可得结论。

3.3.3 长度n ≡ 2 (mod 6)的情况

引理 3.22：每个组型为23t+1的[2, 1, 1]-GDC(6)都是一个大小为6t2 + 2t的最优(6t +

2, 6, [2, 1, 1])4码。

证明. 组型为23t+1的[2, 1, 1]-GDC(6)的码字个数为6t2 + 2t，恰好等于一个(6t +

2, 6, [2, 1, 1])4码的上界。

定理 3.13：对于每个t ∈ {1, 2, . . . , 11}∪{14, 17, 18, 22}，均存在一个大小为6t2+2t的

最优(6t+ 2, 6, [2, 1, 1])4码。

证明. 对于t ∈ {1, 2}, 由引理 3.18 可知存在一个大小为6t2 + 2t的最优 (6t +

2, 6, [2, 1, 1])4码。

对于t ∈ {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11}，由引理 3.14可知存在一个组型为23t+1的[2, 1, 1]-

GDC(6)。

对于t ∈ {10, 14, 18, 22}，存在一个组型为12t/2的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理

3.21）。在这个GDC上添加两个点，并用组型为11221的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理

3.16）填入这个GDC的组以及刚添加的点中。最终得到一个大小为6t2 + 2t的最

优(6t+ 2, 6, [2, 1, 1])4码。

对于t = 13，取一个大小为10的最优(10, 6, [2, 1, 1])4码（见引理 3.18）。这个编

码可视为一个组型为110的[2, 1, 1]-GDC(6)。利用一个TD(4, 8)，应用构造 2.4可得到

一个组型为810的[2, 1, 1]-GDC(6)。利用最优(8, 6, [2, 1, 1])4码填入这个GDC的组中，

得到一个长度为80的最优编码。
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对于t = 17，取一个组型为213的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理3.14）。利用一个TD

(4, 4)，应用构造 2.4可得到一个组型为813的[2, 1, 1]-GDC(6)。利用最优 (8, 6, [2, 1, 1])4

码填入这个GDC的组中，得到一个长度为104的最优编码。

定理 3.14：对于每个t ≥ 23或t ∈ {12, 15, 16, 19, 20, 21}，均存在一个大小为6t2 +

2t的最优(6t+ 2, 6, [2, 1, 1])4码。

证明. 对于每个t ≥ 23 或t ∈ {12, 15, 16, 19, 20, 21}，取一个(t + 1, {4, 5, 6}, 1)-PBD

（见引理 2.1），删除其中一个点可得到一个组型为3i4j5k的{4, 5, 6}-GDD，其中3i +

4j + 5k = t。应用构造 2.3，对这个GDD的每个点赋权为6。所需的输入设计

为组型为6t的[2, 1, 1]-GDC(6)，其中t ∈ {4, 5, 6}（见引理 3.14）。这样得到一个

组型为18i24j30k，点数为6t的[2, 1, 1]-GDC(6)。在这个GDC上添加两个点，并用

组型分别为210，213 以及 216 的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理 3.14）填入这个GDC的

组以及刚添加的点中。最终得到一个组型为23t+1的[2, 1, 1]-GDC(6)，其中t ≥ 23

或t ∈ {12, 15, 16, 19, 20, 21}。由引理 3.22，这个GDC就是一个大小为6t2 + 2t的最

优(6t+ 2, 6, [2, 1, 1])4码。

3.3.4 长度n ≡ 3, 4 (mod 6)的情况

引理 3.23：A4(4, 6, [2, 1, 1]) = 1。

证明. 所需的1个码字为⟨0, 1, 2, 3⟩。

引理 3.24：对于任何正整数t，如果A4(6t + 4, 6, [2, 1, 1]) = U(6t + 4, 6, [2, 1, 1])，

则A4(6t+ 3, 6, [2, 1, 1]) = U(6t+ 3, 6, [2, 1, 1])。

证明. 在一个最优(6t+4, 6, [2, 1, 1])4码中，每个位置都2t+1+2t+1 = 4t+2非零元

素。对于某个位置x，删除所有该位置非零的4t + 2个码字，再将剩下码字中的x位

置（已经全部为0）删除。这样得到的码字集构成一个(6t + 3, 6, [2, 1, 1])4码，且大

小为U(6t+ 4, 6, [2, 1, 1])− 4t− 2 = 6t2 + 3t = U(6t+ 3, 6, [2, 1, 1])。

引理 3.25：对于每个t ≥ 4，均存在一个组型为12t91的[2, 1, 1]-GDC(6)。
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证明. 对于t ∈ {4, 5, . . . , 15} ∪ {17, 18, 19, 23}，由引理 3.15知，总存在一个组型

为12t91的[2, 1, 1]-GDC(6)。

当t ∈ {16, 21, 22, 26, 27, 28, 31, 32, 33}时，首先分别构造组型如下的九个GDC：

484，484601，484721，485721，604841，844，486841，844481和844601。具体构造方

法为：

1. t = 16时，取一个TD(4, 8)（见引理 2.8）。应用构造 2.3，对这个设计中的所有

点赋权为6,可得一个组型为484的[2, 1, 1]-GDC(6)。

2. t = 21时，取一个TD(5, 5)（见引理 2.8）。删除同一个区组中的四个点可得一

个组型为4451的{4, 5}-GDD。应用构造 2.3，对这个设计中的所有点赋权为12,

可得一个组型为484601的[2, 1, 1]-GDC(6)。

3. t ∈ {22, 26}时，取一个组型为12u181的4-GDD（见引理 2.5）。当t = 22时，

u = 4；当u = 26时，u = 5。应用构造 2.3，对这个设计中的所有点赋权为4,

可得到一个组型为48u721的[2, 1, 1]-GDC(6)。

4. t = 27时，取一个组型为154211的4-GDD（见引理 2.5）。应用构造 2.3，对这

个设计中的所有点赋权为4,可得一个组型为604841的[2, 1, 1]-GDC(6)。

5. t = 28时，取一个TD(4, 14)（见引理 2.8）。应用构造 2.3，对这个设计中的所

有点赋权为6,可得一个组型为844的[2, 1, 1]-GDC(6)。

6. t = 31时，取一个组型为4671的4-GDD（见引理 2.5）。应用构造 2.3，对这个

设计中的所有点赋权为12,可得一个组型为486841的[2, 1, 1]-GDC(6)。

7. t ∈ {32, 33}时，取一个TD(5, 14)（见引理 2.8）。删除同一个组中的u个点可

得一个组型为144(14 − u)1的{4, 5}-GDD。当t = 32时，u = 6；当u = 33时，

u = 4。应用构造 2.3，对这个设计中的所有点赋权为6,可分别得到一个组型

为844(84− 6u)1的[2, 1, 1]-GDC(6)。

以上构造中所需的输入设计是组型分别为44，64，124以及125的[2, 1, 1]-GDC(6)

（见引理 3.14 ）。在上述这些GDC上添加九个点，并用组型分别为12491，12591，
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12691和12791的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理 3.15）填入这个GDC的组以及刚添加的点

中。最终得到一个组型为12t91的[2, 1, 1]-GDC(6)。

对于每个t ≥ 34 或t ∈ {20, 24, 25, 29, 30}，取一个(t + 1, {5, 6, 7, 8, 9}, 1)-PBD

（见引理 2.2），删除其中一个点可得到一个组型为4i5j6k7l8m的{5, 6, 7, 8, 9}-GDD，

其中4i+5j+6k+7l+8m = t。应用构造 2.3，对这个GDD的每个点赋权为12。所需

的输入设计为组型为12t的[2, 1, 1]-GDC(6)，其中t ∈ {5, 6, 7, 8, 9}（见引理 3.21）。这

样得到一个组型为48i60j72k84l96m，点数为12t的[2, 1, 1]-GDC(6)。在这个GDC上

添加九个点，并用组型分别为12591，12691，12791，12891以及12991 的[2, 1, 1]-

GDC(6)（见引理 3.15）填入这个GDC的组以及刚添加的点中。最终得到一个

组型为12t91的[2, 1, 1]-GDC(6)。

定理 3.15：对于每个t ≥ 0，均存在一个大小为(4t + 3)(6t + 5)的最优(12t +

10, 6, [2, 1, 1])4码。

证明. 对于t ∈ {0, 1, 2}，由引理 3.18 可知存在一个大小为(4t + 3)(6t + 5)的最

优(12t+ 10, 6, [2, 1, 1])4码。

对于t = 3，存在一个组型为35的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理 3.14）。利用一

个TD(4, 3)，应用构造 2.4 可得到一个组型为95的[2, 1, 1]-GDC(6)。在这个GDC上

添加一个点，并利用长度为10的最优码填入这个GDC的组以及刚添加的点中。最

终得到一个长度为46的最优码。

对于t ≥ 4，存在一个组型为12t91的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理 3.25）。在这

个GDC上添加一个点，并利用长度分别为10以及13的最优码填入这个GDC的组以

及刚添加的点中。最终得到一个大小为(4t+3)(6t+5)的最优(12t+10, 6, [2, 1, 1])4码。

定理 3.16：对于每个0 ≤ t ≤ 15，均存在一个大小为(4t + 5)(6t + 8)的最优(12t +

16, 6, [2, 1, 1])4码。

证明. 对于t ∈ {0, 1}，由引理 3.18可知存在一个大小为(4t+5)(6t+8)的最优(12t+

16, 6, [2, 1, 1])4码。
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对于t = 2，存在一个组型为104的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理 3.14）。用长度

为10的最优码填入这个GDC的组中。最终得到一个长度为40的最优码。

对于t = 3，存在一个组型为134的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理 3.14）。用长度

为13的最优码填入这个GDC的组中。最终得到一个长度为52的最优码。

对于t = 4，存在一个组型为37的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理 3.14）。利用一

个TD(4, 3)，应用构造 2.4 可得到一个组型为97的[2, 1, 1]-GDC(6)。在这个GDC上

添加一个点，并利用长度为10的最优码填入这个GDC的组以及刚添加的点中。最

终得到一个长度为64的最优码。

对于t = 5，存在一个组型为35的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理 3.14）。利用一

个TD(4, 5)，应用构造 2.4可得到一个组型为155的[2, 1, 1]-GDC(6)。在这个GDC上

添加一个点，并利用长度为16的最优码填入这个GDC的组以及刚添加的点中。最

终得到一个长度为76的最优码。

对于t = 6，存在一个组型为224的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理 3.14）。用长度

为22的最优码填入这个GDC的组中。最终得到一个长度为88的最优码。

对于t ∈ {7, 8, . . . , 15}，存在一个组型为12t151的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理

3.15）。在这个GDC上添加一个点，并利用长度分别为13以及16的最优码填入

这个GDC的组以及刚添加的点中。最终得到一个大小为(4t + 5)(6t + 8)的最

优(12t+ 16, 6, [2, 1, 1])4码。

定理 3.17：对于每个t ≥ 16，均存在一个大小为(4t + 5)(6t + 8)的最优(12t +

16, 6, [2, 1, 1])4码。

证明. 对于t ≥ 16，取一个TD(6, 2r)（见引理 2.8），其中r ≥ 4并且r ̸∈ {5, 7, 9, 11}。

应用构造 2.3，对这个设计的前4组中的所有点，第5组中的2x个点以及最后一个

组中的y个点赋权为6。剩下的全部点赋权为0。其中要求x = 0或者x ≥ 4，要

求1 ≤ y ≤ 31并且y是奇数。所需的输入设计是组型分别为64，65以及66的[2, 1, 1]-

GDC(6)（见引理 3.14）。这样得到一个组型为(12r)4(12x)1(6y)1的[2, 1, 1]-GDC(6)。

在这个GDC上添加九个点，并利用组型分别为12u91的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理

3.25 ）填入这个GDC的组以及刚添加的点中。其中u ≥ 4。这样得到一个组型

为124r+x(6y + 9)1的[2, 1, 1]-GDC(6)。在这个GDC上添加一个点，并利用长度分
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别为13以及6y + 10的最优码填入这个GDC的组以及刚添加的点中。最终得到

一个最优(48r + 12x + 6y + 10, 6, [2, 1, 1])4码，其中48r + 12x + 6y + 10可取遍所

有12t+ 16且t ≥ 16的值。

定理 3.18：对于每个t ≥ 1，均存在一个大小为6t2+3t的最优(6t+3, 6, [2, 1, 1])4码。

证明. 由引理 3.24和定理 3.15–3.17可得结论。

3.3.5 长度n ≡ 5 (mod 6)的情况

引理 3.26：A4(5, 6, [2, 1, 1]) = 1。

证明. 所需的1个码字为⟨0, 1, 2, 3⟩。

定理 3.19：对于每个t ≥ 0，均存在一个大小为24t2 + 40t + 16的最优(12t +

11, 6, [2, 1, 1])4码。

证明. 对于t ∈ {0, 1, 2}，由引理 3.18 可知存在一个大小为24t2 + 40t + 16的最

优(12t+ 11, 6, [2, 1, 1])4码。

对于t = 3，存在一个组型为136111的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理 3.17）。利用最

优(11, 6, [2, 1, 1])4码填入这个GDC的组中，得到一个最优(47, 6, [2, 1, 1])4码。

对于t ≥ 4，存在一个组型为12t91的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理 3.25）。在这

个GDC上添加两个点，并分别利用组型为11221的[2, 1, 1]-GDC(6)和最优 (11, 6, [2, 1, 1])4

码（见引理 3.16和 3.18）填入这个GDC的组以及刚添加的点中。最终得到一个大

小为24t2 + 40t+ 16的最优(12t+ 11, 6, [2, 1, 1])4码。

定理 3.20：对于每个t ≥ 0，均存在一个大小为24t2 + 64t + 42的最优(12t +

17, 6, [2, 1, 1])4码。

证明. 对于t = 0，由引理 3.18可知存在一个大小为42的最优(17, 6, [2, 1, 1])4码。

对于t = 1，存在一个组型为74的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理 3.14）。在这个GDC上

添加一个点，并利用长度为8的最优码填入这个GDC的组以及刚添加的点中。最终

得到一个长度为29的最优码。
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对于t ∈ {2, 4, 5, 6}，存在一个组型为112t+6111的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理 3.17）。

利用长度为11的最优码填入这个GDC的组中。最终得到一个最优 (12t+17, 6, [2, 1, 1])4

码。

对于t = 3，存在一个组型为134的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理 3.14）。在这个GDC上

添加一个点，并利用长度为14的最优码填入这个GDC的组以及刚添加的点中。最

终得到一个长度为53的最优码。

对于t ∈ {7, 8, . . . , 15}，存在一个组型为12t151的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理

3.15）。在这个GDC上添加两个点，并分别利用组型为11221的[2, 1, 1]-GDC(6)以

及最优(17, 6, [2, 1, 1])4码填入这个GDC的组以及刚添加的点中。最终得到一个最

优(12t+ 17, 6, [2, 1, 1])4码。

对于t ≥ 16，取一个TD(6, 2r)（见引理 2.8），其中r ≥ 4并且r ̸∈ {5, 7, 9, 11}。

应用构造 2.3，对这个设计的前4组中的所有点，第5组中的2x个点以及最后一个

组中的y个点赋权为6。剩下的全部点赋权为0。其中要求x = 0或者x ≥ 4，要

求1 ≤ y ≤ 31并且y是奇数。所需的输入设计是组型分别为64，65以及66的[2, 1, 1]-

GDC(6)（见引理 3.14）。这样得到一个组型为(12r)4(12x)1(6y)1的[2, 1, 1]-GDC(6)。

在这个GDC上添加九个点，并利用组型分别为12u91的[2, 1, 1]-GDC(6)（见引理

3.25 ）填入这个GDC的组以及刚添加的点中。其中u ≥ 4。这样得到一个

组型为124r+x(6y + 9)1的[2, 1, 1]-GDC(6)。在这个GDC上添加两个点，并分别利

用组型为11221的[2, 1, 1]-GDC(6)以及长度为6y + 11的最优码（见定理 3.16）填

入这个GDC的组以及刚添加的点中。最终得到一个最优(48r + 12x + 6y +

11, 6, [2, 1, 1])4码，其中48r + 12x+ 6y + 11可取遍所有12t+ 17且t ≥ 16的值。

3.4 总结

在这一章中，重量为4、极小距离为5或6的四元最优常重复合码的码字个数被

基本确定。最终得到的结论如下：
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定理 3.21：对于任意的n ≥ 4，

A4(n, 5, [2, 1, 1]) =



1, 如果n = 4

2, 如果n = 5

6, 如果n = 6

10, 如果n = 7

n
⌊
n−1
2

⌋
, 如果n ≥ 12并且n ̸= 13.

A4(8, 5, [2, 1, 1]) ≥ 18,

A4(9, 5, [2, 1, 1]) ≥ 27,

A4(10, 5, [2, 1, 1]) ≥ 36,

A4(11, 5, [2, 1, 1]) ≥ 48,

A4(13, 5, [2, 1, 1]) ≥ 72.

定理 3.22：对于任意的n ≥ 4，

A4(n, 6, [2, 1, 1]) =


1, 如果n = 4, 5

4, 如果n = 7⌊
n
2

⌊
n−1
3

⌋⌋
, 如果n ≥ 6并且n ̸= 7.
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4 距离为6、复合构型为[2, 2]的三元常重复合码

在这一章中，将主要通过可分组编码和斜Room frame的方法，研究距离为6、

复合构型为[2, 2]的最优三元常重复合码的构造问题。除了一类码长和其他类中少数

的几个值外，这个问题得到了较好的解决。此前这类三元常重复合码的结果是较少

的。

4.1 准备工作

4.1.1 码字上界和DGDD

由第 3章中的引理 3.2和引理 3.1可以得到：

推论 4.1：

A3(n, 6, [2, 2]) ≤
⌊
n

2

⌊
n− 1

3

⌋⌋
记U(n, 6, [2, 2]) =

⌊
n
2

⌊
n−1
3

⌋⌋
。

除了第 3章中介绍的组合设计外，这一章中还需要用到一类特殊的GDD。

一个双重可分组设计（DGDD）是一个四元组(X,H,G,B)，其中X是点集，H

和G都是X的划分（其中的元素分别称为洞和组），而B是一些X的子集（称为区组）

的集合，使得：

(i) 对于每一个区组B ∈ B和每一个洞H ∈ H, |B ∩H| ≤ 1；

(ii) 对于X中任何两个不在同一个洞中的点组成的点对要么出现在某个组中，要

么在某个区组中恰好出现一次。

一个组型为(g1, h
v
1)

u1(g2, h
v
2)

u2 . . . (gs, h
v
s)

us的K-DGDD是一个双重可分组设计，

且其中每个区组大小的值都在集合K中，并有ui个大小为gi且和v个洞交于hi个点

的组。一个组型为gu的改进的可分组设计（K-MGDD）是一个组型为(g, 1g)u的K-

DGDD。
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4.1.2 斜Room frame构造

从一个型为tu的斜Room frame，可以得到一个组型为(6t)u的4-GDD（见 [88]）。

区组集B包含所有{(a, j), (b, j), (c, 1 + j), (r, 4 + j)}这样的区组，其中j ∈ Z6，

而{a, b}出现在Room frame中的第r行、第c列。

引理 4.1 ( [100,101])：一个型为tu的斜Room frame存在的必要条件，u ≥ 4且t(u− 1)是

偶数，同样是充分的，除了当(t, u) ∈ {(1, 5), (2, 4)}的情况，和下列一些可能的例

外：

(i) u = 4且t ≡ 2 (mod 4)，

(ii) u = 5且t ∈ {17, 19, 23, 29, 31}。

引理 4.2：如果存在一个型为tu的斜Room frame，则存在一个组型为(6t)u的[2, 2]-

GDC(6)。

证明. 令F是一个型为tu的斜Room frame。在组集合{{(i + k, j) : 0 ≤ i ≤ t − 1, j ∈

Z6} : k = 0, t, . . . , t(u − 1)}上构造一个组型为(6t)u的[2, 2]-GDC(6)。编码包含所

有⟨(a, j), (b, j), (c, 1 + j), (r, 4 + j)⟩和⟨(c, 4 + j), (r, 1 + j), (x, j), (y, j)⟩这样的码字，

其中j ∈ Z6，而{a, b}出现在Room frame中的第r行、第c列。

结合引理 4.1和 4.2，可得到下面的结果。

定理 4.1：如果u ≥ 4且t(u − 1)是偶数，则存在一个组型为(6t)u、大小为6t2u(u −

1)的[2, 2]-GDC(6)，除了当(t, u) ∈ {(1, 5), (2, 4)}的情况，以及下列一些可能的例

外：

(i) u = 4且t ≡ 2 (mod 4),

(ii) u = 5且t ∈ {17, 19, 23, 29, 31}.

64



距离为6、复合构型为[2, 2]的三元常重复合码

4.2 长度n ≡ 0, 1, 2, 5 (mod 6)的情况

4.2.1 一些[2, 2]-GDC(6)

引理 4.3：存在一个组型为210的[2, 2]-GDC(6)。

证明. 令X = Z20，G = {{i, i+10} : 0 ≤ i ≤ 9}。则(X,G, C)是一个组型为210的[2, 2]-

GDC(6)，其中C是由下列码字在Z20中循环生成：⟨0, 5, 3, 7⟩, ⟨0, 4, 1, 13⟩, ⟨0, 8, 14, 19⟩。

引理 4.4：对于每个5 ≤ t ≤ 11均存在一个组型为6t，大小为6t(t − 1)的[2, 2]-

GDC(6)。

证明. 对于t ∈ {5, 8}，令X = Z6t，Gt = {{i, i + t, i + 2t, i + 3t, i + 4t, i + 5t} :

0 ≤ i ≤ t− 1}。则(Xt,Gt, Ct)是一个组型为6t的[2, 2]-GDC(6)，其中Ct是由下列码字

在Z6t中+1 (mod 6t)生成：

t = 5: ⟨0, 24, 1, 13⟩ ⟨0, 9, 8, 11⟩ ⟨0, 3, 17, 26⟩ ⟨0, 12, 4, 28⟩

t = 8: ⟨0, 18, 13, 3⟩ ⟨0, 28, 21, 25⟩ ⟨0, 10, 22, 36⟩ ⟨0, 46, 27, 9⟩ ⟨0, 14, 31, 37⟩ ⟨0, 6, 5, 7⟩

⟨0, 4, 19, 39⟩

对于t = 6，令X6 = Z12 × I3，G6 = {{(i, 0), (i + 6, 0), (i, 1), (i + 6, 1), (i, 2), (i +

6, 2), } : 0 ≤ i ≤ 5}。则(X6,G6, C6)是一个组型为66、大小为180的[2, 2]-GDC(6)，其

中C6是由下列码字在Z12 × I3中(+1 (mod 12),−)生成：

⟨(0, 0)(2, 0)(7, 2)(4, 2)⟩ ⟨(0, 1)(9, 1)(10, 0)(5, 0)⟩ ⟨(0, 1)(3, 0)(4, 2)(2, 2)⟩
⟨(0, 1)(11, 0)(8, 2)(7, 2)⟩ ⟨(0, 2)(2, 2)(4, 1)(7, 0)⟩ ⟨(0, 1)(7, 0)(10, 2)(5, 2)⟩
⟨(0, 2)(9, 1)(5, 1)(8, 2)⟩ ⟨(0, 2)(9, 2)(1, 0)(11, 0)⟩ ⟨(0, 1)(9, 2)(1, 2)(4, 1)⟩
⟨(0, 1)(9, 0)(11, 1)(1, 1)⟩ ⟨(0, 0)(5, 0)(8, 0)(9, 0)⟩ ⟨(0, 0)(11, 0)(7, 1)(10, 1)⟩
⟨(0, 2)(5, 2)(8, 0)(1, 1)⟩ ⟨(0, 2)(11, 2)(10, 1)(9, 0)⟩ ⟨(0, 1)(2, 1)(4, 0)(7, 1)⟩

对于每个t ∈ {7, 9, 11}，所需的GDC可以由定理 4.1得到。对于t = 10，应用构

造 2.4，利用一个组型为210的[2, 2]-GDC(6)（见引理 4.3）和一个TD(4, 3)（见引理

2.8）可以得到一个组型为610的[2, 2]-GDC(6)。

令P = [9, 19] ∪ [21, 23] ∪ [26, 28] ∪ [31, 33]。
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引理 4.5：对于每个t ≥ 9且t ̸∈ P，存在一个组型为24i30j36k42l48m的[2, 2]-GDC(6)。

其中i，j，k，l，m是整数，且4i+ 5j + 6k + 7l + 8m = t。

证明. 对于每个t ≥ 9 且t ̸∈ P，取一个(t + 1, {5, 6, 7, 8, 9}, 1)-PBD（见引理 2.2），

删除其中一个点可得到一个组型为4i5j6k7l8m的{5, 6, 7, 8, 9}-GDD，其中4i + 5j +

6k + 7l + 8m = t。应用构造 2.3，对这个GDD的每个点赋权为6。所需的输入设计

为组型为6u的[2, 2]-GDC(6)，其中u ∈ {5, 6, 7, 8, 9}（见引理 4.4）。这样得到一个组

型为24i30j36k42l48m的[2, 2]-GDC(6)。

引理 4.6：下列[2, 2]-GDC(6)存在：

i) 组型为18u且大小为54u(u− 1)，其中u ∈ {4, 5, 6, 7, 9, 11}；

ii) 组型为24u且大小为96u(u− 1)，其中u ∈ {4, 7, 8}；

iii) 组型为24u361且大小为96u(u+ 2)，其中u ∈ {4, 5}；

iv) 组型为188421且大小为5040；

v) 组型为304181且大小为2520；

vi) 组型为244181且大小为1728。

证明. 对于i)，组型为184的[2, 2]-GDC(6)在引理 4.23 中直接构造得到。对于每

个t ∈ {5, 6, 7, 9, 11}，取一个组型为6t的[2, 2]-GDC(6)（见引理 4.4），应用构造 2.4，

利用一个TD(4, 3)（见引理 2.8）可以得到一个组型为18t的[2, 2]-GDC(6)。

对于ii)，所需的GDC可以从定理 4.1得到。

对于iii)，应用构造 2.3，对一个组型为6u91的4-GDDs（见 [102]定理1.6）的所有点

赋权为4。所需的输入设计为组型为44的[2, 2]-GDC(6)（见引理 4.23）。

对于iv)，取一个组型为38的4-RGDD（见引理 2.6），其中有7个平行类。在每

个平行类外面添加一个点，可得到一个组型为3871的5-GDD。应用构造 2.3，对这

个GDD的所有点赋权为6，可以得到一个组型为188421的[2, 2]-GDC(6)。所需的输入

设计为组型为65的[2, 2]-GDC(6)（见引理 4.4）。
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对于v)，取一个TD(5, 5)（见引理 2.8）。应用构造 2.3，对这个设计的前4组中

的所有点以及最后一个组中的1个点赋权为6，对其余的点赋权为3。所需的输入设

计为组型分别为65以及6431的[2, 2]-GDC(6)（见引理 4.4和 4.24）。这样得到一个组

型为304181的[2, 2]-GDC(6)。

对于vi)，取一个TD(5, 4)（见引理 2.8）。应用构造 2.3，对这个设计的前4组中

的所有点以及最后一个组中的2个点赋权为6，对其余的点赋权为3。所需的输入设

计为组型分别为65以及6431的[2, 2]-GDC(6)（见引理 4.4和 4.24）。这样得到一个组

型为244181的[2, 2]-GDC(6)。

4.2.2 n ≡ 1 (mod 6)

引理 4.7：A3(7, 6, [2, 2]) = 3，A3(13, 6, [2, 2]) ≥ 21。

证明. 对于n = 7，A3(7, 6, [2, 2]) ≤ 3可以从 [46] 中关于(7, 6, 4)3码的结果得到。

在Z7上构造一个所需的编码，码字为⟨0, 1, 2, 3⟩ ⟨0, 4, 5, 6⟩ ⟨2, 5, 1, 4⟩。

对于n = 13，21个所需的码字如下：

⟨4, 11, 2, 9⟩ ⟨11, 7, 1, 6⟩ ⟨2, 5, 0, 7⟩ ⟨9, 12, 11, 7⟩ ⟨1, 4, 7, 10⟩ ⟨10, 5, 8, 4⟩
⟨0, 1, 2, 3⟩ ⟨0, 12, 10, 5⟩ ⟨1, 6, 9, 12⟩ ⟨0, 6, 4, 11⟩ ⟨8, 6, 3, 7⟩ ⟨10, 7, 12, 2⟩
⟨8, 4, 0, 12⟩ ⟨2, 12, 6, 8⟩ ⟨0, 7, 8, 9⟩ ⟨5, 11, 3, 12⟩ ⟨3, 12, 1, 4⟩ ⟨1, 8, 11, 5⟩
⟨9, 3, 5, 6⟩ ⟨2, 3, 10, 11⟩ ⟨9, 10, 0, 1⟩

引理 4.8：对于每个t ∈ [3, 11]∪{13, 14, 17}，A3(6t+1, 6, [2, 2]) = U(6t+1, 6, [2, 2])。

证明. 对于每个t ∈ [3, 11] ∪ {13, 14, 17}且t ̸= 4，令Xt = Z6t+1。则(Xt, Ct)是所需的

最优(6t+ 1, 6, [2, 2])3码，其中Ct由表 4.1中的码字在Z6t+1中+1 (mod 6t+ 1)生成。

对于t = 4，令X4 = Z5 × Z5。则(X4, C4)是所需的最优(25, 6, [2, 2])3码，其

中C4由表 4.1中的码字在Z5 × Z5中(+1 (mod 5),+1 (mod 5))生成。

引理 4.9：对于每个t ≥ 12且t ̸∈ {13, 14, 17}，A3(6t+1, 6, [2, 2]) = U(6t+1, 6, [2, 2])。

证明. 对所有t ≥ 12且t ̸∈ P，取引理 4.5中组型为24i30j36k42l48m的[2, 2]-GDC(6)，

其中4i + 5j + 6k + 7l + 8m = t。在这个GDC上添加一个点，并用长度分别为25，
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表 4.1 引理 4.8中码字长度较小的最优(6t+ 1, 6, [2, 2])3码的基码字

t 码字

3 ⟨0, 1, 4, 16⟩ ⟨0, 7, 9, 17⟩ ⟨0, 8, 13, 14⟩

4
⟨(0, 3), (2, 0), (3, 0), (4, 3)⟩ ⟨(0, 2), (2, 3), (2, 1), (0, 4)⟩

⟨(0, 2), (1, 0), (1, 4), (0, 3)⟩ ⟨(0, 0), (1, 1), (2, 0), (4, 1)⟩

5 ⟨0, 3, 11, 23⟩ ⟨0, 7, 2, 5⟩ ⟨0, 6, 15, 22⟩ ⟨0, 14, 4, 10⟩ ⟨0, 12, 13, 30⟩

6 ⟨0, 23, 27, 35⟩ ⟨0, 8, 11, 17⟩ ⟨0, 5, 25, 1⟩ ⟨0, 6, 22, 36⟩ ⟨0, 18, 2, 7⟩ ⟨0, 13, 10, 28⟩

7
⟨0, 35, 26, 23⟩ ⟨0, 16, 33, 37⟩ ⟨0, 29, 22, 38⟩ ⟨0, 3, 10, 18⟩ ⟨0, 30, 11, 12⟩

⟨0, 1, 6, 20⟩ ⟨0, 4, 2, 32⟩

8
⟨0, 36, 40, 45⟩ ⟨0, 28, 14, 47⟩ ⟨0, 42, 10, 32⟩ ⟨0, 33, 25, 18⟩ ⟨0, 44, 15, 26⟩

⟨0, 11, 48, 12⟩ ⟨0, 43, 23, 2⟩ ⟨0, 22, 3, 46⟩

9
⟨0, 8, 1, 21⟩ ⟨0, 43, 19, 42⟩ ⟨0, 32, 34, 39⟩ ⟨0, 20, 30, 45⟩ ⟨0, 28, 9, 26⟩

⟨0, 17, 41, 14⟩ ⟨0, 15, 6, 18⟩ ⟨0, 5, 16, 49⟩ ⟨0, 22, 4, 51⟩

10
⟨0, 27, 36, 41⟩ ⟨0, 11, 21, 39⟩ ⟨0, 3, 22, 26⟩ ⟨0, 1, 47, 53⟩ ⟨0, 5, 35, 37⟩

⟨0, 17, 24, 25⟩ ⟨0, 2, 15, 42⟩ ⟨0, 4, 33, 16⟩ ⟨0, 6, 51, 54⟩ ⟨0, 18, 38, 49⟩

11

⟨0, 20, 33, 44⟩ ⟨0, 1, 32, 41⟩ ⟨0, 10, 49, 53⟩ ⟨0, 30, 48, 51⟩ ⟨0, 3, 28, 65⟩

⟨0, 7, 26, 36⟩ ⟨0, 11, 16, 17⟩ ⟨0, 8, 23, 35⟩ ⟨0, 9, 54, 61⟩ ⟨0, 4, 42, 50⟩

⟨0, 12, 14, 34⟩

13

⟨0, 11, 54, 56⟩ ⟨0, 5, 49, 60⟩ ⟨0, 18, 35, 64⟩ ⟨0, 63, 66, 76⟩ ⟨0, 29, 65, 71⟩

⟨0, 10, 24, 33⟩ ⟨0, 20, 51, 67⟩ ⟨0, 7, 15, 19⟩ ⟨0, 1, 22, 40⟩ ⟨0, 9, 57, 62⟩

⟨0, 4, 34, 41⟩ ⟨0, 2, 27, 28⟩ ⟨0, 6, 38, 58⟩

14

⟨0, 9, 41, 53⟩ ⟨0, 1, 50, 83⟩ ⟨0, 45, 47, 63⟩ ⟨0, 46, 61, 70⟩ ⟨0, 4, 25, 59⟩

⟨0, 17, 27, 28⟩ ⟨0, 52, 57, 65⟩ ⟨0, 8, 56, 75⟩ ⟨0, 16, 74, 80⟩ ⟨0, 19, 22, 62⟩

⟨0, 6, 29, 36⟩ ⟨0, 7, 38, 42⟩ ⟨0, 12, 26, 72⟩ ⟨0, 34, 54, 71⟩

17

⟨0, 20, 62, 63⟩ ⟨0, 10, 58, 88⟩ ⟨0, 3, 59, 95⟩ ⟨0, 17, 24, 50⟩ ⟨0, 1, 76, 97⟩

⟨0, 12, 46, 66⟩ ⟨0, 26, 39, 41⟩ ⟨0, 14, 69, 79⟩ ⟨0, 2, 6, 18⟩ ⟨0, 36, 64, 81⟩

⟨0, 74, 85, 99⟩ ⟨0, 5, 40, 49⟩ ⟨0, 19, 87, 90⟩ ⟨0, 9, 47, 70⟩ ⟨0, 21, 53, 72⟩

⟨0, 30, 52, 57⟩ ⟨0, 23, 31, 60⟩
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31，37，43和49的最优码填入这个GDC的组以及刚添加的点中。这样可得到所需的

编码。

对于t ∈ {12, 15, 16, 18, 19, 21, 22, 23, 26, 27, 28, 31, 32, 33}，取引理 4.6 中构造

的[2, 2]-GDC(6)。在这些GDC上添加一个点，并用小长度的最优码填入这些GDC的

组以及刚添加的点中。这样可得到所需的编码。

定理 4.2：对于每个t ≥ 3，A3(6t+1, 6, [2, 2]) = U(6t+1, 6, [2, 2])；A3(7, 6, [2, 2]) = 3；

A3(13, 6, [2, 2]) ≥ 21。

4.2.3 n ≡ 0 (mod 6)

定理 4.3：对于每个t ≥ 1，A3(6t, 6, [2, 2]) = U(6t, 6, [2, 2])。

证明. 对于t ∈ {1, 2}，令Xt = Z6t。则Ct是由下列码字在Z6t中+2 (mod 6t)生成的。

t = 1: ⟨0, 1, 2, 3⟩

t = 2: ⟨0, 2, 8, 5⟩ ⟨0, 9, 7, 11⟩ ⟨1, 5, 0, 10⟩

对于每个t ≥ 3，从定理 4.2取一个最优(6t+ 1, 6, [2, 2])3码中。对于某个位置x，

删除所有该位置非零的码字，再将剩下码字中的x位置（已经全部为0）删除。这样

得到的码字集构成一个最优(6t, 6, [2, 2])3码。

4.2.4 n ≡ 2 (mod 6)

引理 4.10：A3(8, 6, [2, 2]) = 5，A3(14, 6, [2, 2]) ≥ 27。

证明. 对于n = 8，A3(8, 6, [2, 2]) ≤ 5可以从 [46] 中关于(8, 6, 4)3码的结果得到。

在Z8上构造一个所需的编码，码字为⟨0, 1, 2, 3⟩ ⟨0, 4, 5, 6⟩ ⟨1, 5, 4, 7⟩ ⟨2, 3, 6, 7⟩ ⟨6, 7, 0, 1⟩。

对于n = 14，所需的码字为：

⟨0, 2, 5, 9⟩ ⟨5, 9, 6, 10⟩ ⟨6, 10, 3, 4⟩ ⟨0, 7, 11, 12⟩ ⟨7, 9, 2, 4⟩ ⟨5, 7, 1, 13⟩
⟨8, 13, 0, 2⟩ ⟨8, 10, 9, 11⟩ ⟨0, 4, 1, 8⟩ ⟨2, 11, 6, 8⟩ ⟨9, 11, 0, 3⟩ ⟨9, 12, 8, 13⟩
⟨1, 8, 3, 5⟩ ⟨1, 10, 0, 7⟩ ⟨6, 13, 7, 9⟩ ⟨1, 13, 4, 11⟩ ⟨3, 4, 9, 12⟩ ⟨2, 12, 3, 7⟩
⟨3, 5, 2, 11⟩ ⟨10, 13, 5, 12⟩ ⟨5, 12, 0, 4⟩ ⟨4, 11, 5, 7⟩ ⟨1, 6, 2, 12⟩ ⟨11, 12, 1, 10⟩
⟨3, 7, 8, 10⟩ ⟨0, 3, 6, 13⟩ ⟨2, 4, 10, 13⟩
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容易看出，如果存在一个组型为23t+1，大小为2t(3t + 1)的[2, 2]-GDC(6)，则

存在一个最优(6t + 2, 6, [2, 2])3码。因此在这一节中将主要构造组型为23t+1，大小

为2t(3t+ 1)的[2, 2]-GDC(6)。

引理 4.11：对于每个3 ≤ t ≤ 11 或t ∈ {14, 17}，都存在一个组型为23t+1，大小

为2t(3t+ 1)的[2, 2]-GDC(6)。

证明. 对于t = 3，相应的编码已在引理 4.3中构造。

对于每个4 ≤ t ≤ 11或者t ∈ {14, 17}，令Xt = Z6t+2，且Gt = {{i, i + 3t + 1} :

0 ≤ i ≤ 3t}。则(Xt,Gt, Ct)是一个组型为23t+1且大小为2t(3t+1)的[2, 2]-GDC(6)。其

中当t ̸= 5，Ct可以由表 4.2中的码字在Z6t+2中+1 (mod 6t+ 2)生成。而C5可以由表

4.2中的码字在Z32中+2 (mod 32)生成。

引理 4.12：对于每个t ≥ 12且t ̸∈ {14, 17}，都存在一个组型为23t+1且大小为2t(3t+

1)的[2, 2]-GDC(6)。

证明. 对于t ≥ 12且t ̸∈ P，取引理 4.5中组型为24i30j36k42l48m的[2, 2]-GDC(6)，其

中4i+5j+6k+7l+8m = t。在这个GDC上添加两个点，并用组型分别为2u的[2, 2]-

GDC(6)填入这个GDC的组以及刚添加的点中，其中u ∈ {13, 16, 19, 22, 25}。这样可

得到所需的编码。

对于每个t ∈ {12, 15, 16, 18, 19, 21, 22, 23, 26, 27, 28, 31, 32, 33}，取引理 4.6 中

构造的[2, 2]-GDC(6)。在这些GDC上添加两个点，并用组型分别为2u的[2, 2]-

GDC(6)填入这个GDC的组以及刚添加的点中，其中u ∈ {10, 13, 16, 19, 22}。这

样可得到所需的编码。

对于t = 13，取一个TD(4, 5)（见引理 2.8）。应用构造 2.3，对这个设计所有点

赋权为4。所需的输入设计为组型为44的[2, 2]-GDC(6)（见引理 4.23）。这样得到一

个组型为204的[2, 2]-GDC(6)。用组型为210的[2, 2]-GDC(6)填入这个GDC的组中。这

样可得到所需的编码。

定理 4.4：对于每个t ≥ 3，A3(6t+2, 6, [2, 2]) = U(6t+2, 6, [2, 2])；A3(8, 6, [2, 2]) = 5；

A3(14, 6, [2, 2]) ≥ 27。
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表 4.2 引理 4.11中组型为23t+1的[2, 2]-GDC(6)的基码字

t 码字

4 ⟨0, 4, 3, 11⟩ ⟨0, 5, 6, 15⟩ ⟨0, 9, 2, 23⟩ ⟨0, 8, 20, 24⟩

5
⟨0, 28, 9, 29⟩ ⟨1, 7, 2, 12⟩ ⟨0, 15, 24, 7⟩ ⟨0, 10, 30, 12⟩ ⟨0, 18, 23, 21⟩

⟨1, 14, 22, 9⟩ ⟨1, 21, 4, 8⟩ ⟨0, 26, 25, 11⟩ ⟨1, 15, 11, 5⟩ ⟨1, 3, 0, 26⟩

6
⟨0, 7, 20, 5⟩ ⟨0, 21, 11, 27⟩ ⟨0, 23, 14, 35⟩ ⟨0, 30, 24, 25⟩ ⟨0, 22, 18, 26⟩

⟨0, 1, 3, 10⟩

7
⟨0, 5, 21, 33⟩ ⟨0, 32, 34, 42⟩ ⟨0, 14, 23, 29⟩ ⟨0, 6, 7, 25⟩ ⟨0, 36, 40, 35⟩

⟨0, 20, 17, 3⟩ ⟨0, 18, 11, 31⟩

8
⟨0, 40, 29, 34⟩ ⟨0, 30, 2, 11⟩ ⟨0, 37, 3, 33⟩ ⟨0, 45, 12, 27⟩ ⟨0, 35, 21, 8⟩

⟨0, 49, 18, 42⟩ ⟨0, 9, 7, 6⟩ ⟨0, 24, 28, 38⟩

9
⟨0, 39, 33, 45⟩ ⟨0, 12, 48, 53⟩ ⟨0, 22, 35, 9⟩ ⟨0, 5, 3, 37⟩ ⟨0, 29, 31, 47⟩

⟨0, 4, 25, 42⟩ ⟨0, 1, 11, 15⟩ ⟨0, 16, 23, 24⟩ ⟨0, 26, 19, 46⟩

10
⟨0, 9, 38, 57⟩ ⟨0, 22, 30, 33⟩ ⟨0, 15, 39, 5⟩ ⟨0, 20, 12, 21⟩ ⟨0, 58, 23, 45⟩

⟨0, 3, 2, 17⟩ ⟨0, 25, 35, 41⟩ ⟨0, 19, 51, 55⟩ ⟨0, 6, 13, 50⟩ ⟨0, 28, 46, 26⟩

11

⟨0, 55, 33, 19⟩ ⟨0, 37, 65, 49⟩ ⟨0, 52, 8, 63⟩ ⟨0, 67, 60, 2⟩ ⟨0, 10, 4, 35⟩

⟨0, 59, 66, 48⟩ ⟨0, 17, 44, 53⟩ ⟨0, 50, 22, 21⟩ ⟨0, 23, 38, 64⟩ ⟨0, 26, 5, 56⟩

⟨0, 14, 20, 43⟩

14

⟨0, 1, 20, 31⟩ ⟨0, 7, 47, 68⟩ ⟨0, 11, 15, 78⟩ ⟨0, 14, 71, 80⟩ ⟨0, 23, 82, 83⟩

⟨0, 5, 29, 41⟩ ⟨0, 10, 38, 55⟩ ⟨0, 2, 46, 56⟩ ⟨0, 9, 35, 42⟩ ⟨0, 12, 18, 70⟩

⟨0, 17, 25, 39⟩ ⟨0, 34, 37, 50⟩ ⟨0, 13, 62, 64⟩ ⟨0, 21, 48, 53⟩

17

⟨0, 1, 81, 86⟩ ⟨0, 4, 37, 58⟩ ⟨0, 8, 65, 74⟩ ⟨0, 12, 59, 76⟩ ⟨0, 22, 71, 72⟩

⟨0, 51, 78, 90⟩ ⟨0, 3, 19, 29⟩ ⟨0, 7, 75, 77⟩ ⟨0, 48, 84, 91⟩ ⟨0, 2, 40, 62⟩

⟨0, 5, 11, 46⟩ ⟨0, 9, 32, 88⟩ ⟨0, 17, 30, 61⟩ ⟨0, 31, 45, 98⟩ ⟨0, 69, 89, 93⟩

⟨0, 10, 25, 28⟩ ⟨0, 21, 55, 63⟩
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4.2.5 n ≡ 5 (mod 6)

引理 4.13：A3(5, 6, [2, 2]) = 1，A3(11, 6, [2, 2]) = 15，A3(17, 6, [2, 2]) ≥ 40。

证明. 第一个等式是显然的。A3(11, 6, [2, 2]) ≤ 15可以从 [46] 中关于(11, 6, 4)4码的结

果得到。一个大小为15的最优(11, 6, [2, 2])3码已在
[46] 中给出。

一个大小为40的(17, 5, 4)3码构造于Z16 ∪ {∞}上，由以下基码字+4 (mod 16)生

成。

⟨0, 3, 9, 5⟩ ⟨1, 6,∞, 12⟩ ⟨1, 5, 8, 14⟩ ⟨0, 11, 12, 10⟩ ⟨0, 6, 7, 4⟩
⟨3, 10, 15, 6⟩ ⟨1, 2, 15, 9⟩ ⟨0,∞, 13, 15⟩ ⟨2, 4, 5, 6⟩ ⟨3, 13, 7, 12⟩

引理 4.14：对于每个3 ≤ t ≤ 8，都存在一个组型为23t51、大小为2t(3t + 4)的[2, 2]-

GDC(6)。

证明. 令Xt = Z6t+5，且Gt = {{i, i+3t} : 0 ≤ i ≤ 3t−1}∪{{6t, 6t+1, 6t+2, 6t+3, 6t+

4}}。则(Xt,Gt, Ct)是一个组型为23t51的[2, 2]-GDC(6)。其中C3是由表 4.3中的码字

在Z18中由群G = ⟨(0 3 6 · · · 15)(1 4 7 · · · 16)(2 5 8 · · · 17)(18 19 20) (21 22)⟩作

用生成的。对于t > 3，Ct是由表 4.3中的码字在Z6t中由群G = ⟨(0 3 6 · · · 6t −

3)(1 4 7 · · · 6t− 2)(2 5 8 · · · 6t− 1)(6t)(6t+ 1)(6t+ 2)(6t+ 3)(6t+ 4)⟩作用生

成的。

引理 4.15：对于每个t ≥ 12且t ̸∈ {13, 14, 17}，都存在一个组型为23t51且大小

为2t(3t+ 4)的[2, 2]-GDC(6)。

证明. 对于t ≥ 12且t ̸∈ P，取引理 4.5中组型为24i30j36k42l48m的[2, 2]-GDC(6)，其

中4i+5j+6k+7l+8m = t。在这个GDC上添加五个点，并用组型分别为23s51的[2, 2]-

GDC(6)填入这个GDC的组以及刚添加的点中，其中s ∈ {4, 5, 6, 7, 8}。这样可得到

所需的编码。

对于每个t ∈ {12, 15, 16, 18, 19, 21, 22, 23, 26, 27, 28, 31, 32, 33}，取引理 4.6 中

构造的[2, 2]-GDC(6)。在这些GDC上添加五个点，并用组型分别为23s51的[2, 2]-
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表 4.3 引理 4.14中组型为23t51的[2, 2]-GDC(6)的基码字

t 码字

3

⟨1, 5, 3, 22⟩ ⟨0, 21, 7, 11⟩ ⟨0, 22, 1, 17⟩ ⟨1, 20, 2, 15⟩ ⟨0, 12, 15, 19⟩

⟨0, 20, 4, 14⟩ ⟨2, 8, 5, 19⟩ ⟨1, 11, 0, 12⟩ ⟨2, 18, 1, 6⟩ ⟨2, 4, 12, 22⟩

⟨1, 13, 16, 19⟩ ⟨0, 5, 10, 16⟩ ⟨0, 13, 2, 8⟩

4

⟨2, 25, 18, 22⟩ ⟨1, 23, 20, 2⟩ ⟨0, 22, 25, 5⟩ ⟨0, 19, 23, 26⟩ ⟨2, 0, 10, 28⟩

⟨2, 27, 16, 21⟩ ⟨0, 14, 13, 24⟩ ⟨1, 28, 0, 14⟩ ⟨2, 26, 15, 7⟩ ⟨1, 9, 17, 27⟩

⟨2, 8, 19, 17⟩ ⟨1, 19, 10, 12⟩ ⟨0, 4, 1, 7⟩ ⟨0, 18, 11, 9⟩ ⟨1, 24, 11, 15⟩

⟨2, 6, 9, 3⟩

5

⟨2, 18, 21, 9⟩ ⟨0, 19, 2, 33⟩ ⟨2, 26, 0, 4⟩ ⟨1, 6, 31, 11⟩ ⟨1, 15, 34, 8⟩

⟨2, 32, 19, 24⟩ ⟨2, 31, 15, 16⟩ ⟨2, 33, 25, 27⟩ ⟨0, 13, 11, 32⟩ ⟨1, 27, 24, 4⟩

⟨0, 10, 26, 30⟩ ⟨0, 1, 9, 22⟩ ⟨1, 19, 23, 28⟩ ⟨2, 34, 22, 3⟩ ⟨0, 12, 20, 6⟩

⟨2, 20, 29, 23⟩ ⟨1, 3, 2, 20⟩ ⟨2, 30, 28, 12⟩ ⟨1, 26, 7, 25⟩

6

⟨2, 23, 4, 28⟩ ⟨0, 28, 23, 37⟩ ⟨2, 26, 22, 0⟩ ⟨2, 37, 24, 13⟩ ⟨1, 0, 4, 30⟩

⟨0, 22, 36, 20⟩ ⟨0, 19, 34, 21⟩ ⟨1, 24, 20, 38⟩ ⟨2, 38, 15, 31⟩ ⟨0, 31, 27, 2⟩

⟨0, 11, 15, 12⟩ ⟨1, 21, 39, 26⟩ ⟨1, 10, 2, 23⟩ ⟨2, 36, 33, 25⟩ ⟨1, 12, 11, 5⟩

⟨2, 40, 16, 21⟩ ⟨2, 8, 35, 11⟩ ⟨2, 39, 9, 10⟩ ⟨0, 8, 24, 7⟩ ⟨1, 25, 31, 22⟩

⟨0, 3, 17, 9⟩ ⟨0, 10, 26, 40⟩

7

⟨2, 15, 38, 0⟩ ⟨0, 24, 28, 22⟩ ⟨2, 29, 35, 19⟩ ⟨2, 36, 9, 41⟩ ⟨2, 33, 11, 26⟩

⟨1, 16, 13, 4⟩ ⟨1, 10, 21, 32⟩ ⟨2, 4, 21, 39⟩ ⟨0, 38, 1, 41⟩ ⟨2, 18, 31, 43⟩

⟨1, 29, 5, 30⟩ ⟨2, 30, 42, 22⟩ ⟨1, 7, 20, 8⟩ ⟨2, 12, 45, 1⟩ ⟨0, 30, 7, 25⟩

⟨1, 46, 38, 24⟩ ⟨2, 32, 13, 40⟩ ⟨0, 36, 33, 3⟩ ⟨1, 45, 0, 26⟩ ⟨1, 42, 6, 35⟩

⟨1, 43, 11, 3⟩ ⟨2, 27, 46, 37⟩ ⟨0, 44, 16, 2⟩ ⟨1, 17, 39, 44⟩ ⟨1, 25, 9, 15⟩

8

⟨0, 45, 18, 30⟩ ⟨2, 50, 42, 25⟩ ⟨2, 52, 40, 27⟩ ⟨1, 3, 45, 7⟩ ⟨0, 1, 15, 16⟩

⟨1, 4, 34, 22⟩ ⟨2, 8, 19, 39⟩ ⟨0, 19, 47, 41⟩ ⟨2, 32, 34, 12⟩ ⟨0, 43, 32, 27⟩

⟨2, 29, 36, 28⟩ ⟨0, 22, 48, 17⟩ ⟨0, 7, 34, 20⟩ ⟨2, 5, 38, 17⟩ ⟨0, 5, 9, 6⟩

⟨1, 9, 51, 32⟩ ⟨2, 48, 0, 43⟩ ⟨0, 36, 44, 14⟩ ⟨2, 41, 22, 15⟩ ⟨1, 21, 10, 12⟩

⟨2, 51, 21, 46⟩ ⟨16, 39, 26, 50⟩ ⟨16, 4, 23, 20⟩ ⟨16, 2, 10, 7⟩ ⟨2, 49, 18, 37⟩

⟨0, 13, 38, 49⟩ ⟨3, 13, 5, 14⟩ ⟨0, 31, 29, 52⟩
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GDC(6)填入这个GDC的组以及刚添加的点中，其中s ∈ {3, 4, 5, 6, 7}。这样可得到

所需的编码。

引理 4.16：对于每个t ≥ 3且t ̸∈ {9, 10, 11}，A3(6t + 5, 6, [2, 2]) ≥ U(6t + 5, 3) − 1；

对于t = 14，A3(6t+ 5, 6, [2, 2]) ≥ U(6t+ 5, 3)− 2。

证明. 对于t ̸∈ {9, 10, 11, 13, 14, 17}，取一个组型为23t51的[2, 2]-GDC(6)（见引理

4.14和 4.15），并用一个最优(5, 5, [2, 2])3码填入大小为5的组中，即得到所需的编

码。

对于t ∈ {13, 14, 17}，分别取组型为18461，184121或24461的[2, 2]-GDC(6) （见

引理 4.26 ）。在这些GDC上添加五个点，并用组型分别为2951 和21251 的[2, 2]-

GDC(6)填入这个GDC中大小为18或24的组以及刚添加的点中，再用长度为11和17的

编码（见引理 4.13）填入其余的组中。这样可得到所需的编码。

定理 4.5：对于t ≥ 3且t ̸∈ {9, 10, 11, 14}，A3(6t+5, 6, [2, 2]) ≥ U(6t+5, 6, [2, 2])−1；

A3(5, 6, [2, 2]) = 1；A3(11, 6, [2, 2]) = 15；对于t ∈ {2, 14}，A3(6t + 5, 6, [2, 2]) ≥

U(6t+ 5, 6, [2, 2])− 2。

4.3 长度n ≡ 3, 4 (mod 6)的情况

4.3.1 n ≡ 4 (mod 6)

引理 4.17：对于t = 1或4 ≤ t ≤ 9，A3(6t+ 4, 6, [2, 2]) = U(6t+ 4, 6, [2, 2])。

证明. 令Xt = Z6t+4。则(Xt, Ct)是所需的最优(6t + 4, 6, [2, 2])3码，其中Ct是由表 4.4

中的码字在Z6t+4中+2 (mod 6t+ 4)生成的。

引理 4.18：对于t ≥ 142，A(6t+ 4, 6, [2, 2]) = U(6t+ 4, 6, [2, 2])。

证明. 取一个TD(8, k)（见引理 2.8）。应用构造 2.3，对这个设计的前6组中的所

有点以及第7个组中的x个点赋权为6，对最后一个组中的3个点赋权为3。其余

的点都赋权为0。要求x = 0 或者3 ≤ x ≤ k。所需的输入设计为组型分别

为66，67，6631 以及6731的[2, 2]-GDC(6)（见引理 4.4 和 4.24 ）。这样得到一个组
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表 4.4 引理 4.17中最优(6t+ 4, 6, [2, 2])3码的基码字

t 码字

1 ⟨0, 3, 9, 7⟩ ⟨0, 4, 2, 5⟩ ⟨1, 3, 2, 6⟩

4
⟨0, 15, 21, 24⟩ ⟨0, 6, 9, 11⟩ ⟨1, 22, 26, 21⟩ ⟨1, 3, 11, 15⟩ ⟨0, 1, 18, 19⟩

⟨1, 6, 23, 16⟩ ⟨1, 5, 24, 12⟩ ⟨1, 4, 17, 2⟩ ⟨0, 12, 14, 20⟩

5

⟨0, 11, 17, 21⟩ ⟨1, 19, 10, 18⟩ ⟨1, 9, 12, 23⟩ ⟨1, 33, 30, 20⟩ ⟨0, 7, 14, 20⟩

⟨0, 24, 23, 15⟩ ⟨0, 8, 1, 3⟩ ⟨0, 19, 31, 13⟩ ⟨1, 31, 2, 21⟩ ⟨0, 28, 12, 16⟩

⟨0, 4, 2, 9⟩

6

⟨0, 19, 10, 12⟩ ⟨1, 2, 13, 31⟩ ⟨1, 26, 0, 3⟩ ⟨0, 25, 5, 8⟩ ⟨0, 4, 32, 13⟩

⟨0, 6, 22, 7⟩ ⟨1, 19, 11, 17⟩ ⟨0, 3, 27, 31⟩ ⟨1, 5, 18, 12⟩ ⟨1, 20, 6, 10⟩

⟨0, 2, 20, 35⟩ ⟨1, 4, 27, 28⟩ ⟨1, 7, 15, 36⟩

7

⟨1, 35, 40, 24⟩ ⟨1, 31, 0, 29⟩ ⟨1, 9, 10, 12⟩ ⟨0, 16, 43, 21⟩ ⟨0, 22, 17, 7⟩

⟨0, 32, 9, 25⟩ ⟨1, 33, 14, 20⟩ ⟨0, 2, 13, 1⟩ ⟨1, 18, 7, 21⟩ ⟨1, 43, 26, 38⟩

⟨1, 23, 3, 41⟩ ⟨0, 34, 26, 8⟩ ⟨0, 18, 37, 33⟩ ⟨0, 40, 4, 36⟩ ⟨1, 11, 8, 32⟩

8

⟨0, 50, 3, 11⟩ ⟨0, 49, 38, 21⟩ ⟨1, 33, 37, 43⟩ ⟨1, 18, 40, 38⟩ ⟨1, 9, 30, 2⟩

⟨1, 12, 13, 27⟩ ⟨1, 24, 32, 49⟩ ⟨0, 4, 18, 47⟩ ⟨0, 6, 36, 40⟩ ⟨0, 17, 12, 39⟩

⟨1, 39, 3, 14⟩ ⟨1, 20, 51, 19⟩ ⟨1, 34, 41, 44⟩ ⟨1, 7, 35, 16⟩ ⟨0, 45, 42, 23⟩

⟨0, 24, 16, 9⟩ ⟨0, 27, 26, 32⟩

9

⟨1, 31, 49, 55⟩ ⟨0, 1, 17, 39⟩ ⟨1, 14, 41, 46⟩ ⟨1, 18, 36, 11⟩ ⟨0, 31, 52, 15⟩

⟨1, 6, 35, 4⟩ ⟨0, 21, 4, 28⟩ ⟨0, 5, 37, 9⟩ ⟨0, 10, 13, 22⟩ ⟨1, 26, 51, 52⟩

⟨1, 2, 40, 45⟩ ⟨1, 10, 24, 16⟩ ⟨1, 23, 21, 34⟩ ⟨0, 16, 23, 35⟩ ⟨1, 48, 20, 30⟩

⟨0, 8, 54, 55⟩ ⟨1, 47, 15, 32⟩ ⟨1, 7, 56, 9⟩ ⟨0, 34, 20, 36⟩
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型为(6k)6(6x)191的[2, 2]-GDC(6)。在这个GDC上添加一个点，用定理 4.2 中长度

为6k + 1或6x + 1的最优码填入前7个组以及刚添加的点中，用最优(10, 6, [2, 2])3码

填入大小为9的组以及刚添加的点中。这样得到一个长度为n = 36k + 6x + 10 =

6(6k + x + 1) + 4的最优码。对任意的t ≥ 142，取k ≥ 23，可以得到一个长度

为n = 6t+ 4的最优码，其中t = 6k + x+ 1。

引理 4.19：对于t = 43或者46 ≤ t ≤ 141且t ̸= 51，A(6t + 4, 6, [2, 2]) = U(6t +

4, 6, [2, 2])。

证明. 取一个TD(m, k)（见引理 2.8）。其中k ∈ {7, 8, 9, 13}，8 ≤ m ≤ 12且m ≤

k + 1。应用构造 2.3，对这个设计的前6组中的所有点和第6 + i个组中的xi个

点赋权为6，对最后一个组中的3个点赋权为3，其中1 ≤ i ≤ m − 7。其余的点

都赋权为0。要求xi = 0 或者3 ≤ xi ≤ k。所需的输入设计为组型分别为6s以

及6s31的[2, 2]-GDC(6)（见引理 4.4 和 4.24 ），其中6 ≤ s ≤ 11。这样得到一个

组型为(6k)6x1
1x

1
2 . . . x

1
m−79

1的[2, 2]-GDC(6)。在这个GDC上添加一个点，用定理

4.2 中长度为6k + 1或6xi + 1的最优码填入前m − 1个组以及刚添加的点中，用

最优(10, 6, [2, 2])3码填入大小为9的组以及刚添加的点中。这样得到一个长度

为n = 36k + 6
∑m−7

i=1 xi + 10 = 6(6k +
∑m−7

i=1 xi + 1) + 4的最优码。

令t = 6k +
∑m−7

i=1 xi + 1。取k = 7 ，m = 8，可以得到t ∈ {43} ∪ [46, 50]。

取k = 8，m = 9，可以得到t ∈ [52, 65]。取k = 9，m = 10，可以得到t ∈ [66, 82]。

取k = 13，m = 12，可以得到t ∈ [83, 141]。

引理 4.20：对于t ∈ {24}∪ [32, 34]∪ [36, 44]，A(6t+4, 6, [2, 2]) = U(6t+4, 6, [2, 2])。

证明. 取一个TD(5, k)（见引理 2.8）。其中k ∈ {5, 7, 8, 9}。应用构造 2.3，对这个

设计的前4组中的所有点和最后一个组中的x个点赋权为6，对最后一个组中的另

外y个点赋权为3。要求x+ y = k。所需的输入设计为组型分别为65以及6431的[2, 2]-

GDC(6)（见引理 4.4和 4.24）。这样得到一个组型为(6k)4(6x+3y)1的[2, 2]-GDC(6)。

在这个GDC上添加一个点，用定理 4.2中长度为6k + 1的最优码填入前4个组以及刚

添加的点中，用最优(6x + 3y + 1, 6, [2, 2])3码填入大小为6x + 3y的组以及刚添加的

点中。这样得到一个长度为n = 24k + 6x+ 3y + 1 = 6(4k + x+ y−1
2
) + 4的最优码。
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表 4.5 引理 4.20中的参数
t (k, x, y) s t (k, x, y) s t (k, x, y) s
24 (5, 4, 1) 28 32 (7, 2, 5) 28 33 (7, 4, 3) 34
34 (7, 6, 1) 40 36 (8, 1, 7) 28 37 (8, 3, 5) 34
38 (8, 5, 3) 40 39 (8, 7, 1) 46 40 (9, 0, 9) 28
41 (9, 2, 7) 34 42 (9, 4, 5) 40 43 (9, 6, 3) 46
44 (9, 8, 1) 52

令t = 4k + x + y−1
2
。对于每个所需的t，参数(k, x, y)以及s = 6x + 3y + 1均在

表 4.5中给出。

引理 4.21：对于t ∈ {10, 11, 13, 16, 17, 18, 19, 21, 22, 25, 26, 28, 31, 45, 51}，A(6t+4, 6,

[2, 2]) = U(6t+ 4, 6, [2, 2])。

证明. 对于t = 11，取一个组型为107的[2, 2]-GDC(6)（见引理 4.23 ）。用最优

(10, 6, [2, 2])3码填入这个GDC的组中，即可得到所需的编码。

对于t = 17，取一个组型为24491的[2, 2]-GDC(6)（见引理 4.26）。在这个GDC上

添加一个点，用最优(25, 6, [2, 2])3码或最优(10, 6, [2, 2])3码填入这个GDC的组以及刚

添加的点中，即可得到所需的编码。

对于每个t ∈ {10, 13, 16, 18, 19, 21, 22, 25, 26, 28, 31, 45, 51}，取一个组型为 gum1

的 [2, 2]- GDC (6)。应用构造 2.4 ，利用一个TD(4, w)（见引理 2.8 ），再在所

得GDC外添加a个点，并用长度在集合S中的最优码填入GDC的组以及刚添加的点

中，即可得到所需的编码。所需的参数n, g, u,m,w, a和S见表 4.6。

引理 4.22：对于t ∈ {29, 35}，A(6t+ 4, 6, [2, 2]) = U(6t+ 4, 6, [2, 2])。

证明. 对于t = 29，取一个组型为67的[2, 2]-GDC(6)（见引理 4.4 ）。应用构造

2.3 ，对每个点赋权为4，将组型为44的4-MGDD作为输入设计，得到一个组型

为(24, 64)7的[2, 2]-DGDC(6)。在这个DGDC外添加9个点，并用组型为6791的[2, 2]-

DGDC(6)填入原DGDC的组以及刚添加的点中，可得到一个组型为24791的[2, 2]-

GDC(6)。再在这个GDC外添加一个点，用长度分别为25和10的最优码填入GDC的

组以及刚添加的点中。这样可得到所需的编码。

77



浙江大学博士学位论文

表 4.6 引理 4.21中的参数

t n gum1 × w 来源 a S
10 64 37 × 3 引理 4.23 1 10
13 82 6431 × 3 引理 4.24 1 19, 10
16 100 311 × 3 引理 4.23 1 10
18 112 44 × 7 引理 4.23 0 28
19 118 313 × 3 引理 4.23 1 10
21 130 213 × 5 引理 4.11 0 10
22 136 6731 × 3 引理 4.24 1 19, 10
25 154 6791 × 3 引理 4.25 1 19, 28
26 160 44 × 10 引理 4.23 0 40
28 172 6891 × 3 引理 4.25 1 19, 28
31 190 37 × 9 引理 4.23 1 28
45 274 37 × 13 引理 4.23 1 40
51 310 131 × 10 引理 4.8 0 10

对于t = 35，取一个组型为67的[2, 2]-GDC(6)（见引理 4.4），并删掉最后一个

组中所有的点。应用构造 2.3，对每个点赋权为5，将组型为54的4-MGDD以及组

型为53的可分3-MGDD作为输入设计，得到一个满足常重码性质的{3, 4}-DGDD，

其中长度为3的区组可被划分到24个平行类中。在每个平行类外添加一个点，这

样共添加了24个点，得到一个组型为(30, 65)7241的DGDC。在这个DGDC外添加9个

点，并用组型为6791的[2, 2]-DGDC(6)填入原DGDC的组以及刚添加的点中，可得

到一个组型为306331的[2, 2]-GDC(6)。再在这个GDC外添加一个点，用长度分别

为31和34的最优码填入GDC的组以及刚添加的点中。这样可得到所需的编码。

结合上面的引理，可以得到下面的结果：

定理 4.6：对于每个t ≥ 1且t ̸∈ {2, 3, 12, 14, 15, 20, 23, 27, 30}，A3(6t + 4, 6, [2, 2]) =

U(6t+ 4, 6, [2, 2])。

4.3.2 n ≡ 3 (mod 6)

定理 4.7：对于每个t ≥ 1，A3(6t+ 3, 6, [2, 2]) = U(6t+ 3, 3)。

证明. 对于t ≥ 1且t ̸∈ {2, 3, 12, 14, 15, 20, 23, 27, 30}，从定理 4.6中的一个最优(6t+

4, 6, [2, 2])3码中删掉一个位置和所有该位置非零的码字，这样可得到所需的编码。
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对于每个t ∈ {2, 14, 20}，令Xt = Z6t+3。则(Xt, Ct)是所需的最优 (6t+3, 6, [2, 2])3

码，其中Ct是由下列码字在Z6t+3中+1 (mod 6t+ 3)生成的。

t = 2: ⟨0, 3, 4, 14⟩ ⟨0, 5, 7, 13⟩

t = 14:

⟨0, 24, 47, 61⟩ ⟨0, 1, 80, 8⟩ ⟨0, 41, 16, 36⟩ ⟨0, 22, 25, 53⟩ ⟨0, 39, 52, 50⟩
⟨0, 14, 49, 5⟩ ⟨0, 58, 68, 27⟩ ⟨0, 85, 69, 40⟩ ⟨0, 57, 51, 75⟩ ⟨0, 70, 74, 9⟩
⟨0, 43, 33, 32⟩ ⟨0, 28, 83, 66⟩ ⟨0, 20, 54, 84⟩ ⟨0, 72, 6, 45⟩

t = 20:

⟨0, 16, 46, 63⟩ ⟨0, 92, 85, 7⟩ ⟨0, 34, 122, 9⟩ ⟨0, 10, 43, 74⟩ ⟨0, 5, 109, 82⟩
⟨0, 6, 21, 79⟩ ⟨0, 24, 22, 94⟩ ⟨0, 23, 37, 55⟩ ⟨0, 13, 42, 62⟩ ⟨0, 17, 2, 8⟩
⟨0, 56, 81, 68⟩ ⟨0, 20, 95, 39⟩ ⟨0, 45, 93, 97⟩ ⟨0, 4, 57, 80⟩ ⟨0, 18, 54, 59⟩
⟨0, 11, 102, 3⟩ ⟨0, 72, 35, 69⟩ ⟨0, 58, 1, 84⟩ ⟨0, 27, 71, 87⟩ ⟨0, 83, 50, 61⟩

对于t = 3，一个组型为37的[2, 2]-GDC(6)（见引理 4.23）即为所需的编码。

对于每个t ∈ {12, 15, 27, 30}，分别取一个组型为184，185，189或1810的[2, 2]-

GDC(6)（见引理 4.23 和4.1）。在这些GDC外添加3个点，并用组型为37的[2, 2]-

GDC(6)填入GDC的组以及刚添加的点中。这样得到组型分别为325，331，355

或361的[2, 2]-GDC(6)。不难验证这些GDC即为所需的编码。

对于t = 23，取一个TD(5, 5)（见引理 2.8）。应用构造 2.3，对这个设计的前4组

中的所有点以及最后一个组中的2个点赋权为6，对最后一个组中的3个点赋权

为3。所需的输入设计为组型分别为64，65，6431的[2, 2]-GDC(6)（见引理 4.4 和

4.24）。这样得到一个组型为304211的[2, 2]-GDC(6)。用长度为21或30的最优码填入

这个GDC的组中。这样可得到所需的编码。

4.4 总结

在这一章中，除了一个类和其余类中个别的值外，几乎完全确定了复合构型

为[2, 2]，极小距离为6的最优三元常重复合码的码字个数。将主要的结果总结为如

下定理：
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定理 4.8：对于任何整数n ≥ 4，令Q1 = {7, 8, 13, 14, 16, 22, 76, 88, 94, 124, 142, 166, 184}，

Q2 = {17, 59, 65, 71, 89}，

A3(n, 6, [2, 2]) =



1, 如果n = 4, 5

3, 如果n = 7

5, 如果n = 8⌊
n
2

⌊
n−1
3

⌋⌋
, 如果n ≥ 6，n ̸≡ 5 (mod 6)，且n ̸∈ Q1.

如果n ≥ 11, n ≡ 5 (mod 6)且n ̸∈ Q2,⌊
n

2

⌊
n− 1

3

⌋⌋
− 1 ≤ A3(n, 6, [2, 2]) ≤

⌊
n

2

⌊
n− 1

3

⌋⌋
.

4.5 部分GDC的直接构造

引理 4.23：存在组型分别为37，311，313，44，107，184的[2, 2]-GDC(6)。

证明. 对于组型为gu的[2, 2]-GDC(6)，令X = Zgu且G = {{i, i+u, i+2u, . . . , i+(g−

1)u} : 0 ≤ i ≤ u− 1}。则(X,G, C)是一个组型为gu的[2, 2]-GDC(6)，其中C由下列码

字在Zgu中按照给定的自同构群生成。

37: +1 (mod 21) ⟨7, 3, 18, 13⟩ ⟨4, 3, 12, 16⟩ ⟨0, 5, 2, 3⟩

311: +1 (mod 33) ⟨13, 27, 15, 25⟩ ⟨25, 15, 0, 7⟩ ⟨2, 15, 18, 32⟩ ⟨10, 5, 1, 14⟩ ⟨0, 7, 1, 6⟩

313: +1 (mod 39) ⟨20, 2, 25, 10⟩ ⟨21, 6, 23, 17⟩ ⟨6, 12, 5, 26⟩ ⟨30, 3, 28, 19⟩ ⟨21, 24, 31, 4⟩

⟨0, 9, 1, 4⟩

44: +8 (mod 16)

⟨1, 7, 2, 4⟩ ⟨3, 13, 0, 6⟩ ⟨6, 12, 5, 7⟩ ⟨2, 4, 5, 11⟩ ⟨2, 8, 3, 9⟩ ⟨3, 5, 2, 12⟩
⟨8, 14, 1, 7⟩ ⟨15, 5, 4, 6⟩ ⟨9, 7, 8, 6⟩ ⟨3, 9, 4, 14⟩ ⟨9, 11, 0, 2⟩ ⟨13, 15, 2, 8⟩
⟨4, 6, 1, 3⟩ ⟨4, 10, 7, 9⟩ ⟨0, 14, 3, 5⟩ ⟨8, 10, 5, 15⟩

107: +1 (mod 70)

⟨0, 17, 27, 58⟩ ⟨0, 61, 24, 46⟩ ⟨0, 25, 6, 68⟩ ⟨0, 3, 2, 40⟩ ⟨0, 11, 26, 29⟩
⟨0, 48, 1, 60⟩ ⟨0, 31, 50, 5⟩ ⟨0, 32, 16, 52⟩ ⟨0, 34, 47, 64⟩ ⟨0, 62, 57, 66⟩
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184: +2 (mod 72)

⟨1, 3, 8, 22⟩ ⟨0, 34, 1, 15⟩ ⟨0, 26, 11, 13⟩ ⟨1, 35, 32, 58⟩
⟨0, 2, 21, 71⟩
⟨0, 7, 18, 25⟩ ⟨0, 30, 23, 61⟩ ⟨1, 11, 62, 40⟩ ⟨0, 9, 54, 63⟩ ⟨0, 10, 5, 47⟩
⟨0, 22, 49, 55⟩ ⟨1, 27, 26, 28⟩ ⟨0, 6, 51, 41⟩ ⟨1, 23, 60, 18⟩ ⟨1, 31, 34, 44⟩
⟨0, 14, 43, 17⟩ ⟨1, 7, 16, 54⟩ ⟨1, 15, 50, 56⟩

引理 4.24：存在组型为6t31的[2, 2]-GDC(6)，其中t ∈ {4}或者6 ≤ t ≤ 11。

证明. 令Xt = Z6t+3 且Gt = {{i, i + t, i + 2t, . . . , i + 5t} : 0 ≤ i ≤ t − 1} ∪ {{6t, 6t +

1, 6t + 2}}。则(Xt,Gt, Ct)是一个组型为6t31的[2, 2]-GDC(6)，其中C4 由下列码字

在Z27中按照自同构群G = ⟨(0 2 4 · · · 22)(1 3 5 · · · 23)(24 25 26)⟩生成，而

对于6 ≤ t ≤ 11的Ct则是由下列码字在Z6t+3中按照自同构群G = ⟨(0 1 2 · · · 6t −

1)(6t 6t+ 1 6t+ 2)⟩生成。

t = 4:

⟨1, 25, 8, 6⟩ ⟨1, 3, 18, 0⟩ ⟨0, 10, 24, 23⟩ ⟨1, 7, 10, 20⟩ ⟨0, 22, 7, 1⟩
⟨0, 6, 21, 11⟩ ⟨1, 11, 12, 26⟩ ⟨0, 26, 19, 17⟩

t = 6:

⟨0, 34, 27, 5⟩ ⟨0, 28, 3, 13⟩ ⟨0, 10, 19, 35⟩ ⟨0, 20, 17, 15⟩ ⟨0, 37, 32, 4⟩
⟨0, 14, 1, 38⟩

t = 7:

⟨0, 8, 12, 38⟩ ⟨0, 26, 25, 44⟩ ⟨0, 43, 20, 22⟩ ⟨0, 6, 23, 33⟩ ⟨0, 40, 1, 9⟩
⟨0, 10, 15, 39⟩ ⟨0, 18, 31, 37⟩

t = 8:

⟨0, 10, 12, 46⟩ ⟨0, 4, 21, 31⟩ ⟨0, 26, 41, 45⟩ ⟨0, 28, 5, 23⟩ ⟨0, 48, 11, 37⟩
⟨0, 42, 1, 29⟩ ⟨0, 14, 13, 49⟩ ⟨0, 18, 3, 9⟩

t = 9:

⟨0, 52, 5, 21⟩ ⟨0, 54, 49, 53⟩ ⟨0, 38, 3, 51⟩ ⟨0, 34, 12, 22⟩ ⟨0, 4, 28, 30⟩
⟨0, 6, 17, 37⟩ ⟨0, 14, 1, 47⟩ ⟨0, 44, 15, 29⟩ ⟨0, 8, 43, 55⟩

t = 10:

⟨0, 12, 36, 37⟩ ⟨0, 54, 45, 57⟩ ⟨0, 8, 29, 35⟩ ⟨0, 4, 9, 17⟩ ⟨0, 34, 23, 61⟩
⟨0, 22, 53, 55⟩ ⟨0, 28, 7, 11⟩ ⟨0, 58, 16, 42⟩ ⟨0, 62, 19, 41⟩ ⟨0, 1, 15, 47⟩
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t = 11:

⟨0, 10, 1, 13⟩ ⟨0, 67, 7, 17⟩ ⟨0, 12, 30, 38⟩ ⟨0, 64, 25, 46⟩ ⟨0, 4, 23, 39⟩
⟨0, 34, 5, 65⟩ ⟨0, 16, 36, 40⟩ ⟨0, 21, 49, 63⟩ ⟨0, 6, 15, 47⟩ ⟨0, 8, 59, 61⟩
⟨0, 14, 43, 68⟩

引理 4.25：存在组型为6t91的[2, 2]-GDC(6)，其中t ∈ {6, 7, 8}。

证明. 令Xt = Z6t+9且Gt = {{i, i+t, i+2t, . . . , i+5t} : 0 ≤ i ≤ t−1}∪{{6t, 6t+1, 6t+

2, . . . , 6t + 8}}。则(Xt,Gt, Ct)是一个组型为6t91的[2, 2]-GDC(6)，其中Ct则是由下列

码字在Z6t+9中按照自同构群G = ⟨(0 1 2 · · · 6t−1)(6t 6t+1 6t+2 6t+3 6t+4 6t+5)

(6t+ 6 6t+ 7 6t+ 8)⟩生成。

t = 6:

⟨0, 22, 13, 29⟩ ⟨0, 34, 21, 38⟩ ⟨0, 16, 19, 37⟩ ⟨0, 36, 5, 15⟩ ⟨0, 43, 17, 31⟩
⟨0, 41, 33, 25⟩ ⟨0, 8, 4, 44⟩ ⟨0, 10, 9, 11⟩

t = 7:

⟨0, 36, 34, 10⟩ ⟨0, 45, 8, 39⟩ ⟨0, 23, 25, 49⟩ ⟨0, 44, 3, 22⟩ ⟨0, 29, 33, 42⟩
⟨0, 48, 38, 1⟩ ⟨0, 24, 41, 12⟩ ⟨0, 11, 20, 26⟩ ⟨0, 5, 46, 32⟩

t = 8:

⟨0, 10, 3, 15⟩ ⟨0, 14, 54, 37⟩ ⟨0, 49, 27, 29⟩ ⟨0, 36, 31, 1⟩ ⟨0, 46, 42, 4⟩
⟨0, 22, 51, 33⟩ ⟨0, 56, 47, 19⟩ ⟨0, 18, 9, 35⟩ ⟨0, 48, 7, 21⟩ ⟨0, 20, 52, 45⟩

引理 4.26：存在组型分别为18461，184121，24461，24491的[2, 2]-GDC(6)。

证明. 对于组型为gum1的[2, 2]-GDC(6)，令X = Zgu+m 且G = {{0, u, 2u, . . . , (g −

1)u}+ i : 0 ≤ i ≤ u− 1} ∪ {{gu, gu+ 1, gu + 2, . . . , gu+m− 1}}。则(X,G, C)是所

需的[2, 2]-GDC(6)，其中C由下列码字在Zgu+m中按照给定的自同构群生成。18461:

G = ⟨(0 1 2 · · · 71)(72 73 74 75 76 77)⟩.

⟨0, 30, 1, 7⟩ ⟨0, 50, 53, 76⟩ ⟨0, 54, 21, 59⟩ ⟨0, 72, 29, 51⟩ ⟨0, 2, 13, 71⟩
⟨0, 66, 17, 35⟩ ⟨0, 58, 31, 33⟩ ⟨0, 77, 37, 63⟩ ⟨0, 26, 9, 19⟩ ⟨0, 10, 25, 67⟩
⟨0, 34, 61, 73⟩
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184121: G = ⟨(0 1 2 · · · 71)(72 73 74 75 76 77) (78 79 80 81 82 83)⟩.

⟨0, 46, 7, 72⟩ ⟨0, 77, 57, 71⟩ ⟨0, 34, 63, 79⟩ ⟨0, 22, 49, 78⟩ ⟨0, 14, 1, 31⟩
⟨0, 18, 23, 61⟩ ⟨0, 42, 39, 45⟩ ⟨0, 82, 21, 67⟩ ⟨0, 83, 9, 11⟩ ⟨0, 70, 51, 73⟩
⟨0, 10, 47, 65⟩ ⟨0, 76, 15, 25⟩ ⟨0, 6, 19, 41⟩

24461: G = ⟨(0 1 2 · · · 95)(96 97 98 99 100 101)⟩.

⟨0, 86, 25, 75⟩ ⟨0, 62, 5, 19⟩ ⟨0, 42, 23, 29⟩ ⟨0, 82, 81, 97⟩ ⟨0, 38, 11, 89⟩
⟨0, 26, 3, 98⟩ ⟨0, 18, 27, 49⟩ ⟨0, 100, 57, 67⟩ ⟨0, 74, 37, 71⟩ ⟨0, 2, 15, 45⟩
⟨0, 30, 21, 47⟩ ⟨0, 101, 63, 65⟩ ⟨0, 46, 41, 79⟩ ⟨0, 6, 7, 61⟩

24491: G = ⟨(0 1 2 · · · 95)(96 97 98)(99 100 101) (103 104 102)⟩.

⟨0, 82, 15, 73⟩ ⟨0, 38, 3, 49⟩ ⟨0, 46, 47, 98⟩ ⟨0, 102, 35, 37⟩ ⟨0, 18, 45, 31⟩
⟨0, 6, 39, 69⟩ ⟨0, 30, 51, 9⟩ ⟨0, 22, 17, 104⟩ ⟨0, 96, 43, 77⟩ ⟨0, 10, 81, 7⟩
⟨0, 26, 19, 25⟩ ⟨0, 34, 23, 101⟩ ⟨0, 99, 53, 79⟩ ⟨0, 2, 57, 67⟩ ⟨0, 54, 41, 59⟩
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5 超单Room方的存在性问题

在第 3章中，一些最优(n, 5, [2, 1, 1])4码可以由一个带有超单性质的n阶Room方

得到。而超单Room方的存在性问题本身也是一个值得研究的问题。在这一章中，

除了两个极小的阶数不能确定，这个问题得到了较好的解决。

5.1 介绍

T. G.Room在1955年发表了一篇文章 [85]，在其中他证明了3阶和5阶Room方不

存在，并构造了一个7阶Room方，后来人们把这种方阵就称为Room方。而实际上，

这种方阵的历史更加久远。早在1850年， Kirkman就给出了一个7阶Room方，并将

其用来解决了著名的“15女生问题”。在后来的时间里，数学家们尝试了用代数、

图论以及组合等方法来研究高阶Room方的存在性。在一个257阶的Room方被证明

存在后 [86] ，v阶Room方的存在性问题最终得到了完全解决。v阶Room方存在的充

要条件为：v是正奇数且v ̸= 3，v ̸= 5。在 [87] 中， Mullin和 Wallis给出了非3阶、

5阶的正奇数阶Room方存在的一个简化证明。

定理 5.1 ( [87])：一个v阶Room方存在当且仅当v是奇数且v ̸= 3，v ̸= 5。

Room方与很多组合结构都有联系。例如，带有特殊性质的Room方曾被用来构

造4-GDD [88]。Room frame，可视为Room方的一种推广，曾被用来构造n阶几乎完

全可分的有向k圈系 [89]和 4-frame [90]。

在这一章中，除了阶数为15和17的超单Room方的存在性未知，将证明所有阶

数大于17的超单Room方均存在。

5.2 与常重复合码的联系

类似于超单Room方的定义，同样可定义超单编码。如果一个编码中的任何两

个码字的支撑集相交不超过两个元素，则称这个编码是超单的。

引理 5.1：一个大小为n(n− 1)/2的最优超单(n, 5, [2, 1, 1])4码等价于一个SSRS(n)。
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证明. 在第 3 章的定理 3.1中，已证明从一个SSRS(n)可以得到一个大小为n(n −

1)/2的最优(n, 5, [2, 1, 1])4码。由超单Room方的定义可以推出所得编码也是超单

的。在下面将证明从一个大小为n(n − 1)/2的最优超单(n, 5, [2, 1, 1])4码可以得到一

个SSRS(n)。

设一个最优超单(n, 5, [2, 1, 1])4码的符号集为S。取一个空的n× n阵列R。对于

最优超单(n, 5, [2, 1, 1])4码中的每个码字⟨i, j, r, c⟩，将元素对{i, j}填入R中的第r行、

第c列的位置(r, c)。这样，R中将有n(n− 1)/2个位置非空，且这些非空位置包含一

个无序对。由于任何两个码字的距离都不小于5，因此S中的元素在每行及每列至

多出现一次，并且每两个元素的无序对在R中也至多出现一次。而由于在R中恰好

有n(n − 1)/2个非空的位置，这样S中的每个元素恰好在每行及每列出现一次，并

且每两个元素的无序对也在R中恰好出现一次。这样就证明了R是一个n阶Room方。

而由编码的超单性的定义可以推出R也是超单的。因此，R是一个SSRS(n)。

以下面这个SSRS(n)存在性的必要条件来结束本节的内容。

引理 5.2：如果一个SSRS(n)存在，则n ≥ 15。

证明. 假设存在一个SSRS(n)，R，其中某一个非空的位置(r, c)中含有元素x1和x2。

由Room方的定义，对于某些待定的x3, x4, . . . , x12值，R中的下列位置一定是非空

的：

1. 位置(r, x3)包含元素c和x4；

2. 位置(c, x5)包含元素r和x6；

3. 位置(x7, r)包含元素c和x8；

4. 位置(x9, c)包含元素r和x10；

5. 位置(x11, x12)包含元素r和c。

连同位置(r, c)，这里一共有6个不同的位置。由SSRS的超单性质知，所有的xi，

1 ≤ i ≤ 12，都不相同，并且都不等于r或者c。因此在这个SSRS的符号集合中，至

少有14个不同的元素，这意味着n ≥ 14。而n是奇数是Room方存在的必要条件，因

此n ≥ 15。
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5.3 准备工作

大部分所需组合结构的定义都可在第 2章中找到，这里就不再重复定义。

下面将给出一些后文中将用到的构造方法。

构造 5.1 ( [103])：假设存在一个{S1, . . . , Sn}-Room frame，并且对于每个1 ≤ i ≤ n，

|Si|+ 1阶Room方均存在。则一个1 +
∑n

i=1 |Si|阶Room方存在。

构造 5.2 ( [103])：假设(X,G,B)是一个GDD，且w时一个赋权函数。对于每个x ∈ X，

令Sx是一个大小为w(x)的集合。假设这些Sx是相互不交的，且对于任意的子

集T ⊂ S，定义ST = ∪x∈TSx。对于任意的区组A ∈ B，设FA 是一个{Sx : x ∈ A}-

Room frame。令F是一个涵盖所有上述FA的阵列。则F是一个{SG : G ∈ G}-Room

frame。

构造 5.3：假设存在一个{S1, . . . , Sn}-Room frame，且一个TD(4,m)存在，则存在一

个{mS1, . . . ,mSn}-Room frame。

在所有上述构造中，如果所有输入设计中的Room frame和Room方都是超单的，

则得到的Room frame及Room方也是超单的。

5.4 SSRS的存在性

5.4.1 直接构造

下面将给出由计算机搜索得到的小阶数的SSRF。具体的构造方式和第 3章中

码字的构造方式类似。在下文中将用向量< i, j, r, c >来表示第r行、第c列中包含元

素i和j。

引理 5.3：对于每一个t ∈ {7, 8, 9}，均存在一个型为4t的SSRF。

证明. 对于每个t ∈ {7, 8, 9}，令Xt = Z4t，且St = {{i, t + i, 2t + i, 3t + i} : i ∈ Zt}，

则通过下列向量循环生成可得到一个型为4t的SSRF，其中St是洞。
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1. t = 7

⟨0, 2, 19, 3⟩ ⟨0, 9, 1, 6⟩ ⟨0, 1, 25, 24⟩ ⟨0, 3, 5, 18⟩ ⟨0, 6, 22, 19⟩
⟨0, 10, 9, 20⟩ ⟨0, 12, 23, 17⟩ ⟨0, 8, 12, 2⟩ ⟨0, 5, 13, 9⟩ ⟨0, 11, 26, 27⟩
⟨0, 4, 10, 12⟩ ⟨0, 13, 3, 11⟩

2. t = 8

⟨0, 12, 1, 2⟩ ⟨0, 4, 3, 30⟩ ⟨0, 1, 18, 5⟩ ⟨0, 3, 5, 20⟩ ⟨0, 2, 22, 15⟩
⟨0, 5, 14, 12⟩ ⟨0, 13, 11, 14⟩ ⟨0, 14, 26, 25⟩ ⟨0, 10, 23, 9⟩ ⟨0, 11, 7, 29⟩
⟨0, 7, 4, 10⟩ ⟨0, 15, 10, 6⟩ ⟨0, 9, 15, 28⟩ ⟨0, 6, 25, 27⟩

3. t = 9

⟨0, 14, 34, 17⟩ ⟨0, 3, 15, 2⟩ ⟨0, 2, 23, 7⟩ ⟨0, 11, 19, 21⟩ ⟨0, 7, 31, 26⟩
⟨0, 10, 26, 6⟩ ⟨0, 8, 33, 22⟩ ⟨0, 1, 4, 25⟩ ⟨0, 12, 22, 23⟩ ⟨0, 5, 6, 20⟩
⟨0, 15, 17, 16⟩ ⟨0, 13, 5, 8⟩ ⟨0, 6, 35, 4⟩ ⟨0, 17, 13, 30⟩ ⟨0, 4, 11, 33⟩
⟨0, 16, 30, 28⟩

引理 5.4：对于每一个t ∈ {5, 6, 7, 8, 9}，均存在一个型为8t的SSRF。

证明. 对于每个t ∈ {5, 6, 7, 8, 9}，令Xt = Z8t，且St = {{i, t+ i, . . . , 7t+ i} : i ∈ Zt}，

则通过下列向量循环生成可得到一个型为8t的SSRF，其中St是洞。

1. t = 5

⟨0, 8, 29, 6⟩ ⟨0, 6, 14, 37⟩ ⟨0, 12, 31, 4⟩ ⟨0, 14, 12, 3⟩ ⟨0, 7, 24, 8⟩
⟨0, 4, 37, 18⟩ ⟨0, 16, 27, 9⟩ ⟨0, 17, 26, 24⟩ ⟨0, 1, 3, 22⟩ ⟨0, 11, 39, 28⟩
⟨0, 2, 6, 13⟩ ⟨0, 3, 16, 19⟩ ⟨0, 13, 7, 39⟩ ⟨0, 19, 1, 2⟩ ⟨0, 9, 32, 36⟩
⟨0, 18, 36, 12⟩

2. t = 6

⟨0, 7, 33, 28⟩ ⟨0, 8, 28, 1⟩ ⟨0, 21, 5, 16⟩ ⟨0, 2, 1, 40⟩ ⟨0, 11, 2, 7⟩
⟨0, 14, 29, 33⟩ ⟨0, 5, 13, 39⟩ ⟨0, 1, 44, 46⟩ ⟨0, 17, 4, 20⟩ ⟨0, 20, 9, 37⟩
⟨0, 22, 25, 26⟩ ⟨0, 10, 41, 25⟩ ⟨0, 3, 19, 5⟩ ⟨0, 15, 7, 14⟩ ⟨0, 4, 21, 13⟩
⟨0, 13, 10, 35⟩ ⟨0, 23, 34, 31⟩ ⟨0, 9, 23, 32⟩ ⟨0, 16, 38, 27⟩ ⟨0, 19, 46, 29⟩

3. t = 7

⟨0, 15, 48, 46⟩ ⟨0, 22, 37, 34⟩ ⟨0, 8, 13, 18⟩ ⟨0, 12, 2, 8⟩ ⟨0, 10, 55, 19⟩
⟨0, 18, 54, 15⟩ ⟨0, 20, 39, 22⟩ ⟨0, 3, 23, 47⟩ ⟨0, 1, 12, 4⟩ ⟨0, 19, 51, 11⟩
⟨0, 23, 50, 24⟩ ⟨0, 17, 18, 6⟩ ⟨0, 6, 16, 39⟩ ⟨0, 2, 6, 40⟩ ⟨0, 16, 38, 29⟩
⟨0, 11, 52, 37⟩ ⟨0, 13, 44, 43⟩ ⟨0, 9, 26, 36⟩ ⟨0, 5, 30, 55⟩ ⟨0, 25, 34, 23⟩
⟨0, 4, 47, 20⟩ ⟨0, 24, 8, 41⟩ ⟨0, 26, 29, 51⟩ ⟨0, 27, 24, 32⟩
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4. t = 8

⟨0, 27, 20, 26⟩ ⟨0, 22, 28, 50⟩ ⟨0, 13, 46, 10⟩ ⟨0, 5, 50, 9⟩ ⟨0, 23, 60, 46⟩
⟨0, 15, 17, 20⟩ ⟨0, 17, 42, 52⟩ ⟨0, 14, 27, 21⟩ ⟨0, 1, 22, 12⟩ ⟨0, 29, 58, 43⟩
⟨0, 21, 30, 59⟩ ⟨0, 26, 38, 15⟩ ⟨0, 18, 59, 60⟩ ⟨0, 7, 4, 25⟩ ⟨0, 12, 19, 45⟩
⟨0, 19, 18, 55⟩ ⟨0, 25, 14, 44⟩ ⟨0, 28, 62, 13⟩ ⟨0, 10, 1, 3⟩ ⟨0, 11, 26, 1⟩
⟨0, 4, 35, 62⟩ ⟨0, 31, 54, 37⟩ ⟨0, 30, 10, 17⟩ ⟨0, 3, 39, 34⟩ ⟨0, 2, 51, 29⟩
⟨0, 20, 3, 22⟩ ⟨0, 9, 52, 39⟩ ⟨0, 6, 11, 47⟩

5. t = 9

⟨0, 3, 34, 23⟩ ⟨0, 17, 42, 66⟩ ⟨0, 29, 50, 4⟩ ⟨0, 33, 52, 67⟩ ⟨0, 25, 22, 15⟩
⟨0, 2, 17, 57⟩ ⟨0, 21, 32, 24⟩ ⟨0, 12, 56, 1⟩ ⟨0, 5, 33, 64⟩ ⟨0, 32, 46, 65⟩
⟨0, 26, 2, 70⟩ ⟨0, 10, 67, 41⟩ ⟨0, 22, 8, 10⟩ ⟨0, 19, 70, 35⟩ ⟨0, 34, 71, 48⟩
⟨0, 35, 3, 42⟩ ⟨0, 24, 12, 53⟩ ⟨0, 4, 59, 30⟩ ⟨0, 14, 30, 25⟩ ⟨0, 23, 62, 19⟩
⟨0, 11, 4, 32⟩ ⟨0, 28, 24, 40⟩ ⟨0, 30, 1, 8⟩ ⟨0, 20, 49, 37⟩ ⟨0, 15, 38, 71⟩
⟨0, 7, 20, 58⟩ ⟨0, 16, 26, 13⟩ ⟨0, 13, 5, 52⟩ ⟨0, 31, 66, 2⟩ ⟨0, 8, 61, 46⟩
⟨0, 6, 47, 28⟩ ⟨0, 1, 7, 6⟩

引理 5.5：存在一个型为4821的SSRF。

证明. 令X = Z32 ∪ {a, b}，且S = {{i, 8 + i, 16 + i, 24 + i} : i ∈ Z8} ∪ {{a, b}}，则

通过下列向量以步长为2半循环生成可得到一个型为4821的SSRF，其中St是洞，

点{a, b}保持不动。

⟨1, 27, 14, 18⟩ ⟨0, 15, 20, 18⟩ ⟨0, 12, 13, 14⟩ ⟨0, 5, a, 12⟩ ⟨0, 1, 23, 28⟩
⟨0, 7, 14, 5⟩ ⟨1, 13, 19, 23⟩ ⟨1, 11, 15, 12⟩ ⟨0, 10, 9, 4⟩ ⟨0, 23, 11, 17⟩
⟨0, 28, 25, 27⟩ ⟨0, 14, 4, 1⟩ ⟨0, 27, 7, 10⟩ ⟨0, 2, 5, 15⟩ ⟨1, 15, 18, 21⟩
⟨0, 17, 27, 21⟩ ⟨0, 31, b, 20⟩ ⟨0, 26, 12, 29⟩ ⟨b, 1, 27, 26⟩ ⟨1, 31, 10, 30⟩
⟨0, 21, 19, 7⟩ ⟨0, 19, 10, b⟩ ⟨0, 11, 26, 25⟩ ⟨1, 29, 28, 6⟩ ⟨0, 25, 21, 6⟩
⟨0, 9, 6, 11⟩ ⟨0, 29, 30, 9⟩ ⟨a, 1, 22, 29⟩ ⟨0, 13, 15, a⟩ ⟨a, 0, 17, 30⟩
⟨0, 3, 28, 22⟩ ⟨b, 0, 2, 23⟩

引理 5.6：对于每一个t ∈ {6, 7}，均存在一个型为4t61的SSRF。

证明. 对于每个t ∈ {6, 7}，令Xt = Z4t ∪ {a, b, c, d, e, f}，且St = {{i, t + i, 2t +

i, 3t + i} : i ∈ Zt} ∪ {{a, b, c, d, e, f}}，则通过下列向量循环生成可得到一个型

为4t61的SSRF，其中St是洞，点{a, b, c, d, e, f}保持不动。
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1. t = 6

⟨0, 10, 20, 19⟩ ⟨0, 22, 7, 21⟩ ⟨0, 21, 14, f⟩ ⟨d, 0, 15, 4⟩ ⟨0, 9, 1, a⟩
⟨0, 23, 13, e⟩ ⟨0, 15, c, 10⟩ ⟨a, 0, 2, 17⟩ ⟨0, 5, d, 7⟩ ⟨f, 1, 14, 9⟩
⟨0, 7, e, 16⟩ ⟨1, 9, 5, 22⟩ ⟨1, 23, 9, 4⟩ ⟨c, 1, 2, 0⟩ ⟨0, 8, 11, 22⟩
⟨c, 0, 21, 13⟩ ⟨1, 11, 8, 18⟩ ⟨0, 19, 22, d⟩ ⟨0, 4, 8, 5⟩ ⟨f, 0, 23, 20⟩
⟨a, 1, 23, 2⟩ ⟨0, 1, b, 11⟩ ⟨0, 13, a, 3⟩ ⟨d, 1, 12, 5⟩ ⟨0, 11, 16, c⟩
⟨b, 1, 10, 17⟩ ⟨0, 17, f, 15⟩ ⟨e, 0, 19, 2⟩ ⟨0, 3, 5, b⟩ ⟨e, 1, 16, 21⟩
⟨1, 5, 0, 16⟩ ⟨b, 0, 17, 8⟩

2. t = 7

⟨0, 22, 25, 16⟩ ⟨1, 21, 19, 16⟩ ⟨d, 1, 17, 25⟩ ⟨0, 27, d, 18⟩ ⟨0, 26, 18, 13⟩
⟨0, 23, c, 20⟩ ⟨c, 1, 20, 18⟩ ⟨1, 27, 21, 11⟩ ⟨0, 19, 24, b⟩ ⟨0, 24, 26, 1⟩
⟨0, 25, f, 6⟩ ⟨e, 1, 3, 19⟩ ⟨c, 0, 13, 25⟩ ⟨0, 11, 6, d⟩ ⟨0, 10, 1, 27⟩
⟨f, 0, 5, 10⟩ ⟨1, 23, 7, 6⟩ ⟨0, 15, 16, f⟩ ⟨a, 0, 23, 26⟩ ⟨f, 1, 0, 9⟩
⟨0, 9, b, 8⟩ ⟨e, 0, 8, 2⟩ ⟨0, 1, 12, c⟩ ⟨a, 1, 18, 17⟩ ⟨1, 19, 4, 23⟩
⟨0, 5, 15, a⟩ ⟨1, 5, 9, 3⟩ ⟨d, 0, 4, 12⟩ ⟨0, 3, 27, e⟩ ⟨1, 17, 26, 2⟩
⟨0, 16, 10, 11⟩ ⟨0, 13, e, 19⟩ ⟨b, 1, 16, 4⟩ ⟨0, 8, 17, 4⟩ ⟨0, 17, a, 9⟩
⟨b, 0, 11, 3⟩

引理 5.7：对于每一个t ∈ {5, 6}，均存在一个型为8t21的SSRF。

证明. 对于每个t ∈ {5, 6}，令X = Z8t ∪ {a, b}，且St = {{i, t+ i, 2t+ i, . . . , 7t+ i} :

i ∈ Zt}∪{{a, b}}，则通过下列向量循环生成可得到一个型为8t21的SSRF，其中St是

洞，点{a, b}保持不动。

1. t = 5

⟨0, 29, 26, 38⟩ ⟨1, 3, 2, 5⟩ ⟨1, 7, 19, 25⟩ ⟨0, 13, 4, 12⟩ ⟨1, 5, 29, 12⟩
⟨0, 32, 38, 34⟩ ⟨a, 1, 5, 33⟩ ⟨1, 9, 18, 22⟩ ⟨0, 22, 9, 31⟩ ⟨0, 26, 19, 37⟩
⟨1, 27, 34, 15⟩ ⟨0, 31, 7, 8⟩ ⟨0, 38, 22, 1⟩ ⟨1, 23, 12, 39⟩ ⟨1, 13, 39, 2⟩
⟨0, 23, 36, 29⟩ ⟨0, 9, 1, 17⟩ ⟨1, 17, 20, 4⟩ ⟨0, 36, 12, 28⟩ ⟨0, 6, 14, 27⟩
⟨0, 21, 29, 18⟩ ⟨0, 19, 2, a⟩ ⟨0, 33, b, 24⟩ ⟨0, 24, 18, 6⟩ ⟨0, 1, 37, 23⟩
⟨a, 0, 32, 14⟩ ⟨0, 28, 11, 4⟩ ⟨0, 27, 21, 13⟩ ⟨1, 38, 15, 24⟩ ⟨0, 7, 28, 19⟩
⟨0, 17, 39, 36⟩ ⟨0, 37, 3, b⟩ ⟨0, 39, a, 33⟩ ⟨0, 11, 13, 7⟩ ⟨b, 0, 31, 39⟩
⟨b, 1, 28, 34⟩
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2. t = 6

⟨a, 0, 13, 33⟩ ⟨0, 41, 31, 4⟩ ⟨b, 1, 22, 9⟩ ⟨0, 34, 41, 15⟩ ⟨a, 1, 34, 14⟩
⟨0, 7, 16, 41⟩ ⟨0, 46, 26, 9⟩ ⟨0, 25, 4, a⟩ ⟨1, 23, 20, 33⟩ ⟨0, 37, 35, 3⟩
⟨0, 27, 47, 34⟩ ⟨0, 39, 1, 38⟩ ⟨0, 40, 2, 5⟩ ⟨0, 22, 44, 23⟩ ⟨0, 19, 5, 39⟩
⟨1, 36, 15, 16⟩ ⟨0, 10, 39, 47⟩ ⟨0, 9, b, 25⟩ ⟨0, 35, 19, 44⟩ ⟨1, 39, 2, 18⟩
⟨0, 31, 33, 35⟩ ⟨0, 47, 14, 21⟩ ⟨0, 1, 8, 45⟩ ⟨1, 47, 42, 38⟩ ⟨1, 41, 6, 46⟩
⟨0, 29, 32, 22⟩ ⟨0, 3, 40, 31⟩ ⟨0, 15, 37, 17⟩ ⟨0, 5, 34, 43⟩ ⟨0, 43, a, 26⟩
⟨0, 11, 46, b⟩ ⟨0, 44, 17, 16⟩ ⟨b, 0, 3, 32⟩ ⟨0, 45, 20, 46⟩ ⟨0, 16, 25, 8⟩
⟨1, 15, 40, 41⟩ ⟨0, 23, 15, 10⟩ ⟨1, 5, 9, 26⟩ ⟨0, 28, 23, 7⟩ ⟨0, 17, 45, 2⟩
⟨0, 33, 11, 14⟩ ⟨1, 29, 45, 24⟩ ⟨1, 33, 32, 4⟩ ⟨0, 21, 38, 19⟩

引理 5.8：对于每一个t ∈ {4, 5, 6}，均存在一个型为8t41的SSRF。

证明. 对于每个t ∈ {4, 5, 6}，令Xt = Z8t∪{a, b, c, d}，且St = {{i, t+i, 2t+i, . . . , 7t+

i} : i ∈ Zt} ∪ {{a, b, c, d}}，则通过下列向量循环生成可得到一个型为8t41的SSRF，

其中St是洞，点{a, b, c, d}保持不动。

1. t = 4

⟨0, 31, d, 17⟩ ⟨0, 15, a, 30⟩ ⟨0, 21, 10, 27⟩ ⟨d, 1, 27, 14⟩ ⟨0, 17, 15, 6⟩
⟨0, 27, 2, 5⟩ ⟨0, 3, 5, c⟩ ⟨0, 25, 11, 10⟩ ⟨0, 19, 25, 26⟩ ⟨0, 7, c, 18⟩
⟨0, 6, 27, 13⟩ ⟨a, 1, 28, 3⟩ ⟨0, 5, 22, 31⟩ ⟨c, 1, 24, 23⟩ ⟨0, 13, 26, a⟩
⟨0, 18, 3, 9⟩ ⟨0, 10, 7, 29⟩ ⟨0, 23, b, 21⟩ ⟨d, 0, 14, 25⟩ ⟨0, 9, 19, 2⟩
⟨1, 11, 12, 30⟩ ⟨1, 3, 6, 4⟩ ⟨0, 30, 31, 1⟩ ⟨c, 0, 13, 22⟩ ⟨1, 19, 16, 10⟩
⟨0, 11, 30, b⟩ ⟨a, 0, 9, 14⟩ ⟨0, 1, 23, d⟩ ⟨b, 1, 15, 28⟩ ⟨1, 27, 26, 0⟩
⟨0, 29, 6, 11⟩ ⟨b, 0, 18, 15⟩

2. t = 5

⟨1, 35, 23, 14⟩ ⟨0, 29, 28, 1⟩ ⟨0, 23, 27, 6⟩ ⟨0, 7, 8, b⟩ ⟨1, 27, 35, 34⟩
⟨0, 14, 38, 12⟩ ⟨0, 19, 31, a⟩ ⟨1, 9, 27, 30⟩ ⟨0, 39, d, 2⟩ ⟨c, 0, 29, 16⟩
⟨0, 31, 22, 13⟩ ⟨d, 1, 39, 15⟩ ⟨0, 6, 13, 34⟩ ⟨0, 1, 37, 3⟩ ⟨b, 1, 15, 19⟩
⟨0, 21, 23, 32⟩ ⟨0, 12, 4, 31⟩ ⟨0, 27, 16, d⟩ ⟨0, 3, 9, 11⟩ ⟨c, 1, 18, 27⟩
⟨0, 22, 39, 21⟩ ⟨0, 8, 11, 22⟩ ⟨d, 0, 12, 18⟩ ⟨a, 0, 1, 24⟩ ⟨0, 33, 36, c⟩
⟨0, 24, 18, 7⟩ ⟨1, 37, 24, 28⟩ ⟨1, 13, 34, 10⟩ ⟨1, 39, 8, 0⟩ ⟨0, 2, 21, 29⟩
⟨1, 23, 20, 39⟩ ⟨b, 0, 14, 36⟩ ⟨0, 11, c, 17⟩ ⟨0, 17, b, 9⟩ ⟨a, 1, 12, 35⟩
⟨1, 25, 17, 29⟩ ⟨0, 9, 33, 26⟩ ⟨0, 13, 26, 37⟩ ⟨0, 36, 2, 4⟩ ⟨0, 37, a, 33⟩
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3. t = 6

⟨0, 28, 17, 15⟩ ⟨0, 2, 35, 10⟩ ⟨b, 0, 3, 43⟩ ⟨0, 9, 8, 29⟩ ⟨1, 32, 24, 39⟩
⟨0, 15, 16, 23⟩ ⟨0, 7, 9, 2⟩ ⟨0, 27, 46, 1⟩ ⟨0, 8, 39, 34⟩ ⟨0, 38, 28, 47⟩
⟨0, 21, 32, 46⟩ ⟨0, 3, 20, 22⟩ ⟨0, 1, d, 33⟩ ⟨c, 1, 10, 14⟩ ⟨1, 33, 6, 34⟩
⟨0, 39, 43, 14⟩ ⟨0, 43, c, 16⟩ ⟨0, 29, b, 31⟩ ⟨0, 31, 10, c⟩ ⟨1, 47, 30, 15⟩
⟨1, 21, 34, 18⟩ ⟨1, 15, 35, 8⟩ ⟨a, 0, 47, 44⟩ ⟨d, 1, 15, 11⟩ ⟨1, 27, 11, 16⟩
⟨0, 33, 23, 25⟩ ⟨0, 5, 45, d⟩ ⟨0, 25, 14, 11⟩ ⟨0, 16, 21, 20⟩ ⟨0, 47, 2, b⟩
⟨1, 45, 42, 32⟩ ⟨0, 26, 7, 39⟩ ⟨d, 0, 34, 32⟩ ⟨a, 1, 16, 47⟩ ⟨0, 4, 26, 21⟩
⟨0, 35, 13, 40⟩ ⟨1, 26, 45, 5⟩ ⟨c, 0, 41, 3⟩ ⟨1, 39, 47, 0⟩ ⟨1, 36, 40, 29⟩
⟨0, 14, 15, 19⟩ ⟨0, 45, 25, a⟩ ⟨1, 9, 44, 12⟩ ⟨0, 41, a, 37⟩ ⟨0, 37, 11, 28⟩
⟨0, 11, 27, 38⟩ ⟨0, 19, 44, 45⟩ ⟨b, 1, 8, 30⟩

引理 5.9：对于每一个t ∈ {4, 5, 6}，均存在一个型为8t61的SSRF。

证明. 对于每个t ∈ {4, 5, 6}，令Xt = Z8t ∪ {a, b, c, d, e, f}，且St = {{i, t + i, 2t +

i, . . . , 7t + i} : i ∈ Zt} ∪ {{a, b, c, d, e, f}}，则通过下列向量循环生成可得到一个型

为8t61的SSRF，其中St是洞，点{a, b, c, d, e, f}保持不动。

1. t = 4

⟨f, 0, 2, 27⟩ ⟨0, 30, 17, 19⟩ ⟨d, 1, 15, 20⟩ ⟨0, 11, 29, f⟩ ⟨1, 15, 26, 0⟩
⟨0, 6, 1, 31⟩ ⟨f, 1, 7, 16⟩ ⟨0, 27, 5, c⟩ ⟨0, 17, 6, d⟩ ⟨0, 21, 23, 18⟩
⟨0, 9, 14, a⟩ ⟨0, 25, 10, 15⟩ ⟨0, 3, a, 29⟩ ⟨1, 3, 0, 10⟩ ⟨0, 31, 21, 10⟩
⟨0, 19, 26, e⟩ ⟨0, 29, c, 22⟩ ⟨e, 0, 30, 1⟩ ⟨d, 0, 18, 9⟩ ⟨1, 27, 28, 22⟩
⟨0, 22, 31, 13⟩ ⟨1, 23, 14, 4⟩ ⟨c, 0, 15, 14⟩ ⟨0, 5, f, 7⟩ ⟨0, 13, b, 11⟩
⟨0, 1, d, 2⟩ ⟨a, 0, 11, 30⟩ ⟨0, 15, 13, 6⟩ ⟨0, 18, 25, 3⟩ ⟨c, 1, 20, 7⟩
⟨a, 1, 10, 11⟩ ⟨0, 23, e, 5⟩ ⟨0, 7, 22, b⟩ ⟨e, 1, 27, 6⟩ ⟨b, 1, 4, 19⟩
⟨b, 0, 3, 26⟩

2. t = 5

⟨1, 9, 10, 22⟩ ⟨1, 30, 27, 18⟩ ⟨0, 16, 38, 34⟩ ⟨f, 0, 36, 24⟩ ⟨e, 0, 16, 33⟩
⟨1, 5, 34, 12⟩ ⟨0, 31, d, 37⟩ ⟨a, 0, 18, 27⟩ ⟨c, 0, 7, 16⟩ ⟨1, 27, 24, 10⟩
⟨1, 39, 5, 32⟩ ⟨0, 37, 24, 13⟩ ⟨d, 0, 4, 12⟩ ⟨0, 17, b, 11⟩ ⟨0, 27, e, 6⟩
⟨0, 1, 23, b⟩ ⟨1, 17, 35, 29⟩ ⟨0, 36, 13, 19⟩ ⟨0, 39, a, 17⟩ ⟨f, 1, 13, 9⟩
⟨1, 29, 8, 15⟩ ⟨0, 8, 27, 39⟩ ⟨d, 1, 17, 5⟩ ⟨a, 1, 29, 28⟩ ⟨0, 26, 14, 8⟩
⟨1, 7, 15, 39⟩ ⟨0, 33, 31, a⟩ ⟨0, 9, 1, c⟩ ⟨0, 28, 9, 26⟩ ⟨0, 38, 6, 7⟩
⟨0, 3, c, 32⟩ ⟨0, 19, f, 1⟩ ⟨0, 18, 29, 21⟩ ⟨0, 21, 2, d⟩ ⟨1, 28, 0, 2⟩
⟨c, 1, 18, 37⟩ ⟨b, 1, 25, 4⟩ ⟨1, 23, 14, 25⟩ ⟨0, 7, 3, 4⟩ ⟨0, 6, 39, 2⟩
⟨0, 23, 34, f⟩ ⟨b, 0, 26, 29⟩ ⟨0, 29, 32, e⟩ ⟨e, 1, 3, 0⟩
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3. t = 6

⟨0, 10, 2, 37⟩ ⟨0, 16, 43, 39⟩ ⟨e, 0, 35, 16⟩ ⟨0, 21, 1, 5⟩ ⟨0, 47, b, 10⟩
⟨d, 0, 13, 45⟩ ⟨0, 27, 44, b⟩ ⟨c, 0, 23, 15⟩ ⟨0, 29, 39, c⟩ ⟨0, 45, 31, a⟩
⟨d, 1, 46, 18⟩ ⟨0, 31, 3, 40⟩ ⟨0, 23, 4, f⟩ ⟨0, 17, 15, 2⟩ ⟨0, 28, 9, 11⟩
⟨0, 9, 46, e⟩ ⟨c, 1, 22, 24⟩ ⟨a, 0, 10, 33⟩ ⟨e, 1, 0, 45⟩ ⟨f, 1, 17, 3⟩
⟨1, 39, 44, 4⟩ ⟨0, 19, d, 38⟩ ⟨0, 3, a, 7⟩ ⟨b, 0, 17, 43⟩ ⟨0, 5, 14, 3⟩
⟨1, 15, 41, 36⟩ ⟨0, 39, 5, 22⟩ ⟨1, 17, 28, 39⟩ ⟨0, 33, 37, d⟩ ⟨0, 35, 22, 13⟩
⟨0, 8, 41, 4⟩ ⟨f, 0, 32, 46⟩ ⟨0, 2, 47, 19⟩ ⟨0, 14, 34, 1⟩ ⟨0, 37, c, 9⟩
⟨0, 13, f, 8⟩ ⟨1, 29, 3, 8⟩ ⟨1, 8, 33, 42⟩ ⟨1, 3, 4, 0⟩ ⟨a, 1, 39, 30⟩
⟨0, 7, e, 41⟩ ⟨0, 1, 26, 29⟩ ⟨0, 44, 7, 28⟩ ⟨1, 5, 20, 6⟩ ⟨1, 38, 9, 16⟩
⟨0, 15, 8, 25⟩ ⟨1, 23, 14, 15⟩ ⟨0, 43, 28, 20⟩ ⟨b, 1, 8, 40⟩ ⟨1, 9, 32, 17⟩
⟨0, 25, 21, 14⟩ ⟨0, 22, 38, 21⟩

引理 5.10：存在一个型为86101的SSRF。

证明. 令X = Z48 ∪ {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j}，且S = {{i, 6 + i, 12 + i, . . . , 42 + i} : i ∈

Z6} ∪ {{a, b, c, d, e, f, g, h, i, j}}，则通过下列向量以步长为2半循环生成可得到一个

型为86101的SSRF，其中St是洞，点{a, b, c, d, e, f, g, h, i, j}保持不动。

⟨0, 1, 9, 40⟩ ⟨0, 46, 5, 20⟩ ⟨0, 3, a, 4⟩ ⟨0, 15, 13, a⟩ ⟨0, 44, 4, 41⟩
⟨0, 9, b, 13⟩ ⟨0, 11, 10, b⟩ ⟨c, 0, 25, 21⟩ ⟨f, 0, 34, 44⟩ ⟨0, 33, c, 1⟩
⟨d, 0, 39, 47⟩ ⟨e, 0, 37, 26⟩ ⟨0, 17, d, 14⟩ ⟨g, 1, 38, 3⟩ ⟨1, 29, 12, 15⟩
⟨0, 21, e, 29⟩ ⟨j, 1, 8, 30⟩ ⟨a, 0, 16, 9⟩ ⟨h, 1, 34, 45⟩ ⟨0, 25, f, 2⟩
⟨g, 0, 19, 16⟩ ⟨0, 22, 44, 17⟩ ⟨0, 47, g, 37⟩ ⟨0, 31, 46, g⟩ ⟨0, 37, 38, h⟩
⟨0, 7, 33, 10⟩ ⟨0, 19, 15, d⟩ ⟨e, 1, 42, 47⟩ ⟨0, 27, 31, f⟩ ⟨h, 0, 35, 34⟩
⟨1, 3, 35, 10⟩ ⟨d, 1, 14, 12⟩ ⟨0, 29, i, 3⟩ ⟨0, 5, h, 25⟩ ⟨f, 1, 39, 41⟩
⟨j, 0, 29, 33⟩ ⟨c, 1, 22, 18⟩ ⟨0, 43, j, 23⟩ ⟨0, 45, 47, j⟩ ⟨0, 40, 32, 31⟩
⟨0, 23, 20, e⟩ ⟨1, 5, 21, 0⟩ ⟨1, 9, 23, 42⟩ ⟨1, 11, 30, 16⟩ ⟨1, 33, 24, 11⟩
⟨0, 41, 2, c⟩ ⟨0, 35, 27, 8⟩ ⟨0, 32, 43, 11⟩ ⟨i, 1, 44, 28⟩ ⟨a, 1, 29, 32⟩

⟨0, 13, 23, 32⟩ ⟨1, 15, 18, 38⟩ ⟨0, 28, 1, 15⟩ ⟨0, 34, 14, 5⟩ ⟨b, 1, 26, 33⟩
⟨0, 39, 26, i⟩ ⟨0, 38, 41, 28⟩ ⟨1, 23, 28, 36⟩ ⟨i, 0, 17, 7⟩ ⟨b, 0, 45, 46⟩

下面将用强starter来构造小阶数的SSRS。starter的定义读者可参考第 2章中的

定义。

下列每个构造中的强starter将分为两个部分P和R。P中的每个元素对将乘

以mi，其中0 ≤ i ≤ s − 1，来生产s个元素对。而R中包含了剩下的元素对。这样，

下文仅列出每个starter所对应的n, m, s, P 和R。在某些时候，R可能为空，将被省

略。
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引理 5.11：对于每个n ∈ {81, 91, 97, 101, 105, 113, 117, 119, 129, 135, 137, 143, 165, 167,

171, 173, 177, 213}，都存在一个SSRS(n)。

证明. 1. n = 81, m = 2, s = 6,

P : {6, 20}, {9, 32}, {23, 28}, {70, 78}, {17, 41}
R : {3, 21}, {10, 19}, {14, 50}, {25, 51}, {27, 39}, {35, 38}, {42, 71}, {49, 76},

{54, 60}, {61, 65}

2. n = 91, m = 11, s = 5,

P : {5, 36}, {75, 80}, {47, 68}, {2, 29}, {70, 81}, {27, 43}
R : {1, 14}, {8, 26}, {11, 37}, {13, 17}, {21, 65}, {30, 63}, {31, 87}, {33, 84},

{35, 78}, {39, 56}, {44, 90}, {49, 88}, {52, 53}, {57, 86}, {58, 73}

3. n = 97, m = 4, s = 12,

P : {1, 3}, {13, 94}, {28, 96}, {69, 84}

4. n = 101, m = 2, s = 10,

P : {22, 71}, {31, 85}, {16, 96}, {5, 30}, {70, 79}

5. n = 105, m = 17, s = 6,

P : {1, 3}, {2, 6}, {5, 41}, {13, 95}, {23, 69}
R : {28, 88}, {63, 90}, {15, 81}, {48, 99}, {9, 49}, {35, 98}, {12, 42}, {26, 75},

{16, 21}, {64, 84}, {68, 103}, {71, 104}, {38, 44}, {30, 58}, {45, 52},
{62, 87}, {4, 14}, {7, 97}, {22, 77}, {56, 59}, {60, 74}, {70, 91}

6. n = 113, m = 2, s = 14,

P : {1, 3}, {18, 43}, {70, 110}, {95, 112}

7. n = 117, m = 7, s = 9,

P : {1, 3}, {2, 6}, {4, 27}, {8, 59}
R : {51, 68}, {16, 55}, {73, 102}, {34, 58}, {24, 78}, {13, 100}, {54, 99},

{46, 80}, {31, 67}, {65, 106}, {88, 115}, {40, 95}, {87, 108}, {12, 116},
{43, 52}, {17, 103}, {29, 82}, {86, 104}, {39, 91}, {19, 110}, {26, 84},
{92, 112}
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8. n = 119, m = 2, s = 6,

P : {1, 3}, {5, 14}, {9, 19}, {11, 35}, {27, 53}, {37, 111}
R : {98, 115}, {71, 78}, {39, 90}, {99, 118}, {59, 102}, {52, 85}, {73, 95},

{69, 107}, {34, 62}, {63, 68}, {23, 86}, {46, 60}, {79, 100}, {26, 61},
{45, 94}, {104, 117}, {47, 89}, {51, 82}, {43, 77}, {7, 64}, {65, 109},
{81, 92}, {17, 83}

9. n = 129, m = 5, s = 8,

P : {12, 92}, {11, 37}, {31, 65}, {35, 120}, {49, 103}, {3, 30}
R : {6, 80}, {13, 28}, {14, 70}, {16, 24}, {23, 59}, {27, 58}, {32, 89}, {39, 97},

{43, 94}, {66, 98}, {68, 71}, {72, 115}, {82, 99}, {83, 123}, {86, 108},
{102, 121}

10. n = 135, m = 2, s = 8,

P : {1, 3}, {5, 26}, {7, 33}, {23, 118}, {31, 125}
R : {18, 74}, {29, 75}, {59, 79}, {30, 97}, {36, 126}, {27, 51}, {42, 60},

{38, 99}, {17, 116}, {34, 83}, {78, 93}, {72, 102}, {68, 77}, {45, 120},
{63, 117}, {41, 69}, {21, 58}, {65, 108}, {82, 130}, {15, 54}, {9, 81},
{13, 121}, {19, 76}, {84, 107}, {105, 106}, {90, 103}, {37, 71}

11. n = 137, m = 4, s = 17,

P : {1, 3}, {5, 109}, {28, 134}, {132, 136}

12. n = 143, m = 7, s = 9,

P : {13, 107}, {106, 129}, {77, 136}, {53, 63}, {71, 108}, {75, 90}
R : {2, 14}, {5, 44}, {6, 97}, {8, 51}, {9, 22}, {11, 74}, {28, 35}, {31, 133},

{37, 102}, {42, 141}, {56, 89}, {73, 139}, {82, 104}, {83, 138}, {87, 98},
{116, 142}, {114, 115}

13. n = 165, m = 7, s = 5,

P : {1, 3}, {2, 5}, {4, 10}, {6, 18}, {8, 12}, {9, 16}, {15, 23}, {19, 29},
{32, 92}, {36, 148}

R : {25, 96}, {119, 139}, {100, 155}, {71, 154}, {76, 140}, {50, 142}, {44, 151},
{11, 48}, {99, 110}, {61, 115}, {33, 55}, {74, 163}, {95, 143}, {24, 89},
{127, 152}, {20, 97}, {66, 135}, {54, 120}, {37, 116}, {40, 158}, {77, 123},
{58, 90}, {81, 121}, {27, 60}, {22, 72}, {64, 88}, {131, 150}, {73, 132},
{118, 162}, {67, 94}, {128, 144}, {145, 146}

14. n = 167, m = 2, s = 83,

P : {1, 5}
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15. n = 171, m = 17, s = 6,

P : {25, 148}, {110, 145}, {48, 165}, {138, 142}, {111, 163}, {61, 108},
{63, 85}, {125, 167}

R : {109, 136}, {3, 72}, {57, 97}, {95, 120}, {34, 129}, {55, 79}, {54, 146},
{114, 157}, {5, 140}, {29, 141}, {104, 168}, {1, 134}, {30, 121}, {27, 128},
{37, 56}, {76, 131}, {89, 133}, {33, 40}, {17, 113}, {99, 127}, {12, 58},
{19, 107}, {8, 117}, {65, 159}, {98, 151}, {118, 124}, {51, 68}, {86, 94},
{46, 144}, {67, 139}, {93, 130}, {38, 143}, {59, 116}, {4, 152}, {42, 91},
{2, 88}, {80, 158}

16. n = 173, m = 6, s = 43,

P : {1, 3}, {2, 15}

17. n = 177, m = 4, s = 8,

P : {109, 133}, {128, 153}, {38, 71}, {58, 110}, {100, 114}, {111, 150},
{47, 135}, {63, 169}

R : {2, 15}, {8, 31}, {10, 89}, {13, 104}, {29, 67}, {32, 66}, {35, 117},
{37, 129}, {40, 163}, {41, 143}, {52, 61}, {53, 162}, {59, 121},
{62, 166}, {80, 116}, {87, 146}, {91, 155}, {118, 160}, {124, 164},
{130, 171}, {165, 175}, {60, 140}, {125, 142}, {148, 174}

18. n = 213, m = 2, s = 9,

P : {46, 77}, {143, 192}, {21, 114}, {65, 102}, {104, 156}, {128, 200},
{19, 122}, {160, 181}, {36, 37}

R : {6, 44}, {7, 48}, {9, 28}, {11, 71}, {12, 88}, {14, 96}, {17, 78}, {202, 211},
{18, 201}, {22, 68}, {23, 52}, {24, 145}, {34, 125}, {39, 110}, {55, 157},
{56, 142}, {59, 117}, {101, 189}, {111, 207}, {112, 209}, {118, 136},
{169, 205}, {197, 210}, {139, 165}, {176, 191}

引理 5.12：对于每个n ∈ {19, 21, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 35, 37, 39, 41, 43, 45, 47, 49, 51, 53,

55, 57, 59, 61, 63, 65, 67, 69, 71, 73, 75, 77, 79, 83, 85, 87, 89, 93, 95, 99, 103, 107, 109, 111,

123, 125, 127, 131, 133}，都存在一个SSRS(n)。

证明. 见第 3章的定理 3.9。

5.4.2 递归构造

引理 5.13：对于每个n ∈ {115, 121, 139, 141, 145, 163, 169, 175, 179, 215, 217, 251}，

都存在一个SSRS(n)。
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证明. 对于每个n ∈ {115, 139, 163}，取一个型为8t61的SSRF（见引理 5.9），其

中t ∈ {4, 5, 6}。利用一个TD(4, 3)，应用构造 5.3可得一个型为24t181的SSRF。

将SSRS(19)和SSRS(25)作为输入设计，应用构造 5.1，可得到一个SSRS(n)，其

中n = 24t+ 19。

对于每个n ∈ {121, 145, 169, 217}，取一个型为8t的SSRF（见引理 5.4），其

中t ∈ {5, 6, 7, 9}。利用一个TD(4, 3)，应用构造 5.3可得一个型为24t的SSRF。

将SSRS(25)作为输入设计，应用构造 5.1，可得到一个SSRS(n)，其中n = 24t+1。

对于n = 141，取一个型为47的SSRF（见引理 5.3）。利用一个TD(4, 5)，应用构

造 5.3可得到一个型为207的SSRF。将SSRS(21)作为输入设计，应用构造 5.1，可得

到一个SSRS(141)。

对于n = 175，取一个型为86101的SSRF（见引理 5.10）。利用一个TD(4, 3)，应

用构造 5.3可得到一个型为246301的SSRF。将SSRS(25)和SSRS(31)作为输入设计，

应用构造 5.1，可得到一个SSRS(175)。

对于n = 179，取一个组型为46的5-GDD（见引理 2.7）。应用构造 5.2，对这个

设计的前5组中的所有点赋权为8，对最后一个组中的3个点赋权为4，并对最后一个

组中剩下的点赋权为6。所需的输入设计是型分别为8441以及8461的SSRF（见引理

5.8和 5.9）。这样得到一个型为325181的SSRF。将SSRS(19)和SSRS(33)作为输入设

计，应用构造 5.1，可得到一个SSRS(179)。

对于n = 215，取一个组TD(8, 7)（见引理 2.8）。应用构造 5.2，对这个设计的

前7组中的所有点赋权为4，对最后一个组中的3个点赋权为6，剩下的全部点赋权

为0。所需的输入设计是型分别为47以及4761的SSRF（见引理 5.3和 5.6）。这样得

到一个型为287181的SSRF。将SSRS(19)和SSRS(29)作为输入设计，应用构造 5.1，

可得到一个SSRS(215)。

对于n = 251，取一个组TD(8, 8)（见引理 2.8）。应用构造 5.2，对这个设

计的前7组中的所有点以及最后一个组中的2个点赋权为4，对最后一个组

中的另外3个点赋权为6，剩下的全部点赋权为0。所需的输入设计是型分别

为47，48以及4761的SSRF（见引理 5.3和 5.6）。这样得到一个型为327261的SSRF。

将SSRS(27)和SSRS(33)作为输入设计，应用构造 5.1，可得到一个SSRS(251)。
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引理 5.14：对于每个奇数n，且n ∈ [147, 161] ∪ [181, 321] \ {213, 215, 217, 251}，都

存在一个SSRS(n)。

证明. 取一个TD(5, t)（见引理 2.8），其中t ∈ {4, 5, 7, 8}。应用构造 5.2，对这个设

计的前4组中的所有点以及最后一个组中的x个点赋权为8，对最后一个组中的另

外y个点赋权为4，对最后一个组中剩下的点赋权为6。其中要求8x + 4y + 6z ≥ 18。

所需的输入设计是型分别为8441，8461以及85的SSRF（见引理 5.8， 5.9和 5.4）。

这样得到一个型为(8t)4(8x+ 4y + 6z)1的SSRF。将SSRS(8t + 1)和SSRS(8x + 4y +

6z + 1)作为输入设计，应用构造 5.1，可得到一个SSRS(32t + 8x + 4y + 6z + 1)。

其中max{18, 4t} ≤ 8x + 4y + 6z ≤ 8t。当t ∈ {4, 5, 7, 8}，对于每个奇数n，且n ∈

[147, 161] ∪ [181, 201] ∪ [253, 281] ∪ [289, 321]，都可以得到一个SSRS(n)。

取一个TD(6, 5)（见引理 2.8）。应用构造 5.2，对这个设计的前5组中的所有

点以及最后一个组中的a个点赋权为8，对最后一个组中的另外b个点赋权为2，

对最后一个组中c个点赋权为4，对最后一个组中d个点赋权为6。剩下的全部

点赋权为0。其中要求8a + 2b + 4c + 6d ≥ 18。所需的输入设计是型分别为85，

8521，8541，8561以及86的SSRF（见引理 5.7， 5.8， 5.9和 5.4）。这样得到一个

型为405(8a+ 2b+ 4c+ 6d)1的SSRF。将SSRS(41)和SSRS(8a + 2b + 4c + 6d + 1)作

为输入设计，应用构造 5.1，可得到一个SSRS(200 + 8a + 2b + 4c + 6d + 1)。其

中18 ≤ 8a + 2b + 4c + 6d ≤ 40。对于每个奇数n，且n ∈ [219, 241]，都可以得到一

个SSRS(n)。

取一个TD(7, 7)（见引理 2.8）。应用构造 5.2，对这个设计的前6组中的所有点

以及最后一个组中的a个点赋权为4，对最后一个组中剩下的b个点赋权为6。所需

的输入设计是型分别为47以及4661的SSRF（见引理 5.3和 5.6）。这样得到一个型

为286(4a+ 6b)1的SSRF。将SSRS(29)和SSRS(4a+ 6b+ 1)作为输入设计，应用构造

5.1，可得到一个SSRS(168+4a+6b+1)。其中28 ≤ 4a+6b ≤ 42。对于每个奇数n，

且n ∈ [197, 211]，都可以得到一个SSRS(n)。

取一个TD(9, 8)（见引理 2.8）。应用构造 5.2，对这个设计的前8组中的所有

点以及最后一个组中的a个点赋权为4，对最后一个组中其余的b个点赋权为2。

剩下的全部点赋权为0。要求4a + 2b ≥ 18。所需的输入设计是型分别为48，
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4821以及49的SSRF（见引理 5.3和 5.5）。这样得到一个型为328(4a+ 2b)1的SSRF。

将SSRS(33)和SSRS(4a+2b+1)作为输入设计，应用构造 5.1，可得到一个SSRS(256+

4a+ 2b+ 1)。其中18 ≤ 4a+ 2b ≤ 32。对于每个奇数n，且n ∈ [275, 289]，都可以得

到一个SSRS(n)。

取一个组型为38的4-RGDD（见引理 2.6），其中有7个平行类。在每个平行类外

面添加一个点，可得到一个组型为3871的5-GDD。应用构造 5.2，对这个设计的所

有组大小为3的8个组中的所有点以及最后一个组大小为7的组中的a个点赋权为8，

对最后一个组中其余的b个点赋权为4，对最后一个组中剩下的c个点赋权为6。所

需的输入设计是型分别为85，8441以及8461的SSRF（见引理 5.4， 5.8和 5.9）。这

样得到一个型为248(8a+ 4b+ 6c)1的SSRF。将SSRS(25)和SSRS(8a+ 4b+ 6c+ 1)作

为输入设计，应用构造 5.1，可得到一个SSRS(192 + 8a + 4b + 6c + 1)。其中28 ≤

8a + 4b + 6c ≤ 56。对于每个奇数n，且n ∈ [221, 249]，都可以得到一个SSRS(n)。

定理 5.2：对于每个奇数n ∈ [19, 321]，都存在一个SSRS(n)。

证明. 结合引理 5.11–5.12和引理 5.13–5.14可得结论。

引理 5.15：对于每个t ≥ 5且t ̸∈ [10, 20] ∪ [22, 24] ∪ [27, 29] ∪ [32, 34]，都存在一个型

为8t的SSRF。

证明. 对于每个5 ≤ t ≤ 9，由引理 5.4知存在一个型为8t的SSRF。

对于每个t ≥ 10且t ̸∈ [10, 20]∪[22, 24]∪[27, 29]∪[32, 34]，取一个(t, {5, 6, 7, 8, 9}, 1)-

PBD（见引理 2.2 ）。应用构造 5.2，对这个设计中的所有点赋权为8。所需的输

入设计是型分别为85，86，87，88以及89的SSRF（见引理 5.4。这样得到一个型

为8t的SSRF。

引理 5.16：对于每个t ≥ 3，都存在一个SSRS(8t+ 1)。

证明. 对每个3 ≤ t ≤ 40，由定理 5.2知存在一个SSRS(8t+ 1)。

对每个t ∈ [41, 55] ∪ [58, 240]，取一个TD(6, u)（见引理 2.8）。其中u ∈ [5, 40] \

{6, 10, 14, 18, 22}。应用构造 5.2，对这个设计的前5组中的所有点以及最后一
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个组中的a个点赋权为8，剩下的全部点赋权为0。要求a = 0或者3 ≤ a ≤ u。

所需的输入设计是型分别为85以及86的SSRF（见引理 5.4 ）。这样得到一个型

为(8u)5(8a)1的SSRF。将SSRS(8u+1)和SSRS(8a+1)作为输入设计，应用构造 5.1，

可得到一个SSRS(8(5u + a) + 1)。当 u ∈ [5, 40] \ {6, 10, 14, 18, 22}时，5u + a可取

遍{25, 28, 29, 30, 35} ∪ [38, 55] ∪ [58, 240]中的所有值。

对每个t ∈ {56, 57} ∪ [241,∞)，取一个TD(7, u)（见引理 2.8）。其中u ∈ {9} ∪

[39, 45] ∪ [47, 59] ∪ [61,∞)。取这个TD第六个组中的一点P。删除这个点以及这

个点所在组的其余u − 6个点，并删除最后一个组中的a个点。这里要求u − a ∈

[5, u]\([10, 20]∪[22, 24]∪[27, 29]∪[32, 34])。令所有原来过P的区组和删点之后的第六

组形成新的组。令其余的区组连同除第六组外的所有组形成新的区组。这样得到一

个组型为5a+16u−a的{5, 6, 7, u − a, u}-GDD。应用构造 5.2，对这个设计的所有点赋

权为8。所需的输入设计是型分别为85，86，87，8u−a以及8u的SSRF（见引理 5.15）。

这样得到一个型为40a+148u−a的SSRF。将SSRS(41)和SSRS(49)作为输入设计，应用

构造 5.1，可得到一个SSRS(8(6u−a+5)+1)。当 u ∈ {9}∪ [39, 45]∪ [47, 59]∪ [61,∞)

时，6u− a+ 5可取遍{56, 57} ∪ [241,∞)中的所有值。

定理 5.3：对于每个奇数n ≥ 19，都存在一个SSRS(n)。

证明. 对每个奇数19 ≤ n ≤ 321，由定理 5.2知存在一个SSRS(n)。

对于每个奇数n ≥ 323，取一个TD(7, t)（见引理 2.8）。其中t ≥ 7并且t ̸∈

{10, 14, 15, 18, 20, 22, 26, 30, 34, 38, 46, 60}。应用构造 5.2，对这个设计的前5组中

的所有点，第六个组中的x个点，以及最后一个组中的a个点赋权为8，对最

后一个组中的另外b个点赋权为2，对最后一个组中c个点赋权为4，对最后一

个组中d个点赋权为6。剩下的全部点赋权为0。要求3 ≤ x ≤ t且18 ≤ 8a +

2b + 4c + 6d ≤ min{8t, 320}。所需的输入设计是型分别为8t21，8t41，8t61，8t 以

及87的SSRF（见引理 5.4， 5.7， 5.8以及 5.9）。其中t = 5, 6。这样得到一个型

为(8t)5(8x)1(8a+ 2b+ 4c+ 6d)1的SSRF。将SSRS(8t+1)，SSRS(8x+1)和SSRS(8a+

2b + 4c + 6d + 1)作为输入设计（见定理 5.2 和引理 5.16 ），应用构造 5.1，可得

到一个SSRS(40t + 8x + 8a + 2b + 4c + 6d + 1)。其中3 ≤ x ≤ t且18 ≤ 8a + 2b +
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4c+ 6d ≤ min{8t, 320}。当 t ≥ 7且t ̸∈ {10, 14, 15, 18, 20, 22, 26, 30, 34, 38, 46, 60}时，

40t+ 8x+ 8a+ 2b+ 4c+ 6d+ 1可取遍所有奇数n ≥ 323。

5.5 总结

在这一章中，几乎完全确定了超单Room方的存在性问题。结合引理 5.2和定

理 5.3，可以得到本章的主要结果：

定理 5.4：一个n阶超单Room方存在的必要条件，n ≥ 15，也是充分的，除了n ∈

{15, 17}是可能的例外。

100



4-*GDD(6n)和相关的最优四元常重码

6 4-*GDD(6n)和相关的最优四元常重码

常重码在编码理论中扮演着重要的角色。一种带有特殊性质的K-GDD被

用来构造常重码。这种K-GDD被记为K-*GDD，其中任意两个相交区组中的点

最多共享2个共同的组。在这一章中将主要考察4-*GDD(gn)的存在性。在此之

前，这类GDD存在性的必要条件在下列情况被证明也是充分的：g = 3时，或

者g = 6且n为素数幂、n ≡ 3, 5, 7 (mod 8)、n ≥ 19时。在这一章中，将证明4-

*GDD(6n)存在的必要条件，n ≥ 14，也是充分的。相应最优四元(n, 5, 4)常重码的

结果也将被扩展。

6.1 背景介绍

Etzion在 [23] 中证明，一个定义在 Zg+1 的最优 (g + 1) 元 (n, d, k) 常重码

可以由一个组型为 gn 的 k-GDD得到。记这个GDD为(In × Ig, {{i} × Ig : i ∈

In},B)。其中Im = {1, 2, . . . ,m}，d是所得编码的距离。对于其中每个区组

{(i1, a1), (i2, a2), . . . , (ik, ak)} ∈ B ，对每个1 ≤ j ≤ k，将aj放在第ij位置，其他

位置放0，这样可以得到一个长度为n的码字。如果一个组型为gn的k-GDD所

形成的所有码字构成的编码的距离为2k − 3，则称之为一个广义Steiner系，记

为GS(2, k, n, g)。

一个K-GDD被称为是带有“星”性质的，并记为K-*GDD，如果其任何两

个相交区组的点至多共享两个公共组。当K = {3}时，一个3-*GDD(gn)就是一

个GS(2, 3, n, g)。记号K-*GDD首先在 [31]里引入。K-*GDD可以按照如下方法被用

来构造GS(2, k, n, g)，因此也可以用来构造最优常重码。

引理 6.1 ( [31])：如果存在一个K-*GDD(gn)，并且对任何k ∈ K都存在一个GS

(2, 3, k, h)，则存在一个GS(2, 3, n, gh)。

引理 6.2 ( [47])：令m,h, s, w, g, t, u和a都是整数，使得h = sg, n = sw, u ∈ {0, 1}，

w ̸∈ {2, 6}，且1 ≤ t ≤ w成立。假设下列的设计存在：
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(i) 一个4-*GDD(hm)，其区组可被划分为t个集合S0, S1, . . . , St−1，组可以被划分

为s个大小为g的子组，使得对所有的0 ≤ r ≤ t− 1，Sr相对于这些子组的极小

距离都为5。

(ii) 一个GS(2, 4, n+ u, g)。

则存在一个GS(2, 4,mn+ u, g)。

在这一章中，将主要考察4-*GDD(gn)的存在性问题。下面所列出的4-*GDD(gn)存

在的必要条件已在 [47] 里得到证明。

引理 6.3 ( [47])：4-*GDD(gn)存在性的必要条件如下：

1. n ≥ 2g + 2;

2. n ≡ 1, 4 (mod 12), 如果g ≡ 1, 5 (mod 6),

n ≡ 1 (mod 3), 如果g ≡ 2, 4 (mod 6),

n ≡ 0, 1 (mod 4), 如果g ≡ 3 (mod 6).

当g = 3时，上述必要条件被证明也是充分的 [47] 。当g = 6，n是素数幂，

且n ≡ 3, 5, 7 (mod 8)，n ≥ 19时，上述必要条件同样被证明是充分的 [49]。本章中

将接着考察4-*GDD(6n)的存在性问题，并证明其必要条件n ≥ 14同样是充分的。这

样，GS(2, 4, v, 3)和最优四元(w, 5, 4)常重码的已知结果都得到了推广。

6.2 准备工作及Room frame构造

关于Room方和Room frame的相关定义参见第 2 章。如果一个超单Room

frame同时也是斜的，则称其为超单斜Room frame。一个型为gn的超单斜Room

frame记为SSSRF(gn)。一个n阶的超单斜Room方记为SSSRS(n)。

下面4-*GDD的构造类似于 [88]里对于4-GDD的构造。

引理 6.4：如果存在一个SSSRF(gn)，则存在一个4-*GDD((6g)n)。

证明. 令R是一个{S1, S2, . . . , Sn}-SSSRF，其中对于每个i ∈ {1, 2, . . . , n}，|Si| = g。

也就是说R是一个SSSRF(gn)。记S =
∪n

i=1 Si，X = S × Z6且G = {{Si × Z6} : 1 ≤
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i ≤ n}。令B = {{(x, i), (y, i), (r, 1+i), (c, 4+i)} : i ∈ Z6, 其中{x, y}包含在R的位置

(r, c)中 }。容易证明(X,G,B)是一个4-GDD((6g)n)。下面将证明这个GDD还带有

“星”性质。

考虑任何两个相交的区组，如{(x1, i), (y1, i), (r1, i + 1), (c1, i + 4)} 和{(x2, j),

(y2, j), (r2, j + 1), (r2, j + 4)}。注意到任何两个从R中同一个位置生成的区组是相互

不交的，因此以上两个区组必然是由R中两个不同的位置生产的。又由R的超单性

质，可得|{x1, y1, r1, c1} ∩ {x2, y2, r2, c2}| < 3，这样上面两个区组中的点就至多相交

于两个组中。因此(X,G,B)是一个4-*GDD((6g)n)。

6.3 超单斜Room方

引理 6.5：对于每个n ∈ {25, 29, 37, 41, 49, 53, 61, 65, 77, 125}，都存在一个SSSRS(n)。

证明. 这些SSSRS都由Zn中的斜starter构造得到。这里列出3个例子，其余的情况可

在本章附录A中找到。

1. n = 25

{7, 15}, {8, 11}, {4, 16}, {2, 13}, {6, 21}, {19, 20}, {18, 23}, {5, 12}, {1, 17},
{3, 9}, {10, 14}, {22, 24}

2. n = 29

{19, 22}, {6, 28}, {14, 23}, {11, 27}, {9, 13}, {8, 10}, {5, 26}, {4, 15}, {1, 25},
{16, 17}, {3, 20}, {18, 24}, {2, 12}, {7, 21}

3. n = 37

{27, 30}, {2, 21}, {25, 36}, {9, 32}, {31, 35}, {5, 22}, {6, 16}, {14, 29}, {28, 34},
{7, 12}, {8, 24}, {4, 17}, {3, 33}, {1, 10}, {13, 15}, {11, 23}, {18, 26}, {19, 20}.

下列SSSRS和SSSRF都由starter-adder构造得到。

引理 6.6：对每个n ∈ {21, 33, 45, 57}，都存在一个SSSRS(n)。
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证明. 下列带斜adder的starter均属于Zn。

1. n = 21

S = {{11, 18}, {6, 14}, {8, 12}, {16, 1}, {17, 19}, {10, 13}, {4, 5}, {15, 3},
{2, 7}, {20, 9}}

AS = {7, 1, 15, 8, 3, 19, 9, 16, 10, 17}

2. n = 33

S = {{31, 8}, {4, 13}, {23, 30}, {9, 22}, {19, 27}, {18, 29}, {25, 26}, {1, 7},
{3, 15}, {17, 20}, {32, 14}, {6, 11}, {10, 12}, {24, 28}, {2, 16}, {5, 21}}

AS = {17, 22, 15, 2, 25, 1, 14, 9, 26, 30, 28, 25, 10, 4, 21, 13}

3. n = 45

S = {{12, 18}, {5, 13}, {3, 8}, {29, 32}, {31, 43}, {24, 26}, {22, 39}, {1, 20},
{34, 9}, {19, 35}, {23, 44}, {16, 30}, {28, 41}, {10, 17}, {37, 38}, {2, 11}
{6, 21}, {36, 40}, {14, 25}, {42, 7}, {15, 33}, {27, 4}}

AS = {7, 8, 14, 25, 9, 5, 43, 35, 15, 28, 27, 16, 32, 6, 41, 33, 21, 3, 34, 44, 23, 26}

4. n = 57

S = {{55, 22}, {27, 38}, {37, 52}, {14, 17}, {8, 21}, {46, 6}, {5, 25}, {24, 31},
{2, 12}, {56, 13}, {9, 11}, {16, 20}, {41, 42}, {3, 30}, {51, 10}, {18, 43},
{53, 4}, {44, 49}, {15, 34}, {28, 50}, {29, 47}, {35, 1}, {33, 45}, {19, 40},
{54, 23}, {39, 48}, {26, 32}, {36, 7}}

AS = {32, 43, 41, 23, 10, 49, 42, 48, 56, 4, 35, 46, 44, 20, 31, 2, 3, 40, 27, 21, 6, 38,
18, 50, 29, 52, 33, 12}.

引理 6.7：对于每个n ∈ {7, 8, 9, 10, 11, 12}，均存在一个型为4n的SSSRF。

证明. 下列带斜adder的frame starter属于Z4n \ {0, n, 2n, 3n}。

1. n = 7

S = {{3, 12}, {8, 18}, {24, 27}, {16, 22}, {15, 26}, {6, 11}, {19, 20}, {25, 5},
{2, 4}, {9, 13}, {17, 1}, {10, 23}}

AS = {8, 19, 16, 3, 18, 2, 4, 5, 27, 13, 17, 22}

2. n = 8

S = {{11, 21}, {9, 23}, {5, 17}, {19, 26}, {3, 6}, {13, 15}, {29, 30}, {28, 2},
{20, 1}, {22, 31}, {7, 12}, {25, 4}, {14, 18}, {27, 10}}

AS = {14, 3, 4, 12, 30, 15, 13, 21, 26, 23, 27, 25, 1, 10}
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3. n = 9

S = {{32, 33}, {31, 2}, {8, 12}, {26, 29}, {4, 16}, {5, 15}, {19, 35}, {3, 14},
{20, 22}, {23, 1}, {13, 21}, {17, 30}, {6, 11}, {10, 25}, {28, 34}, {7, 24}}

AS = {23, 1, 16, 33, 21, 2, 32, 19, 26, 7, 28, 12, 5, 25, 6, 14}

4. n = 10

S = {{19, 32}, {18, 34}, {24, 1}, {5, 23}, {39, 11}, {14, 29}, {4, 12}, {21, 35},
{31, 38}, {25, 26}, {3, 8}, {36, 2}, {13, 22}, {6, 9}, {16, 27}, {33, 37},
{15, 17}, {28, 7}}

AS = {14, 34, 35, 24, 12, 8, 37, 36, 7, 17, 31, 19, 13, 18, 38, 11, 1, 25}

5. n = 11

S = {{36, 7}, {4, 5}, {12, 14}, {13, 19}, {16, 29}, {26, 40}, {25, 43}, {38, 10},
{8, 28}, {18, 23}, {31, 39}, {15, 32}, {27, 37}, {2, 6}, {42, 1}, {17, 24},
{34, 9}, {21, 30}, {35, 3}, {20, 41}}

AS = {6, 25, 2, 30, 35, 21, 29, 43, 4, 16, 31, 37, 8, 17, 26, 24, 12, 10, 3, 39}

6. n = 12

S = {{40, 45}, {6, 9}, {13, 21}, {2, 16}, {5, 25}, {33, 43}, {28, 46}, {20, 37},
{19, 26}, {39, 7}, {17, 38}, {35, 41}, {23, 34}, {1, 3}, {10, 11}, {22, 31},
{29, 42}, {32, 47}, {44, 15}, {14, 18}, {8, 30}, {4, 27}}

AS = {4, 5, 22, 3, 13, 7, 1, 21, 20, 16, 37, 38, 29, 27, 46, 39, 40, 33, 30, 23, 34, 6}.

在 [103] 中介绍了下列这些关于Room frame的递归构造。

构造 6.1 ( [103])：假设存在一个{S1, . . . , Sn}-Room frame，并且对于每个 1 ≤ i ≤ n，

|Si|+ 1阶Room方均存在。则一个1 +
∑n

i=1 |Si|阶Room方存在。

构造 6.2 ( [103])：假设(X,G,B)是一个GDD，且w是一个赋权函数。对于每个x ∈ X，

令Sx是一个大小为w(x)的集合。假设这些Sx是相互不交的，且对于任意的子

集T ⊂ S，定义ST = ∪x∈TSx。对于任意的区组A ∈ B，设FA 是一个{Sx : x ∈ A}-

Room frame。令F是一个涵盖所有上述FA的阵列。则F是一个{SG : G ∈ G}-Room

frame。

在所有上述构造中，如果所有输入设计中的Room frame和Room方都是超单且

斜的，则得到的Room方及Room frame也是超单且斜的。
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引理 6.8：对于每个n > 244且n ≡ 1 (mod 4)，都存在一个SSSRS(n)。

证明. 对任何n > 244且n ≡ 1 (mod 4)，令n = 4v + 1。

对于v = 65或者v ≥ 342，取一个(v + 1, {7, 8, 9}, 1)-PBD （见引理 2.3 ），删

除其中一个点可得一个组型为6i7j8k的{7, 8, 9}-GDD，其中6i + 7j + 8k = v。应

用构造 6.2，对这个GDD的每个点赋权为4。所需的输入设计为型分别为47，48 以

及49的SSSRF（见引理 6.7）。这样得到一个型为24i28j32k的SSSRF。将SSSRS(25)，

SSSRS(29)和SSSRS(33)作为输入设计（见引理 6.5和 6.6），应用构造 5.1，可得到

一个SSSRS(4v + 1)。

对于每个v ∈ [61, 64] ∪ [66, 72]，取一个TD(9, 8)（见引理 2.8）。应用构造 6.2，

对这个设计的前7组中的所有点，第8组中的a个点以及最后一个组中的b个点

赋权为4。剩下的全部点赋权为0。要求a ∈ {0} ∪ [5, 8] 且b ∈ {0} ∪ [5, 8]。所需

的输入设计为型分别为47，48 以及49的SSSRF （见引理 6.7）。这样得到一个型

为327(4a)1(4b)1的SSSRF。将满足m ∈ [21, 33]以及m ≡ 1 (mod 4)的SSSRS(m)作

为输入设计（见引理 6.5和 6.6），应用构造 5.1，可得到一个SSSRS(224+4a+4b+

1)。这样对于每个v ∈ [61, 64] ∪ [66, 72]，均可以得到一个SSSRS(4v + 1)。

对于每个v ∈ [73, 90]，取一个TD(10, 9)（见引理 2.8 ）。应用构造 6.2，对这

个设计的前7组中的所有点，第8组中的a1个点，第9个组中的a2个点，以及最后

一个组中的a3个点赋权为4。剩下的全部点赋权为0。要求ai ∈ {0} ∪ [5, 9] 对所

有i ∈ {1, 2, 3}成立。所需的输入设计为型分别为47，48，49 以及410的SSSRF （见

引理 6.7）。这样得到一个型为367(4a1)
1(4a2)

1(4a3)
1的SSSRF。将满足m ∈ [21, 37]以

及m ≡ 1 (mod 4)的SSSRS(m)作为输入设计（见引理 6.5和 6.6），应用构造 5.1，

可得到一个SSSRS(252 + 4
∑3

i=1 ai + 1)。这样对于每个v ∈ [73, 90]，均可以得到一

个SSSRS(4v + 1)。

对于每个v ∈ [91, 110]，取一个TD(10, 11)（见引理 2.8）。应用构造 6.2，对这

个设计的前7组中的所有点，第8组中的a1个点，第9个组中的a2个点，以及最后

一个组中的a3个点赋权为4。剩下的全部点赋权为0。要求ai ∈ {0} ∪ [5, 11] 对所

有i ∈ {1, 2, 3}成立。所需的输入设计为型分别为47，48，49以及410的SSSRF（见引

理 6.7）。这样得到一个型为447(4a1)
1(4a2)

1(4a3)
1的SSSRF。将满足m ∈ [21, 45] 以
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及m ≡ 1 (mod 4)的SSSRS(m)作为输入设计（见引理 6.5和 6.6），应用构造 5.1，

可得到一个SSSRS(308 + 4
∑3

i=1 ai + 1)。这样对于每个v ∈ [91, 110]，均可以得到一

个SSSRS(4v + 1)。

对于每个v ∈ [111, 341]，分别取TD(12, u)（见引理 2.8），其中u ∈ {13, 19, 31}。

应用构造 6.2，对这个设计的前7组中的所有点，第8组中的a1个点，第9个组中

的a2个点，第10个组中的a3个点，第11个组中的a4个点，以及最后一个组中的a5个

点赋权为4。剩下的全部点赋权为0。要求ai = 0, u 或者5 ≤ ai ≤ min(u, 16)

对所有i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}成立。所需的输入设计为型分别为47，48，49，410，411 以

及412的SSSRF（见引理 6.7）。这样得到一个型为 (4u)7(4a1)
1(4a2)

1(4a3)
1(4a4)

1(4a5)
1

的SSSRF。将满足m ∈ [21, 65] ∪ {77, 125}以及m ≡ 1 (mod 4)的SSSRS(m)作为输

入设计（见引理 6.5和 6.6），应用构造 5.1，可得到一个SSSRS(28u+4
∑5

i=1 ai+1)。

这样对于每个v ∈ [111, 341]，均可以得到一个SSSRS(4v + 1)。

6.4 14 ≤ n ≤ 307时4-*GDD(6n)的存在性

引理 6.9：对于每个n ∈ {21, 25, 29, 33, 37, 41, 45, 49, 53, 57, 61, 65, 77, 125}，都存在

一个4-*GDD(6n)。

证明. 结合引理 6.4， 6.5和 6.6可得结论。

引理 6.10：对于每个n > 244且n ≡ 1 (mod 4)，都存在一个4-*GDD(6n)。

证明. 结合引理 6.8和 6.4可得结论。

引理 6.11：对于每个n ∈ {14, 16}都存在一个4-*GDD(6n)。

证明. 令Xn = Z6n且Gn = {{i, n+ i, 2n+ i, . . . , 5n+ i} : i ∈ Zn}，则区组集B是由下

列基区组以步长2半循环生成的。

1. n = 14

{0, 81, 23, 40} {1, 0, 52, 83} {0, 68, 21, 75} {0, 76, 9, 43} {1, 65, 41, 12}
{0, 5, 30, 15} {1, 63, 67, 79} {0, 55, 19, 78} {0, 74, 39, 77} {1, 38, 33, 20}
{0, 11, 38, 50} {1, 14, 77, 50} {0, 64, 62, 4}
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2. n = 16

{0, 37, 57, 81} {0, 74, 63, 4} {0, 15, 45, 49} {0, 40, 71, 83} {0, 27, 55, 17}
{0, 93, 88, 28} {0, 21, 76, 78} {0, 29, 7, 89} {0, 84, 35, 54} {0, 13, 86, 34}
{0, 67, 11, 61} {0, 1, 3, 46} {0, 69, 87, 95} {0, 14, 72, 9} {0, 19, 90, 73}.

引理 6.12：对于每个n ∈ {15, 17, 19, 23, 27, 31, 39, 43, 47, 51, 55, 59, 63, 67, 69, 71, 73,

79, 83, 93, 109},都存在一个4-*GDD(6n)。

证明. 令Xn = Z6n且Gn = {{i, n+ i, 2n+ i, . . . , 5n+ i} : i ∈ Zn}，则区组集B是由下

列基区组循环生成的。这里列出3个例子，其余的情况可在本章附录B中找到。

1. n = 15

{0, 43, 49, 42} {0, 55, 82, 58} {0, 22, 74, 12} {0, 9, 76, 65} {0, 37, 19, 17}
{0, 57, 61, 21} {0, 5, 51, 64}

2. n = 17

{0, 14, 29, 49} {0, 77, 83, 75} {0, 28, 33, 59} {0, 52, 91, 84} {0, 64, 54, 55}
{0, 42, 46, 30} {0, 37, 40, 61}
{0, 13, 57, 79}

3. n = 19

{0, 99, 85, 8} {0, 90, 4, 68} {0, 5, 40, 107} {0, 112, 78, 111} {0, 69, 89, 16}
{0, 9, 52, 96} {0, 88, 75, 58} {0, 82, 10, 31} {0, 60, 49, 108}.

引理 6.13：对于每个偶数n ∈ [18, 74] ∪ {78, 82, 84, 94},都存在一个4-*GDD(6n)。

证明. 令Xn = (Zn−1 ∪ ∞) × Z6且Gn = {(i, 0), (i, 1), (i, 2), (i, 3), (i, 4), (i, 5)} : i ∈

Zn−1 ∪ {∞}}，则区组集B是由下列基区组以在群Zn−1 × Z6下的加法作用下生成的，

其中(∞, i) + (a, b) = (∞, i + b)。这里列出3个例子，其余的情况可在本章附录C中

找到。

1. n = 18

{(∞, 0), (3, 2), (7, 4), (8, 1)} {(0, 0), (11, 1), (4, 4), (7, 4)}
{(0, 0), (15, 1), (4, 5), (12, 0)} {(0, 0), (1, 2), (4, 0), (3, 5)}
{(0, 0), (1, 0), (16, 2), (8, 0)} {(0, 0), (3, 3), (12, 5), (10, 4)}
{(0, 0), (2, 0), (5, 2), (13, 5)} {(0, 6), (12, 2), (6, 2), (5, 3)}

{(∞, 0), (14, 3), (8, 0), (16, 5)}
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2. n = 20

{(0, 0), (14, 4), (1, 4), (12, 4)} {(0, 0), (2, 1), (11, 1), (1, 5)}
{(0, 0), (8, 4), (15, 2), (13, 5)} {(0, 0), (3, 1), (2, 4), (9, 3)}
{(∞, 0), (9, 4), (1, 2), (6, 1)} {(0, 0), (4, 5), (7, 1), (15, 4)}
{(0, 0), (4, 1), (6, 3), (9, 1)} {(∞, 0), (18, 5), (9, 3), (16, 0)}
{(0, 0), (9, 5), (14, 2), (13, 2)} {(0, 0), (1, 1), (13, 1), (16, 1)}

3. n = 22

{(0, 0), (11, 1), (13, 0), (12, 4)} {(0, 0), (4, 2), (1, 1), (12, 5)}
{(∞, 0), (11, 0), (19, 2), (14, 4)} {(0, 0), (15, 4), (18, 0), (7, 3)}
{(∞, 0), (9, 3), (18, 1), (16, 5)} {(0, 0), (5, 2), (12, 3), (9, 0)}
{(0, 0), (16, 0), (2, 0), (18, 1)} {(0, 0), (8, 4), (4, 1), (2, 3)}
{(0, 0), (14, 1), (20, 1), (10, 1)} {(0, 0), (1, 0), (7, 4), (13, 1)}
{(0, 0), (1, 4), (5, 3), (16, 5)}.

一个不完全可分组设计，K-IGDD，是一个四元组(V ,G,H,B)，其中V是点

集，G是将V划分为许多子集（称为组）的集合，H ⊂ G，B是区组集合，使得

任何一个组与一个区组最多相交于一个公共点，而从不同组中取出且不同时

属于H的点对出现在B中唯一的一个区组中，其中对任意B ∈ B，都有|B| ∈ K。

在G中，若一个有v个大小为g的组的K-IGDD，其中H有u个组而K = {k}，则将其

记为k-IGDD(g(v,u))。如果一个K-IGDD中任何两个相交区组的点至多共享两个公共

组，则称其是带有“星”性质的，且记为K-*IGDD。

引理 6.14：对于每个(n, u) ∈ {(15, 2), (17, 2), (17, 3), (17, 4), (17, 5), (17, 6), (19, 2),

(19, 3), (19, 4), (21, 2), (21, 3), (21, 5), (21, 6), (23, 2), (23, 4), (23, 5), (25, 2), (25, 5), (27, 2),

(29, 2), (31, 3), (31, 4), (33, 2), (35, 2), (35, 3), (35, 4), (47, 2)}，均存在一个4-*IGDD(6(n+u,u))。

证明. 令X{n,u} = (Zn∪{∞0,∞1, . . . ,∞u−1})×Z6且G{n,u} = {{(i, 0), (i, 1), (i, 2), (i, 3),

(i, 4), (i, 5)} : i ∈ Zn ∪ {∞0,∞1, . . . ,∞u−1}}，则区组集B是由下列基区组以在

群Zn−1 × Z6下的加法作用下生成的，其中(∞, i) + (a, b) = (∞, i + b)。这样得到一

个4-*GDD(6(n+u,u))，其中G{n,u}是组，而{∞0,∞1, . . . ,∞u−1} × Z6是洞H。这里列

出3个例子，其余的情况可在本章附录D中找到。
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1. n = 15, u = 2

{(∞0, 0), (10, 5), (13, 0), (2, 3)} {(∞0, 0), (14, 4), (13, 1), (4, 2)}
{(∞1, 0), (2, 5), (6, 0), (3, 4)} {(0, 0), (12, 1), (13, 1), (2, 1)}
{(∞1, 0), (9, 1), (1, 2), (11, 3)} {(0, 0), (7, 2), (5, 2), (6, 4)}
{(0, 0), (6, 3), (3, 3), (13, 2)} {(0, 0), (7, 3), (13, 3), (4, 5)}
{(0, 0), (1, 1), (7, 0), (11, 4)}

2. n = 17, u = 2

{(0, 0), (15, 2), (10, 5), (13, 3)} {(∞1, 0), (0, 1), (10, 5), (2, 4)}
{(∞0, 0), (12, 2), (2, 1), (16, 4)} {(∞1, 0), (7, 0), (6, 3), (1, 2)}
{(0, 0), (2, 2), (7, 4), (13, 1)} {(∞0, 0), (8, 0), (0, 3), (6, 5)}
{(0, 0), (1, 2), (3, 2), (4, 1)} {(0, 0), (13, 0), (1, 0), (5, 4)}
{(0, 0), (9, 1), (6, 0), (14, 0)} {(0, 0), (1, 1), (7, 0), (8, 4)}

3. n = 19, u = 2

{(0, 0), (11, 0), (3, 5), (12, 2)} {(∞0, 0), (10, 5), (1, 4), (5, 1)}
{(0, 0), (12, 4), (17, 0), (9, 4)} {(0, 0), (15, 2), (2, 2), (4, 1)}
{(0, 0), (16, 4), (3, 1), (18, 5)} {(0, 0), (5, 1), (14, 0), (18, 0)}
{(0, 0), (9, 2), (2, 3), (10, 0)} {(∞0, 0), (10, 0), (7, 3), (8, 2)}

{(∞1, 0), (13, 3), (6, 0), (10, 5)} {(∞1, 0), (4, 1), (9, 4), (17, 2)}
{(0, 0), (1, 3), (7, 1), (14, 1)}”

下面是GDD的基本构造的一个变种。

构造 6.3：令(X,G,B)是一个K-GDD，u是一个非负整数，而w : X → Z+ ∪ {0}是

一个在X上的赋权函数。假设对于每个区组B ∈ B，都存在一个组型为{w(x) :

x ∈ B}的4-*GDD。进一步假设对于每个组G ∈ G，都存在一个组型为{w(x) : x ∈

G} ∪ {u}的4-*GDD。则存在一个组型为{w(x) : x ∈ X} ∪ {u}的4-*GDD。

引理 6.15：对于每个n ∈ {224, 225} ∪ [238, 241] ∪ [252, 257] ∪ [266, 273] ∪ [280, 290] ∪

[294, 307]，都存在一个4-*GDD(6n)。

证明. 当n ∈ {224, 225} ∪ [238, 241] ∪ [252, 257] ∪ [266, 273]时，取一个TD(17, 16)

（见引理 2.8 ）。应用构造 6.3，对这个设计的前14组中的所有点，第14 + ai组中

的ai个点赋权为6，其中i = 1, 2, 3。剩下的全部点赋权为0。要求ai ∈ {0} ∪ [14, 16]

对所有i ∈ {1, 2, 3}成立。令u = 0或者6。所需的输入设计为4-*GDD(6m)，其
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中m ∈ [14, 17] （见引理 6.11及6.12）。这样得到一个4-*GDD(6224+
∑

ai+u/6)。这

样，对于每个n ∈ {224, 225} ∪ [238, 241] ∪ [252, 257] ∪ [266, 273]，都可以得到一

个4-*GDD(6n)。

当n ∈ [280, 290] ∪ [294, 307]时，取一个TD(18, 17)（见引理 2.8 ）。应用构造

6.3，对这个设计的前14组中的所有点，第14 + ai组中的ai个点赋权为6，其中i =

1, 2, 3, 4。剩下的全部点赋权为0。要求ai ∈ {0} ∪ [14, 17] 对所有i ∈ {1, 2, 3}成

立。令u = 0或者6。所需的输入设计为4-*GDD(6m)，其中m ∈ [14, 18] （见引理

6.11–6.13）。这样得到一个4-*GDD(6238+
∑

ai+u/6)。这样，对于每个n ∈ [280, 290] ∪

[294, 307]，都可以得到一个4-*GDD(6n)。

一个正交表OA(k, s)是一个k × s2阵列，其中每个位置的元素都来自一个

大小为s的集合S，且满足在任意两行中，S中的每个（有序）元素对都恰

好出现一次。假设L = (eij)是一个OA(k, s)，其中1 ≤ i ≤ k，1 ≤ j ≤ s2。

Rj = (e1j, . . . , ekj)被称为L的一个向量。假设L1, L2, . . . , Lr是r个在同样元素集

上的OA(k, s)。这r个OA(k, s)被称为是单的，如果L1, L2, . . . , Lr中的所有r × s2个向

量两两不同。这r个OA(k, s)被称为是超单的，如果L1, L2, . . . , Lr中的任意两个向量

至多在两个位置一样。

令G是一个n阶阿贝尔群。一个(n, k, λ)差矩阵（DM）是一个k × nλ矩阵D =

(dij)，其中每个位置的元素均来自G，且对于每个1 ≤ i < j ≤ k，集合{dil − djl :

1 ≤ l ≤ nλ}包含G中每个元素λ次。将一个(n, k, λ)差矩阵记为(n, k, λ)-DM。

引理 6.16 ( [47])：如果在一个n阶群G中存在一个(n, 4, 1)-DM，则存在超单的n个OA

(4, n)。

定理 6.1 ( [104])：一个(g, 4, 1)-DM存在当且仅当g ≥ 4且g ̸≡ 2 (mod 4)。

作为引理 6.16和定理 6.1的推论，有如下结论。

推论 6.1：当g ≥ 4且g ̸≡ 2 (mod 4)时，存在超单的n个OA(4, n)。

下面是 [47] 中的奇异非直接乘积构造的一个变种。

定理 6.2：令m, v, s和u是整数，且1 ≤ s ≤ v。假设下列设计存在：
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(1) 一个4-GDD(gm)且其所有的区组可以被划分为s个集合S0, S1, . . . , Ss−1，使得对

于每个0 ≤ r ≤ s− 1，Sr中任何两个相交的区组的点至多共享两个组；

(2) 超单的s个OA(4, v)；

(3) 一个4-*IGDD(g(v+u,u))；

(4) 一个4-*GDD(gv+u)。

则存在一个4-*GDD(gmv+u)。

引理 6.17：对于每个n ∈ {5, 6, . . . , 12} ∪ {14}，都存在一个4-GDD(6n)，且其所有的

区组可以被划分到不超过14个的集合中，使得每个集合中任意两个相交的区组的点

至多共享两个组。

证明. (1) 对于n = 5，所需的GDD可以在 [105] 中找到。点集为Z2 × Z3 × Z5。组

为{{Z2 × Z3 × {i}} : i ∈ Z5}。其区组可以被划分为如下的集合：

Si = {{(0, j, 1+ i), (0, j, 4+ i), (0, 1+ j, i), (1, 1+ j, 3+ i)}, {(1, j, 1+ i), (1, j, 4+

i), (1, 2 + j, i), (0, 2 + j, 3 + i)} : j ∈ Z3}, 当 i ∈ {1, 2, . . . , 5}时，

Si+5 = {{(0, j, 2+ i), (0, j, 3+ i), (0, 2+j, i), (1, 2+j, 1+ i)}, {(1, j, 2+ i), (1, j, 3+

i), (1, 1 + j, i), (0, 1 + j, 1 + i)} : j ∈ Z3}, 当 i ∈ {1, 2, . . . , 5}时。

(2) 对于n = 6，所需的GDD可以在 [105] 中找到。点集为Z2 × Z3 × Z2 × Z3。组

为{{Z2 × Z3 × {i} × {j}} : i ∈ Z2, j ∈ Z3}。其区组可以被划分为如下的集合：

S1 = {{(i, j, 0, k), (1 + i, j, 0, 1+ k), (i, j, 1, k), (1 + i, 1+ j, 1, 1+ k)} : i ∈ Z2, j ∈

Z3, k ∈ Z3},

S2 = {{(i, j, 0, k), (1+ i, 1+ j, 0, 1+ k), (i, j, 1, 1+ k), (1+ i, 2+ j, 1, 2+ k)} : i ∈

Z2, j ∈ Z3, k ∈ Z3},

S3 = {{(i, j, 0, k), (1+ i, 2+ j, 0, 1+ k), (1+ i, 1+ j, 1, k), (i, 1+ j, 1, 2+ k)} : i ∈

Z2, j ∈ Z3, k ∈ Z3},

S4 = {{(i, j, 0, 0), (i, 2+j, 0, 1), (i, j, 0, 2), (1+i, j, 1, 0)}, {(i, j, 0, 0), (i, 2+j, 1, 0), (i, 2+

j, 1, 1), (i, j, 1, 2)} : i ∈ Z2, j ∈ Z3},
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S5 = {{(i, j, 0, 1), (i, 2+j, 0, 2), (i, j, 0, 0), (1+i, j, 1, 1)}, {(i, j, 0, 1), (i, 2+j, 1, 1), (i, 2+

j, 1, 2), (i, j, 1, 0)} : i ∈ Z2, j ∈ Z3},

S6 = {{(i, j, 0, 2), (i, 2+j, 0, 0), (i, j, 0, 1), (1+i, j, 1, 2)}, {(i, j, 0, 2), (i, 2+j, 1, 2), (i, 2+

j, 1, 0), (i, j, 1, 1)} : i ∈ Z2, j ∈ Z3}.

(3) 对于每个n ∈ {7, 8, 9, 10, 11, 12}，在Z6n上构造所需的设计。组为{{i, i+n, . . . , i+

5n} : i ∈ Zn}。其区组可以被划分为如下的集合：

当n = 7 :

S1 = {{2i, 8 + 2i, 13 + 2i, 39 + 2i} : i ∈ Z21},

S2 = {{2i, 16 + 2i, 40 + 2i, 36 + 2i} : i ∈ Z21},

S3 = {{2i, 32 + 2i, 1 + 2i, 41 + 2i} : i ∈ Z21},

S4 = {{2i, 33 + 2i, 15 + 2i, 30 + 2i} : i ∈ Z21},

S5 = {{2i, 25 + 2i, 37 + 2i, 17 + 2i} : i ∈ Z21},

S6 = {{2i, 19 + 2i, 23 + 2i, 29 + 2i} : i ∈ Z21}.

当n = 8 :

S1 = {{2i, 39 + 2i, 30 + 2i, 33 + 2i} : i ∈ Z24},

S2 = {{2i, 11 + 2i, 15 + 2i, 45 + 2i} : i ∈ Z24},

S3 = {{2i, 31 + 2i, 5 + 2i, 36 + 2i} : i ∈ Z24},

S4 = {{2i, 10 + 2i, 29 + 2i, 6 + 2i} : i ∈ Z24},

S5 = {{2i, 35 + 2i, 25 + 2i, 37 + 2i} : i ∈ Z24},

S6 = {{2i, 28 + 2i, 1 + 2i, 2 + 2i} : i ∈ Z24},

S7 = {{2i, 7 + 2i, 14 + 2i, 27 + 2i} : i ∈ Z24}.

当n = 9 :

S1 = {{i, 10 + i, 53 + i, 14 + i} : i ∈ Z54},
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S2 = {{i, 52 + i, 21 + i, 28 + i} : i ∈ Z54},

S3 = {{i, 45 + i, 5 + i, 8 + i} : i ∈ Z54},

S4 = {{i, 6 + i, 22 + i, 35 + i} : i ∈ Z54}.

当n = 10 :

S1 = {{2i, 33 + 2i, 51 + 2i, 29 + 2i} : i ∈ Z30},

S2 = {{2i, 2 + 2i, 14 + 2i, 13 + 2i} : i ∈ Z30},

S3 = {{2i, 57 + 2i, 43 + 2i, 31 + 2i} : i ∈ Z30},

S4 = {{2i, 39 + 2i, 47 + 2i, 15 + 2i} : i ∈ Z30},

S5 = {{2i, 4 + 2i, 9 + 2i, 7 + 2i} : i ∈ Z30},

S6 = {{2i, 1 + 2i, 24 + 2i, 45 + 2i} : i ∈ Z30},

S7 = {{2i, 8 + 2i, 35 + 2i, 42 + 2i} : i ∈ Z30},

S8 = {{2i, 22 + 2i, 41 + 2i, 16 + 2i} : i ∈ Z30},

S9 = {{2i, 17 + 2i, 23 + 2i, 28 + 2i} : i ∈ Z30}.

当n = 11 :

S1 = {{i, 25 + i, 7 + i, 24 + i} : i ∈ Z66},

S2 = {{i, 50 + i, 63 + i, 27 + i} : i ∈ Z66},

S3 = {{i, 26 + i, 58 + i, 54 + i} : i ∈ Z66},

S4 = {{i, 51 + i, 5 + i, 57 + i} : i ∈ Z66},

S5 = {{i, 2 + i, 21 + i, 31 + i} : i ∈ Z66}.

当n = 12 :

S1 = {{2i, 44 + 2i, 61 + 2i, 5 + 2i} : i ∈ Z36},

S2 = {{2i, 1 + 2i, 64 + 2i, 50 + 2i} : i ∈ Z36},

S3 = {{2i, 13 + 2i, 70 + 2i, 30 + 2i} : i ∈ Z36},
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S4 = {{2i, 43 + 2i, 63 + 2i, 69 + 2i} : i ∈ Z36},

S5 = {{2i, 4 + 2i, 39 + 2i, 57 + 2i} : i ∈ Z36},

S6 = {{2i, 18 + 2i, 56 + 2i, 67 + 2i} : i ∈ Z36},

S7 = {{2i, 29 + 2i, 27 + 2i, 59 + 2i} : i ∈ Z36},

S8 = {{2i, 41 + 2i, 62 + 2i, 37 + 2i} : i ∈ Z36},

S9 = {{2i, 31 + 2i, 65 + 2i, 3 + 2i} : i ∈ Z36},

S10 = {{2i, 19 + 2i, 66 + 2i, 46 + 2i} : i ∈ Z36},

S11 = {{2i, 7 + 2i, 21 + 2i, 71 + 2i} : i ∈ Z36}.

(4) 当n = 14，由引理 6.11知存在一个4-*GDD(614)，因此其所有的区组可以被划

分到同一个集合中。

引理 6.18：对于每个n ∈ [75, 76]∪ [80, 81]∪ [85, 92]∪ [95, 108]∪ [110, 124]∪ [126, 223]∪

[226, 237] ∪ [242, 251] ∪ [258, 266] ∪ {274, 275, 276, 278, 279, 291, 292}，均存在一个4-

*GDD(6n)。

证明. 对于每个给定的n，令g = 6, s = 14, m ≥ 5, v ≥ 14且v ̸≡ 2 (mod 4)。应用定

理 6.2得到一个4-*GDD(6n)，其中n = mv+u。对于每个n，参数m, v, u在表6.1中给

出。这里，输入设计4-*IGDD(6(v+u,u))和4-*GDD(6v+u)均存在（见引理6.9和6.11–

6.14）。由引理 6.17和推论 6.1可知初始的4-GDD(6m)和超单的14个OA(4, v)分别存

在。

引理 6.19：对于每个n ∈ [14, 307]，均存在一个4-*GDD(6n)。

证明. 结合引理 6.9–6.13， 6.15和 6.18可得结论。

6.5 主要结果

引理 6.20：对于任何n ≥ 308，都存在一个4-*GDD(6n)。
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表 6.1 引理6.18中SIP构造的参数

n m× v + u n m× v + u n m× v + u n m× v + u n m× n+ u

75 5× 15 + 0 76 5× 15 + 1 80 5× 16 + 0 81 5× 16 + 1 85 5× 17 + 0

86 5× 17 + 1 87 5× 17 + 2 88 5× 17 + 3 89 5× 17 + 4 90 5× 17 + 5

91 5× 17 + 6 92 7× 13 + 1 95 5× 19 + 0 96 5× 19 + 1 97 5× 19 + 2

98 5× 19 + 3 99 5× 19 + 4 100 5× 20 + 0 101 5× 20 + 1 102 6× 17 + 0

103 6× 17 + 1 104 6× 17 + 2 105 5× 21 + 0 106 5× 21 + 1 107 5× 21 + 2

108 5× 21 + 3 110 5× 21 + 5 111 5× 21 + 6 112 7× 16 + 0 113 7× 16 + 1

114 6× 19 + 0 115 5× 23 + 0 116 5× 23 + 1 117 5× 23 + 2 118 6× 19 + 4

119 5× 23 + 4 120 5× 24 + 0 121 5× 24 + 1 122 8× 15 + 2 123 7× 17 + 4

124 7× 17 + 5 126 5× 25 + 1 127 6× 21 + 1 128 8× 16 + 0 129 8× 16 + 1

130 5× 25 + 5 131 6× 21 + 5 132 6× 21 + 6 133 7× 19 + 0 134 7× 19 + 1

135 5× 27 + 0 136 5× 27 + 1 137 5× 27 + 2 138 6× 23 + 0 139 6× 23 + 1

140 5× 28 + 0 141 5× 28 + 1 142 6× 23 + 4 143 6× 23 + 5 144 6× 24 + 0

145 5× 29 + 0 146 5× 29 + 1 147 7× 21 + 0 148 7× 21 + 1 149 7× 21 + 2

150 6× 25 + 0 151 6× 25 + 1 152 8× 19 + 0 153 8× 19 + 1 154 8× 19 + 2

155 5× 31 + 0 156 5× 31 + 1 157 9× 17 + 4 158 5× 31 + 3 159 5× 31 + 4

160 5× 32 + 0 161 5× 32 + 1 162 6× 27 + 0 163 6× 27 + 1 164 6× 27 + 2

165 5× 33 + 0 166 5× 33 + 1 167 5× 33 + 2 168 6× 28 + 0 169 6× 28 + 1

170 8× 21 + 2 171 9× 19 + 0 172 9× 19 + 1 173 8× 21 + 5 174 6× 29 + 0

175 6× 29 + 1 176 5× 35 + 1 177 11× 16 + 1 178 5× 35 + 3 179 5× 35 + 4

180 5× 36 + 0 181 5× 36 + 1 182 12× 15 + 2 183 14× 13 + 1 184 8× 23 + 0

185 5× 37 + 0 186 5× 37 + 1 187 6× 31 + 1 188 11× 17 + 1 189 11× 17 + 2

190 11× 17 + 3 191 11× 17 + 4 192 6× 32 + 0 193 6× 32 + 1 194 10× 19 + 4

195 5× 39 + 0 196 5× 39 + 1 197 7× 28 + 1 198 6× 33 + 0 199 6× 33 + 1

200 5× 40 + 0 201 5× 40 + 1 202 8× 25 + 2 203 7× 29 + 0 204 7× 29 + 1

205 5× 41 + 0 206 5× 41 + 1 207 9× 23 + 0 208 9× 23 + 1 209 9× 23 + 2

210 6× 35 + 0 211 6× 35 + 1 212 6× 35 + 2 213 6× 35 + 3 214 6× 35 + 4

215 5× 43 + 0 216 5× 43 + 1 217 6× 36 + 1 218 7× 31 + 1 219 7× 31 + 2

220 5× 44 + 0 221 5× 44 + 1 222 6× 37 + 0 223 6× 37 + 1 226 5× 45 + 1

227 9× 25 + 2 228 12× 19 + 0 229 12× 19 + 1 230 10× 23 + 0 231 10× 23 + 1

232 7× 33 + 1 233 7× 33 + 2 234 6× 39 + 0 235 5× 47 + 0 236 5× 47 + 1

237 5× 47 + 2 242 14× 17 + 4 243 9× 27 + 0 244 9× 27 + 1 245 5× 49 + 0

246 5× 49 + 1 247 6× 41 + 1 248 8× 31 + 0 249 8× 31 + 1 250 10× 25 + 0

251 10× 25 + 1 258 6× 43 + 0 259 7× 37 + 0 260 7× 37 + 1 261 5× 52 + 1

262 9× 29 + 1 263 9× 29 + 2 264 8× 33 + 0 265 5× 53 + 0 266 5× 53 + 1

274 7× 39 + 1 275 5× 55 + 0 276 5× 55 + 1 278 12× 23 + 2 279 9× 31 + 0

291 10× 29 + 1 292 10× 29 + 2

116



4-*GDD(6n)和相关的最优四元常重码

证明. 当n ∈ [308, 381]时，取一个TD(20, 19)（见引理 2.8）。应用构造 6.3，对这个

设计的前14组中的所有点，第14 + ai组中的ai个点赋权为6，其中i = 1, 2, 3, 4, 5, 6。

剩下的全部点赋权为0。要求ai ∈ {0} ∪ [14, 19] 对所有i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}成立。

令u = 0或者6。所需的输入设计为4-*GDD(6m)，其中m ∈ [14, 20]（见引理 6.19）。

这样得到一个4-*GDD(6266+
∑

ai+u/6)。这样，对于每个n ∈ [308, 381]，都可以得到

一个4-*GDD(6n)。

当n ∈ [382, 552]时，取一个TD(24, 23)（见引理 2.8）。应用构造 6.3，对这个设

计的前14组中的所有点，第14 + ai组中的ai个点赋权为6，其中i ∈ {1, 2, . . . , 10}。

剩下的全部点赋权为0。要求ai ∈ {0} ∪ [14, 23] 对所有i ∈ {1, 2, . . . , 10}成立。

令u = 0或者6。所需的输入设计为4-*GDD(6m)，其中m ∈ [14, 24]（见引理 6.19）。

这样得到一个4-*GDD(6322+
∑

ai+u/6)。这样，对于每个n ∈ [382, 552]，都可以得到

一个4-*GDD(6n)。

当n ∈ [553, 1406]时，取一个TD(38, 37)（见引理 2.8）。应用构造 6.3，对这个

设计的前14组中的所有点，第14 + ai组中的ai个点赋权为6，其中i ∈ {1, 2, . . . , 24}。

剩下的全部点赋权为0。要求ai ∈ {0} ∪ [14, 37] 对所有i ∈ {1, 2, . . . , 24}成立。

令u = 0或者6。所需的输入设计为4-*GDD(6m)，其中m ∈ [14, 38]（见引理 6.19）。

这样得到一个4-*GDD(6518+
∑

ai+u/6)。这样，对于每个n ∈ [553, 1406]，都可以得到

一个4-*GDD(6n)。

当n ∈ [1407, 5402]时，取一个TD(74, 73)（见引理 2.8）。应用构造 6.3，对这个

设计的前14组中的所有点，第14 + ai组中的ai个点赋权为6，其中i ∈ {1, 2, . . . , 60}。

剩下的全部点赋权为0。要求ai ∈ {0} ∪ [14, 73] 对所有i ∈ {1, 2, . . . , 60}成立。

令u = 0或者6。所需的输入设计为4-*GDD(6m)，其中m ∈ [14, 74]（见引理 6.19）。

这样得到一个4-*GDD(61022+
∑

ai+u/6)。这样，对于每个n ∈ [1407, 5402]，都可以得

到一个4-*GDD(6n)。

当n > 5403，取一个TD(17, t)或TD(17, t + 4i)，其中对于任何t ≥ 241且t ≡ 1

(mod 4)，有i ∈ {1, 2, 3, 4}（见 [95] ）。应用构造 6.3，对这个设计的前14组中的所有

点，第15组中的a个点，第16组中的b个点以及最后一个组中的c个点赋权为6。剩下

的全部点赋权为0。要求a, b ≡ 1 (mod 4)，14 ≤ a, b ≤ t且14 ≤ c ≤ 74成立。所需
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的输入设计为4-*GDD(6m)，其中m ∈ [14, 74]或m > 74，m ≡ 1 (mod 4)（见引理

6.12和 6.19）。这样，对于每个n ∈ [14t+14, 16t+74]，均可以得到一个4-*GDD(6n)。

不难验证当t ≡ 1 (mod 4)取遍所有[241,∞)中的值时，区间[14t + 14, 16t + 74]相互

覆盖。

结合引理 6.19和 6.20，可以得到这一章的主要结果，定理如下：

定理 6.3：4-*GDD(6n)存在的必要条件，n ≥ 14，也是充分的。

6.6 总结

利用上面4-*GDD(6n)的存在性结论，可以得到一些新的最优非线性四元常重

码。以下是一些已知的广义系的结果：

引理 6.21 ( [48])：对于任意的素数v ≡ 1 (mod 4)且v > 13，都存在一个GS(2, 4, v, 3)。

引理 6.22 ( [49])：如果一个素数幂v ≡ 3, 5, 7 (mod 8)且v ≥ 19，而2n + 1 ≡ 1

(mod 4)是一个素数，且2n+1 > 13，则一个GS(2, 4, 2vn+1, 3)与一个GS(2, 4, v(2n+

1), 3)同时存在。

结合引理 6.2和 6.21，可以将引理 6.22中的存在性结果改进为下面的结论。

定理 6.4：如果v ≥ 14，而2n + 1 ≡ 1 (mod 4)是一个素数，且2n + 1 > 13，则一

个GS(2, 4, 2vn+ 1, 3)与一个GS(2, 4, v(2n+ 1), 3)同时存在。

定理 6.5：如果v ≥ 14，而2n+ 1 ≡ 1 (mod 4)是一个素数，且2n+ 1 > 13，则存在

一个最优非线性四元(w, 5, 4)常重码，其中w = 2vn+ 1或v(2n+ 1)。

超单斜Room方在构造4-*GDD(6n)的过程中发挥了重要的作用。其本身的存在

性问题也是十分有趣的。在这一章中得到了其存在性的部分结果，但是离完全解决

其存在性问题还差得很远。这个问题可以作为以后研究工作的一个主题。
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附录A
1. n = 41

{7, 29}, {25, 28}, {8, 24}, {30, 39}, {18, 26}, {17, 23}, {31, 35}, {2, 22}, {1, 32}, {21, 34}, {6, 13}, {9, 36}, {3, 27},
{15, 20}, {37, 38}, {10, 33}, {12, 14}, {4, 19}, {5, 16}, {11, 40}

2. n = 49

{5, 17}, {8, 26}, {13, 40}, {38, 42}, {12, 31}, {28, 41}, {14, 19}, {27, 48}, {1, 36}, {9, 15}, {7, 23}, {2, 34},
{29, 37}, {20, 22}, {3, 45}, {18, 21}, {6, 32}, {4, 43}, {11, 35}, {10, 30}, {16, 25}, {24, 39}, {33, 44}, {46, 47}

3. n = 53

{7, 32}, {23, 34}, {16, 39}, {5, 49}, {27, 42}, {12, 13}, {15, 28}, {43, 45}, {26, 46}, {19, 22}, {18, 50}, {4, 40},
{10, 37}, {17, 31}, {20, 36}, {33, 52}, {25, 35}, {38, 44}, {47, 51}, {2, 24}, {1, 30}, {9, 21}, {3, 8}, {6, 14},
{11, 29}, {41, 48}

4. n = 61

{20, 46}, {15, 28}, {32, 38}, {26, 36}, {29, 49}, {4, 18}, {10, 19}, {30, 51}, {44, 48}, {8, 25}, {14, 41}, {21, 50},
{1, 34}, {17, 47}, {11, 27}, {2, 13}, {5, 42}, {35, 53}, {37, 60}, {54, 57}, {33, 40}, {24, 39}, {6, 59}, {7, 12},
{3, 45}, {9, 31}, {16, 52}, {43, 55}, {22, 23}, {56, 58}

5. n = 65

{18, 52}, {49, 51}, {2, 23}, {1, 47}, {35, 36}, {6, 14}, {45, 61}, {53, 62}, {37, 54}, {9, 29}, {3, 40}, {17, 46},
{13, 16}, {10, 43}, {4, 27}, {5, 59}, {34, 41}, {21, 31}, {20, 38}, {11, 50}, {7, 12}, {24, 64}, {8, 60}, {33, 48},
{26, 30}, {19, 25}, {15, 58}, {28, 55}, {22, 57}, {32, 44}, {39, 63}, {42, 56}

6. n = 77

{72, 73}, {14, 17}, {24, 46}, {10, 70}, {12, 50}, {27, 61}, {33, 43}, {49, 68}, {7, 9}, {28, 57}, {18, 30}, {16, 25},
{22, 36}, {2, 8}, {31, 51}, {1, 37}, {26, 39}, {6, 38}, {32, 69}, {53, 71}, {42, 67}, {56, 63}, {11, 60}, {34, 45},
{19, 40}, {4, 48}, {5, 55}, {47, 52}, {41, 64}, {62, 66}, {23, 58}, {3, 54}, {13, 21}, {15, 76}, {29, 75}, {20, 44},
{35, 65}, {59, 74}

7. n = 125

{23, 52}, {106, 124}, {51, 70}, {1, 11}, {46, 89}, {56, 94}, {36, 37}, {55, 69}, {62, 77}, {14, 42}, {7, 44}, {40, 93},
{27, 59}, {33, 87}, {31, 120}, {20, 71}, {50, 99}, {2, 47}, {22, 122}, {30, 53}, {68, 84}, {61, 102}, {74, 79},
{80, 115}, {24, 86}, {8, 54}, {48, 109}, {49, 82}, {26, 117}, {29, 38}, {83, 90}, {64, 108}, {66, 105}, {21, 91},
{16, 28}, {39, 116}, {12, 72}, {88, 96}, {92, 98}, {57, 104}, {41, 107}, {19, 75}, {73, 113}, {13, 114}, {78, 100},
{9, 123}, {6, 10}, {18, 85}, {43, 111}, {81, 101}, {5, 35}, {3, 34}, {32, 58}, {45, 97}, {4, 17}, {95, 112}, {60, 110},
{15, 119}, {63, 65}, {118, 121}, {25, 67}, {76, 103}

附录B
1. n = 23

{0, 24, 42, 22} {0, 45, 127, 122} {0, 109, 74, 19} {0, 14, 17, 105} {0, 94, 128, 41} {0, 36, 75, 137}
{0, 28, 68, 100} {0, 134, 113, 125} {0, 71, 86, 78} {0, 6, 49, 79} {0, 26, 57, 84}

2. n = 27

{0, 129, 126, 110} {0, 11, 28, 141} {0, 114, 85, 70} {0, 105, 125, 50} {0, 2, 60, 53} {0, 115, 31, 158}
{0, 67, 72, 6} {0, 89, 71, 9} {0, 154, 68, 22} {0, 1, 124, 150} {0, 137, 40, 74} {0, 23, 79, 121}

{0, 93, 152, 138}
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3. n = 31

{0, 17, 8, 47} {0, 153, 81, 49} {0, 69, 98, 34} {0, 121, 132, 76} {0, 58, 101, 46} {0, 36, 20, 165}
{0, 119, 142, 92} {0, 171, 4, 185} {0, 10, 3, 106} {0, 102, 28, 127} {0, 113, 13, 61} {0, 26, 63, 133}
{0, 164, 75, 126} {0, 66, 144, 184} {0, 6, 77, 168}

4. n = 39

{0, 219, 75, 217} {0, 228, 158, 200} {0, 198, 86, 104} {0, 1, 188, 73} {0, 210, 20, 133}
{0, 31, 183, 56} {0, 212, 221, 189} {0, 79, 8, 168} {0, 5, 186, 129} {0, 207, 166, 58}
{0, 141, 103, 54} {0, 223, 50, 10} {0, 171, 65, 174} {0, 170, 135, 19} {0, 55, 201, 175}
{0, 4, 138, 222} {0, 136, 227, 165} {0, 220, 123, 153} {0, 154, 197, 102}

5. n = 43

{0, 44, 9, 211} {0, 39, 227, 81} {0, 178, 27, 34} {0, 14, 235, 72} {0, 46, 103, 13} {0, 173, 222, 79}
{0, 96, 45, 228} {0, 133, 17, 165} {0, 185, 84, 102} {0, 247, 50, 76} {0, 106, 230, 255} {0, 198, 8, 67}
{0, 21, 92, 40} {0, 64, 184, 119} {0, 62, 238, 254} {0, 5, 113, 128} {0, 147, 6, 69} {0, 41, 118, 29}
{0, 205, 1, 105} {0, 137, 234, 236} {0, 98, 136, 88}

6. n = 47

{0, 105, 275, 175} {0, 239, 84, 28} {0, 63, 255, 250} {0, 61, 218, 35} {0, 81, 161, 240}
{0, 228, 146, 268} {0, 58, 17, 280} {0, 207, 185, 216} {0, 158, 86, 89} {0, 52, 16, 197}
{0, 18, 191, 51} {0, 217, 98, 87} {0, 171, 209, 4} {0, 74, 15, 194} {0, 96, 126, 50}

{0, 149, 128, 262} {0, 257, 92, 93} {0, 83, 138, 150} {0, 44, 10, 269} {0, 24, 204, 253}
{0, 68, 178, 116} {0, 6, 114, 153} {0, 143, 106, 151}

7. n = 51

{0, 243, 206, 217} {0, 22, 179, 163} {0, 201, 134, 200} {0, 97, 103, 263} {0, 17, 38, 152}
{0, 116, 47, 148} {0, 183, 236, 224} {0, 145, 173, 228} {0, 44, 136, 235} {0, 222, 249, 80}
{0, 93, 287, 35} {0, 90, 139, 15} {0, 77, 197, 227} {0, 208, 76, 20} {0, 144, 126, 168}
{0, 29, 304, 299} {0, 244, 196, 241} {0, 151, 147, 238} {0, 218, 8, 184} {0, 121, 131, 81}
{0, 119, 60, 73} {0, 281, 267, 195} {0, 297, 85, 108} {0, 199, 95, 273} {0, 113, 177, 52}

8. n = 55

{0, 138, 311, 253} {0, 211, 291, 304} {0, 318, 102, 223} {0, 74, 232, 288} {0, 41, 94, 205}
{0, 4, 312, 131} {0, 204, 27, 287} {0, 155, 104, 264} {0, 141, 195, 72} {0, 206, 238, 239}
{0, 105, 29, 284} {0, 174, 183, 273} {0, 21, 327, 245} {0, 31, 171, 37} {0, 152, 16, 52}
{0, 202, 185, 210} {0, 118, 197, 257} {0, 266, 222, 14} {0, 86, 328, 63} {0, 241, 302, 154}
{0, 15, 295, 300} {0, 187, 246, 198} {0, 201, 167, 263} {0, 227, 146, 217} {0, 180, 142, 310}
{0, 218, 49, 117} {0, 233, 186, 193}

9. n = 59

{0, 35, 56, 143} {0, 208, 289, 261} {0, 48, 235, 307} {0, 186, 144, 238} {0, 247, 63, 335}
{0, 350, 14, 149} {0, 23, 244, 274} {0, 57, 240, 172} {0, 351, 55, 255} {0, 314, 11, 241}
{0, 346, 134, 112} {0, 313, 270, 349} {0, 123, 136, 316} {0, 344, 140, 207} {0, 190, 197, 280}
{0, 32, 288, 228} {0, 227, 226, 75} {0, 85, 54, 276} {0, 160, 162, 91} {0, 6, 106, 131}
{0, 225, 198, 237} {0, 345, 321, 176} {0, 233, 44, 141} {0, 148, 224, 122} {0, 155, 105, 293}
{0, 290, 37, 305} {0, 284, 195, 175} {0, 309, 17, 325} {0, 77, 250, 111}

10. n = 63

{0, 170, 221, 273} {0, 48, 266, 259} {0, 163, 161, 81} {0, 109, 3, 369} {0, 27, 122, 274}
{0, 16, 60, 89} {0, 108, 324, 187} {0, 5, 154, 177} {0, 239, 92, 59} {0, 173, 165, 243}
{0, 37, 87, 72} {0, 285, 219, 236} {0, 287, 85, 325} {0, 320, 220, 69} {0, 364, 280, 18}

{0, 121, 111, 255} {0, 265, 182, 222} {0, 110, 209, 333} {0, 30, 31, 225} {0, 321, 129, 185}
{0, 339, 76, 101} {0, 290, 62, 86} {0, 141, 11, 261} {0, 28, 102, 281} {0, 313, 246, 317}
{0, 232, 68, 22} {0, 190, 245, 203} {0, 90, 271, 235} {0, 171, 77, 96} {0, 331, 337, 357}

{0, 344, 166, 230}
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11. n = 67

{0, 318, 104, 284} {0, 75, 70, 240} {0, 238, 182, 234} {0, 119, 31, 364} {0, 141, 120, 255}
{0, 273, 274, 293} {0, 83, 59, 207} {0, 210, 26, 251} {0, 326, 136, 342} {0, 366, 8, 22}
{0, 249, 347, 365} {0, 166, 272, 215} {0, 97, 126, 271} {0, 63, 53, 117} {0, 310, 312, 209}
{0, 73, 158, 375} {0, 197, 152, 42} {0, 336, 123, 325} {0, 256, 78, 369} {0, 46, 227, 321}
{0, 86, 39, 280} {0, 156, 61, 13} {0, 295, 263, 223} {0, 323, 351, 258} {0, 252, 320, 277}

{0, 183, 233, 387} {0, 30, 23, 163} {0, 281, 287, 149} {0, 89, 265, 300} {0, 3, 306, 297}
{0, 112, 328, 311} {0, 331, 172, 160} {0, 340, 80, 167}

12. n = 69

{0, 37, 179, 266} {0, 24, 315, 349} {0, 144, 251, 97} {0, 177, 368, 383} {0, 21, 130, 343}
{0, 344, 195, 134} {0, 122, 333, 384} {0, 396, 196, 75} {0, 278, 7, 110} {0, 48, 350, 242}
{0, 259, 101, 72} {0, 329, 326, 243} {0, 151, 381, 264} {0, 252, 13, 141} {0, 300, 10, 374}
{0, 332, 38, 106} {0, 323, 176, 118} {0, 212, 240, 42} {0, 250, 84, 57} {0, 408, 39, 409}
{0, 362, 217, 403} {0, 412, 253, 312} {0, 392, 225, 288} {0, 236, 361, 365} {0, 146, 132, 56}
{0, 115, 402, 394} {0, 139, 77, 234} {0, 96, 105, 379} {0, 382, 192, 23} {0, 316, 389, 156}
{0, 388, 54, 173} {0, 320, 183, 336} {0, 60, 17, 395} {0, 67, 133, 249}

13. n = 71

{0, 12, 345, 329} {0, 292, 395, 398} {0, 369, 127, 374} {0, 270, 335, 171} {0, 27, 254, 310}
{0, 77, 95, 60} {0, 8, 266, 386} {0, 4, 200, 87} {0, 352, 162, 359} {0, 277, 271, 238}
{0, 90, 140, 36} {0, 166, 146, 108} {0, 189, 41, 405} {0, 195, 416, 101} {0, 291, 396, 246}
{0, 289, 404, 66} {0, 84, 324, 170} {0, 191, 34, 316} {0, 249, 76, 194} {0, 287, 224, 187}
{0, 165, 294, 136} {0, 207, 425, 411} {0, 198, 145, 259} {0, 79, 375, 407} {0, 46, 124, 403}
{0, 209, 362, 117} {0, 96, 24, 11} {0, 169, 89, 212} {0, 47, 225, 298} {0, 275, 300, 193}
{0, 183, 305, 42} {0, 133, 307, 131} {0, 356, 68, 112} {0, 206, 367, 215} {0, 400, 49, 241}

14. n = 73

{0, 22, 306, 406} {0, 17, 352, 141} {0, 104, 102, 42} {0, 153, 193, 415} {0, 46, 166, 293}
{0, 339, 346, 232} {0, 181, 30, 225} {0, 177, 93, 187} {0, 275, 65, 203} {0, 45, 37, 239}
{0, 343, 33, 38} {0, 81, 215, 90} {0, 229, 320, 41} {0, 205, 88, 21} {0, 341, 4, 110}

{0, 269, 330, 356} {0, 221, 252, 224} {0, 119, 175, 280} {0, 302, 266, 329} {0, 426, 362, 283}
{0, 53, 14, 395} {0, 173, 189, 24} {0, 178, 390, 370} {0, 419, 50, 240} {0, 29, 282, 307}
{0, 71, 383, 241} {0, 290, 174, 123} {0, 182, 164, 112} {0, 201, 299, 286} {0, 171, 230, 308}
{0, 80, 115, 298} {0, 234, 157, 168} {0, 423, 135, 129} {0, 437, 121, 74} {0, 113, 162, 196}
{0, 89, 327, 147}

15. n = 79

{0, 405, 98, 317} {0, 212, 172, 136} {0, 280, 328, 461} {0, 107, 112, 78} {0, 91, 191, 312}
{0, 12, 354, 311} {0, 32, 303, 138} {0, 348, 232, 392} {0, 291, 197, 467} {0, 228, 249, 141}
{0, 408, 58, 142} {0, 247, 104, 185} {0, 322, 63, 321} {0, 209, 365, 292} {0, 361, 389, 343}
{0, 359, 54, 429} {0, 128, 56, 205} {0, 313, 239, 179} {0, 207, 37, 447} {0, 444, 92, 355}
{0, 53, 200, 95} {0, 213, 229, 127} {0, 281, 130, 454} {0, 459, 300, 110} {0, 254, 377, 4}

{0, 257, 177, 463} {0, 357, 360, 31} {0, 464, 129, 417} {0, 22, 260, 356} {0, 223, 425, 184}
{0, 457, 51, 422} {0, 154, 450, 436} {0, 93, 26, 248} {0, 75, 243, 276} {0, 337, 278, 339}
{0, 244, 433, 424} {0, 419, 111, 275} {0, 287, 8, 264} {0, 449, 455, 384}

16. n = 83

{0, 126, 469, 395} {0, 189, 417, 346} {0, 204, 387, 206} {0, 396, 446, 141} {0, 32, 96, 310}
{0, 118, 56, 149} {0, 283, 98, 293} {0, 69, 88, 27} {0, 254, 137, 160} {0, 476, 460, 224}
{0, 84, 468, 392} {0, 411, 358, 261} {0, 164, 211, 199} {0, 77, 416, 145} {0, 322, 423, 316}
{0, 265, 39, 472} {0, 379, 120, 438} {0, 279, 337, 286} {0, 462, 162, 297} {0, 73, 441, 455}
{0, 221, 46, 413} {0, 20, 268, 173} {0, 242, 63, 260} {0, 371, 11, 91} {0, 132, 28, 326}
{0, 350, 222, 355} {0, 54, 356, 267} {0, 129, 208, 354} {0, 406, 296, 86} {0, 253, 420, 90}
{0, 122, 147, 113} {0, 99, 55, 100} {0, 275, 431, 41} {0, 109, 105, 72} {0, 449, 125, 328}
{0, 15, 344, 327} {0, 485, 362, 477} {0, 266, 3, 314} {0, 307, 66, 347} {0, 364, 340, 124}
{0, 321, 209, 70}
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17. n = 93

{0, 343, 505, 270} {0, 480, 334, 375} {0, 282, 354, 551} {0, 381, 223, 298} {0, 9, 208, 389}
{0, 96, 236, 353} {0, 387, 124, 296} {0, 449, 557, 144} {0, 62, 430, 176} {0, 184, 5, 35}
{0, 157, 493, 508} {0, 32, 58, 251} {0, 220, 333, 376} {0, 406, 161, 554} {0, 407, 133, 383}
{0, 373, 275, 248} {0, 277, 6, 63} {0, 13, 21, 123} {0, 530, 266, 111} {0, 318, 258, 154}
{0, 107, 71, 427} {0, 489, 477, 536} {0, 209, 79, 436} {0, 355, 421, 476} {0, 348, 315, 385}
{0, 212, 544, 297} {0, 482, 431, 166} {0, 408, 46, 135} {0, 272, 211, 256} {0, 358, 52, 490}
{0, 360, 192, 519} {0, 352, 134, 40} {0, 461, 538, 509} {0, 314, 101, 119} {0, 328, 87, 326}
{0, 54, 153, 548} {0, 398, 74, 118} {0, 446, 299, 330} {0, 369, 472, 388} {0, 42, 233, 17}
{0, 341, 167, 303} {0, 432, 291, 429} {0, 458, 80, 370} {0, 143, 452, 337} {0, 502, 11, 34}
{0, 95, 187, 416}

18. n = 109

{0, 362, 237, 649} {0, 517, 538, 570} {0, 269, 104, 154} {0, 7, 347, 163} {0, 28, 325, 360}
{0, 562, 364, 118} {0, 333, 432, 426} {0, 72, 234, 75} {0, 381, 8, 310} {0, 235, 168, 559}
{0, 599, 248, 90} {0, 356, 85, 634} {0, 616, 23, 10} {0, 308, 132, 323} {0, 244, 643, 49}
{0, 19, 462, 396} {0, 1, 614, 253} {0, 515, 140, 407} {0, 33, 342, 471} {0, 172, 403, 203}
{0, 571, 24, 256} {0, 591, 544, 186} {0, 466, 225, 511} {0, 42, 584, 316} {0, 135, 14, 101}
{0, 177, 343, 17} {0, 602, 74, 576} {0, 467, 30, 39} {0, 265, 57, 392} {0, 493, 595, 77}
{0, 603, 170, 213} {0, 627, 180, 355} {0, 618, 472, 501} {0, 318, 460, 448} {0, 282, 548, 148}
{0, 270, 469, 181} {0, 395, 349, 276} {0, 353, 596, 592} {0, 499, 563, 215} {0, 88, 575, 442}
{0, 223, 100, 82} {0, 240, 418, 337} {0, 421, 257, 220} {0, 2, 229, 204} {0, 131, 589, 465}
{0, 261, 430, 150} {0, 409, 560, 341} {0, 190, 304, 475} {0, 193, 289, 80} {0, 404, 507, 144}
{0, 283, 86, 214} {0, 632, 534, 578} {0, 230, 56, 505} {0, 295, 122, 138}

附录C
1. n = 24

{(0, 0), (5, 4), (7, 4), (18, 5)} {(0, 0), (4, 4), (6, 3), (5, 2)} {(0, 0), (14, 2), (21, 3), (12, 1)}
{(0, 0), (8, 3), (6, 5), (16, 3)} {(0, 0), (8, 5), (5, 0), (17, 0)} {(0, 0), (7, 2), (1, 0), (3, 2)}

{(0, 0), (13, 0), (20, 0), (17, 5)} {(∞, 0), (8, 5), (12, 2), (2, 1)} {(∞, 0), (15, 0), (16, 3), (7, 4)}
{(0, 0), (16, 1), (13, 3), (5, 5)} {(0, 0), (12, 2), (11, 3), (15, 5)} {(0, 0), (1, 2), (5, 3), (14, 0)}

2. n = 26

{(0, 0), (7, 1), (14, 3), (2, 0)} {(∞, 0), (17, 5), (3, 4), (12, 3)} {(0, 0), (1, 1), (17, 4), (11, 2)}
{(0, 0), (1, 0), (6, 5), (7, 3)} {(0, 0), (21, 3), (8, 5), (16, 5)} {(0, 0), (23, 1), (6, 4), (4, 1)}
{(0, 0), (22, 5), (1, 5), (2, 2)} {(∞, 0), (5, 1), (8, 0), (18, 2)} {(0, 0), (13, 0), (9, 2), (20, 0)}
{(0, 0), (15, 2), (4, 2), (7, 4)} {(0, 0), (2, 1), (9, 0), (12, 4)} {(0, 0), (22, 3), (6, 1), (21, 1)}
{(0, 0), (2, 4), (10, 5), (13, 5)}

3. n = 28

{(0, 0), (19, 3), (16, 2), (22, 3)} {(0, 0), (14, 2), (13, 3), (17, 4)} {(0, 0), (19, 4), (3, 3), (20, 0)}
{(0, 0), (14, 4), (25, 5), (23, 0)} {(0, 0), (14, 1), (18, 0), (24, 2)} {(∞, 0), (21, 0), (17, 4), (23, 3)}
{(0, 0), (9, 4), (7, 2), (2, 0)} {(0, 0), (11, 0), (15, 4), (16, 4)} {(0, 0), (17, 1), (11, 3), (5, 0)}

{(0, 0), (12, 4), (9, 5), (10, 0)} {(∞, 0), (20, 2), (11, 5), (1, 1)} {(0, 0), (23, 3), (22, 5), (8, 0)}
{(0, 0), (21, 0), (12, 5), (20, 3)} {(0, 0), (5, 5), (12, 0), (19, 5)}

4. n = 30

{(0, 0), (21, 2), (18, 3), (10, 2)} {(0, 0), (22, 3), (6, 0), (12, 4)} {(0, 0), (20, 1), (17, 3), (27, 3)}
{(0, 0), (8, 5), (10, 1), (20, 4)} {(0, 0), (14, 1), (10, 4), (1, 1)} {(0, 0), (7, 0), (25, 5), (3, 0)}
{(0, 0), (6, 2), (5, 0), (4, 2)} {(∞, 0), (15, 4), (24, 5), (23, 0)} {(0, 0), (4, 5), (24, 1), (18, 4)}

{(0, 0), (17, 0), (22, 2), (13, 2)} {(0, 0), (13, 1), (18, 2), (12, 1)} {(0, 0), (2, 1), (5, 3), (26, 3)}
{(∞, 0), (8, 3), (23, 1), (21, 2)} {(0, 0), (17, 4), (28, 3), (14, 3)} {(0, 0), (2, 4), (8, 3), (15, 2)}

5. n = 32

{(∞, 0), (2, 4), (24, 2), (20, 5)} {(0, 0), (17, 0), (3, 5), (11, 1)} {(0, 0), (4, 2), (24, 3), (14, 5)}
{(0, 0), (11, 2), (12, 4), (13, 1)} {(0, 0), (24, 1), (20, 2), (29, 5)} {(0, 0), (3, 2), (19, 4), (28, 2)}
{(0, 0), (5, 0), (24, 0), (13, 3)} {(0, 0), (28, 3), (5, 2), (15, 1)} {(0, 0), (29, 2), (22, 0), (14, 2)}
{(0, 0), (15, 3), (16, 1), (26, 3)} {(0, 0), (28, 5), (23, 0), (1, 5)} {(∞, 0), (13, 3), (30, 0), (11, 1)}
{(0, 0), (25, 5), (24, 5), (22, 5)} {(0, 0), (6, 4), (2, 3), (21, 0)} {(0, 0), (19, 1), (18, 0), (24, 2)}
{(0, 0), (4, 4), (10, 1), (18, 2)}
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6. n = 34

{(0, 0), (17, 2), (3, 0), (27, 4)} {(0, 0), (15, 0), (29, 5), (30, 4)} {(0, 0), (1, 2), (12, 5), (14, 1)}
{(∞, 0), (32, 1), (22, 0), (29, 3)} {(0, 0), (18, 1), (17, 3), (26, 4)} {(0, 0), (16, 5), (21, 2), (8, 4)}
{(0, 0), (31, 2), (5, 0), (12, 0)} {(∞, 0), (9, 2), (22, 5), (0, 4)} {(0, 0), (25, 4), (29, 0), (28, 5)}
{(0, 0), (21, 5), (11, 0), (28, 4)} {(0, 0), (6, 4), (15, 3), (17, 0)} {(0, 0), (19, 3), (23, 0), (25, 0)}
{(0, 0), (21, 3), (1, 3), (6, 1)} {(0, 0), (28, 1), (22, 2), (32, 0)} {(0, 0), (24, 3), (20, 5), (27, 0)}

{(0, 0), (30, 1), (18, 5), (20, 4)} {(0, 0), (2, 1), (11, 1), (19, 0)}

7. n = 36

{(0, 0), (19, 3), (31, 0), (23, 0)} {(∞, 0), (14, 2), (10, 0), (28, 4)} {(0, 0), (30, 1), (19, 5), (22, 4)}
{(0, 0), (29, 1), (9, 1), (3, 4)} {(0, 0), (8, 2), (22, 0), (28, 4)} {(0, 0), (19, 0), (32, 5), (9, 0)}

{(0, 0), (28, 1), (18, 5), (12, 5)} {(0, 0), (17, 5), (15, 5), (18, 2)} {(0, 0), (14, 3), (15, 3), (25, 1)}
{(0, 0), (12, 2), (17, 3), (26, 2)} {(∞, 0), (21, 5), (16, 1), (19, 3)} {(0, 0), (25, 5), (17, 0), (1, 2)}
{(0, 0), (21, 5), (24, 5), (28, 3)} {(0, 0), (13, 4), (20, 5), (33, 2)} {(0, 0), (6, 1), (1, 1), (5, 2)}
{(0, 0), (23, 2), (24, 0), (2, 1)} {(0, 0), (4, 5), (30, 3), (28, 0)} {(0, 0), (2, 5), (8, 1), (27, 2)}

8. n = 38

{(0, 0), (1, 2), (12, 2), (35, 2)} {(0, 0), (15, 4), (1, 5), (31, 0)} {(0, 0), (15, 2), (21, 5), (17, 5)}
{(0, 0), (36, 2), (4, 1), (27, 4)} {(0, 0), (4, 5), (23, 2), (18, 1)} {(0, 0), (28, 0), (13, 3), (25, 1)}
{(0, 0), (21, 2), (8, 0), (30, 5)} {(0, 0), (20, 4), (26, 5), (11, 5)} {(0, 0), (2, 0), (7, 0), (4, 2)}
{(0, 0), (15, 5), (25, 3), (18, 0)} {(0, 0), (24, 5), (5, 3), (25, 5)} {(0, 0), (18, 5), (16, 0), (26, 3)}
{(0, 0), (13, 5), (17, 3), (9, 2)} {(∞, 0), (30, 1), (35, 5), (33, 4)} {(0, 0), (7, 4), (16, 5), (10, 0)}
{(0, 0), (13, 0), (24, 2), (32, 4)} {(∞, 0), (29, 3), (21, 0), (28, 2)} {(0, 0), (21, 3), (1, 3), (11, 4)}
{(0, 0), (6, 2), (12, 0), (29, 1)}

9. n = 40

{(0, 0), (15, 4), (38, 4), (16, 3)} {(0, 0), (34, 2), (25, 4), (36, 4)} {(0, 0), (37, 5), (29, 3), (1, 0)}
{(0, 0), (32, 1), (12, 1), (34, 1)} {(0, 0), (8, 1), (31, 2), (25, 5)} {(0, 0), (26, 1), (5, 1), (36, 1)}
{(0, 0), (6, 1), (19, 4), (25, 0)} {(0, 0), (35, 2), (12, 3), (3, 0)} {(0, 0), (11, 4), (19, 1), (23, 4)}
{(∞, 0), (3, 3), (24, 5), (31, 2)} {(∞, 0), (6, 0), (37, 1), (35, 4)} {(0, 0), (34, 0), (30, 4), (33, 2)}
{(0, 0), (25, 3), (14, 4), (35, 1)} {(0, 0), (27, 1), (18, 1), (5, 3)} {(0, 0), (24, 1), (17, 1), (26, 0)}
{(0, 0), (26, 5), (11, 2), (16, 4)} {(0, 0), (35, 5), (2, 4), (26, 4)} {(0, 0), (32, 5), (38, 5), (20, 3)}
{(0, 0), (29, 1), (17, 3), (32, 4)} {(0, 0), (1, 3), (15, 2), (19, 2)}

10. n = 42

{(0, 0), (11, 3), (21, 2), (35, 0)} {(0, 0), (29, 3), (11, 1), (16, 2)} {(0, 0), (23, 2), (24, 4), (20, 0)}
{(0, 0), (8, 3), (13, 2), (11, 4)} {(0, 0), (16, 0), (31, 5), (33, 0)} {(0, 0), (37, 4), (14, 3), (21, 3)}
{(0, 0), (30, 1), (12, 1), (4, 5)} {(0, 0), (3, 0), (32, 2), (34, 4)} {(∞, 0), (17, 0), (35, 3), (31, 2)}
{(0, 0), (7, 5), (16, 4), (2, 5)} {(0, 0), (13, 4), (17, 4), (19, 1)} {(0, 0), (31, 0), (9, 3), (40, 0)}

{(0, 0), (40, 2), (11, 2), (24, 5)} {(0, 0), (8, 4), (30, 0), (16, 5)} {(0, 0), (17, 5), (3, 5), (38, 3)}
{(∞, 0), (3, 1), (29, 4), (10, 5)} {(0, 0), (36, 3), (21, 1), (26, 5)} {(0, 0), (9, 2), (1, 3), (13, 5)}
{(0, 0), (28, 0), (34, 5), (2, 0)} {(0, 0), (21, 5), (18, 1), (40, 5)} {(0, 0), (1, 5), (6, 1), (35, 2)}

11. n = 44

{(0, 0), (16, 5), (23, 2), (27, 4)} {(0, 0), (11, 2), (34, 0), (28, 0)} {(0, 0), (38, 2), (4, 4), (35, 5)}
{(0, 0), (42, 5), (8, 4), (9, 3)} {(0, 0), (28, 4), (41, 5), (40, 2)} {(0, 0), (22, 3), (37, 4), (27, 5)}
{(0, 0), (7, 0), (26, 3), (2, 5)} {(∞, 0), (32, 5), (42, 1), (17, 0)} {(0, 0), (8, 5), (2, 2), (37, 2)}

{(0, 0), (25, 5), (32, 3), (21, 2)} {(∞, 0), (30, 3), (6, 4), (7, 2)} {(0, 0), (23, 5), (19, 0), (40, 1)}
{(0, 0), (30, 1), (10, 1), (26, 1)} {(0, 0), (42, 0), (6, 5), (12, 0)} {(0, 0), (30, 4), (11, 0), (14, 1)}
{(0, 0), (22, 2), (13, 4), (40, 0)} {(0, 0), (38, 1), (41, 3), (9, 1)} {(0, 0), (21, 0), (26, 0), (14, 4)}
{(0, 0), (25, 0), (12, 3), (10, 3)} {(0, 0), (1, 2), (15, 4), (39, 5)} {(0, 0), (29, 1), (41, 2), (21, 5)}
{(0, 0), (7, 1), (17, 1), (25, 4)}

12. n = 46

{(0, 0), (7, 2), (38, 0), (13, 4)} {(0, 0), (27, 0), (8, 1), (24, 3)} {(0, 0), (38, 3), (8, 3), (12, 5)}
{(0, 0), (9, 1), (32, 5), (2, 3)} {(0, 0), (23, 1), (2, 1), (24, 4)} {(0, 0), (6, 0), (19, 0), (1, 4)}
{(0, 0), (37, 0), (40, 1), (9, 2)} {(0, 0), (23, 2), (27, 2), (14, 5)} {(∞, 0), (34, 5), (4, 1), (7, 0)}
{(∞, 0), (30, 2), (9, 3), (28, 4)} {(0, 0), (35, 1), (41, 5), (42, 0)} {(0, 0), (15, 5), (36, 0), (5, 4)}
{(0, 0), (5, 1), (33, 2), (13, 5)} {(0, 0), (9, 5), (8, 5), (44, 1)} {(0, 0), (41, 1), (6, 1), (12, 0)}
{(0, 0), (12, 1), (11, 5), (28, 5)} {(0, 0), (33, 3), (22, 0), (28, 3)} {(0, 0), (30, 3), (10, 3), (27, 1)}
{(0, 0), (11, 0), (27, 3), (43, 4)} {(0, 0), (3, 4), (23, 5), (43, 1)} {(0, 0), (34, 4), (8, 2), (19, 3)}
{(0, 0), (2, 0), (12, 2), (16, 0)} {(0, 0), (4, 3), (11, 4), (25, 1)}
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13. n = 48

{(0, 0), (16, 4), (5, 2), (30, 4)} {(0, 0), (6, 1), (7, 4), (29, 5)} {(0, 0), (18, 4), (12, 4), (34, 0)}
{(0, 0), (46, 2), (23, 3), (39, 2)} {(0, 0), (3, 0), (17, 5), (20, 1)} {(∞, 0), (31, 5), (8, 4), (40, 0)}
{(0, 0), (37, 2), (38, 2), (43, 0)} {(0, 0), (18, 0), (46, 4), (3, 1)} {(0, 0), (31, 0), (42, 0), (29, 3)}
{(0, 0), (20, 4), (12, 1), (39, 1)} {(0, 0), (36, 2), (45, 2), (17, 3)} {(0, 0), (3, 5), (22, 5), (24, 0)}
{(0, 0), (11, 1), (20, 3), (32, 3)} {(0, 0), (43, 5), (26, 1), (16, 1)} {(0, 0), (32, 4), (8, 0), (41, 3)}
{(0, 0), (18, 5), (21, 3), (39, 5)} {(0, 0), (39, 4), (2, 0), (34, 5)} {(0, 0), (45, 1), (5, 3), (12, 2)}
{(0, 0), (22, 3), (26, 2), (36, 1)} {(0, 0), (12, 3), (46, 5), (44, 3)} {(0, 0), (40, 3), (30, 0), (34, 4)}
{(∞, 0), (1, 1), (28, 2), (15, 3)} {(0, 0), (10, 1), (19, 4), (35, 1)} {(0, 0), (1, 5), (7, 1), (43, 4)}

14. n = 50

{(0, 0), (12, 1), (47, 0), (18, 1)} {(0, 0), (38, 2), (40, 1), (1, 1)} {(0, 0), (25, 4), (41, 1), (3, 0)}
{(∞, 0), (24, 4), (6, 1), (14, 2)} {(0, 0), (22, 2), (15, 0), (34, 2)} {(0, 0), (10, 3), (16, 2), (43, 5)}
{(0, 0), (25, 3), (32, 3), (2, 2)} {(0, 0), (31, 1), (36, 1), (44, 3)} {(0, 0), (45, 5), (30, 0), (43, 4)}
{(0, 0), (38, 4), (24, 0), (10, 4)} {(0, 0), (32, 1), (47, 3), (40, 4)} {(0, 0), (16, 5), (44, 2), (45, 1)}
{(0, 0), (44, 1), (32, 4), (35, 1)} {(0, 0), (28, 1), (45, 2), (48, 3)} {(0, 0), (19, 3), (6, 3), (46, 2)}
{(0, 0), (13, 1), (17, 4), (48, 4)} {(0, 0), (9, 4), (35, 0), (28, 2)} {(0, 0), (46, 4), (48, 2), (25, 2)}
{(0, 0), (26, 1), (23, 2), (31, 2)} {(0, 0), (18, 2), (34, 3), (6, 4)} {(0, 0), (39, 1), (10, 1), (32, 0)}
{(0, 0), (34, 5), (30, 5), (41, 2)} {(0, 0), (44, 4), (24, 5), (48, 0)} {(∞, 0), (0, 0), (26, 3), (38, 5)}
{(0, 0), (9, 3), (20, 3), (36, 3)}

15. n = 52

{(0, 0), (5, 2), (2, 4), (20, 1)} {(0, 0), (8, 4), (21, 1), (42, 5)} {(0, 0), (18, 4), (12, 5), (31, 2)}
{(0, 0), (37, 2), (36, 4), (7, 4)} {(0, 0), (19, 5), (21, 5), (15, 4)} {(0, 0), (20, 3), (36, 5), (10, 1)}
{(0, 0), (13, 0), (23, 5), (32, 2)} {(0, 0), (40, 5), (28, 3), (44, 4)} {(0, 0), (45, 4), (20, 0), (11, 0)}
{(0, 0), (25, 5), (46, 5), (49, 5)} {(0, 0), (35, 0), (28, 0), (1, 1)} {(0, 0), (31, 1), (13, 1), (2, 5)}
{(0, 0), (50, 3), (47, 2), (6, 0)} {(0, 0), (33, 1), (11, 5), (8, 0)} {(∞, 0), (11, 4), (33, 3), (45, 0)}
{(0, 0), (43, 4), (38, 1), (37, 1)} {(∞, 0), (7, 2), (42, 5), (15, 1)} {(0, 0), (28, 2), (23, 2), (34, 0)}
{(0, 0), (40, 3), (32, 0), (12, 4)} {(0, 0), (5, 4), (35, 1), (37, 3)} {(0, 0), (47, 0), (33, 5), (9, 2)}
{(0, 0), (24, 5), (15, 0), (8, 1)} {(0, 0), (24, 4), (25, 0), (29, 3)} {(0, 0), (4, 2), (18, 2), (1, 5)}
{(0, 0), (10, 0), (25, 3), (39, 5)} {(0, 0), (2, 3), (9, 4), (12, 0)}

16. n = 54

{(0, 0), (49, 3), (20, 5), (11, 3)} {(0, 0), (40, 5), (47, 3), (13, 0)} {(0, 0), (2, 3), (6, 1), (1, 4)}
{(0, 0), (37, 2), (21, 2), (17, 2)} {(0, 0), (12, 0), (14, 2), (31, 1)} {(0, 0), (32, 1), (33, 2), (19, 2)}
{(0, 0), (33, 4), (9, 1), (51, 1)} {(0, 0), (52, 0), (18, 0), (6, 2)} {(0, 0), (24, 0), (46, 0), (41, 4)}
{(∞, 0), (31, 3), (22, 4), (6, 5)} {(0, 0), (3, 1), (41, 5), (43, 3)} {(0, 0), (38, 1), (52, 4), (26, 4)}
{(0, 0), (21, 4), (42, 5), (52, 3)} {(0, 0), (35, 1), (24, 5), (18, 1)} {(0, 0), (46, 3), (35, 4), (8, 1)}
{(0, 0), (37, 4), (29, 2), (5, 1)} {(0, 0), (42, 2), (4, 5), (17, 1)} {(0, 0), (18, 4), (43, 1), (28, 0)}
{(0, 0), (16, 3), (50, 4), (47, 1)} {(∞, 0), (28, 1), (5, 2), (1, 0)} {(0, 0), (9, 3), (28, 1), (23, 2)}
{(0, 0), (51, 0), (31, 3), (8, 0)} {(0, 0), (4, 1), (12, 5), (7, 1)} {(0, 0), (26, 2), (23, 4), (10, 1)}
{(0, 0), (36, 3), (50, 1), (45, 1)} {(0, 0), (46, 1), (44, 0), (23, 0)} {(0, 0), (6, 0), (20, 1), (28, 4)}

17. n = 56

{(0, 0), (5, 3), (6, 2), (44, 1)} {(0, 0), (14, 0), (34, 5), (21, 2)} {(0, 0), (30, 0), (12, 4), (36, 5)}
{(0, 0), (34, 1), (24, 0), (22, 2)} {(0, 0), (27, 5), (7, 4), (26, 1)} {(0, 0), (23, 0), (26, 0), (33, 3)}
{(0, 0), (33, 5), (16, 0), (20, 3)} {(0, 0), (33, 0), (38, 4), (18, 4)} {(0, 0), (17, 3), (3, 1), (14, 1)}
{(0, 0), (10, 2), (5, 2), (23, 3)} {(0, 0), (35, 2), (11, 3), (12, 3)} {(∞, 0), (31, 4), (33, 5), (47, 3)}
{(0, 0), (15, 5), (6, 4), (31, 2)} {(0, 0), (34, 2), (33, 1), (30, 4)} {(0, 0), (33, 2), (24, 2), (48, 5)}
{(0, 0), (10, 4), (16, 4), (42, 2)} {(0, 0), (18, 0), (16, 1), (27, 3)} {(0, 0), (38, 0), (50, 1), (29, 4)}
{(0, 0), (1, 3), (4, 1), (8, 3)} {(0, 0), (9, 5), (17, 4), (7, 5)} {(0, 0), (45, 0), (30, 5), (49, 5)}

{(0, 0), (53, 3), (35, 4), (41, 1)} {(0, 0), (26, 5), (15, 4), (34, 0)} {(0, 0), (46, 2), (27, 4), (54, 4)}
{(∞, 0), (28, 1), (53, 0), (25, 2)} {(0, 0), (42, 1), (27, 1), (50, 5)} {(0, 0), (26, 3), (18, 3), (14, 3)}
{(0, 0), (2, 2), (13, 0), (32, 5)}

18. n = 58

{(0, 0), (44, 0), (15, 0), (25, 2)} {(0, 0), (51, 2), (29, 4), (32, 3)} {(0, 0), (47, 1), (8, 1), (30, 0)}
{(0, 0), (51, 4), (1, 5), (37, 2)} {(0, 0), (31, 0), (33, 2), (20, 5)} {(0, 0), (44, 4), (3, 4), (1, 4)}
{(0, 0), (55, 1), (29, 5), (28, 5)} {(0, 0), (31, 3), (36, 5), (49, 4)} {(0, 0), (14, 5), (34, 0), (52, 5)}
{(∞, 0), (25, 1), (6, 0), (28, 2)} {(0, 0), (4, 4), (22, 1), (31, 1)} {(0, 0), (14, 1), (2, 1), (41, 5)}
{(0, 0), (24, 1), (27, 1), (48, 3)} {(0, 0), (53, 3), (24, 0), (13, 1)} {(0, 0), (14, 3), (56, 4), (47, 0)}
{(∞, 0), (44, 3), (16, 5), (50, 4)} {(0, 0), (9, 1), (23, 5), (3, 2)} {(0, 0), (10, 4), (16, 4), (12, 2)}
{(0, 0), (13, 4), (49, 0), (34, 4)} {(0, 0), (11, 0), (42, 5), (22, 3)} {(0, 0), (24, 5), (41, 4), (34, 2)}
{(0, 0), (27, 5), (20, 0), (39, 2)} {(0, 0), (32, 5), (15, 3), (40, 3)} {(0, 0), (55, 3), (51, 3), (46, 4)}
{(0, 0), (8, 3), (12, 4), (7, 0)} {(0, 0), (15, 4), (5, 3), (12, 1)} {(0, 0), (23, 3), (49, 1), (11, 4)}
{(0, 0), (16, 5), (32, 2), (7, 3)} {(0, 0), (1, 1), (36, 1), (53, 1)}
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19. n = 60

{(0, 0), (5, 4), (22, 4), (13, 3)} {(0, 0), (25, 2), (18, 4), (50, 3)} {(0, 0), (35, 3), (22, 3), (4, 1)}
{(0, 0), (21, 4), (57, 1), (47, 3)} {(0, 0), (26, 3), (41, 1), (3, 4)} {(0, 0), (41, 0), (12, 0), (46, 2)}
{(0, 0), (38, 4), (42, 4), (6, 0)} {(0, 0), (2, 0), (28, 0), (57, 3)} {(0, 0), (50, 2), (58, 4), (20, 4)}
{(0, 0), (34, 3), (58, 2), (7, 5)} {(∞, 0), (16, 3), (19, 5), (4, 2)} {(0, 0), (19, 2), (42, 2), (10, 2)}
{(0, 0), (31, 3), (17, 5), (47, 1)} {(0, 0), (27, 3), (24, 4), (38, 5)} {(0, 0), (6, 4), (58, 3), (1, 5)}
{(0, 0), (21, 5), (6, 5), (34, 0)} {(0, 0), (8, 1), (53, 5), (16, 1)} {(0, 0), (51, 2), (29, 1), (53, 3)}
{(0, 0), (30, 1), (12, 4), (19, 4)} {(∞, 0), (14, 0), (47, 4), (33, 1)} {(0, 0), (55, 2), (48, 0), (15, 1)}
{(0, 0), (31, 4), (9, 5), (20, 3)} {(0, 0), (40, 3), (56, 0), (37, 0)} {(0, 0), (18, 1), (57, 2), (45, 0)}
{(0, 0), (42, 5), (46, 1), (43, 0)} {(0, 0), (23, 1), (24, 1), (13, 2)} {(0, 0), (15, 2), (54, 0), (49, 3)}
{(0, 0), (7, 3), (42, 3), (16, 5)} {(0, 0), (49, 5), (53, 4), (39, 5)} {(0, 0), (5, 1), (28, 5), (44, 1)}

20. n = 62

{(0, 0), (33, 2), (54, 0), (41, 5)} {(0, 0), (11, 3), (18, 2), (12, 5)} {(0, 0), (39, 4), (32, 0), (27, 4)}
{(0, 0), (34, 1), (32, 1), (50, 5)} {(0, 0), (31, 2), (50, 0), (41, 4)} {(0, 0), (26, 4), (38, 1), (3, 4)}
{(0, 0), (43, 0), (26, 0), (46, 3)} {(0, 0), (27, 2), (57, 2), (58, 5)} {(0, 0), (47, 0), (57, 4), (24, 4)}
{(0, 0), (44, 4), (54, 3), (32, 2)} {(0, 0), (52, 0), (1, 1), (37, 0)} {(0, 0), (19, 1), (26, 2), (47, 3)}
{(0, 0), (31, 5), (39, 0), (47, 5)} {(0, 0), (9, 1), (47, 4), (6, 2)} {(0, 0), (60, 2), (16, 3), (45, 4)}
{(0, 0), (28, 3), (47, 2), (49, 5)} {(0, 0), (24, 3), (43, 3), (35, 1)} {(0, 0), (47, 1), (36, 2), (34, 3)}
{(0, 0), (37, 1), (48, 3), (4, 0)} {(∞, 0), (24, 3), (46, 0), (21, 1)} {(0, 0), (44, 1), (56, 5), (20, 5)}
{(0, 0), (25, 2), (56, 3), (52, 2)} {(0, 0), (16, 1), (26, 1), (20, 0)} {(0, 0), (22, 4), (7, 2), (5, 0)}
{(0, 0), (48, 1), (25, 3), (30, 2)} {(0, 0), (27, 1), (19, 3), (48, 0)} {(0, 0), (15, 1), (6, 4), (5, 4)}
{(0, 0), (6, 0), (22, 5), (43, 5)} {(0, 0), (3, 0), (9, 5), (1, 5)} {(∞, 0), (45, 4), (47, 2), (7, 5)}
{(0, 0), (4, 3), (19, 2), (32, 4)}

21. n = 64

{(0, 0), (10, 5), (62, 4), (47, 2)} {(0, 0), (7, 0), (30, 1), (34, 2)} {(0, 0), (5, 0), (3, 5), (24, 4)}
{(0, 0), (50, 3), (32, 1), (38, 0)} {(0, 0), (55, 3), (30, 4), (17, 0)} {(0, 0), (1, 0), (5, 5), (27, 5)}
{(0, 0), (22, 2), (3, 0), (50, 5)} {(∞, 0), (20, 4), (49, 0), (59, 1)} {(0, 0), (23, 0), (57, 0), (10, 0)}
{(0, 0), (18, 3), (14, 0), (3, 4)} {(0, 0), (39, 0), (41, 5), (21, 1)} {(0, 0), (50, 4), (49, 5), (19, 0)}
{(0, 0), (57, 5), (22, 3), (21, 2)} {(0, 0), (47, 1), (39, 1), (49, 3)} {(0, 0), (22, 5), (16, 2), (14, 4)}
{(0, 0), (55, 2), (21, 3), (12, 5)} {(0, 0), (57, 4), (11, 0), (53, 2)} {(0, 0), (7, 4), (21, 0), (38, 5)}
{(0, 0), (40, 4), (12, 4), (15, 0)} {(0, 0), (54, 4), (58, 2), (27, 0)} {(0, 0), (45, 0), (9, 1), (61, 3)}
{(∞, 0), (32, 2), (52, 3), (37, 5)} {(0, 0), (5, 1), (35, 1), (6, 4)} {(0, 0), (60, 3), (20, 2), (12, 0)}
{(0, 0), (12, 1), (29, 5), (32, 0)} {(0, 0), (31, 3), (54, 1), (13, 5)} {(0, 0), (56, 5), (39, 4), (37, 4)}
{(0, 0), (19, 5), (7, 3), (56, 4)} {(0, 0), (48, 5), (9, 0), (37, 2)} {(0, 0), (56, 1), (33, 4), (52, 1)}
{(0, 0), (25, 2), (20, 0), (53, 3)} {(0, 0), (1, 4), (9, 3), (46, 3)}

22. n = 66

{(0, 0), (1, 2), (47, 0), (2, 2)} {(0, 0), (56, 0), (28, 4), (36, 2)} {(0, 0), (49, 2), (18, 3), (27, 5)}
{(0, 0), (11, 0), (4, 1), (21, 4)} {(0, 0), (19, 0), (41, 5), (50, 3)} {(0, 0), (41, 4), (13, 4), (25, 5)}
{(0, 0), (54, 5), (1, 3), (62, 4)} {(0, 0), (18, 1), (12, 5), (36, 5)} {(∞, 0), (51, 3), (47, 0), (21, 5)}
{(0, 0), (50, 1), (6, 1), (9, 5)} {(0, 0), (49, 0), (36, 4), (23, 3)} {(0, 0), (39, 4), (59, 3), (21, 5)}

{(0, 0), (37, 1), (61, 0), (12, 3)} {(0, 0), (57, 3), (44, 3), (51, 3)} {(0, 0), (51, 2), (48, 1), (22, 2)}
{(0, 0), (7, 1), (42, 5), (11, 3)} {(0, 0), (32, 1), (34, 2), (37, 5)} {(0, 0), (48, 5), (49, 4), (32, 4)}
{(0, 0), (35, 3), (40, 0), (21, 1)} {(0, 0), (17, 4), (10, 0), (55, 3)} {(0, 0), (13, 3), (22, 0), (36, 1)}
{(0, 0), (62, 1), (7, 3), (53, 0)} {(0, 0), (38, 2), (11, 5), (13, 5)} {(0, 0), (33, 4), (28, 3), (47, 4)}
{(0, 0), (43, 5), (53, 4), (23, 5)} {(0, 0), (63, 1), (30, 0), (33, 0)} {(0, 0), (20, 1), (41, 3), (5, 0)}
{(0, 0), (23, 0), (15, 4), (17, 2)} {(0, 0), (39, 0), (50, 4), (31, 0)} {(0, 0), (26, 4), (59, 1), (34, 5)}
{(∞, 0), (14, 4), (7, 2), (12, 1)} {(0, 0), (15, 0), (14, 5), (25, 1)} {(0, 0), (1, 4), (5, 2), (43, 2)}

23. n = 68

{(0, 0), (59, 5), (53, 0), (51, 5)} {(0, 0), (2, 5), (55, 3), (54, 1)} {(0, 0), (31, 2), (23, 5), (13, 3)}
{(0, 0), (52, 3), (24, 2), (60, 2)} {(0, 0), (62, 0), (21, 2), (5, 5)} {(0, 0), (28, 0), (9, 1), (23, 4)}
{(∞, 0), (46, 5), (7, 2), (0, 0)} {(0, 0), (25, 0), (12, 5), (53, 2)} {(0, 0), (58, 0), (27, 2), (3, 1)}
{(0, 0), (3, 0), (33, 5), (51, 0)} {(0, 0), (22, 4), (56, 4), (5, 3)} {(0, 0), (27, 0), (52, 5), (12, 0)}
{(0, 0), (24, 3), (21, 5), (65, 3)} {(0, 0), (23, 1), (49, 2), (43, 0)} {(0, 0), (14, 5), (42, 3), (38, 4)}
{(0, 0), (30, 3), (21, 0), (55, 4)} {(0, 0), (54, 2), (36, 5), (32, 3)} {(0, 0), (50, 1), (56, 1), (18, 0)}
{(0, 0), (38, 0), (8, 2), (60, 3)} {(0, 0), (27, 3), (35, 1), (30, 0)} {(0, 0), (25, 4), (42, 4), (6, 1)}
{(0, 0), (11, 1), (20, 3), (9, 5)} {(0, 0), (23, 3), (50, 2), (3, 2)} {(0, 0), (1, 0), (51, 4), (63, 2)}

{(∞, 0), (21, 1), (59, 3), (11, 4)} {(0, 0), (64, 1), (4, 1), (60, 1)} {(0, 0), (57, 2), (22, 0), (48, 4)}
{(0, 0), (4, 3), (54, 0), (30, 2)} {(0, 0), (65, 0), (47, 4), (32, 2)} {(0, 0), (14, 1), (1, 5), (47, 2)}
{(0, 0), (37, 5), (10, 1), (56, 3)} {(0, 0), (66, 5), (65, 2), (31, 5)} {(0, 0), (6, 3), (29, 3), (7, 1)}
{(0, 0), (6, 4), (16, 4), (45, 5)}
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24. n = 70

{(0, 0), (56, 5), (21, 3), (66, 4)} {(0, 0), (27, 1), (40, 3), (21, 1)} {(0, 0), (7, 2), (36, 4), (12, 3)}
{(0, 0), (59, 3), (55, 0), (15, 4)} {(∞, 0), (0, 3), (5, 0), (67, 1)} {(0, 0), (58, 4), (55, 5), (31, 5)}
{(0, 0), (49, 0), (47, 0), (43, 5)} {(0, 0), (11, 4), (2, 4), (30, 4)} {(0, 0), (55, 3), (37, 5), (60, 3)}
{(0, 0), (56, 1), (9, 4), (37, 2)} {(0, 0), (59, 0), (43, 4), (52, 5)} {(0, 0), (63, 1), (39, 3), (47, 1)}
{(0, 0), (15, 5), (33, 0), (54, 0)} {(0, 0), (16, 5), (53, 2), (49, 2)} {(0, 0), (1, 3), (50, 2), (32, 5)}
{(0, 0), (27, 0), (62, 3), (30, 1)} {(0, 0), (57, 4), (40, 1), (49, 3)} {(∞, 0), (57, 2), (7, 5), (45, 4)}
{(0, 0), (3, 3), (20, 5), (46, 3)} {(0, 0), (67, 5), (42, 3), (53, 3)} {(0, 0), (67, 3), (33, 4), (68, 4)}
{(0, 0), (18, 2), (3, 0), (61, 3)} {(0, 0), (21, 5), (65, 2), (15, 3)} {(0, 0), (28, 5), (6, 4), (13, 4)}
{(0, 0), (61, 4), (23, 1), (2, 5)} {(0, 0), (63, 3), (34, 2), (45, 3)} {(0, 0), (37, 0), (64, 2), (47, 2)}
{(0, 0), (65, 4), (8, 5), (44, 0)} {(0, 0), (56, 3), (43, 3), (57, 1)} {(0, 0), (1, 5), (28, 3), (10, 4)}
{(0, 0), (29, 0), (22, 2), (46, 4)} {(0, 0), (39, 4), (25, 5), (8, 0)} {(0, 0), (1, 0), (36, 5), (5, 5)}
{(0, 0), (28, 1), (58, 1), (12, 0)} {(0, 0), (3, 4), (23, 0), (28, 2)}

25. n = 72

{(0, 0), (24, 4), (9, 0), (67, 2)} {(0, 0), (65, 0), (17, 1), (55, 0)} {(0, 0), (16, 5), (8, 1), (57, 0)}
{(0, 0), (8, 5), (9, 4), (5, 5)} {(0, 0), (63, 0), (34, 4), (21, 1)} {(0, 0), (31, 3), (13, 1), (59, 0)}

{(0, 0), (53, 0), (38, 0), (3, 2)} {(0, 0), (60, 3), (45, 0), (9, 2)} {(0, 0), (32, 3), (50, 2), (10, 1)}
{(0, 0), (12, 4), (54, 4), (3, 1)} {(∞, 0), (17, 2), (22, 0), (41, 1)} {(0, 0), (37, 0), (20, 1), (13, 0)}
{(0, 0), (4, 0), (34, 3), (23, 4)} {(0, 0), (54, 3), (42, 1), (61, 3)} {(0, 0), (53, 5), (39, 4), (32, 0)}
{(0, 0), (55, 5), (70, 0), (61, 1)} {(0, 0), (38, 1), (36, 0), (63, 4)} {(0, 0), (1, 2), (35, 3), (46, 4)}
{(0, 0), (69, 4), (38, 3), (43, 5)} {(0, 0), (52, 3), (23, 0), (62, 5)} {(0, 0), (65, 5), (23, 3), (30, 0)}
{(0, 0), (38, 2), (41, 5), (57, 1)} {(0, 0), (26, 3), (20, 0), (67, 5)} {(0, 0), (2, 0), (46, 0), (3, 4)}
{(0, 0), (49, 3), (31, 0), (47, 4)} {(0, 0), (31, 4), (54, 0), (11, 0)} {(0, 0), (1, 3), (5, 0), (28, 5)}
{(0, 0), (26, 1), (21, 0), (16, 3)} {(0, 0), (15, 2), (41, 4), (34, 2)} {(∞, 0), (2, 4), (14, 5), (46, 3)}
{(0, 0), (59, 1), (6, 5), (2, 3)} {(0, 0), (2, 4), (49, 1), (13, 2)} {(0, 0), (68, 1), (60, 4), (22, 0)}

{(0, 0), (34, 5), (46, 2), (14, 3)} {(0, 0), (22, 4), (1, 1), (7, 5)} {(0, 0), (13, 5), (27, 3), (44, 1)}

26. n = 74

{(0, 0), (23, 5), (25, 1), (17, 1)} {(0, 0), (21, 2), (14, 1), (25, 0)} {(0, 0), (35, 4), (64, 3), (37, 4)}
{(0, 0), (57, 1), (11, 4), (44, 3)} {(0, 0), (15, 2), (2, 5), (34, 3)} {(0, 0), (10, 3), (34, 1), (70, 4)}
{(0, 0), (50, 4), (20, 0), (5, 0)} {(0, 0), (2, 1), (62, 0), (20, 2)} {(0, 0), (2, 4), (28, 1), (52, 1)}
{(0, 0), (72, 3), (13, 2), (4, 2)} {(0, 0), (61, 1), (21, 4), (63, 4)} {(0, 0), (70, 1), (41, 5), (51, 3)}

{(∞, 0), (46, 5), (26, 4), (18, 1)} {(0, 0), (25, 3), (35, 3), (52, 5)} {(0, 0), (52, 0), (45, 1), (19, 2)}
{(0, 0), (29, 1), (56, 1), (33, 0)} {(0, 0), (12, 4), (34, 5), (63, 5)} {(0, 0), (33, 2), (47, 5), (59, 2)}
{(0, 0), (18, 5), (25, 2), (48, 2)} {(0, 0), (21, 3), (26, 4), (30, 5)} {(0, 0), (59, 0), (55, 3), (20, 4)}
{(0, 0), (63, 1), (58, 5), (47, 4)} {(0, 0), (6, 2), (5, 3), (22, 0)} {(0, 0), (61, 5), (64, 5), (67, 0)}
{(0, 0), (16, 1), (61, 4), (5, 4)} {(0, 0), (64, 2), (32, 0), (33, 1)} {(0, 0), (45, 0), (36, 1), (16, 2)}
{(0, 0), (43, 0), (35, 1), (65, 2)} {(0, 0), (46, 2), (39, 0), (38, 0)} {(0, 0), (1, 4), (42, 1), (57, 0)}
{(∞, 0), (69, 0), (72, 3), (31, 2)} {(0, 0), (55, 4), (62, 4), (43, 4)} {(0, 0), (23, 4), (54, 1), (15, 3)}
{(0, 0), (22, 4), (37, 2), (36, 0)} {(0, 0), (53, 3), (4, 0), (7, 4)} {(0, 0), (49, 1), (55, 0), (24, 2)}
{(0, 0), (6, 3), (19, 3), (55, 2)}

27. n = 78

{(0, 0), (40, 2), (29, 1), (11, 0)} {(0, 0), (64, 5), (41, 3), (58, 4)} {(0, 0), (1, 1), (47, 2), (41, 4)}
{(0, 0), (55, 5), (15, 0), (25, 5)} {(0, 0), (51, 3), (53, 1), (75, 1)} {(0, 0), (4, 3), (32, 3), (34, 4)}
{(0, 0), (44, 2), (49, 3), (29, 0)} {(0, 0), (17, 5), (4, 2), (65, 2)} {(0, 0), (26, 5), (69, 5), (25, 0)}
{(0, 0), (48, 1), (34, 2), (17, 0)} {(0, 0), (41, 2), (63, 5), (56, 5)} {(∞, 0), (5, 5), (37, 3), (75, 4)}
{(0, 0), (21, 2), (18, 4), (56, 3)} {(0, 0), (21, 5), (33, 5), (47, 1)} {(0, 0), (54, 0), (19, 3), (28, 2)}
{(0, 0), (16, 1), (76, 3), (13, 0)} {(0, 0), (18, 3), (70, 1), (68, 4)} {(0, 0), (20, 0), (38, 2), (53, 3)}
{(0, 0), (47, 4), (2, 0), (39, 2)} {(0, 0), (67, 3), (10, 1), (42, 2)} {(0, 0), (57, 1), (24, 1), (34, 3)}
{(0, 0), (64, 4), (51, 0), (1, 4)} {(0, 0), (69, 0), (72, 0), (37, 0)} {(0, 0), (9, 3), (15, 5), (4, 0)}
{(0, 0), (46, 3), (73, 5), (39, 0)} {(0, 0), (69, 1), (3, 5), (13, 5)} {(0, 0), (75, 4), (76, 0), (68, 2)}
{(0, 0), (68, 0), (63, 2), (44, 4)} {(0, 0), (5, 5), (24, 0), (46, 4)} {(0, 0), (41, 0), (12, 2), (18, 5)}
{(0, 0), (46, 0), (61, 4), (58, 1)} {(0, 0), (16, 5), (37, 5), (9, 1)} {(0, 0), (54, 3), (57, 5), (5, 2)}
{(∞, 0), (6, 2), (18, 1), (61, 0)} {(0, 0), (11, 3), (17, 3), (42, 1)} {(0, 0), (73, 2), (50, 3), (69, 3)}
{(0, 0), (16, 4), (38, 3), (66, 4)} {(0, 0), (20, 2), (47, 3), (65, 3)} {(0, 0), (6, 5), (16, 3), (42, 4)}
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28. n = 82

{(0, 0), (56, 2), (51, 0), (5, 4)} {(0, 0), (48, 2), (45, 3), (38, 0)} {(∞, 0), (43, 0), (2, 2), (47, 1)}
{(∞, 0), (40, 3), (43, 5), (51, 4)} {(0, 0), (59, 3), (26, 2), (61, 3)} {(0, 0), (40, 1), (35, 0), (24, 1)}
{(0, 0), (58, 1), (25, 2), (50, 3)} {(0, 0), (22, 4), (79, 2), (28, 3)} {(0, 0), (50, 5), (42, 3), (49, 1)}
{(0, 0), (69, 1), (54, 0), (37, 0)} {(0, 0), (57, 1), (61, 1), (2, 2)} {(0, 0), (28, 4), (5, 3), (65, 2)}
{(0, 0), (10, 0), (16, 3), (36, 5)} {(0, 0), (6, 1), (37, 3), (32, 4)} {(0, 0), (54, 5), (72, 2), (15, 5)}
{(0, 0), (34, 1), (16, 1), (31, 4)} {(0, 0), (9, 3), (71, 3), (38, 1)} {(0, 0), (64, 3), (43, 1), (56, 0)}
{(0, 0), (1, 1), (46, 1), (47, 4)} {(0, 0), (7, 2), (52, 4), (71, 1)} {(0, 0), (34, 3), (14, 3), (69, 5)}
{(0, 0), (41, 2), (39, 5), (68, 0)} {(0, 0), (70, 2), (3, 1), (63, 2)} {(0, 0), (24, 4), (47, 0), (77, 3)}
{(0, 0), (39, 2), (71, 5), (28, 2)} {(0, 0), (9, 5), (72, 0), (78, 2)} {(0, 0), (17, 2), (67, 2), (5, 0)}
{(0, 0), (4, 4), (73, 0), (21, 3)} {(0, 0), (1, 5), (78, 0), (59, 1)} {(0, 0), (54, 1), (14, 1), (1, 0)}
{(0, 0), (60, 0), (62, 5), (18, 1)} {(0, 0), (15, 0), (8, 1), (49, 4)} {(0, 0), (20, 1), (52, 1), (16, 5)}
{(0, 0), (14, 2), (44, 1), (23, 3)} {(0, 0), (10, 4), (54, 3), (29, 0)} {(0, 0), (39, 4), (70, 3), (22, 0)}
{(0, 0), (7, 1), (79, 5), (68, 3)} {(0, 0), (47, 1), (41, 1), (25, 5)} {(0, 0), (66, 2), (38, 2), (23, 0)}
{(0, 0), (55, 0), (69, 0), (68, 4)} {(0, 0), (6, 4), (24, 0), (54, 4)}

29. n = 84

{(0, 0), (48, 1), (19, 1), (23, 2)} {(0, 0), (21, 0), (40, 4), (32, 3)} {(0, 0), (44, 5), (82, 0), (64, 4)}
{(0, 0), (14, 0), (73, 2), (24, 0)} {(0, 0), (55, 2), (10, 5), (38, 0)} {(0, 0), (37, 2), (66, 3), (67, 1)}
{(0, 0), (76, 4), (35, 1), (30, 2)} {(0, 0), (49, 1), (15, 1), (76, 5)} {(∞, 0), (26, 2), (37, 4), (35, 0)}
{(0, 0), (29, 2), (36, 1), (73, 4)} {(∞, 0), (63, 3), (8, 5), (70, 1)} {(0, 0), (67, 3), (77, 0), (40, 0)}
{(0, 0), (79, 2), (12, 2), (77, 2)} {(0, 0), (60, 2), (78, 3), (38, 4)} {(0, 0), (34, 1), (32, 0), (60, 3)}
{(0, 0), (72, 1), (52, 5), (9, 1)} {(0, 0), (39, 2), (12, 0), (26, 5)} {(0, 0), (65, 2), (48, 4), (51, 4)}
{(0, 0), (16, 2), (68, 3), (73, 5)} {(0, 0), (9, 5), (60, 1), (22, 5)} {(0, 0), (71, 5), (56, 5), (29, 5)}
{(0, 0), (75, 2), (39, 3), (8, 3)} {(0, 0), (16, 4), (54, 3), (51, 1)} {(0, 0), (37, 5), (19, 0), (60, 5)}
{(0, 0), (5, 0), (6, 3), (58, 0)} {(0, 0), (8, 2), (3, 1), (15, 5)} {(0, 0), (27, 5), (53, 3), (47, 2)}
{(0, 0), (4, 5), (36, 0), (34, 3)} {(0, 0), (37, 1), (25, 4), (6, 5)} {(0, 0), (69, 3), (17, 1), (80, 3)}
{(0, 0), (47, 3), (68, 2), (25, 3)} {(0, 0), (41, 2), (7, 0), (40, 3)} {(0, 0), (74, 0), (21, 1), (8, 0)}
{(0, 0), (79, 4), (65, 3), (78, 2)} {(0, 0), (28, 5), (4, 3), (26, 0)} {(0, 0), (3, 5), (82, 5), (24, 1)}
{(0, 0), (47, 4), (58, 5), (71, 1)} {(0, 0), (24, 5), (50, 0), (33, 1)} {(0, 0), (42, 5), (81, 4), (33, 2)}
{(0, 0), (44, 0), (77, 4), (29, 4)} {(0, 0), (69, 4), (72, 2), (50, 1)} {(0, 0), (8, 5), (28, 0), (70, 2)}

30. n = 94

{(0, 0), (35, 2), (4, 1), (40, 0)} {(0, 0), (9, 0), (61, 1), (46, 4)} {(0, 0), (71, 1), (64, 3), (54, 4)}
{(0, 0), (44, 1), (7, 1), (45, 4)} {(0, 0), (86, 1), (75, 5), (52, 5)} {(0, 0), (85, 4), (22, 0), (67, 5)}
{(0, 0), (55, 0), (24, 2), (58, 2)} {(0, 0), (13, 5), (4, 3), (68, 4)} {(0, 0), (67, 3), (12, 2), (5, 2)}
{(0, 0), (75, 4), (1, 2), (4, 0)} {(0, 0), (14, 0), (62, 0), (54, 3)} {(0, 0), (76, 1), (91, 3), (63, 5)}
{(0, 0), (12, 5), (2, 5), (32, 4)} {(0, 0), (65, 0), (68, 5), (63, 2)} {(0, 0), (2, 1), (43, 4), (48, 4)}
{(0, 0), (51, 5), (18, 3), (4, 5)} {(0, 0), (57, 3), (39, 5), (71, 2)} {(0, 0), (29, 4), (43, 1), (35, 0)}
{(0, 0), (49, 0), (35, 5), (72, 1)} {(0, 0), (11, 0), (10, 1), (35, 1)} {(0, 0), (76, 5), (26, 2), (27, 3)}
{(∞, 0), (61, 0), (86, 3), (37, 2)} {(0, 0), (34, 5), (26, 5), (22, 1)} {(0, 0), (16, 2), (55, 2), (41, 0)}
{(0, 0), (6, 1), (27, 4), (21, 0)} {(0, 0), (85, 1), (74, 0), (65, 1)} {(0, 0), (34, 1), (84, 5), (24, 3)}
{(0, 0), (13, 3), (16, 4), (3, 0)} {(0, 0), (53, 4), (63, 0), (27, 0)} {(0, 0), (82, 1), (86, 3), (36, 2)}
{(0, 0), (52, 4), (33, 3), (20, 3)} {(0, 0), (45, 1), (9, 3), (74, 1)} {(0, 0), (39, 4), (34, 3), (59, 2)}
{(0, 0), (30, 3), (42, 0), (92, 0)} {(0, 0), (41, 4), (73, 4), (42, 2)} {(0, 0), (47, 4), (87, 3), (70, 3)}
{(0, 0), (73, 5), (67, 0), (56, 3)} {(0, 0), (27, 5), (56, 1), (85, 2)} {(0, 0), (38, 2), (57, 5), (15, 0)}
{(0, 0), (13, 1), (88, 1), (60, 0)} {(0, 0), (69, 1), (72, 4), (53, 2)} {(0, 0), (86, 4), (49, 3), (65, 3)}
{(0, 0), (69, 0), (54, 5), (42, 4)} {(0, 0), (21, 4), (9, 4), (91, 0)} {(0, 0), (66, 5), (60, 5), (44, 2)}
{(∞, 0), (74, 1), (72, 5), (32, 4)} {(0, 0), (15, 4), (32, 2), (48, 3)}

附录D
1. n = 21, u = 2

{(0, 0), (11, 1), (6, 5), (15, 5)} {(0, 0), (4, 1), (7, 0), (15, 0)} {(∞0, 0), (3, 5), (5, 2), (11, 0)}
{(0, 0), (3, 2), (8, 3), (4, 0)} {(0, 0), (14, 4), (20, 0), (19, 4)} {(0, 0), (12, 2), (10, 2), (9, 1)}

{(∞1, 0), (18, 0), (15, 3), (14, 4)} {(∞0, 0), (18, 4), (7, 1), (4, 3)} {(0, 0), (17, 1), (19, 2), (8, 2)}
{(0, 0), (20, 3), (13, 2), (8, 5)} {(∞1, 0), (11, 2), (18, 5), (13, 1)} {(0, 0), (3, 0), (10, 4), (15, 3)}

2. n = 23, u = 2

{(∞0, 0), (5, 4), (15, 2), (13, 5)} {(0, 0), (2, 0), (8, 4), (14, 0)} {(∞1, 0), (0, 1), (10, 3), (4, 4)}
{(0, 0), (5, 4), (12, 4), (3, 2)} {(0, 0), (3, 3), (4, 4), (6, 3)} {(0, 0), (6, 0), (9, 5), (13, 1)}

{(∞0, 0), (5, 3), (16, 1), (10, 0)} {(0, 0), (1, 0), (21, 5), (8, 2)} {(0, 0), (9, 4), (5, 5), (10, 1)}
{(0, 0), (11, 5), (15, 0), (10, 0)} {(0, 0), (16, 1), (21, 2), (9, 3)} {(∞1, 0), (0, 0), (22, 2), (14, 5)}
{(0, 0), (1, 2), (4, 0), (16, 3)}
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3. n = 25, u = 2

{(0, 0), (23, 0), (8, 3), (19, 0)} {(∞1, 0), (14, 1), (24, 0), (1, 2)} {(0, 0), (7, 5), (18, 0), (17, 1)}
{(∞0, 0), (21, 0), (8, 3), (3, 1)} {(∞1, 0), (0, 3), (22, 5), (8, 4)} {(0, 0), (20, 3), (15, 5), (12, 5)}
{(0, 0), (16, 4), (11, 4), (23, 2)} {(∞0, 0), (0, 5), (23, 4), (4, 2)} {(0, 0), (21, 5), (6, 5), (12, 2)}
{(0, 0), (5, 5), (11, 0), (21, 4)} {(0, 0), (14, 4), (1, 4), (23, 3)} {(0, 0), (9, 0), (18, 4), (1, 0)}
{(0, 0), (21, 2), (3, 5), (22, 3)} {(0, 0), (1, 2), (21, 1), (24, 3)}

4. n = 27, u = 2

{(∞0, 0), (20, 5), (15, 2), (5, 1)} {(0, 0), (11, 5), (16, 0), (8, 5)} {(0, 0), (15, 1), (18, 5), (1, 3)}
{(0, 0), (9, 3), (14, 1), (1, 1)} {(0, 0), (2, 4), (14, 2), (25, 0)} {(0, 0), (21, 2), (9, 2), (6, 5)}
{(0, 0), (6, 0), (2, 3), (24, 1)} {(∞1, 0), (23, 2), (10, 5), (7, 3)} {(0, 0), (7, 4), (17, 0), (25, 4)}

{(0, 0), (25, 5), (24, 5), (20, 0)} {(∞1, 0), (25, 1), (19, 0), (18, 4)} {(∞0, 0), (0, 3), (25, 4), (16, 0)}
{(0, 0), (1, 4), (20, 1), (8, 0)} {(0, 0), (10, 3), (14, 5), (4, 0)} {(0, 0), (1, 5), (5, 0), (21, 4)}

5. n = 29, u = 2

{(0, 0), (27, 3), (13, 2), (18, 3)} {(0, 0), (5, 4), (11, 1), (20, 2)} {(∞0, 0), (21, 4), (14, 1), (9, 2)}
{(0, 0), (16, 0), (4, 5), (22, 0)} {(0, 0), (8, 4), (6, 2), (27, 0)} {(0, 0), (1, 0), (13, 4), (11, 0)}
{(0, 0), (15, 3), (10, 3), (9, 5)} {(0, 0), (4, 4), (7, 5), (17, 1)} {(∞0, 0), (19, 5), (22, 3), (13, 0)}
{(∞1, 0), (26, 1), (0, 0), (5, 2)} {(0, 0), (26, 4), (24, 3), (12, 0)} {(0, 0), (1, 5), (22, 5), (21, 3)}
{(∞1, 0), (0, 5), (18, 3), (16, 4)} {(0, 0), (14, 0), (10, 5), (13, 5)} {(0, 0), (19, 5), (25, 0), (26, 3)}
{(0, 0), (4, 2), (11, 4), (25, 3)}

6. n = 33, u = 2

{(∞1, 0), (20, 4), (13, 1), (8, 5)} {(0, 0), (22, 2), (31, 5), (9, 1)} {(0, 0), (23, 1), (5, 0), (32, 1)}
{(0, 0), (14, 0), (27, 5), (16, 5)} {(0, 0), (21, 5), (23, 3), (4, 5)} {(0, 0), (30, 3), (6, 2), (29, 0)}
{(0, 0), (17, 4), (30, 1), (20, 0)} {(0, 0), (28, 1), (25, 1), (20, 4)} {(0, 0), (21, 3), (32, 2), (28, 5)}
{(∞0, 0), (14, 5), (6, 4), (28, 3)} {(∞0, 0), (14, 0), (18, 1), (1, 2)} {(0, 0), (8, 4), (10, 4), (17, 2)}
{(0, 0), (25, 0), (10, 0), (27, 3)} {(0, 0), (15, 3), (19, 1), (12, 2)} {(∞1, 0), (22, 0), (8, 3), (26, 2)}
{(0, 0), (32, 4), (27, 0), (1, 0)} {(0, 0), (1, 1), (8, 2), (19, 5)} {(0, 0), (3, 4), (15, 4), (27, 2)}

7. n = 35, u = 2

{(0, 0), (14, 3), (22, 5), (15, 5)} {(0, 0), (31, 4), (12, 4), (25, 2)} {(∞0, 0), (15, 2), (11, 5), (33, 3)}
{(0, 0), (18, 3), (32, 5), (15, 3)} {(0, 0), (5, 0), (13, 0), (20, 4)} {(∞1, 0), (1, 5), (34, 0), (12, 3)}
{(0, 0), (30, 1), (34, 2), (25, 5)} {(0, 0), (29, 0), (5, 1), (11, 0)} {(0, 0), (9, 0), (25, 4), (16, 3)}
{(0, 0), (29, 3), (31, 1), (3, 2)} {(0, 0), (9, 2), (33, 3), (34, 3)} {(0, 0), (27, 1), (17, 1), (15, 1)}
{(0, 0), (12, 1), (30, 3), (16, 5)} {(0, 0), (29, 5), (8, 4), (32, 2)} {(0, 0), (16, 1), (1, 1), (14, 0)}
{(∞1, 0), (30, 1), (9, 2), (3, 4)} {(0, 0), (12, 3), (3, 5), (7, 5)} {(∞0, 0), (29, 4), (19, 1), (31, 0)}
{(0, 0), (1, 5), (12, 2), (28, 4)}

8. n = 47, u = 2

{(0, 0), (17, 0), (13, 5), (2, 5)} {(0, 0), (41, 4), (16, 2), (38, 5)} {(0, 0), (31, 3), (7, 3), (27, 4)}
{(0, 0), (4, 0), (13, 0), (10, 0)} {(0, 0), (12, 5), (28, 0), (30, 3)} {(0, 0), (17, 4), (38, 1), (32, 3)}
{(0, 0), (7, 5), (4, 2), (23, 4)} {(0, 0), (28, 2), (2, 2), (41, 3)} {(∞1, 0), (25, 1), (26, 4), (20, 5)}
{(∞0, 0), (1, 3), (4, 5), (2, 4)} {(∞0, 0), (43, 1), (10, 2), (22, 0)} {(0, 0), (7, 1), (46, 4), (22, 5)}
{(0, 0), (45, 2), (31, 2), (3, 1)} {(0, 0), (10, 4), (46, 0), (5, 1)} {(0, 0), (4, 3), (43, 2), (14, 2)}
{(0, 0), (3, 4), (17, 1), (24, 3)} {(0, 0), (40, 2), (32, 4), (45, 0)} {(0, 0), (46, 2), (28, 3), (35, 3)}
{(0, 0), (39, 4), (21, 2), (20, 3)} {(0, 0), (12, 0), (39, 0), (22, 1)} {(0, 0), (14, 4), (36, 4), (27, 2)}
{(0, 0), (15, 0), (33, 1), (24, 4)} {(0, 0), (20, 5), (31, 0), (10, 2)} {(∞1, 0), (23, 3), (34, 0), (46, 2)}
{(0, 0), (5, 0), (18, 3), (30, 4)}

9. n = 17, u = 3

{(∞1, 0), (1, 0), (0, 3), (5, 5)} {(0, 0), (11, 5), (2, 2), (15, 5)} {(∞1, 0), (8, 4), (16, 2), (2, 1)}
{(0, 0), (16, 4), (7, 4), (15, 0)} {(∞0, 0), (4, 4), (3, 3), (1, 0)} {(∞2, 0), (6, 2), (2, 1), (12, 0)}
{(∞0, 0), (16, 1), (3, 5), (8, 2)} {(0, 0), (7, 0), (9, 5), (14, 3)} {(∞2, 0), (1, 4), (15, 3), (13, 5)}
{(0, 0), (5, 0), (12, 5), (6, 5)} {(0, 0), (1, 0), (11, 4), (14, 4)}
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10. n = 19, u = 3

{(∞1, 0), (17, 3), (10, 4), (0, 1)} {(∞0, 0), (4, 4), (18, 2), (17, 1)} {(0, 0), (2, 1), (14, 5), (8, 5)}
{(0, 0), (11, 4), (15, 4), (8, 4)} {(∞2, 0), (12, 3), (11, 4), (18, 5)} {(0, 0), (10, 0), (2, 0), (3, 2)}
{(∞2, 0), (0, 2), (5, 0), (2, 1)} {(0, 0), (5, 5), (6, 5), (10, 2)} {(0, 0), (17, 4), (4, 5), (7, 3)}

{(∞0, 0), (7, 5), (17, 3), (15, 0)} {(∞1, 0), (9, 2), (10, 5), (13, 0)} {(0, 0), (1, 4), (11, 3), (16, 3)}

11. n = 21, u = 3

{(0, 0), (3, 1), (12, 1), (17, 0)} {(∞2, 0), (8, 5), (20, 4), (3, 2)} {(0, 0), (15, 3), (7, 5), (9, 4)}
{(∞1, 0), (15, 0), (16, 3), (0, 1)} {(∞1, 0), (14, 4), (3, 5), (10, 2)} {(0, 0), (15, 0), (3, 3), (5, 0)}
{(0, 0), (11, 4), (10, 4), (18, 4)} {(∞2, 0), (13, 1), (11, 3), (0, 0)} {(∞0, 0), (20, 4), (13, 2), (9, 3)}
{(∞0, 0), (8, 5), (10, 1), (13, 0)} {(0, 0), (2, 0), (15, 4), (1, 2)} {(0, 0), (6, 4), (2, 1), (3, 0)}
{(0, 0), (1, 1), (5, 2), (13, 5)}

12. n = 31, u = 3

{(∞2, 0), (22, 1), (24, 2), (16, 0)} {(0, 0), (21, 0), (6, 4), (29, 1)} {(0, 0), (15, 1), (24, 3), (11, 0)}
{(∞1, 0), (1, 5), (2, 3), (21, 0)} {(0, 0), (15, 5), (10, 4), (6, 2)} {(0, 0), (15, 4), (18, 2), (19, 4)}
{(0, 0), (27, 1), (22, 1), (13, 1)} {(∞2, 0), (13, 5), (1, 4), (18, 3)} {(∞1, 0), (7, 4), (25, 2), (2, 1)}
{(0, 0), (30, 5), (11, 3), (14, 2)} {(0, 0), (5, 2), (6, 5), (26, 1)} {(∞0, 0), (28, 4), (25, 3), (18, 5)}
{(0, 0), (2, 0), (3, 0), (6, 3)} {(0, 0), (8, 4), (15, 0), (17, 2)} {(0, 0), (21, 4), (7, 1), (19, 0)}

{(∞0, 0), (6, 0), (24, 1), (2, 2)} {(0, 0), (18, 0), (11, 1), (25, 0)} {(0, 0), (1, 5), (3, 2), (11, 2)}

13. n = 35, u = 3

{(0, 0), (5, 2), (31, 2), (21, 1)} {(∞0, 0), (26, 2), (30, 3), (10, 0)} {(∞0, 0), (12, 1), (10, 5), (7, 4)}
{(0, 0), (18, 3), (1, 4), (31, 0)} {(0, 0), (7, 4), (15, 5), (6, 2)} {(0, 0), (13, 1), (14, 2), (3, 3)}
{(0, 0), (9, 2), (10, 2), (23, 2)} {(0, 0), (24, 5), (8, 2), (31, 1)} {(0, 0), (4, 2), (10, 0), (8, 5)}
{(∞2, 0), (24, 1), (0, 4), (3, 2)} {(0, 0), (18, 4), (24, 4), (7, 0)} {(0, 0), (23, 4), (28, 5), (6, 3)}
{(0, 0), (3, 0), (15, 0), (1, 3)} {(0, 0), (5, 5), (14, 4), (27, 0)} {(∞1, 0), (10, 0), (20, 5), (8, 2)}

{(∞1, 0), (15, 4), (8, 1), (34, 3)} {(0, 0), (29, 1), (26, 5), (2, 5)} {(0, 0), (18, 0), (2, 0), (3, 5)}
{(∞2, 0), (9, 3), (28, 5), (34, 0)} {(0, 0), (5, 0), (20, 4), (28, 1)}

14. n = 17, u = 4

{(0, 0), (7, 0), (16, 0), (2, 0)} {(∞3, 0), (9, 2), (0, 11), (16, 0)} {(∞2, 0), (2, 3), (15, 4), (1, 1)}
{(∞1, 0), (13, 5), (15, 1), (5, 3)} {(0, 0), (14, 1), (4, 0), (8, 1)} {(∞2, 0), (4, 5), (13, 0), (2, 2)}
{(∞1, 0), (4, 4), (0, 0), (5, 2)} {(∞0, 0), (4, 2), (14, 5), (2, 4)} {(0, 0), (6, 4), (16, 3), (11, 5)}
{(∞0, 0), (4, 1), (7, 3), (3, 0)} {(∞3, 0), (12, 4), (6, 1), (10, 3)} {(0, 0), (2, 5), (5, 3), (8, 4)}

15. n = 19, u = 4

{(0, 0), (12, 3), (9, 3), (14, 3)} {(∞2, 0), (17, 0), (6, 2), (0, 4)} {(∞1, 0), (10, 0), (11, 2), (15, 5)}
{(∞3, 0), (8, 5), (17, 0), (6, 3)} {(∞1, 0), (0, 3), (3, 4), (9, 1)} {(0, 0), (10, 0), (12, 5), (6, 0)}
{(∞0, 0), (3, 4), (7, 3), (10, 2)} {(∞3, 0), (18, 1), (2, 4), (17, 2)} {(0, 0), (11, 1), (18, 3), (17, 3)}
{(∞0, 0), (3, 0), (16, 5), (11, 1)} {(∞2, 0), (13, 3), (14, 1), (9, 5)} {(0, 0), (12, 0), (3, 4), (7, 5)}
{(0, 0), (1, 1), (3, 2), (11, 2)}

16. n = 23, u = 4

{(∞3, 0), (2, 4), (20, 2), (19, 0)} {(0, 0), (21, 1), (6, 1), (4, 1)} {(0, 0), (10, 4), (5, 0), (2, 1)}
{(0, 0), (18, 5), (6, 5), (16, 2)} {(∞2, 0), (12, 2), (5, 3), (0, 0)} {(0, 0), (5, 5), (7, 1), (19, 0)}
{(0, 0), (14, 0), (20, 2), (1, 0)} {(∞3, 0), (2, 1), (14, 5), (16, 3)} {(∞1, 0), (14, 3), (0, 0), (15, 2)}

{(∞0, 0), (8, 4), (22, 3), (21, 5)} {(0, 0), (3, 3), (6, 3), (13, 5)} {(∞1, 0), (13, 4), (16, 5), (20, 1)}
{(∞0, 0), (9, 0), (17, 2), (5, 1)} {(∞2, 0), (14, 1), (13, 4), (5, 5)} {(0, 0), (1, 1), (4, 3), (16, 0)}

17. n = 31, u = 4

{(0, 0), (8, 3), (19, 0), (1, 2)} {(∞2, 0), (30, 3), (20, 0), (6, 2)} {(∞3, 0), (21, 0), (3, 4), (28, 2)}
{(0, 0), (1, 1), (25, 1), (27, 3)} {(∞0, 0), (28, 4), (7, 5), (23, 3)} {(∞2, 0), (25, 4), (10, 1), (12, 5)}

{(∞1, 0), (16, 3), (20, 4), (26, 1)} {(0, 0), (10, 0), (6, 0), (15, 0)} {(0, 0), (21, 4), (29, 3), (1, 4)}
{(0, 0), (23, 4), (20, 1), (15, 4)} {(∞0, 0), (24, 0), (21, 1), (17, 2)} {(∞3, 0), (21, 1), (18, 3), (7, 5)}
{(0, 0), (14, 0), (5, 5), (20, 4)} {(0, 0), (18, 5), (20, 5), (17, 5)} {(∞1, 0), (16, 0), (14, 5), (28, 2)}
{(0, 0), (4, 4), (13, 3), (16, 5)} {(0, 0), (30, 1), (5, 2), (22, 3)} {(0, 0), (12, 3), (8, 1), (30, 3)}
{(0, 0), (2, 5), (9, 2), (21, 1)}
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18. n = 35, u = 4

{(0, 0), (15, 5), (27, 1), (22, 1)} {(0, 0), (7, 0), (18, 3), (25, 2)} {(∞1, 0), (9, 4), (28, 1), (7, 5)}
{(0, 0), (5, 3), (25, 1), (21, 3)} {(∞3, 0), (2, 4), (10, 0), (14, 2)} {(∞2, 0), (10, 4), (28, 5), (23, 1)}
{(∞3, 0), (2, 5), (4, 3), (22, 1)} {(∞2, 0), (10, 0), (13, 2), (19, 3)} {(0, 0), (3, 1), (11, 2), (14, 2)}
{(0, 0), (34, 1), (18, 5), (4, 0)} {(∞0, 0), (8, 3), (7, 5), (2, 4)} {(0, 0), (4, 3), (12, 0), (29, 0)}

{(∞0, 0), (8, 0), (18, 1), (34, 2)} {(0, 0), (6, 3), (22, 2), (9, 2)} {(0, 0), (2, 1), (25, 4), (23, 1)}
{(0, 0), (25, 0), (24, 0), (33, 0)} {(0, 0), (4, 1), (26, 5), (11, 5)} {(∞1, 0), (9, 3), (2, 0), (31, 2)}
{(0, 0), (2, 2), (34, 4), (3, 3)} {(0, 0), (24, 2), (1, 3), (8, 4)} {(0, 0), (5, 2), (14, 1), (20, 3)}

19. n = 17, u = 5

{(∞4, 0), (10, 3), (15, 1), (14, 2)} {(∞3, 0), (16, 4), (2, 1), (0, 0)} {(∞2, 0), (2, 4), (11, 5), (5, 3)}
{(∞0, 0), (15, 4), (9, 3), (5, 2)} {(0, 0), (7, 3), (6, 3), (8, 0)} {(∞3, 0), (10, 3), (2, 2), (15, 5)}
{(∞1, 0), (4, 4), (14, 5), (6, 2)} {(∞2, 0), (3, 1), (15, 2), (13, 0)} {(∞0, 0), (13, 1), (5, 5), (8, 0)}
{(∞4, 0), (3, 5), (9, 4), (1, 0)} {(∞1, 0), (2, 3), (15, 1), (14, 0)} {(0, 0), (11, 2), (13, 2), (16, 2)}
{(0, 0), (3, 2), (7, 2), (14, 2)}

20. n = 21, u = 5

{(∞0, 0), (6, 2), (3, 5), (8, 0)} {(∞4, 0), (16, 2), (10, 0), (0, 4)} {(∞4, 0), (1, 5), (15, 3), (13, 1)}
{(∞1, 0), (17, 4), (11, 3), (4, 5)} {(0, 0), (1, 2), (7, 0), (10, 1)} {(0, 0), (7, 5), (17, 5), (16, 2)}
{(0, 0), (5, 0), (18, 0), (17, 0)} {(∞0, 0), (11, 1), (4, 4), (3, 3)} {(∞2, 0), (15, 4), (3, 0), (10, 1)}

{(∞3, 0), (1, 4), (16, 1), (14, 2)} {(0, 0), (18, 2), (8, 3), (10, 3)} {(∞2, 0), (3, 2), (5, 5), (2, 3)}
{(∞3, 0), (10, 0), (13, 5), (14, 3)} {(∞1, 0), (7, 1), (12, 0), (16, 2)} {(0, 0), (2, 1), (6, 0), (17, 2)}

21. n = 23, u = 5

{(∞2, 0), (14, 3), (19, 0), (22, 2)} {(∞3, 0), (13, 1), (17, 2), (11, 3)} {(∞1, 0), (16, 0), (15, 5), (22, 1)}
{(∞0, 0), (5, 3), (1, 5), (13, 4)} {(∞2, 0), (16, 5), (6, 4), (17, 1)} {(∞4, 0), (13, 2), (1, 0), (20, 3)}
{(∞3, 0), (9, 5), (2, 0), (14, 4)} {(0, 0), (21, 3), (8, 0), (13, 1)} {(0, 0), (17, 4), (12, 0), (21, 0)}

{(∞4, 0), (19, 1), (22, 4), (20, 5)} {(∞0, 0), (13, 0), (15, 2), (16, 1)} {(0, 0), (7, 3), (21, 5), (6, 3)}
{(0, 0), (17, 0), (10, 0), (9, 3)} {(0, 0), (3, 4), (6, 4), (19, 0)} {(∞1, 0), (21, 2), (18, 3), (7, 4)}
{(0, 0), (4, 5), (9, 1), (14, 1)}

22. n = 25, u = 5

{(∞2, 0), (10, 0), (7, 1), (24, 5)} {(∞2, 0), (14, 4), (24, 3), (23, 2)} {(0, 0), (8, 4), (22, 4), (18, 0)}
{(0, 0), (20, 0), (2, 5), (22, 3)} {(∞0, 0), (23, 2), (22, 3), (0, 4)} {(∞4, 0), (21, 3), (4, 2), (3, 5)}

{(∞0, 0), (19, 5), (8, 0), (14, 1)} {(∞3, 0), (6, 0), (17, 4), (18, 2)} {(∞1, 0), (19, 3), (18, 1), (12, 2)}
{(0, 0), (21, 5), (17, 0), (1, 0)} {(∞1, 0), (22, 4), (10, 5), (19, 0)} {(0, 0), (17, 3), (7, 3), (20, 3)}
{(0, 0), (15, 2), (10, 3), (21, 0)} {(0, 0), (17, 5), (23, 5), (11, 2)} {(∞3, 0), (6, 1), (22, 5), (24, 3)}
{(∞4, 0), (24, 1), (20, 4), (8, 0)} {(0, 0), (2, 0), (12, 1), (21, 4)}

23. n = 17, u = 6

{(0, 0), (15, 0), (4, 0), (7, 0)} {(∞5, 0), (11, 2), (14, 1), (6, 0)} {(∞4, 0), (14, 1), (15, 4), (2, 2)}
{(∞1, 0), (2, 1), (14, 3), (2, 2)} {(∞4, 0), (11, 5), (9, 0), (2, 3)} {(∞2, 0), (1, 0), (7, 2), (9, 5)}
{(∞5, 0), (7, 4), (1, 3), (0, 5)} {(∞3, 0), (0, 1), (1, 3), (14, 4)} {(∞0, 0), (4, 1), (0, 0), (11, 2)}
{(0, 0), (1, 0), (3, 2), (8, 2)} {(∞0, 0), (13, 3), (15, 4), (10, 5)} {(∞2, 0), (10, 1), (15, 4), (14, 3)}

{(∞1, 0), (0, 5), (14, 4), (4, 2)} {(∞3, 0), (8, 5), (0, 2), (2, 0)}

24. n = 21, u = 6

{(0, 0), (4, 4), (17, 5), (18, 0)} {(∞5, 0), (19, 5), (0, 0), (16, 3)} {(∞4, 0), (9, 0), (3, 3), (17, 1)}
{(∞1, 0), (18, 4), (9, 1), (19, 0)} {(∞4, 0), (3, 4), (2, 5), (20, 2)} {(∞2, 0), (19, 0), (6, 3), (3, 2)}
{(∞5, 0), (15, 2), (2, 4), (6, 1)} {(∞3, 0), (9, 2), (20, 4), (14, 0)} {(∞0, 0), (0, 1), (2, 0), (9, 5)}
{(0, 0), (2, 2), (20, 3), (13, 0)} {(∞0, 0), (19, 3), (15, 4), (9, 2)} {(∞2, 0), (10, 5), (8, 1), (19, 4)}

{(∞1, 0), (14, 3), (9, 2), (11, 5)} {(∞3, 0), (6, 1), (7, 5), (19, 3)} {(0, 0), (20, 0), (5, 5), (14, 5)}
{(0, 0), (2, 0), (7, 0), (17, 0)}
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7 有待改进之处

7.1 常重复合码

本文中研究了三类常重复合码，分别是重量为4且距离为5的四元常重复合码、

重量为4且距离为6的四元常重复合码以及距离为6且复合构型为[2, 2]的三元常重复

合码。其中重量为4且距离为5的四元常重复合码还有5个长度较小的最优编码的最

大码字个数未能完全确定。距离为6且复合构型为[2, 2]的最优三元常重复合码中也

有一些长度较小的最优编码的最大码字个数未能确定，并且当n ≡ 5 (mod 6)时，

目前所构造的码字个数离理论上界值还差1，更进一步的研究应该去探索新的构造

方法使得码字个数达到理论上界值或者证明目前的理论上界值确实是不能够达到

的。除此以外，距离为6且复合构型为[3, 1]的最优三元常重复合码也是一个值得进

一步研究的课题。综上所述，可总结为如下的几个公开问题：

公开问题1: 距离为6，复合构型为[2, 2]且长度n ≡ 5 (mod 6)的最优三元常重复合码

的码字个数能否达到理论上界值？

公开问题2: 距离为6且复合构型为[3, 1]的最优三元常重复合码的码字个数是多少？

7.2 超单Room方

本文中基本解决了超单Room方的存在性问题，但是15阶和17阶的超单Room方

的存在性还未知。此外，在构造4-*GDD(6n)的过程中，得到了部分超单斜Room方

的存在性结果，但是这个结果离完整解决超单斜Room方的存在性问题还差得较多。

超单斜Room方的存在性问题是值得研究的，也可作为一个公开问题：

公开问题3: 超单斜Room方存在的必要条件是否充分？
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