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1 引言

共形几何是纯数学中很多学科的交叉领域,比如黎曼曲面理论、微分几何、代数曲

线、代数拓扑、偏微分方程、复分析等等.它有很长的历史,至今在现代几何与现代物理中

仍然非常活跃.比如超弦理论中的共形场和理论物理中的模空间理论都是当今快速发展

的研究领域.

近些年来,随着三维数字扫描仪、计算机辅助几何设计、生物信息和医学成像的快

速发展,出现了越来越多的三维数字模型.因此迫切需要有效的算法来表示、处理和使用

这些模型.计算共形几何在数字几何处理中扮演了一个重要角色.它已经应用在很多重

要的领域,比如曲面修复、光顺、去噪、分片、特征提取、注册、重新网格化、网格样条转换、

动画和纹理合成.特别地,共形几何奠定了曲面参数化的理论基础,同时也提供了严格的

算法.计算共形几何还应用于计算机视觉中的人脸跟踪、识别和表情转换,医学成像中的

脑电图、虚拟结肠镜和数据融合,几何建模中的具有任意拓扑流形上的样条构造.

共形几何之所以如此有用是基于以下一些事实:

• 共形几何研究的是共形结构.日常生活中的所有曲面都有一个自然的共形结构,因

此共形几何算法非常普遍.

• 共形结构比黎曼度量结构更灵活、比拓扑结构更具有刚性.它能处理大量黎曼几何

不能有效处理的变换,这些变换还能保持很多拓扑方法会丢失的几何信息.

• 共形映射比较容易控制.比如,两个单连通封闭曲面之间的共形映射构成一个 6维

空间,因此只要固定 3个点,这个映射就是唯一的.这个事实使得共形几何方法在

曲面匹配和比较中非常有价值.

• 共形映射保持局部形状,因此在可视化方面有很好的应用.

• 所有的曲面都可以根据共形结构进行分类,而且所有的共形等价类形成一个有限

维流形.这个流形有丰富的几何结构,容易对其分析和研究.与之相反,曲面的等距

类形成一个难以分析处理的无穷维流形.
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计算共形几何

• 计算共形几何算法是以椭圆偏微分方程为基础的,而椭圆偏微分方程又是容易求

解而且稳定的,因此计算共形几何方法对于实际工程应用非常有用.

• 共形几何中,所有单连通曲面都能共形变换成某种标准空间:球面、平面、双曲空间.

也就是说,任何曲面都具有三种标准几何 (球几何、欧式几何、双曲几何)中的一种.

这样大部分三维数字几何处理任务都能转化成二维标准空间中的任务.

历史上,计算共形几何方法已经广泛应用于许多工程领域,然而绝大部分应用都基

于平面区域的共形映射.最近,随着数学理论的发展和计算能力的提升,计算共形几何方

法已经从平面区域推广到具有任意拓扑的曲面.

1.1 共形变换和共形结构

图 1:共形映射保持角度

(a) Circle packing (b) Checkboard

图 2:共形映射

根据 Fleix Klein的 Erlangen纲领,几何就是研究在特定的变换群下保持不变的空

间性质.共形几何就是研究保角变换群下的不变量.它介乎于拓扑和黎曼几何之间.
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共形映射就是保角映射,如图1所示.在无穷小邻域,共形映射就是放缩变换.它保

持局部形状,比如它将无穷小圆周映成无穷小圆周.如图2所示,这个 bunny曲面通过一

个共形映射映到平面.如果平面有一个 circle packing,则通过拉回得到 bunny曲面上的

一个 circle packing.如果给平面铺上棋盘格,则同样得到 bunny曲面的棋盘格修饰,其中

直角和正方形都是保持的.

曲面上的两个黎曼度量是共形的,如果它们定义的角度是相同的.共形结构就是指

曲面上度量的共形等价类,而黎曼曲面就是带有共形结构的光滑曲面.因此在黎曼曲面

上,我们可以度量角度,但不能度量长度.每一个带有度量的曲面都自动成为一个黎曼曲

面.

如果两个黎曼曲面之间存在共形映射,则称它们是共形等价的.显然,共形等价是

黎曼曲面间的一个自然的等价关系.共形几何的目的就是在共形等价意义下对黎曼曲面

进行分类,这就是所谓的模空间问题.给定一张光滑曲面,考察它上面的所有共形结构在

共形等价下的模,这个集合被称为曲面的模空间.对于具有正亏格的封闭曲面,模空间是

正维数的有限维空间.

1.2 基本任务

下面的问题是计算共形几何最基本的一些任务.这些问题是相互依赖的:

1. 共形结构

给定一张带有黎曼度量的曲面,计算它的内蕴共形结构的不同表示.一种方法是计

算它的 Abelian微分群,另一种方法是计算标准的黎曼度量.

2. 共形模

完全共形不变量称为黎曼曲面的共形模.正如前面所讲的,理论上存在一组有限的

数完全决定了黎曼曲面,这些称为黎曼曲面的共形模.一个比较难的问题是显式计

算任意给定曲面的共形模.

3. 标准黎曼度量

黎曼曲面的 uniformization定理揭示了每一个黎曼度量都共形等价于一个常 Gauss

曲率度量.除了球面和环面外,这个度量是唯一的.计算这个度量在计算共形几何

中具有基本的重要性.

4. 共形映射
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计算两个共形等价的曲面之间的共形映射可以简化为计算它们到标准形状空间

(球面、平面、双曲空间中的圆域)之间的共形映射.

5. 拟共形映射

大部分微分同胚都不是共形的,它们将无穷小圆周映成无穷小椭圆.如果这些椭

圆的长短轴比一致有界,那么就称为拟共形映射.拟共形映射的微分是由所谓的

Beltrami微分刻画的, Beltrami微分记录了长轴方向和长短轴比.有一个基本定理

是说通过 Beltrami微分可以恢复拟共形映射.而至于怎样通过 Beltrami微分计算

拟共形映射,则是一个具有很多应用价值的重要问题.

6. 共形镶嵌

粘合带边黎曼曲面并研究缝曲线形状和粘合样式之间的关系.这与拟共形映射问

题紧密相关.

1.3 共形几何在工程应用中的优点

计算共形几何已经被证实在许多工程领域中有重要应用.下面是一些主要理由:

1. 标准区域

所有带度量的曲面都能共形地映成球面、平面或双曲圆盘中的标准区域.这可以帮

助我们将三维几何处理问题转化为二维问题.

2. 通过曲率设计度量

每一个共形结构都有一个常 Gauss曲率的标准度量,这个度量在很多几何应用中

非常有价值.例如在双曲度量下,每一个非平凡同伦类都有一个闭测地线代表元.

此外,我们可以根据预先给定的曲率设计黎曼度量,这在几何建模中非常有用.

3. 一般几何结构

共形几何方法能够用来构造其他几何结构,比如仿射结构、射影结构等等.这些结

构在几何建模应用中是关键的.

4. 微分同胚的构造

共形映照和拟共形映照可以被用来构造曲面间的微分同胚.可以应用于曲面注册

和比较这些计算机视觉和医学图像中最基本的问题.
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5. 等温坐标

共形结构可以被当作曲面上的等温坐标图册.在这种坐标下,度量的表达式最简

单,因此所有的微分算子,比如 Laplace-Beltrami算子,具有很简洁的表达式.这可

以用来简化偏微分方程.等温坐标保持局部形状,对于可视化和纹理映射是非常完

美的.

2 已有工作

图 3:基本群的多边形表示

图 4:四种类型的图. (a) A cut graph但不是 system of loops. (b) A system of loops. (c)基本

群的基但不是 system of loops. (d)同调基,但既不是同伦基也不是 cut graph.

计算共形几何已经有比较长的历史了,起初大部分共形几何方法都是针对平面区

域或拓扑圆盘的.直到近些年来才推广到具有复杂拓扑的曲面上,这与当前研究热点计

算拓扑的发展是紧密相关的.有相当一部分计算共形算法是依赖于计算拓扑算法的.
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图 5:从左到右:输入模型, handle(绿)和 tunnel(红)环, handle特征

2.1 计算拓扑

计算拓扑的研究对象主要是单纯复形,比如三角网格曲面就是一种二维单纯复形.

计算拓扑的一些基本问题就是计算曲面单纯复形的 cut graph,同调群和基本群.知道了

cut graph,就能将曲面剪开成拓扑圆盘,这对于参数化和纹理映照是非常有用的.知道了

基本群,就能完全确定封闭曲面的拓扑分类.通常基本群是用多边形表示的,其中有约化

多边形表示、标准多边形表示等一些特殊的多边形表示,见图3.

Vegter和 Yap [1] 给出了计算标准多边形表示的算法, Lazarus等 [2] 简化了 Vegter和

Yap的算法,复杂度为 O(gn),其中 n, g分别为曲面的大小和亏格.标准多边形表示由 2g

个具有公共点的环组成,令人不满意的是它们可能具有公共边.在大部分应用中,标准多

边形表示不是必须的,只需要知道 cut graph就足够了. cut graph是指三角网格曲面上的

一族边集使得曲面去掉这些边后变成拓扑圆盘,如图4所示. Dey和 Schipper [3] 使用 cut

graph得到了检验曲线是否可缩或两曲线是否同伦的快速算法. 2002年, Erickson等 [4]

第一次提出了最优 cut graph的问题:给每一条边赋一个权,求权最小的 cut graph.这篇文

章证明了最小 cut graph问题是 NP难的,并给出了计算近似最小 cut graph的贪婪算法,

该算法复杂度为 O(g2n logn),精度为 O(log2g). de Verdière和 Lazarus [5] 研究了一种称

为"systerm of loops"的特殊 cut graph,每一个 systerm of loops都由具有公共基点的 2g个

环组成,如图4所示. Erickson等 [6] 给出了一个简单的贪婪算法来计算基本群和第一同调

群的生成元,这同时也解决了 de Verdière和 Lazarus提出了最短 systerm of loops问题.
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曲面上一些与特征紧密相关的环,比如 handles和 tunnels,在诸如拓扑修复、曲面

参数化和特征识别等应用中非常有用, 如图5所示. Dey 等 [7--9] 给出了计算 handles 和

tunnels的算法. Yin等 [10] 提出了使用 universal covering space来计算最短非平凡环的算

法. de Verdière [11] 使用最优 pants分解来找同伦类中的最短环. Xin等 [12] 研究了高亏格

曲面上的测地环.关于曲面上的非平凡环,还有许多文章 [13--19],目前仍是一个热点问题.

(a) 调和 1形式 (b) 共轭的调和 1形式

图 6:调和 1形式

2.2 平面区域

传统的数值复分析方法集中在平面区域的共形映射. [20--25] 作了详尽总结.

Schwarz-Christoffel映射已经被广泛应用于计算共形映射 [26,27]. [28--30]研究了多连通

区域的 Schwarz-Christoffel映射. [31]给出了一种基于交比和 Delaunay三角化的鲁棒算

法. 最近, Marshall等 [32] 引进了基于迭代简单映射的 geodesic zippper算法, Bishop [33]

提出了基于双曲几何的线性复杂度的共形映射算法.

2.3 亏格为 0的曲面

[34]利用余切公式构造了离散调和映射, Lévy等 [35]引进了 Cauchy-Riemann方程

的一阶有限元逼近. 2002年, Desbrun等 [36]最小化 Dirichlet能量得到了离散内蕴参数化.

Floater [37]引进平均值坐标来计算广义调和映射. [38, 39]对拓扑球面的共形映射进行了

研究.在 CG领域, [40, 41]对拓扑圆盘和球面上的共形映射进行了详尽地总结.
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2.4 高亏格曲面

高亏格曲面上共形结构的计算有两个主要方法:全纯微分方法和离散曲率流方法.

图 7:全纯 1形式

2.4.1 全纯微分

离散全纯微分方法是由 Gu和 Yau [42,43] 提出的,用来计算高亏格曲面上的共形结

构.这个方法基于 Hodge理论,使用热扩散方法来计算每一个上同调类中的调和形式,

见图6(a)和6(b).然后利用 Hodge星算子构造全纯形式,见图7.所有计算都是在离散多边

形曲面上进行的. Pinkall等 [34] 定义了一种不同的离散 Hodge星算子来计算极小曲面.

Mercat [44] 通过离散 Cauchy-Riemann方程来构造离散全纯映射,不过这个方法要求曲面

是四边形网格. 2003年, Hirani在他的博士论文 [45]中详细介绍了离散外微分方法.

Gortler等 [46,47] 使用离散 1形式来对亏格为 1的曲面进行参数化.Tong等 [48] 推广

到带有锥奇点的 1形式方法,并用来进行 remeshing和 tiling. 2009年, Zeng等 [49,50]将全

纯微分方法应用于计算带多个边界的亏格为 0的曲面上的共形映射,以及拟共形映射.

2.4.2 Ricci Flow

Ricci流是由 Hamilton [51] 在 Princeton的讨论班上引进的. Ricci流对曲面和三维

流形的几何研究产生了革命性的影响, 是当前几何研究中极为活跃的方向. 特别地,
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它导致了三维 Poincaré猜测的证明. Hamilton [52] 使用 2维 Ricci流给出了正亏格曲面

uniformization定理的证明.这表明了它在 CG领域中有极大的潜在应用价值.

图 8: Circle packing

存在很多方法离散光滑曲面,其中与共形映射离散特别相关的是由 Thurston [53] 引

进的 circle packing度量. circle packing这个概念首先是由 Koebe提出的, Thurston猜测平

面 Jordan区域的 circle packing离散序列收敛于 Riemann映射,见图8.这个猜测被 Rodin

和 Sullivan [54]所证明.

Colin de Verdière [55]建立了 circle packing的第一变分原理,然后证明了 Thurston的

circle packing度量存在性.这为实现计算 circle packing度量的快速算法铺平了道路,比

如 Collins和 Stephenson [56]就给出了一个算法. Chow和 Luo [57]推广了 Colin de Verdière

的工作,并引进了曲面上的离散 Ricci流和离散 Ricci能量.它们证明了离散 Ricci流的一

般存在性和收敛性定理,同时证明了 Ricci能量的凸的.基于此, Jin [58] 在 2008年给出了

离散 Ricci流的算法实现.

另外一个相关的离散方法是 circle pattern,它同时考虑网格曲面的组合与几何信

息,可以看成是 circle packing的变种. Circle pattern是由 Bowers和 Hurdal [59] 提出的,已

经被证明是 Bobenko和 Springborn [60]提出的凸能量的极小元. 2006年, Kharevych等 [61]

给出了一个有效的 circle pattern算法.

2.4.3 Yamabe Flow

Yamabe问题目的是为紧Riemann流形找到具有常标量曲率的共形度量. Yamabe [62]

给出了第一个带有漏洞的证明,之后被一些包括 Trudinger [63], Aubin [64] 和 Schoen [65] 在

内的研究者所更正.关于这个问题的详细总结可以参看 Lee和 Parker的文章 [66].

2004年, Luo [67] 研究了曲面上的离散 Yamabe流.他引进了多边形度量的离散共形
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变换概念,这在研究离散 Yamabe流和相应的变分原理方面具有关键性的作用.基于离散

共形类和几何方面的考虑, Luo定义离散 Yamabe能量为微分 1形式的积分,然后证明了

这个能量是一个局部凸函数.他还从这得出 Yamabe流下的曲率发展是一个热方程.

最近, Springborn等 [68] 的一个非常漂亮的工作表明可以将 Yamabe能量和 Milnor-

Lobachevsky函数等同起来,将曲率发展的热方程和余切 Laplace方程等同起来.近期 Gu

等 [69] 使用离散 Yamabe能量构造了一个计算离散共形度量的有效算法. Bobenko等 [70]

讨论了离散双曲 Yamabe流,它被 Zeng等 [71]用来计算双曲结构和标准同伦群生成元.

图 9:全局共形的纹理映照

图 10:使用特殊的平坦度量设计向量场

2.5 应用

2.5.1 图形学

共形几何方法广泛应用于 CG 中. 等温坐标对于全局共形参数化来说是很自然

的 [42].因为共形映照不会扭曲局部形状,所以它对于纹理映照来说是非常理想的.图9显

示了一个使用全纯微分进行纹理映照的例子.特殊的平坦度量对于设计曲面上的向量场

是非常有价值的,图10显示了使用曲率流方法设计的向量场.
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图 11:流形样条框架

2.5.2 几何建模

几何建模中的一个最基本的问题就是将传统的欧式区域上的样条系统地推广到流

形区域上,这与曲面上的一般几何结构关系紧密,见图11和12.

传统的样条方案是建立在仿射不变量上的,如果流形具有仿射结构,那么传统的样

条也能直接推广到流形上.然而由于拓扑障碍,一般的流形不具有仿射结构.但是删去一

些奇点后,曲面上允许存在仿射结构.详细的讨论请参考 Gu等 [72].

仿射结构可以通过共形几何方法显式计算.比如可以通过曲率流和全纯微分方法

来计算仿射结构,图13显示的是用曲率流方法构造的仿射结构.与其他的方法比较起来,

比如基于平凡联络的方法 [73],这些方法的优点是它能给出样条曲面的全局共形参数化,

即等温坐标.在这种坐标下,微分算子,比如梯度算子和 Laplace-Beltrami算子,具有最简

单的形式.

2.5.3 医学成像

共形几何在医学成像的很多领域都有应用.比如在脑电图中,不同部分的大脑皮层

曲面片的注册是关键性的.大脑表面高度卷曲,而且不同的人的大脑有不同的解剖结构,
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图 12:流形样条

图 13:仿射结构

因此在大脑皮层曲面片之间找到好的匹配是非常有挑战性的任务.图14演示了一个解决

方案 [39],先通过用标准方式将大脑表面映到球面,然后找到球面的自同构,这样曲面片

的注册就很容易建立了.

2.5.4 视觉

曲面匹配在计算机视觉中是一个基本问题. 图15演示了曲面匹配的基本框架.

图16演示了同一个人的不同表情的人脸匹配的例子,细节可参考 [74--76].Teichmüller理论

可以应用于曲面分类 [77,78].通过使用 Ricci曲率流,我们可以计算双曲 uniformization度

量.然后我们使用测地线进行 pants分解并计算 Fenchel-Nielsen坐标.图17演示了万有覆

盖空间在双曲空间中的一个有限部分的计算,图18演示了计算 Teichmüller坐标的流程.
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图 14:大脑表面的共形映照

图 15:曲面匹配框架

2.5.5 计算几何

在计算几何中,同伦检测是一个重要的问题.可以使用 Ricci流计算双曲 uniformiza-

tion度量 [71].根据 Gauss-Bonnet定理,每一个同伦类中有唯一的闭测地线.给定一个环,

我们可以计算这个环的同伦类对应的 Möbius变换,这个变换的轴就是双曲度量下的闭

测地线.如图19所示,同伦的环的标准代表元是相同的.
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图 16:不同表情的人脸匹配

图 17:万有覆盖空间在双曲空间中的有限部分

3 总结

计算共形几何是一门数学和计算机科学的交叉学科,它对数学理论的掌握要求比

较高.很多算法都依赖于拓扑算法,与计算拓扑紧密相关.本文介绍了这个方向的一些基

本问题、算法以及应用.目前仍然有很多基本问题没有解决,它们需要更深刻的理解和更

强大精确的计算方法.下面列举一些对理论和应用都非常重要的问题.

1. Teichmüller映射

给定两个度量曲面和映射同伦类,计算唯一的 angle distortion最小的映射,也就是

Teichmüller映射.



计算共形几何

图 18: Teichmüller空间中的 Fenchel-Nielsen坐标

图 19:使用双曲度量进行同伦检测

2. Abel微分

计算不同类型的 Abel微分群,特别是全纯的二次微分.

3. 组合结构和共形结构之间的关系

给定一个拓扑曲面,每一个三角化都有一个由 circle packing决定的自然的共形结

构,讨论这两个结构之间的关系.

4. 逼近理论

尽管计算共形不变量的算法已经有了,但是逼近的理论结果仍没有建立.对于平面

区域的共形映射,不同离散方法的收敛性都已经建立了.但是对于一般曲面而言,

收敛性分析仍然是开放的.

5. 精度和稳定性

双曲几何计算对于数值误差是非常敏感的.要提高计算精度是非常具有挑战性的.

计算几何中的精确计算方法给出了解决这个问题的方向.在逆距离 circle packing
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方法和组合 Yamabe流方法中,可接受曲率空间的非凸性造成了算法的不稳定.因

此,曲面需要高精度的三角化.在实际应用中,提高三角化精度对这些算法是非常

重要的.交角为锐角的 circle packing算法更加稳定,全纯微分方法最稳定.
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