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语法

给定有限或可数集合

X = {x1, x2, . . . , xn, . . .}，
命题P的产生式规则为

P → X | P ⊃ P | (P )；

或者写成下面完整的形式文法

G ≡ (Σ, T, S, Q)；

其中

Σ = X ∪ {⊃} ∪ {P} ∪ {(} ∪ {)}， N = {P}， S = {P}。
我们规定⊃是右结合的，以下形如P ⊃ (Q ⊃ R)的命题常简写为P ⊃ Q ⊃ R。

在命题P上定义的函数经常呈现递归的形式。对于命题P、Q，可递归定义替换函

数[Q/x]P

[Q/x]y =





Q, 若x = y；

y, 否则；

[Q/x](P1 ⊃ P2) = [Q/x]P1 ⊃ [Q/x]P2。

进一步，符号[Q1/x1, . . . , Qn/xn]P代表对命题P中n个变量的同时替换。

公理和证明

在如上所引入的形式文法上，我们引入如下两条“公理”：

1. P ⊃ (Q ⊃ P )

2. (P ⊃ (Q ⊃ R)) ⊃ ((P ⊃ Q) ⊃ (P ⊃ R))

其中的变量P，Q，R称为变量模式，可以代表任意合法形式的命题。以下把加入了该公

理的形式系统称为G。

将命题集合Γ = {P1, P2, . . . , Pn, . . .}称为环境，我们称命题P从环境Γ语法可证，记

作Γ ` P，称为语法断言，是指存在一个有限的命题序列

Q1, Q2, . . . , Qn

其中Qn = P，而且对于每个Qi(1 ≤ i ≤ n)至少都满足下列三个条件中的一个：
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1. Qi ∈ Γ，

2. Qi是一条公理，

3. 存在j, k < i，且Qk = Qj ⊃ Qi。

最后一条规则称为MP规则。

根据公理1，我们立刻可以得到下面的

命题 1: {P} ` Q ⊃ P。

证明: 可构造如下序列作为证明：

P, P ⊃ (Q ⊃ P ), Q ⊃ P。

证毕

如果对一个语法断言的证明存在，则有无穷多个。不难证明下面的序列同样是语法断

言{P} ` Q ⊃ P的证明：

P, P, P ⊃ (Q ⊃ P ), Q ⊃ P。

结合公理1和公理2，我们有

命题 2: ` (P ⊃ Q) ⊃ (P ⊃ P )。

证明: 可构造如下的序列：

P ⊃ (Q ⊃ P ), (P ⊃ (Q ⊃ P )) ⊃ ((P ⊃ Q) ⊃ (P ⊃ P )), (P ⊃ Q) ⊃ (P ⊃ P )。

证毕

作为公理1，2的最后一个直接应用，我们证明

命题 3 (同一律): ` P ⊃ P。

证明: 把该序列的每一项写在一行：

1. P ⊃ ((P ⊃ P ) ⊃ P )

2. (P ⊃ ((P ⊃ P ) ⊃ P )) ⊃ ((P ⊃ (P ⊃ P )) ⊃ (P ⊃ P ))

3. (P ⊃ (P ⊃ P )) ⊃ (P ⊃ P )

4. P ⊃ (P ⊃ P )

5. P ⊃ P

证毕

特别的，对任意的环境Γ，我们有Γ ` P ⊃ P。

直接利用公理1和公理2来证明语法断言一般非常麻烦和冗长，简化这种证明步骤可利

用如下重要的
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定理 4 (演绎定理): Γ ∪ {P} ` Q ⇐⇒ Γ ` P ⊃ Q。

证明: 先证(⇐)。假设有Γ ` P ⊃ Q，设该语法断言的证明序列是

Q1, Q2, . . . , Qn = P ⊃ Q。

因此，序列

Q1, Q2, . . . , Qn, P, Q

是语法断言Γ ∪ {P}的证明。
再证(⇒)。假设Γ ∪ {P} ` Q，证明的目标是Γ ` P ⊃ Q。对Γ ∪ {P} ` Q的证明长度n进行

归纳：

（1）当n = 1时，有

Q1 = Q。

分三种情况讨论：

1. 若Q是一个公理，可以构造如下的序列：

Q,Q ⊃ (P ⊃ Q), P ⊃ Q。

2. 若Q = P，由命题3，可以证明

Γ ` P ⊃ P。

3. 若Q ∈ Γ，可构造如下的序列：

Q,Q ⊃ (P ⊃ Q), P ⊃ Q。

（2）若n > 1，有证明序列

Q1, Q2, . . . , Qn = Q

我们仅仅在这里讨论MP，其它的和（1）中类似。由MP规则，存在i, j < n使得

Qj = Qi ⊃ Q

从归纳假设，可以得出

Γ ∪ {P} ` Qi ⇒ Γ ` P ⊃ Qi

Γ ∪ {P} ` Qj ⇒ Γ ` P ⊃ Qj (即Γ ` P ⊃ (Qi ⊃ Q))

即有下面两个证明序列：

M1, . . . , Ms = P ⊃ Qi

N1, . . . , Nt = P ⊃ (Qi ⊃ Q)。

从而由此构建一个P ⊃ Q的证明序列

M1, . . . , Ms, N1, . . . , Nt, A2, (P ⊃ Qi) ⊃ (P ⊃ Q), P ⊃ Q。

其中A2 = (P ⊃ (Qi ⊃ Q)) ⊃ ((P ⊃ Qi) ⊃ (P ⊃ Q))。 证毕
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作为演绎定理的直接应用，我们证明

命题 5: {P,Q ⊃ (P ⊃ R)} ` Q ⊃ R。

证明: 只需要证明{P,Q ⊃ (P ⊃ R), Q} ` R。 证毕

为了扩展系统G，我们在系统G的产生式规则P中加入¬得到
P → X | P ⊃ P | (P ) | ¬P

但是系统G的表达能力太弱了，因为许多逻辑演绎都不能有这个系统表达出来。所以，我

们再引入一个公理：

3. (¬P ⊃ ¬Q) ⊃ (Q ⊃ P )

以下把加入了公理集1、2、3得到的系统称作“L”。

利用公理3，我们可以证明

命题 6 (否定前件律): ` ¬P ⊃ (P ⊃ Q)。

证明: 由演绎定理，只需证明

{¬P} ` P ⊃ Q。

该语法断言的一个证明序列是

¬P ⊃ (¬Q ⊃ ¬P ),¬P,¬Q ⊃ ¬P, (¬Q ⊃ ¬P ) ⊃ (P ⊃ Q), P ⊃ Q。

证毕

公理3的另外一个重要的应用是证明重要的

命题 7 (反证律): 若Γ ∪ {¬P} ` Q且Γ ∪ {¬P} ` ¬Q，则Γ ` P。

证明: 由Γ ∪ {¬P} ` Q和Γ ∪ {¬P} ` ¬Q，我们可以分别写出两个语法断言的证明序列

M1, . . . , Ms = Q，

N1, . . . , Nt = ¬Q。

由此，利用上面证明的命题6，可写出语法断言

Γ ∪ {¬P} ` P

的证明序列

M1, . . . , Ms, N1, . . . , Nt,¬Q ⊃ (Q ⊃ P ), Q ⊃ P, P。

由演绎定理，我们有

Γ ∪ {¬P} ` P =⇒ Γ ` ¬P ⊃ P。

因此只需证明

Γ ` (¬P ⊃ P ) ⊃ P，

即

Γ ∪ {¬P ⊃ P} ` P。

可构造如下该断言的证明序列
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1. ¬P ⊃ (P ⊃ ¬(¬P ⊃ P ))

2. (¬P ⊃ (P ⊃ ¬(¬P ⊃ P ))) ⊃ ((¬P ⊃ P ) ⊃ (¬P ⊃ ¬(¬P ⊃ P )))

3. (¬P ⊃ P ) ⊃ (¬P ⊃ ¬(¬P ⊃ P ))

4. ¬P ⊃ ¬(¬P ⊃ P )

5. (¬P ⊃ ¬(¬P ⊃ P )) ⊃ ((¬P ⊃ P ) ⊃ P )

6. (¬P ⊃ P ) ⊃ P

7. P

证毕

反证律的重要推论是如下的

命题 8 (双重否定律): {¬¬P} ` P。

证明: 只需证明{¬¬P,¬P} ` ¬P和{¬¬P,¬P} ` ¬(¬P )。 证毕

和反证律形式相似的是如下的

命题 9 (归谬律): 若Γ ∪ {P} ` Q且Γ ∪ {P} ` ¬Q，则Γ ` ¬P。

证明: 由双重否定律，给定的条件相当于

Γ ∪ {¬¬P} ` Q, Γ ∪ {¬¬P} ` ¬Q。

由反证律立刻可得结论。 证毕

其它连接词可看成⊃和¬的语法美化，特别的，对于连接词∧，∨和↔，我们定义

P ∧Q , ¬(P ⊃ ¬Q)

P ∨Q , ¬P ⊃ Q

P ↔ Q , (P ⊃ Q) ∧ (Q ⊃ P )

作为上述定义的一个直接应用，我们证明

命题 10 (排中律): Γ ` P ∨ ¬P并且Γ ` ¬P ∨ P。

证明: 只需要证明

Γ ` ¬P ⊃ ¬P 和 Γ ` ¬¬P ⊃ P。

前者可利用同一律，后者利用双重否定律。 证毕
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语义

回想一下前面的形式系统L的产生式规则

P → X | P ⊃ P | (P ) | ¬P

语义学的目的是确定在什么条件下命题P为“真”。为此，重新回忆一下布尔代数

B = ({0, 1, (, ),⊃′,¬′, P ′} , {0, 1, (, ),⊃′,¬′} , P ′, A)，

其中

P ′ → 0 | 1 | P ′ ⊃′ P ′ | ¬′P ′ | (P ′)。

我们的目的是把⊃′和¬′都看成普通的算符，从而每个公式P ′都可以“计算”到0或

者1，为此，我们可以建立如下的计算法则

¬′
0 1

1 0

⊃′
0 0 1

0 1 1

1 0 0

1 1 1

为了建立形式系统L和B的关系，我们定义一个真值赋值函数V0：

V0 : X → {0, 1}。
进一步，把映射V0扩张成从L的产生式规则P到系统B的产生式P ′的映射V : P → P ′

V(X) = V0(X)

V(¬P ) = ¬′V(P )

V(P1 ⊃ P2) = V(P1) ⊃ ′V(P2)

以下称映射V为赋值。
作为例子，我们证明如下的

命题 11: 对于任意的赋值V，我们有V(x1 ⊃ (x2 ⊃ x1))=1。

证明: 对所有可能的四种真值赋值函数V0枚举。例如，对于

V0(x1) = 0 且 V0(x2) = 0，

有

V(x1 ⊃ (x2 ⊃ x1)) = V(x1) ⊃′ V(x2 ⊃ x1)

= V0(x1) ⊃′ V(x2 ⊃ x1)

= 0 ⊃′ V(x2 ⊃ x1)

= 0 ⊃′ (V(x2) ⊃′ V(x1))

= 0 ⊃′ (V0(x2) ⊃′ V(x1))

= 0 ⊃′ (0 ⊃′ V(x1))

= 0 ⊃′ (0 ⊃′ V0(x1))

= 0 ⊃′ (0 ⊃′ 0)
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不难计算得到最后公式的值为1。其它三种情况类似可证。 证毕

一般的，如果命题P对任意的赋值V，都有V(P ) = 1，就称命题P为重言式，记

作|= P。显然，我们已经证明了|= x1 ⊃ (x2 ⊃ x1)，注意到它实际上是上面小节给出的公

理模式1的一种特殊情况，为了进一步证明公理模式1是重言式，即

|= P ⊃ (Q ⊃ P )，

我们需要

定理 12 (替代定理): 对于任意命题P、Qi（1 ≤ i ≤ n），有

|= P =⇒ |= [Q1/x1, . . . , Qn/xn]P。

证明: 构造一个映射U : X → P如下

U(xi) = Qi，

U(¬P ) = ¬U(P )，

U(P1 ⊃ P2) = U(P1) ⊃ U(P2)。

由此，对任意的赋值V，我们有

|= P

⇒ V ◦ U(P ) = 1

⇒ V(U(P )) = 1

⇒ V([Q1/x1, . . . , Qn/xn]P ) = 1

⇒|= [Q1/x1, . . . , Qn/xn]P。

证毕

由此，不难证明公理模式1是重言式。

进一步把重言式推广，对于给定的环境Γ = {Q1, . . . , Qn}，如果命题P对于任意的

赋值V，每当V(Qi) = 1(1 ≤ i ≤ n)，都有V(P ) = 1，则称命题P从环境Γ语义可证，记

为Γ |= P。

下面证明和命题1相对应的

命题 13: {P} |= Q ⊃ P。

证明: 设V(P ) = 1，可以得到

V(Q ⊃ P ) = V(Q) ⊃′ V(P )

= V(Q) ⊃′ 1
= 1

证毕
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作为最后一个例子，我们证明演绎定理的语义形式

定理 14 (语义演绎定理): Γ ∪ {P} |= Q ⇐⇒ Γ |= P ⊃ Q。

证明: 先证(⇒)。由已知得V(P ) = 1和V(Q) = 1，因此

V(P ⊃ Q) = V(P ) ⊃′ V(Q)

= 1 ⊃′ 1
= 1，

故有

Γ |= P ⊃ Q。

再证(⇐)。已知V(P ⊃ Q) = 1，又假设V(P ) = 1，可以得到V(Q) = 1，故有

Γ ∪ {P} |= Q。

证毕
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