
转动矩阵的几何意义 

前面坐标变换一节中我们知道：转动与特殊正交矩阵是一一对应的。既然如

此，那么对于任意给定的某一特殊正交矩阵（如λ），从它（代数概念）我们就

应该可以知道有关转动（几何概念）的所有特征，譬如，这个矩阵能够告诉我们

它所对应的转动绕着什么轴转过多大的角度。 

从主动的观点考察这个问题会直观一些。我不加证明的给出特殊正交矩阵的

一些性质：设λ是给定转动在某个坐标系（如 1 2 3x x x ）中的矩阵（也就是说他

是一个行列式等于 1 的正交矩阵，当然我们还要求它的元素都是实数），那么 

1. λ的本征值之模为1。 

2. λ至少有一个本征值为 1+ ，不妨令 3 1λ = + ，其归一化本征矢记为 ；

另外两个本征值必可写为

n̂

( )1 exp iλ = Φ 和 ( )2 exp iλ = − Φ 的形式。 

从这些代数性质我们就可以得到下面的结论： 

n̂在λ代表的转动的转动轴上；Φ是转动角度的大小。 

第一个结论是因为 是n̂ λ的本征矢， n̂ n̂λ = ，它的几何意义是这个矢量在

转动下是不变的，因此 只能在转动轴上；对于第二个结论，我们可以这样来理

解，假设这个转动表示所有矢量绕着 轴转过一个角度

n̂

n̂ ′Φ（如图），我前面讲过

主动意义下的转动是一个 阶张量，而2 λ则是这个张量在给定坐标系 1 2 3x x x 中

的分量矩阵。现在我们取一个新的坐标系 1 2 3x x x′ ′ ′，使其 3x′轴沿着 的方向。当

然，新坐标系可由原来坐标系作一个转动得到，不妨设转动矩阵为

n̂

μ ，即

i ij jx xμ′ = 。在新坐标系中这个张量的分量是我们已经知道了的，它就是 
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而我们前面知道，2阶张量在不同坐标系中的分量相差一个相似变换，因此 

 Tλ μλμ′ =  (2) 

两边求迹便得到了我们的结论： 

( ) ( )

3

1

tr tr tr tr

1 2cos 1 2cos

T T

ii i
i

λ μλμ μ μλ λ

λ λ
=

′ = = =

′

′+ Φ = +

∑

Φ

  (3) 

后还有一个小小的问题没有解决，上面的分析实际上只能告诉我们转动轴

所在的直线和转动角度的大小，仅仅这些还不能完全确定转动。实际上，这时有

四种可能的转动：○1 绕 轴转动n̂ Φ，○2 绕n轴转动ˆ −Φ（即绕 轴顺时针转动

），○3 绕− 轴转动Φ，以及○4 绕

n̂

Φ n̂ n̂− 轴转动−Φ（即绕 n̂− 轴顺时针转动 ）。

其中○1 和○4 、○2 和○3 实际上分别对应同一个转动。那么，

Φ

λ究竟对应绕着 轴还

是绕着− 轴逆时针转动角度Φ呢？这一点需要考察矩阵的具体形式才能回答，

而无法通过本征值问题得到答案。事实上，当你把转动矩阵化为前面

n̂

n̂

λ′的形式，

那么就可以根据 12λ （或者 21λ ）的正负号回答这个问题了。在习题中我请你思

考另外一种更加简便的方法来确定转动角度的大小以及转动轴（连同其方向）。 
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下面我们用几何观点看一下一个矢量r 在绕着 轴（逆时针方向）转动角度

后得到的新矢量 是什么。（也就是说，我们想知道如何用

n̂

Φ r′ r 以及 和Φ把rn̂ ′

表示出来，当然，代数上它就是r rλ′ = ）。通过简单的几何分析可知：OQ可

以分解为相互垂直的两部分 ，而OQ ON NQ= + ON 就是r′（或者 ）在

方向上的投影：

r n̂

(ˆ ˆON n n r= ⋅ )。至于NQ，我们也把它分解为相互垂直的两

部 分 ： ， 其 中NQ NV VQ= + cosNV NP= Φ ， 而

，另外一项(ˆ ˆNP OP ON r n n r= − = − ⋅ ) ˆ sinVQ n r= × Φ。因此  

 
( ) ( )

( )( )
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin

ˆ ˆ ˆcos 1 cos sin

r n n r r n n r n r

r n n r n r

′ = ⋅ + − ⋅ Φ + ×⎡ ⎤⎣ ⎦
= Φ + ⋅ − Φ + × Φ

Φ
 (4) 

此式称为转动公式。前面我们提到过，一般来说，两次转动是不可交换的，你也

可以从这个关系式看出这一点。 

NP

Q

V
Φ

n̂ r×  

O  

N  

P  
Q  

Φ

n̂  
r  r′  

( )ˆ ˆn n r⋅

( )ˆ ˆr n n r− ⋅  

但是，对于一类特殊的转动，也就是当转动角度无限小时，任何两次相继的

转动却是可以交换的。此时转动公式变为 

 ˆr r n rd′ = + × Φ  (5) 

这里，我们用 代替 表示这是一个无限小的角度，并在转动公式右边只保

留一阶项。你一定注意到了，这里我用的是“

dΦ Φ

=”而不是“≈”，事实上，这正
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是“无限小”或者说微分的确切含义。 

显然如果把一个矢量先绕着 轴转过一个无限小角度1̂n 1dΦ ，再绕着另一个

轴 转过另一个无限小角度2n̂ 1dΦ 与交换两次转动次序后得到的是相同的矢量。 

 (6) 
( ) ( )

1 1

2 2 1 1 2 1 1

1 1 2 2

2 2 1 1

ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ
ˆ ˆ

r r n rd
r r n r d r n rd n r n rd d

r n rd n rd
r n rd n rd

′ = + × Φ

′′ ′ ′= + × Φ = + × Φ + × + × Φ Φ

= + × Φ + × Φ
= + × Φ + × Φ

2

倒数第二个等号又用到了无限小这个假设。因此，我们经常讲无限小转动可以用

一个矢量 来表示，从而我们可以把无限小转动公式写为 n̂dΦ

 ( )ˆ,     dr r r d r d nd d′= − = Φ× Φ ≡ Φ = Φ  (7) 

应该强调的是，这里尽管我们采用了符号dΦ，但它并不表示某个角度矢量 的

微分，实际上并不存在这样的矢量，其确切含义是

Φ

n̂dΦ。严格地讲，我们应该

把它写成 ，而用 表示仅仅是人们的一种喜好。另外，值得指出的是，

上面的论述绝对不是无限小转动

dΦ dΦ

n̂dΦ是矢量的证明，要证明这一点，必须从矢

量的定义出发。严格地讲，量 n̂dΦ是一个赝矢量，也就是说无限小转动事实上

是用一个 2 阶反对称张量来表示的。 

 如果我们把公式(7)两边除以 ，那么就得到 dt

 ˆ,     dr d dr
dt dt dt

ω ω nΦ Φ
= × ≡ =  (8) 

从前面的推到知，这个关系式对于任何运动过程中保持长度不变的矢量都是成立

的，因此，一般地，我们有 

 ,     if  G = const.dG r
dt

ω= ×  (9) 
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附录 A：特殊正交矩阵λ的本征值之模为1 

设a是λ的本征值（ 可能是复数），而 则是相应的本征矢，即 a X

 X aXλ =  (A1) 

将此式两边分别作共轭转置，得到 

 † † † †X X aλ =  (A2) 

注意到λ是实正交矩阵，因而
† Tλ λ= ；而 则仅仅是一个数，因此a †a a∗= 。

上式成为 

 † T †X X aλ ∗=  (A3) 

将此式左乘(A1)，并利用λ的正交性（ 1Tλ λ = ），就得到 

 ( )2 †1a X X 0− =  (A4) 

因此 

 1a =  (A5) 

即λ的本征值之模为1。 

附录 B：特殊正交矩阵 λ的三个本征值 ( )1 2 3, ,λ λ λ 必具有

( ) ( )(exp ,exp , 1i iΦ − Φ )+ 的形式，即至少有一个本征值为 ，

而另外两个本征值则互为共轭。 

1+

这是由于本征值方程 ( )det 0aIλ − = 是一个三次代数方程，它一般可以

写为 的形式，其中
3 2

2 1 0 0a f a f a f+ + + = 0f 、 1f 、 2f 是一些实常数。对

于这样一个代数方程，我们知道如果它有三个根，而这三个根要么都是实数，要

么如果有一个复数根的话，那么这个根的复共轭也仍然是方程的一个根。因此在

我们的情形，本征值方程 多有两个互为共轭的复数根，另外一个根必为实数。

考虑到λ的本征值之模为1并且λ的行列式（等于三个本征值的乘积），我们就
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得出结论，如果这三个根都是实数，那么它只可能取 ( )1, 1, 1+ + + 或

( )1, 1, 1− − + 。 如 果 有 一 个 根 是 复 数 ， 那 么 本 征 值 就 只 可 能 是

( ) ( )( )exp ,exp , 1i iΦ − Φ + 。 ( )1, 1, 1+ + + 相 当 于 0Φ = 的 情 形 ， 而

( )1, 1, 1− − + 则相当于 πΦ = 的情形。 

附录 C：从转动矩阵考察无限小转动和角速度 

由于矢量只是转过一个无限小的角度，因此 ix′与 ix 几乎是一样的，二者的

差别仅仅是一个无限小的量，也就是说 

 ( )i i ij j ij ij jx x xε δ ε′ = + = + x  (C1) 

其中， ijε 是一些无限小的数。上式用矩阵表示就是 

 ( )r I rε′ = +  (C2) 

即 Iλ ε= + ，由于λ是一个正交矩阵，因此 

 ( )( ) 1TT TI Iλλ ε ε ε ε= + + = + + = I  (C3) 

由此得到 

 Tε ε= −  (C4) 

即ε 是一个反对称矩阵。因此，无限小转动完全由一个反对称张量所描述（λ的

另一部分是对所有无限小转动来说都相同的单位张量），它与前面定义的矢量

的关系是 i id n dΦ = Φ
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 (C5) 

这里，取 12 3dε = − Φ 而不是 12 3dε = Φ 等等这样的对应是由于我们默认了物

理上一个通常的约定：即将沿逆时针方向的主动转动定义为正的。 
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