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=摘要> 本文采用不同的分析思路o导出了曲线坐标系与直角坐标系单位矢量间简明的解析

关系o并推广到更一般的情况) 任何两种正交曲线坐标系单位矢量间的关系∀ 只要一种正交曲线

坐标系与直角坐标系或另一种正交曲线坐标系坐标间的单值关系已知o利用这些关系式即可得到

正交曲线坐标系与直角坐标系或另一种正交曲线坐标系单位矢量间的关系∀ 利用文献上已有的正

交曲线坐标系坐标间的单值关系o文中提供了正交曲线坐标系与直角坐标系及圆柱坐标系单位矢

量间的变换矩阵o进而可得任何两种正交曲线坐标系单位矢量间的关系∀

关键词} 正交曲线坐标系o单位矢量o变换矩阵

Αβστραχτ}  ≤ ²±¦¬¶̈ ¬̈³µ̈¶¶¬²±¶ ¥̈ ·º ¨̈ ± ∏±¬·√ ¦̈·²µ¶ ²© ¦∏µ√¬̄¬± ¤̈µ²µ·«²ª²±¤̄ ¦²²µ§¬±¤·̈

¶¼¶·̈°¶¤±§ ·«²¶̈ ²© ¦¤µ·̈¶¬¤± ¦²²µ§¬±¤·̈ ¶¼¶·̈° º µ̈̈ §̈ µ¬√ §̈ ¬± ·̈µ°¶²© §¬©©̈ µ̈±·¤±¤̄¼·¬¦¤̄

¬§̈ ¤¶q × «̈ ¶̈ ¬̈³µ̈¶¶¬²±¶º µ̈̈ ¬̈³¤±§̈ § ·² °²µ̈ ª̈ ± µ̈¤̄ µ̈ ¤̄·¬²±¶¥̈ ·º ¨̈ ± ∏±¬·√ ¦̈·²µ¶²©·º ²
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∏±¬·√ ¦̈·²µ¶²©¤¦∏µ√¬̄¬± ¤̈µ²µ·«²ª²±¤̄ ¦²²µ§¬±¤·̈ ¶¼¶·̈° ¤±§·«²¶̈ ²©¦¤µ·̈¶¬¤± ¦²²µ§¬±¤·̈ ¶¼¶·̈°

²µ¤±²·«̈ µ¦∏µ√¬̄¬± ¤̈µ²µ·«²ª²±¤̄ ¦²²µ§¬±¤·̈ ¶¼¶·̈° ¦¤± ¤̈¶¬̄¼ ¥̈ ²¥·¤¬± §̈ ¤¶ ²̄±ª ¤¶·«̈ ¶¬±ª̄ 2̈

√¤̄∏̈ µ̈ ¤̄·¬²±¶ ¥̈ ·º ¨̈ ± ·«̈ ¶̈ ·º ² ¦²²µ§¬±¤·̈¶¤µ̈ ®±²º ±q �¼ ° ¤̈±¶ ²© ·«̈ µ̈ ¤̄·¬²±¶ ¥̈ ·º ¨̈ ±
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∏±¬·√ ¦̈·²µ¶²©¦∏µ√¬̄¬± ¤̈µ²µ·«²ª²±¤̄ ¦²²µ§¬±¤·̈ ¶¼¶·̈°¶¤±§·«²¶̈ ²©¦¤µ·̈¶¬¤± ¦²²µ§¬±¤·̈ ¶¼¶·̈°

²µ¤±²·«̈ µ¦∏µ√¬̄¬± ¤̈µ²µ·«²ª²±¤̄ ¦²²µ§¬±¤·̈ ¶¼¶·̈° º µ̈̈ ª¬√ ±̈q

Κεψ τερμ σ} ≤∏µ√¬̄¬± ¤̈µ²µ·«²ª²±¤̄ ¦²²µ§¬±¤·̈o � ±¬·√ ¦̈·²µo × µ¤±¶©²µ°¤·¬²± °¤·µ¬¬

一!引  言

众所周知o根据求解实际电磁场边值问题的需要o人们已引出了十多种正交曲线坐标系o

给出了多种正交曲线坐标系的坐标与直角坐标系!圆柱坐标系等坐标间的关系o并提供了各种

坐标系的度量因子k拉梅系数l1t2o为在不同坐标系下求解电磁场问题提供了方便∀ 然而o由于

常见的电磁场边值问题多在三种坐标系k直角坐标系!圆柱坐标系和圆球坐标系l下求解o因此

正交曲线坐标系下的矢量分析也多围绕常见的三种坐标系展开o椭圆柱坐标系等十多种坐标
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系中的矢量分析则用得不很多∀ 因正交曲线坐标系中矢量间的关系与其单位矢量间的关系密

切o故两种正交曲线坐标系下单位矢量间的关系在矢量分析有重要的作用∀本文欲以正交曲线

坐标系与直角坐标系单位矢量间关系式的推导为基础o采用不同分析思路o导出多种正交曲线

坐标系与直角坐标系单位矢量间关系的表达式o并将此推导思路推广到更一般情况) ) 任意

两种正交曲线坐标系k除直角坐标系外l单位矢量间的一般表达式∀

二!理论分析

2q1 正交曲线坐标系与直角坐标系单位矢量间的关系

假设在一种正交曲线坐标系中oπ 点的坐标为kυtoυuoυvloπ 点在直角坐标系下的坐标为

kξ oψoζlo正交曲线坐标系中各坐标间满足右手螺旋关系o且有以下的单值函数关系

υt � γ tkξ oψoζl

υu � γ ukξ oψoζl

υv � γ vkξ oψoζl

  或   

ξ � Γ tkυtoυuoυvl

ψ � Γ ukυtoυuoυvl

ζ � Γ vkυtoυuoυvl

ktl

则正交曲线坐标系单位矢量 υ
δ
toυ
δ
uoυ
δ
v 和直角坐标系单位矢量 ξ

δ
oψ
δ
oζ
δ间的对应关系可表示为

υ
δ
t

υ
δ
u

υ
δ
v

� Μ

ξ
δ

ψ
δ

ζ
δ

kul

其中Μ 为变换矩阵∀ Μ 可采用几何投影法!方向导数法导出∀ 若坐标间满足较为简单的几何

关系o则采用这两种方法推导较为方便∀ 但当坐标间的几何关系不太明确时o采用上述方法则

难以奏效∀ 为此本文采用以下两种推导方法∀

uqtqt 偏导数公式法

若设 π 点与坐标原点间的位置矢量为 ρ
ο
oπ 点的微分矢移为 δλ

ϕ
o则在直角坐标系下o位置

矢量 ρ
ο可表示为

ρ
ο
� ξ ξ

δ
n ψψ

δ
n ζζ

δ
kvl

而正交曲线坐标系下o微分矢移 δλ
ϕ为

δλ
ϕ
� δρ

ο
� δλtυ

δ
t n δλuυ

δ
u n δλvυ

δ
v � υ

δ
tηtδυt n υ

δ
uηuδυu n υ

δ
vηvδυv kwl

其中 ηtoηuoηv 分别为相应坐标系的度量因子o它们一般是坐标的函数∀ 若将上式写成增量形

式o则为

∃ρο � υ
δ
tηt∃υt n υ

δ
uηu∃υu n υ

δ
vηv∃υv kxl

保持 υu 和 υv 为常数k即 ∃υu� s� ∃υvlo则

∃ρο

∃υt

� υ
δ
tηt kyl

对上式取极限o则有

υ
δ
t �

t

ηt

5ρο

5υt

kzl

类似地o可得到 υ
δ
u 和 υ

δ
v 的表达式o从而得

υ
δ
ι �

t

ηι

5ρο

5υι
o ι � touov k{l
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uqtqu 全微分公式法

思路 �}

因 π 点的微分矢移可表示为

δλ
ϕ
� δρ

ο
�

5ρο

5υt

δυt n
5ρο

5υu

δυu n
5ρο

5υv

δυv k|l

又考虑到式ktl及式kvlo于是 ρ
ο关于 υt 的偏导数为

5ρο

5υt

� ξ
5ξδ

5υt

n ξ
δ 5ξ
5υt

n ψ
5ψδ

5υt

n ψ
δ 5ψ
5υt

n ζ
5ζδ

5υt

n ζ
δ 5ζ
5υt

ktsl

因 ξ
δ
oψ
δ
oζ
δ是常矢量o故有

5ρο

5υt

� ξ
δ 5ξ
5υt

n ψ
δ 5ψ
5υt

n ζ
δ 5ζ
5υt

kttl

又因

5ρο

5υt
�

5ρο

5υt

Ø 5ρο

5υt

tÙu

�
5ξ
5υt

u

n
5ψ
5υt

u

n
5ζ
5υt

u tÙu

ktul

所以

υ
δ
t �

5ρο

5υt

5ρ
ψ

5υt

�
t

ηt

5ξ
5υt

ξ
δ
n

t

ηt

5ψ
5υt

ψ
δ
n

t

ηt

5ζ
5υt

ζ
δ

ktvl

υ
δ
u 和 υ

δ
v 的表达式可类似得到o于是o其一般式为

υ
δ
ι �

5ρο

5υι

5ρ
ψ

5υι

�
t

ηι

5ξ
5υι

ξ
δ
n

t

ηι

5ψ
5υι

ψ
δ
n

t

ηι

5ζ
5υι

ζ
δ

�

5Γ t

5υι
ξ
δ
n

5Γ u

5υι
ψ
δ
n

5Γ v

5υι
ζ
δ

Ε
v

κ� t

5Γκ

5υι

u tÙu        kι � touovl ktwl

其中 ξ � Γ toψ� Γ uoζ� Γ vo而 ηι� Ε
v

κ� t

5Γκ

5υι

u tÙu

∀

思路 ��}

正交曲线坐标系下o若微分矢移 δλ
ϕ只沿 υt 方向o即 δυu� s� δυvo则

υ
δ
t �

t

ηt

δλ
ϕ

δυt

�
ξ
δ
δ ξ n ψ

δ
δψ n ζ

δ
δ ζ

ηtδυt

ktxl

又由多元函数的全微分公式o有

δ ξ �
5ξ
5υt

δυt n
5ξ
5υu

δυu n
5ξ
5υv

δυv �
5Γ t

5υt

δυt

δψ �
5ψ
5υt

δυt n
5ψ
5υu

δυu n
5ψ
5υv

δυv �
5Γ u

5υt

δυt

δ ζ �
5ζ
5υt

δυt n
5ζ
5υu

δυu n
5ζ
5υv

δυv �
5Γ v

5υt

δυt

ktyl

将上式代入式ktxl可得
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υ
δ
t �

t

ηt

5Γ t

5υt

ξ
δ
n

t

ηt

5Γ u

5υt

ψ
δ
n

t

ηt

5Γ v

5υt

ζ
δ

ktzl

  类似地o若微分矢移 δλ
ϕ只沿 υu 或 υv 方向o则可得到 υ

δ
u 和 υ

δ
vo其一般式即为式ktwl∀ 利用

上述公式可得多种正交曲线坐标系与直角坐标系单位矢量间的关系o如表 t所示∀

表 t 正交曲线坐标系与直角坐标系单位矢量间的关系k仅提供变换矩阵l

曲线坐标系

kυtoυuoυvl

两者坐标间的关系

k文献1t2l
单位矢量间的变换矩阵 Μ

圆柱坐标系

kρoΥoζl

ξ � ρ¦²¶Υ

ψ � ρ¶¬±Υ

ζ � ζ

¦²¶Υ ¶¬±Υ s

p ¶¬±Υ ¦²¶Υ s

s s t

圆球坐标系

kΡ oΗoΥl

ξ � Ρ¶¬±Η¦²¶Υ

ψ � Ρ¶¬±Η¶¬±Υ

ζ � Ρ¦²¶Η

¶¬±Η¦²¶Υ ¶¬±Η¶¬±Υ ¦²¶Η

¦²¶Η¦²¶Υ ¦²¶Η¶¬±Υ p ¶¬±Η

p ¶¬±Υ ¦²¶Υ s

椭圆柱坐标系

kΝoΓoζl

ξ � π¦²¶«Ν¦²¶Γ

ψ � π¶¬±«Ν¶¬±Γ

ζ � ζ

u ¶¬±«Ν¦²¶Γ

¦²¶«uΝp ¦²¶uΓ

u ¦²¶«Ν¶¬±Γ

¦²¶«uΝp ¦²¶uΓ
s

p
u ¦²¶«Ν¶¬±Γ

¦²¶«uΝp ¦²¶uΓ

u ¶¬±«Ν¦²¶Γ

¦²¶«uΝp ¦²¶uΓ
s

s s t

抛物柱坐标系

kΦoΩoζl

ξ �
t

u
kΦu p Ωul

ψ � ΦΩ

ζ � ζ

t

Φu n Ωu

Φ Ω s

p Ω Φ s

s s Φu n Ωu

旋转抛物柱面坐标系

kΦoΩoΥl

ξ � ΦΩΥ

ψ � ΦΩ t p Υu

ζ �
t

u
kΦu p Ωul

ΩΥ

Φu n Ωu

Ω t p Υu

Φu n Ωu

Φ

Φu n Ωu

ΦΥ

Φu n Ωu

Φ t p Υu

Φu n Ωu
p

Ω

Φu n Ωu

t p Υu p Υ s

双极坐标系

kΝoΗoζl

ξ �
α¶¬±«Ν

¦²¶«Νp ¦²¶Η

ψ �
α¶¬±Η

¦²¶«Νp ¦²¶Η

ζ � ζ

t p ¦²¶Η¦²¶«Ν
¦²¶«Νp ¦²¶Η

¶¬±Η¶¬±«Ν
¦²¶«Νp ¦²¶Η s

p ¶¬±Η¶¬±«Ν
¦²¶«Νp ¦²¶Η

¦²¶Η¦²¶«Νp t

¦²¶«Νp ¦²¶Η s

s s t

  注}因椭球坐标系和锥面坐标系与直角坐标系间的关系及度量因子的表达式较复杂o无法包括

在表中o故被略去∀

2q2 两种正交曲线坐标系单位矢量间的关系

设一种正交曲线坐标系中 π 点的坐标仍为kυtoυuoυvlo度量因子为 ηtoηuoηv~另一种正交

曲线坐标系中 π 点的坐标为kυχtoυχuoυχvlo度量因子为 ηχtoηχuoηχvo两正交曲线坐标系中各坐
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标间满足右手螺旋关系o且有以下的单值函数关系

υχt � κtkυtoυuoυvl

υχu � κukυtoυuoυvl

υχv � κvkυtoυuoυvl

  或   

υt � Κ tkυχtoυχuoυχvl

υu � Κ ukυχtoυχuoυχvl

υv � Κ vkυχtoυχuoυχvl

kt{l

则一种正交曲线坐标系单位矢量 υ
δχtoυδχuoυδχv 和另一种正交曲线坐标系单位矢量 υ

δ
toυ
δ
uoυ
δ
v 间的

对应关系具有式kul相同的形式∀ 在两种正交曲线坐标系下oπ 点的微分矢移 δλ
ϕ分别为

δλ
ϕ
� δρ

ο
� υ

δ
tηtδυt n υ

δ
uηuδυu n υ

δ
vηvδυv � υ

δχtηχtδυχt n υ
δχuηχuδυχu n υ

δχvηχvδυχv kt|l

将式ktxl∗ ktzl推广o有

υ
δχt �

t

ηχt
δλ
ϕ

δυχt
�

ηtδυtυ
δ
t n ηuδυuυ

δ
u n ηvδυvυ

δ
v

ηχtδυχt
�

ηt

ηχt
5Κ t

5υχt
υ
δ
t n

ηu

ηχt
5Κ u

5υχt
υ
δ
u n

ηv

ηχt
5Κ v

5υχt
υ
δ
v

kusl

类似地可得 υ
δχuoυδχv 的表达式o一般地o有

υ
δχι �

ηt

ηχι
5Κ t

5υχι
υ
δ
t n

ηu

ηχι
5Κ u

5υχι
υ
δ
u n

ηv

ηχι
5Κ v

5υχι
υ
δ
v  kι � touovl kutl

利用上述公式可得多种正交曲线坐标系与圆柱坐标系单位矢量间的关系o如表 u所示∀
表 u 正交曲线坐标系与圆柱坐标系单位矢量间的关系k仅提供变换矩阵l

曲线坐标系

kυχtoυχuoυχvl

两者坐标间的关系

k文献1t2l
单位矢量间的变换矩阵

圆球坐标系

kΡ oΗoΥl

ρ� Ρ¶¬±Η

Υ� Υ

ζ � Ρ¦²¶Η

¶¬±Η s ¦²¶Η

¦²¶Η s p ¶¬±Η

s t s

旋转抛物柱面坐标系

kΦoΩoΥl

ρ� ΦΩ

Υ� Υ

ζ �
t

u
kΦu p Ωul

Ω

Φu n Ωu
s

Φ

Φu n Ωu

Φ

Φu n Ωu
s p

Ω

Φu n Ωu

s t p Υu s

长旋转椭球坐标系

kΝoΗoΥl

ρ� α¶¬±«Ν¶¬±Η

Υ� Υ

ζ � α¦²¶«Ν¦²¶Η

¦²¶«Ν¶¬±Η

¦²¶«uΝp ¦²¶uΗ
s

¶¬±«Ν¦²¶Η

¦²¶«uΝp ¦²¶uΗ

¶¬±«Ν¦²¶Η

¦²¶«uΝp ¦²¶uΗ
s p

¦²¶«Ν¶¬±Η

¦²¶«uΝp ¦²¶uΗ

s t s

扁椭球坐标系

kΝoΗoΥl

ρ� α¦²¶«Ν¦²¶Η

Υ� Υ

ζ � α¶¬±«Ν¶¬±Η

¶¬±«Ν¦²¶Η

¦²¶«uΝp ¦²¶uΗ
s

¦²¶«Ν¶¬±Η

¦²¶«uΝp ¦²¶uΗ

p
¦²¶«Ν¶¬±Η

¦²¶«uΝp ¦²¶uΗ
s

¶¬±«Ν¦²¶Η

¦²¶«uΝp ¦²¶uΗ

s t s
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续表 u

曲线坐标系

kυχtoυχuoυχvl

两者坐标间的关系

k文献1t2l
单位矢量间的变换矩阵

双球坐标系

kΝoΗoΥl

ρ�
α¶¬±Η

¦²¶«Νp ¦²¶Η

Υ� Υ

ζ �
α¶¬±ηΝ

¦²¶«Νp ¦²¶Η

p
¶¬±«Ν¶¬±Η

¦²¶«Νp ¦²¶Η s
t p ¦²¶«Ν¦²¶Η
¦²¶«Νp ¦²¶Η

¶¬±«Ν¦²¶Ηp t

¦²¶«Νp ¦²¶Η s p
¶¬±«Ν¶¬±Η

¦²¶«Νp ¦²¶Η

s t s

双环坐标系

kΝoΗoΥl

ρ�
α¶¬±Η

¦²¶«Νp ¦²¶Η

Υ� Υ

ζ �
α¶¬±Ν

¦²¶«Νp ¦²¶Η

t p ¦²¶«Ν¦²¶Η
¦²¶«Νp ¦²¶Η s p

¶¬±«Ν¶¬±Η
¦²¶«Νp ¦²¶Η

p
¶¬±«Ν¶¬±Η

¦²¶«Νp ¦²¶Η s
¦²¶«Ν¦²¶Ηp t

¦²¶«Νp ¦²¶Η

s
ρk¦²¶«Νp ¦²¶Ηl

α¶¬±«Η s

为导出任何两种曲线坐标系单位矢量间的关系o以某种曲线坐标系的单位矢量构成的矢

量k记为 Α
δ
vl为中介o根据其他任何两种曲线坐标系单位矢量构成的矢量k记为 Α

δ
t!Αδul与中介

矢量间的关系o可导出任何两种曲线坐标系单位矢量间的关系o即

Α
δ
t � Μ tΑ

δ
v kuul

Α
δ
u � Μ uΑ

δ
v kuvl

其中Μ t!Μ u 分别为第 t种和第 u种曲线坐标系与第 v种曲线坐标系间的变换矩阵∀ 于是o由

式kuul和kuvlo得

Α
δ
u � Μ uΜ

p t
t Α

δ
t � Μ uΜχtΑ

δ
t kuwl

其中Μχt 为Μ t 的转置矩阵∀

作为例子o不妨取第 t!第 u与第 v种曲线坐标系分别为圆柱!圆球与直角坐标系o由表 t

中第一栏的变换矩阵可得圆柱坐标系与直角坐标系间单位矢量的关系为

ρ
δ

Υδ

ζ
δ
� Μ t

ξ
δ

ψ
δ

ζ
δ

�

¦²¶Υ ¶¬±Υ s

p ¶¬±Υ ¦²¶Υ s

s s t

ξ
δ

ψ
δ

ζ
δ

kuxl

而由表 t中第二栏的变换矩阵可得圆球坐标系与直角坐标系间单位矢量的关系为

Ρ
δ

Ηδ

Υδ
� Μ u

ξ
δ

ψ
δ

ζ
δ

�

¶¬±Η¦²¶Υ ¶¬±Η¶¬±Υ ¦²¶Η

¦²¶Η¦²¶Υ ¦²¶Η¶¬±Υ p ¶¬±Η

p ¶¬±Υ ¦²¶Υ s

ξ
δ

ψ
δ

ζ
δ

kuyl

将式kuxl和kuyl提供的关系代入式kuwlo即得

Ρ
δ

Ηδ

Υδ
�

¶¬±Η s ¦²¶Η

¦²¶Η s p ¶¬±Η

s t s

ρ
δ

Υδ

ζ
δ
� Μ

ρ
δ

Υδ

ζ
δ

kuzl

其中变换矩阵Μ 即为表 u中第一栏的变换矩阵∀ 这样o由表 t及表 u中任何两种曲线坐标系
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与直角坐标系或圆柱坐标系单位矢量间的关系o通过式kuwl的矩阵运算即可推得任何两种正

交曲线坐标系单位矢量间的关系∀

三!结  语

本文采用不同的分析思路o导出了曲线坐标系与直角坐标系单位矢量间简明的解析关系o

并将其解析表达式推广到更一般的情况) ) 任何两种正交曲线坐标系单位矢量间的关系∀ 这

些表达式推导过程简捷o数学概念清晰o对无法利用几何投影法直接求单位矢量间关系的坐标

系更显其优点∀利用文献上已有的正交曲线坐标系坐标间的单值关系o文中提供了正交曲线坐

标系与直角坐标系以及两种正交曲线坐标系单位矢量间的变换矩阵∀ 这些结果可直接用于不

同坐标系间的矢量分析o这是因为不同坐标系中矢量的各分量间满足的关系式与单位矢量间

满足的关系式在形式上完全相同k即变换矩阵相同l∀
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