
第二章 守恒律

力学规律：

拉格朗日方程

1.解方程得到运动规律；2.得到守恒量。

广义坐标： 广义速度：

由 和 组成一些不随时间变化的量(守恒量)

守恒量 求运动方程的解；分析解的性质。



§1.2.1  动量和能量

一 、循环坐标与广义动量

比较：拉格朗日方程

和牛顿方程

定义： ——广义动量

——广义力



例子1：对在保守场中运动的单个质点，有

——直角坐标系

广义动量 ——通常的动量

广义力 ——通常的力



例子2：对在有心力场中运动的质点，有

——球坐标系

对应于广义坐标 的广义动量：

广义力：



质点m到轴的垂直距离： ，则

——质点绕轴的转动惯量

于是对应于 的广义动量可写为：

——绕z轴的角动量

由拉格朗日方程得：

——在有心力场中，绕任意选取的轴的角动量守恒。



广义动量 守恒的原因：在拉格朗日函数L中不包含

对应的广义坐标 。

(这只是从数学形式上的原因，物理上的原因？)

一般结论：如果在拉格朗日函数中不包含某一个广义

坐标 ，则称这一广义坐标为循环坐标。和循环坐标

对应的广义动量守恒。



二、能量

一般情况： ——显含时间变量t

例：处于随时间变化的外场中的系统，其拉格朗日

函数为 ——L显含时间变量t

——系统与外力场的源必有能量交换，

系统不是保守系。

对保守系，L不明显含变量t，则 。



拉格朗日方程：

定义： ——机械能(能量) 

显然： ——保守系统的能量守恒



在直角坐标系中，动能只是速度 的函数，不是坐标

的 函数，但在广义坐标中，动能 ，则

。

动能T是广义速度 的二次齐次式。

例：有心力场中动能

动能T是广义速度 的二次齐次式。

通常：动能都是广义速度的二次齐次式。



根据齐次函数的欧拉定理，如果 是

s个变量 的n次齐次式，则

由于动能T是广义速度 的二次齐次函数，则有

而



所以

——机械能等于动能与势能之和

结论：对于保守系统，在运动过程中，机械能保持不变。

§1.2.2 质点组的动量定理、质心

一、质点组的动量定理

在此：选笛卡儿坐标系。

设：力学系统——N个粒子，第a个粒子和第b个粒子

之间的相互作用势能用 表示。





令 ——质点b作用于质点a上的力

——质点a作用于质点b上的力

则
——牛顿第三定律



设：作用在质点a上的力为

：系统内其它质点对a的内力之和；

：系统外质点对a的合外力。

拉格朗日方程：

(直角坐标系)

又



所以

矢量式：

作和式：



：质点组的总动量； ：系统所受合外力

则： ——质点组的动量定理

若不存在外场，则 ，有

——不受外力作用时质点组的总动量守恒



二、质心
动量守恒定律与能量守恒定律的成立不依赖于惯

性系的选取。但：在不同惯性系中，动量和能量所取
的值不同。

设：惯性系K、 ，其中 相对K以速度V运动。

：第a个质点对K 、 系的速度

：质点组对K 、 系的总动量

因为



所以

即

若：

则：



——在此惯性系中，质点组的总动量为零。此惯

性系中称为质心系。

质心系中：质点组整体是静止的，但质点组中的质点

有内部运动。

此时

—质点组的总质量

V：质点组作为一个整体的速度



由

定义： 为质点组的质心

则：

即：质点组整体的运动速度就是质心的运动速度



且

——质心运动定理

三、能量的变换

设： 分别为质点组在 系的能量

则：



若 为特殊的惯性系——质心系，则

其中 ——内能

——在K系中的能量等于在质心系中的能量加上质点组总

质量附在质心上时质心在K系中的动能。



§1.2.3  守恒律与对称性的关系、角动量
对称性：

对称性的概念最初是在几何学中提出的：某个几

何形体，如果按照某种操作规则改变一下它在空间的
位置，它的几何形体与操作前的完全重合，就说该几
何形体具有某种对称性。

对称性的推广：

如果某一物理定律或某物理量在某种变换下其形

式或量值保持不变，则称这种变换具有不变性或协变
性，或者说，这个定律或物理量对某种变换具有对称
性或不变性。



已讲： 能量(机械能)守恒律 + 动量守恒律

守恒的原因： 时间的均匀性 空间的均匀性

一、时间的均匀性与能量守恒

时间均匀性的涵义：

1.假定系统处于变化的外场中，时间不是均匀的。即用

不同的时刻作为计算时间的起点，所得到的运动方程

不相同；以不同的时刻作为时间轴的原点对于研究系

统的运动不等效；



2.系统处于不变的外场中或不处于外场中，时间是均匀

的。即以不同时刻作为计算时间的起点对于研究系统

的运动是等效的。

时间不均匀:

L:显含时间t

时间均匀：

L:不显含时间t

此时



则

又：

——能量守恒



结论：能量守恒是由时间的均匀性产生的。

(能量守恒深刻的物理根源)

二、空间的均匀性与动量守恒

空间均匀性的涵义：

系统不处于外场中，空间是均匀的——无论选用空

间哪一点作为坐标原点来研究系统的运动都是等效的。

设：一坐标系中，系统的拉格朗日为L，现将坐标系平移
一个常矢量 ，即选另一点作为坐标原点。



后果：1.系统中每个粒子的坐标改变 :

2.系统的拉格朗日改变 。

若：空间均匀，则：

又 (坐标平移时，速度不变)

所以



拉格朗日方程：

作和：

而



——系统的总动量守恒

结论：动量守恒是由空间的均匀性产生的。

空间均匀：坐标系平移，L不变；

时间均匀：时间轴平移，L不变。

时间和空间均匀性导致：拉格朗日L在时间平移

和空间平移下的不变性。



对称性：系统对某种变换的不变性称为系统对这种变换

的对称性。

结论：能量守恒是由于系统具有时间平移的对称性；

动量守恒是由于系统具有空间平移的对称性。

四、空间的各向同性与角动量守恒

空间各向同性的涵义：

在无外场或在有心力场中，空间的各个方向是等效。

系统具有转动对称性：将坐标系转动，拉格朗日不变。



问题：转动对称性导致什么守恒？

已知：无限小的角位移是矢量，有限角位移不是矢量。

设：坐标系绕空间任取的某一轴转动一个角度 ，

用 表示这一角位移。

：r与 之间的夹角，

r端点绕 轴转动的半径： ，则

又： 很小， 组成的平面。考虑到

的大小、方向，有：



上式对t求导：

交换 和 的次序(   、 互相独立)，有：

物理上：体系旋转后速度发生了改变，此改变仅仅

是由于体系的旋转引起的。



由转动产生的L的变化：

拉格朗日方程：



若系统具有转动对称性，则

即



令： ——系统的角动量

则： ——系统的角动量守恒

结论：角动量守恒是由空间的各向同性产生的。

有时，系统并不具有完全的转动不变性，但有绕某个轴

(如z轴)的转动不变性。此时，角动量L的z分量 守恒。

球坐标系下：



：广义动量


