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引言

众所周知，在恒定电流电路问题中，使用Kirchhoff定律无疑是非
常简洁和方便的，但是对于离散网格的等效电阻问题，要统计出
独立的支路和回路并逐一求解，直接使用定律或许较为困难。那
么，能否避免这种繁杂的计算呢？

我们经过大量的调研和缜密的思索，发现电路分析中的“节点电压方
法”，经（原创性的）改造后十分适合求解网格的等效电阻问题。于
是，下面即将介绍这一算法，并且通过大量的例子，展示这种方法的
威力。

基本算法

基本算法

 对于某个节点k，将所有与它直接相连的节点用݇ଵ，݇ଶ，……݇表示，其中l
可能是自然数，也可能是正无穷。由Kirchhoff定律，我们有：

其中下标p遍历1,2，……l

基本算法

 不妨设一个电势基准点φଵ=0，则综合上面两个方程和电流分
布方程可以列出方程组：

1
( )mn m nR

i
  

这就是所谓的“节点电压方程组”，如
果它能唯一地解出m，n点的电势，则：

即为mn之间等效电阻。
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基本算法

从上述算法的叙述过程可以保证它的正确性，但其完备性如何？也就是说，节点电压
方程组能否唯一的解得m，n点的电势？再加强一些，节点电压方程组能否保证任何节
点的电势都有唯一的解？

对于这个问题，在Kirchhoff定律诞生之初便有
了解答，这就是：

基本算法

表征完备性的秩定理：
节点电压方程组有唯一的解。
这个定理的证明需要大量图论，拓扑学的概念和引理，来揭示所谓的“直接相连接的节
点”的结构，并把它和方程组的秩联系起来。因此因篇幅所限，只作简单的介绍了。
早在1847年，拓扑学还没有被明确地界定为一门系统的数学学科，但天才的物理学家
G.Kirchhoff以其超凡的数学能力和敏锐的物理直觉，凭借早期的，尚不甚清晰的拓扑学
想法，探讨了线性分布 定律方程组的完备性问题，定义了节点，回路，独立网络，有向
图等新的术语，并把他的成果写在了一篇名为《关于研究电流线性分布所得到的方程组
的解》的论文中，这便是所谓的Kirchhoff定律的由来。十年后，Maxwell总结了
Kirchhoff的成果，并给出了回路，支路电流法，节点电压法的秩定理的完满证明。这是
现在所谓的“网络拓扑学”的基石之一。
随着拓扑学和线图理论的日趋完善，人们于20世纪重新表述了Kirchhoff定律。关于上述
秩定理的若干引理，知识和严格证明，请参阅J,C,Maxwell.Electricity and 
Magnetism.Oxford:Clarendon Press,3rd ed.,Vol.1,Ch.6,and Apendix,403-
410,1892.

简单情形示例

如图所示是一个平面正方形电阻网络，连线电阻均为r，求算任意两点间的电阻

解：建立电压方程： 初始条件是：

从而：

由线性性，可设r，i=1。
下面我们用matlab来求解
这个方程组。

简单情形示例

end
if m>M break 
end
end
B=sym(A)
R=sym(zeros(1,M))
for i=1:M
syms u1 u2 u3 u4
u1=sym('0');
eq1=u1-u2+u1-u4-B(i,1);
eq2=u2-u1+u2-u3-B(i,2);
eq3=u3-u2+u3-u4-B(i,3);
eq4=u4-u1+u4-u3-B(i,4);
S=solve(eq1,eq2,eq3,eq4);

L=[u1,S.u2,S.u3,S.u4];
disp(L);
for j=1:4
if B(i,j)==1 a=j
end
end
for k=1:4
if B(i,k)==-1 b=k
end 
end 
R(i)=L(a)-L(b)
end
disp(R)

经过艰难的编写，我们
给出的matlab代码如下：

N=4
M=N*(N-1)/2
A=zeros(M,N)
for m=1:M
for n=1:N-1
for l=n+1:N
if m>M break 
end
A(m,n)=1
A(m,l)=-1
m=m+1
end
if m>M break 
end

简单情形示例

其运行截图展示如下： 结果页：

简单情形示例

将结果整理成表格：

这表示对应标号两点间
的等效电阻。
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在有限网格问题中的应用

 Plato多面体网格电阻

 足球形网格电阻

• 正四面体
• 正六面体
• 正八面体
• 正十二面体
• 正二十面体

在有限网格问题中的应用

如图所示是一个正四面体电阻网络，连线电阻均为r，求
算任意两点间的电阻。

在有限网格问题中的应用
Matlab代码：
N=4
M=N*(N-1)/2
A=zeros(M,N)
for m=1:M
for n=1:N-1
for l=n+1:N
if m>M break
end
A(m,n)=1
A(m,l)=-1
eq2=u2-u1+u2-u3+u2-
u4-B(i,2);
eq3=u3-u1+u3-u2+u3-
u4-B(i,3);
m=m+1
end

if m>M break
end
end
if m>M break
end
end
B=sym(A)
R=sym(zeros(1,M))
for i=1:M
syms u1 u2 u3 u4
eq2=u2-u1+u2-u3+u2-
u4-B(i,2);
eq3=u3-u1+u3-u2+u3-
u4-B(i,3);
eq4=u4-u1+u4-u2+u4-
u3-

B(i,4);
S=solve(eq1,eq2,eq3,eq4);
L=[u1,S.u2,S.u3,S.u4];
disp(L);
for j=1:4
if B(i,j)==1 a=j
end
end
for k=1:4
if B(i,k)==-1 b=k
end
end
R(i)=L(a)-L(b)
end
disp(R)

在有限网格问题中的应用

运行结果： 整理成下表：

back

在有限网格问题中的应用

如图所示是一个正六面体电阻网络，连线
电阻均为r，求算任意两点间的电阻。

在有限网格问题中的应用
Matlab代码：
N=8
M=N*(N-1)/2
A=zeros(M,N)
for m=1:M
for n=1:N-1
for l=n+1:N
if m>M break 
end
A(m,n)=1
A(m,l)=-1
m=m+1
end
if m>M break 
end
end
if m>M break 
end
end

B=sym(A)
R=sym(zeros(1,M))
for i=1:M
syms u1 u2 u3 u4 u5 u6 
u7 u8
u1=sym('0');
eq1=u1-u2+u1-u4+u1-u5-
B(i,1);
eq2=u2-u1+u2-u3+u2-u6-
B(i,2);
eq3=u3-u2+u3-u4+u3-u7-
B(i,3);
eq4=u4-u1+u4-u3+u4-u8-
B(i,4);
eq5=u5-u1+u5-u6+u5-u8-
B(i,5);
eq6=u6-u2+u6-u5+u6-u7-
B(i,6);

eq7=u7-u3+u7-u6+u7-u8-
B(i,7);
eq8=u8-u4+u8-u5+u8-u7-
B(i,8);
S=solve(eq1,eq2,eq3,eq
4,eq5,eq6,eq7,eq8);
L=[u1,S.u2,S.u3,S.u4,S.u5,S
.u6,S.u7,S.u8];
disp(L);
for j=1:8
if B(i,j)==1 a=j  end
end
for k=1:8
if B(i,k)==-1 b=k
end 
end 
R(i)=L(a)-L(b)
end
disp(R)
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在有限网格问题中的应用

运行结果： 制表：

back

在有限网格问题中的应用

如图所示是一个正八面体电阻网络，
连线电阻均为r，求算任意两点间的
电阻。

在有限网格问题中的应用
Matlab代码：

N=6
M=N*(N-1)/2
A=zeros(M,N)
for m=1:M
for n=1:N-1
for l=n+1:N
if m>M break 
end
A(m,n)=1
A(m,l)=-1
m=m+1
end
if m>M break 
End
end
if m>M break 
end
end

B=sym(A)
R=sym(zeros(1,M))
for i=1:M
syms u1 u2 u3 u4 u5 u6 
u1=sym('0');
eq1=u1-u2+u1-u3+u1-
u4+u1-u5-B(i,1);
eq2=u2-u1+u2-u3+u2-
u5+u2-u6-B(i,2);
eq3=u3-u1+u3-u2+u3-
u4+u3-u6-B(i,3);
eq4=u4-u1+u4-u3+u4-
u5+u4-u6-B(i,4);
eq5=u5-u1+u5-u2+u5-
u4+u5-u6-B(i,5);
eq6=u6-u2+u6-u3+u6-
u4+u6-u5-B(i,6);

S=solve(eq1,eq2,eq3,e
q4,eq5,eq6);
L=[u1,S.u2,S.u3,S.u4,S.u
5,S.u6];
disp(L);
for j=1:6
if B(i,j)==1 a=j
end
end
for k=1:6
if B(i,k)==-1 b=k
end 
end 
R(i)=L(a)-L(b)
end
disp(R)

在有限网格问题中的应用
运行结果： 制表：

back

在有限网格问题中的应用

如图所示是一个正十二面体电阻网络，
连线电阻均为r，求算任意两点间的电阻。

由于点个数太多，导致情况较为复杂。一般情
形下未简化的代码需要运行40min左右。因此
，我们用对称性来简化。显然，每个点的地位
相同，于是，对于给定的任意两个点，我们标
其中一个点为“01”，在图中找到给定的另一
个点，它的标号为“i”（如图所示的两位整数
）。正二十面体也用同样的方法进行简化。

在有限网格问题中的应用

Matlab代码：
N=20
M=N*(N-1)/2
A=zeros(M,N)
for�m=1:M
for�n=1:N-1
for�l=n+1:N
if�m>M�break�
end
A(m,n)=1
A(m,l)=-1
m=m+1
end
if�m>M�break�
end
end
if�m>M�break�
end
end
B=sym(A)
R=sym(zeros(1,19))
for�i=1:19

syms u01�u02�u03�u04�u05�u06�u07�u08�u09�
u10
u11�u12�u13�u14�u15�u16�u17�u18�u19�u20

u01=sym('0');
eq01=u01-u02+u01-u13+u01-u14-B(i,1);
eq02=u02-u01+u02-u15+u02-u172-B(i,2);
eq03=u03-u04+u03-u19+u03-u20-B(i,3);
eq04=u04-u03+u04-u16+u04-u18-B(i,4);
eq05=u05-u06+u05-u13+u05-u16-B(i,5);
eq06=u06-u05+u06-u14+u06-u18-B(i,6);
eq07=u07-u08+u07-u17+u07-u20-B(i,7);
eq08=u08-u07+u08-u15+u08-u19-B(i,8);
eq09=u09-u12+u09-u13+u09-u15-B(i,9);
eq10=u10-u11+u10-u14+u10-u17-B(i,10);
eq11=u11-u10+u11-u18+u11-u20-B(i,11);
eq12=u12-u09+u12-u16+u12-u19-B(i,12);
eq13=u13-u01+u13-u05+u13-u09-B(i,13);
eq14=u14-u01+u14-u06+u14-u10-B(i,14);
eq15=u15-u02+u15-u08+u15-u09-B(i,15);
eq16=u16-u04+u16-u05+u16-u12-B(i,16);
eq17=u17-u02+u17-u07+u17-u10-B(i,17);

eq18=u18-u04+u18-u06+u18-u11-B(i,18);
eq19=u19-u03+u19-u08+u19-u12-B(i,19);�
eq20=u20-u03+u20-u07+u20-u11-B(i,20);
S=solve(eq01,eq02,eq03,eq04,eq05,eq06,eq07,eq08,eq09,
eq10,eq11,eq12,eq13,eq14,eq15,eq16,eq17,eq18,eq19,eq2
0);
L=[u01,S.u02,S.u03,S.u04,S.u05,S.u06,S.u07,S.u08,S.u09,
S.u10,S.u11,S.u12,S.u13,S.u14,S.u15,S.u16,S.u17,S.u18,S.u19
,S.u20];
disp(L);
for�j=1:20
if�B(i,j)==1�a=j
end
end
for�k=1:20
if�B(i,k)==-1�b=k
end�
end�
R(i)=L(a)-L(b)
end
disp(R)
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在有限网格问题中的应用

运行结果： 制表：

back

在有限网格问题中的应用

如图所示是一个正二十面体电阻网络
，连线电阻均为r，求算任意两点间的
电阻。

在有限网格问题中的应用
Matlab代码：

N=12
M=N*(N-1)/2
A=zeros(M,N)
for m=1:M
for n=1:N-1
for l=n+1:N
if m>M break 
end
A(m,n)=1
A(m,l)=-1
m=m+1
end
if m>M break 
end
end
if m>M break 
end
end
B=sym(A)
R=sym(zeros(1,11))
for i=1:11syms u01 u02 u03 u04 u05 u06 u07 u08 u09 u10 u11 
u12 
u01=sym('0');
eq01=u01-u02+u01-u05+u01-u06+u01-u09+u01-u10-B(i,1);
eq02=u02-u01+u02-u07+u02-u08+u02-u09+u02-u10-B(i,2);

eq03=u03-u04+u03-u07+u03-u08+u03-
u11+u03-u12-B(i,3);
eq04=u04-u03+u04-u05+u04-u06+u04-
u11+u04-u12-B(i,4);
eq05=u05-u01+u05-u04+u05-u06+u05-
u09+u05-u12-B(i,5);
eq06=u06-u01+u06-u04+u06-u05+u06-
u10+u06-u11-B(i,6);
eq11=u11-u03+u11-u04+u11-u06+u11-
u07+u11-u10-B(i,11);
eq12=u12-u03+u12-u04+u12-u05+u12-
u08+u12-u09-B(i,12);
S=solve(eq01,eq02,eq03,eq04,eq05,eq06,eq0
7,eq08,eq09,eq10,eq11,eq12);
L=[u01,S.u02,S.u03,S.u04,S.u05,S.u06,S.u07,S.u0
8,S.u09,S.u10,S.u11,S.u12];
disp(L);
for j=1:12
if B(i,j)==1 a=j
end
end
for k=1:12
if B(i,k)==-1 b=k
end 
end 
R(i)=L(a)-L(b)
end
disp(R)

在有限网格问题中的应用

运行界面： 制表：

back

在有限网格问题中的应用
试计算连线电阻均为r的“碳60结构”
（足球形）任意两点间的等效电阻。

在有限网格问题中的应用
我们为了计算它，购买了
一个足球，用记号笔对它
进行标号如图所示。

中国科学技术大学《电磁学》小论文竞赛 2013年春季全校竞赛一等奖作品 少年班学院

中国科大《电磁学》课程组举办 2013年6月22日 版权所有， 禁止传播



2013/6/24

6

在有限网格问题中的应用
Matlab代码：

N=60
M=N*(N-1)/2
A=zeros(N-1,N)
for m=1:M
for n=1:N-1
for l=n+1:N
if m>N-1 break 
end
A(m,n)=1
A(m,l)=-1
m=m+1
end
if m>N-1 break 
end
end
if m>N-1 break 
end
end
B=sym(A)
R=sym(zeros(1,59)
)

syms u01 u02 u03 u04 u05 u06 u07 u08 
u09 u10 u11 u12 u13 u14 u15 u16 u17 u18 
u19 u20 u21 u22 u23 u24 u25 u26 u27 u28 
u29 u30 u31 u32 u33 u34 u35 u36 u37 u38 
u39 u40 u41 u42 u43 u44 u45 u46 u47 u48 
u49 u50 u51 u52 u53 u54 u55 u56 u57 u58 
u59 u60
u01=sym('0');
eq01=u01-u02+u01-u03+u01-u04-B(i,1);
eq02=u02-u01+u02-u07+u02-u09-B(i,2);
eq03=u03-u01+u03-u08+u03-u57-B(i,3);
eq04=u04-u01+u04-u05+u04-u59-B(i,4);
eq05=u05-u04+u05-u06+u05-u10-B(i,5);
eq06=u06-u05+u06-u07+u06-u13-B(i,6);
eq07=u07-u02+u07-u06+u07-u46-B(i,7);
eq08=u08-u03+u08-u09+u08-u31-B(i,8);
eq09=u09-u02+u09-u08+u09-u34-B(i,9);
eq10=u10-u05+u10-u11+u10-u60-B(i,10);

eq11=u11-u10+u11-u12+u11-u14-B(i,11);
eq12=u12-u11+u12-u13+u12-u16-B(i,12);
eq13=u13-u06+u13-u12+u13-u45-B(i,13);
eq14=u14-u11+u14-u15+u14-u48-B(i,14);
eq15=u15-u14+u15-u16+u15-u17-B(i,15);
eq16=u16-u12+u16-u15+u16-u43-B(i,16);
eq17=u17-u15+u17-u18+u17-u21-B(i,17);
eq18=u18-u17+u18-u19+u18-u47-B(i,18);
eq19=u19-u18+u19-u20+u19-u22-B(i,19);
eq20=u20-u19+u20-u21+u20-u25-B(i,20);
eq21=u21-u17+u21-u20+u21-u42-B(i,21);
eq22=u22-u19+u22-u23+u22-u52-B(i,22);
eq23=u23-u22+u23-u24+u23-u26-B(i,23);
eq24=u24-u23+u24-u25+u24-u29-B(i,24);
eq25=u25-u20+u25-u24+u25-u39-B(i,25);
eq26=u26-u23+u26-u27+u26-u53-B(i,26);
eq27=u27-u26+u27-u28+u27-u30-B(i,27);
eq28=u28-u27+u28-u29+u28-u32-B(i,28);
eq29=u29-u24+u29-u28+u29-u38-B(i,29);
eq30=u30-u27+u30-u31+u30-u56-B(i,30);

在有限网格问题中的应用
Matlab代码：

eq31=u31-u08+u31-u30+u31-u32-B(i,31);
eq32=u32-u28+u32-u31+u32-u33-B(i,32);
eq33=u33-u32+u33-u34+u33-u37-B(i,33);
eq34=u34-u09+u34-u33+u34-u35-B(i,34);
eq35=u35-u34+u35-u36+u35-u46-B(i,35);
eq36=u36-u35+u36-u37+u36-u41-B(i,36);
eq37=u37-u33+u37-u36+u37-u38-B(i,37);
eq38=u38-u29+u38-u37+u38-u39-B(i,38);
eq39=u39-u25+u39-u38+u39-u40-B(i,39);
eq40=u40-u39+u40-u41+u40-u42-B(i,40);
eq41=u41-u36+u41-u40+u41-u44-B(i,41);
eq42=u42-u21+u42-u40+u42-u43-B(i,42);
eq43=u43-u16+u43-u42+u43-u44-B(i,43);
eq44=u44-u41+u44-u43+u44-u45-B(i,44);
eq45=u45-u13+u45-u44+u45-u46-B(i,45);
eq46=u46-u07+u46-u35+u46-u45-B(i,46);
eq47=u47-u18+u47-u48+u47-u51-B(i,47);
eq48=u48-u14+u48-u47+u48-u49-B(i,48);
eq49=u49-u48+u49-u50+u49-u60-B(i,49);
eq50=u50-u49+u50-u51+u50-u55-B(i,50);

eq51=u51-u47+u51-u50+u51-u52-B(i,51);
eq52=u52-u22+u52-u51+u52-u53-B(i,52);
eq53=u53-u26+u53-u52+u53-u54-B(i,53);
eq54=u54-u53+u54-u55+u54-u56-B(i,54);
eq55=u55-u50+u55-u54+u55-u58-B(i,55);
eq56=u56-u30+u56-u54+u56-u57-B(i,56);
eq57=u57-u03+u57-u56+u57-u58-B(i,57);
eq58=u58-u55+u58-u57+u58-u59-B(i,58);
eq59=u59-u04+u59-u58+u59-u60-B(i,59);
eq60=u60-u10+u60-u49+u60-u59-B(i,60);
S=solve(eq01,eq02,eq03,eq04,eq05,eq06,eq07,
eq08,eq09,eq10,eq11,eq12,eq13,eq14,eq15,e
q16,eq17,eq18,eq19,eq20,eq21,eq22,eq23,eq2
4,eq25,eq26,eq27,eq28,eq29,eq30,eq31,eq32,
eq33,eq34,eq35,eq36,eq37,eq38,eq39,eq40,e
q41,eq42,eq43,eq44,eq45,eq46,eq47,eq48,eq4
9,eq50,eq51,eq52,eq53,eq54,eq55,eq56,eq57,
eq58,eq59,eq60);

L=[u01,S.u02,S.u03,S.u04,S.u05,S.
u06,S.u07,S.u08,S.u09,S.u10,S.u11
,S.u12,S.u13,S.u14,S.u15,S.u16,S.u
17,S.u18,S.u19,S.u20,S.u21,S.u22,
S.u23,S.u24,S.u25,S.u26,S.u27,S.u
28,S.u29,S.u30,S.u31,S.u32,S.u33,
S.u34,S.u35,S.u36,S.u37,S.u38,S.u
39,S.u40,S.u41,S.u42,S.u43,S.u44,
S.u45,S.u46,S.u47,S.u48,S.u49,S.u
50,S.u51,S.u52,S.u53,S.u54,S.u55,
S.u56,S.u57,S.u58,S.u59,S.u60];
disp(L);
for j=1:60
if B(i,j)==1 a=j
end
end
for k=1:60
if B(i,k)==-1 b=k
end 
end 
R(i)=L(a)-L(b)
end
disp(R)

在有限网格问题中的应用
运行结果：

在有限网格问题中的应用
制表：

在有限网格问题中的应用

这就是对应标号的等效电阻的值。我们可
以根据对称性来直接验证计算的正确性。

在无限网格问题中的应用

对于全空间无限网格而言，由于节点有无数多个，因此对应的
节点电压方程组也有无数个未知数。这样的问题的一般解法，
通常是通过Fourier分析来寻找精确解，再通过表征完备性的
秩定理来保证正确性的。下面我们在节点电压法的框架下，重
新严格地讨论这一方法，并且给出大量的原创性结果。
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在无限网格问题中的应用

平面上的无限正方形电阻网格如下图
所示，连线电阻均为r，求任意两点的
等效电阻。

在无限网格问题中的应用

解：如图所示，我们把两个点中的任一点设为原点，沿着方格的边界建立坐标系，用坐标系
中的整点来表示网络的节点，设另一个点的坐标为(m,n)。根据节点电压方法，对平面上的任
意节点(k,l)，设电压为φ,。
建立电压方程：

其中 是某个给定的已知常量，我们把它作为电势的基准点。
即：

߮, െ ߮,ାଵ
ݎ
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ݎ
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ݎ
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1
4
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߮, ൌ ߮

在无限网格问题中的应用

初始条件为：

这样，原问题即转化成了无限个线性方程，无限个未知数的代数求解。这乍一看似乎
很困难，然而我们可以通过某些手段来找到这个解。
我们设定：映照： 满足

这个定义是形式的，也就是说，先不考察它的收敛性。
接着，我们在电压方程两边乘 并对一切k,l求和，即：
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在无限网格问题中的应用

很容易注意到一个小技巧，这就是：

由于是对 求和，因此：

于是有：

同理：
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在无限网格问题中的应用

另外，显然：

再加上 把它们代入，就是：
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在无限网格问题中的应用
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在无限网格问题中的应用

上面求解了这个经典问题的等效电阻，下面
我们就这个解析解来给出一些理论结果。其
中很多都是是原创性的。

在无限网格问题中的应用

这就是m,n取一些
特定值时的等效
电阻的精确值。
由此可以看出，
当m=1，n=0时
，电阻为原电阻
的一半，这和对
称性给出的初等
结果是一样的。

在无限网格问题中的应用 在无限网格问题中的应用

结论2讨论了等效电阻的一些简单性质。至此，
对于平面无限正方形电阻网格的讨论就到此为
止。下面的结论3给出笔者用节点电压方法处理
的其他一些无限网格的结果。它们的思想方法
和数学手段与前面的讨论是完全相同的，因此
除特别申明，姑且只给出结论，有兴趣的读者
可以直接验证它们。

在无限网格问题中的应用

下面一张图更能反映着两个积分的重要区别。

在无限网格问题中的应用

也就是说，对于ܴଷ中的无限立方体网格，笔者证明
了任何两个点的等效电阻值，不论它们相距多远，总
是小于125.39r。这与二维情况的无界性完全不同，
是相当不可思议的。
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写在最后

通过上面的分析，我们探讨了节点电压方法求解电阻网络
等效电阻的若干方法和例子。虽然我们的想法很多，但由
于在这方面的算例数不胜数。奈何篇幅，时间，水平所限
，无法做更深一步的推理。因此，上面的论述只是抛砖引
玉，下面罗列了一些窃以为有趣的想法，读者如有兴趣，
可以一一考察。

写在最后

写在最后 附录
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Thanks！
感谢学校给了我们这次展现自我的机会！
感谢叶邦角，潘海俊，蒋一，徐春凯老师的帮助！
感谢诸位电磁学助教对我们的支持！
感谢诸位到场的老师同学的观赏！
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