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求电场线方程的
特殊技巧

姚志鹏 PB13203009

李雅博 PB13203018

求解共线分布电荷的电场线方程。

由

即
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积分

C为待定常数，可由初始条件确定。

换种写法即

这个方程的形式非常美观，且只与q和夹角
有关。
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我们可以尝试着使用一种更“物理”的方法来得出
这个方程。

电场线方程满足切线方向处处与电场方向重合即有

则由电场线方程组成的包络面必然满足法向量与电场
方向正交导致电通量在包络面上的积分必然为0。（严格
的数学证明省略，简单证明可由电场线不交叉直接得到）

由电场线方程的这个性质，我们可以尝试着用一种新
的的方法来解电场线方程

先介绍一个引理

对于空间中一个点电荷，它在一个面上产生
的电通量为

即电通量正比于对应曲面对点电荷所张的立
体角
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又在轴对称的情形下一个圆面所张立体角

取向右为正，考虑所取的面位于电荷的左侧类似计算可得立体角

取两个截面与包络面组成高斯面

1.高斯面内没有电荷

使用高斯定理

则通过两个面的电通量必然相等得出
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整理即得

综合以上两种情形得出

2.高斯面内有电荷，假定只有一个(可依次推广)

则

下面我们来确定常数C的范围

粗看有

但实际上各 并不独立。

我们将C看作x,y的函数

求C的极值令

得y=0，极值一定在x轴上取。故余弦值只能取-
1或1，通过逐步调整的总可以确定C的范围，此处
不再赘述。
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下面我们试着来利用共线电荷电场线方程

解决几个简单的问题

1.电荷任意连续分布

则原式改为积分形式

右图为均匀分布时的结果

为一双曲线

2.正负电荷交叉分布，零点无电荷
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我们尝试着构造共线点电荷的一种分布使其净电荷为0，电偶极矩之
和也为0
正负交叉等间隔分布且电量按1/n衰减
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左图中的渐近线吸引了我们的注意力

我们更改电荷分布，只留下两对电荷以简化

左图为1,2处有电荷右图为3,4处有电荷，但渐近线相同

先来确定常数C的范围，由之前得出的方法易
得

分别于（-2，-1）间与（-1,1）间取得，我们
取不同的C画出相应的场线，以下分别为取
C为正负0.01,0.001,0.0001作出的图像（蓝
色曲线对应正C，紫色对应负C）
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自然而然地猜测C取0时恰对应渐近线，作图

由之前作出的局部图可以猜测渐近线由最内侧
的电荷发出。

证明可由电通量计算得出。将右侧电荷视为整
体Q，发出的电场线全部落在（1,0）处的电荷则
有

此 对应右端电荷发出电场线经过（1，0）的
最大夹角

再将此 代入电场线方程，求出C恰等于0。
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我们代入C=0，取不同x解出y

验证如下
x=1000,y=1999.91

x=10000,y=19999.99
x=100000,y=199999.99

x=1000000,y=1999999.999

得出渐近线方程

y=2x
如何从一般情形证明满足要求的分布总是有这样一条渐近
线呢？

…
…

我们回归普通方法

电荷分布为 q/k(-k,0),q(-1,0),-q(1,0),-q/k(k,0)

由余弦定理
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对其展开保留到三阶项得到

令E的切向分量为0，解出正切值恰为2

对刚才的电荷分布由

知其电四极矩也为0，由其电场随r下降的速度可
以猜测其为电八极矩

我们也可以由此推广，尝试着用共线分布的点电
荷构造出更高阶的电多极矩。
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对于空间中位于 处的共线电荷，该问题等价
于求解线性方程组其中

由范德蒙行列式的知识知道当m+1<n时，原方
程有解。故用共线点电荷构造电2的n次方极子至
少需要n+1个点电荷。

均匀带电圆环

下面我们试着用三种方
法得出电场线方程

1.常微分方程

积分很复杂，MATHMATICA
未能给出解析解
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2.电四极子法

用电四极子法可以得到远处的电场线

计算可得电四极矩张量

因此，电四极子产生的电势为



2014/11/12

15

考虑到电荷分布的对称性，采用图示柱坐标系，在均匀 带电圆

环的远处，即 的各点，电势可写成

前三项分别对应零、一、二级近似。其中 为

电偶极矩在远处的电势，而此圆环的电偶极矩本身为零。
第三项

其中 为电四极矩，其分量为

则

所得到的电场线方程
为初等隐函数，在远
距离处作图如右所示
（加上第一项）：
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3.高斯定理法

第一次积分电场在(r,  )点处水平方向的分量

第一项为

第二项为

第二次积分

最终的电场线方程为：
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取低阶项作图

此方法计算近处的电场线较
为精确，至此我们得出整
个空间中的电场线

我们试图将对称性再还原

计算共轴带电圆环的电场线，无奈计算
能力不足未能得出任何结果
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总结

一类常微分方程

二次积分

对称性
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