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一、研究目的

孤立导体的电容ܥ Ω 取决于孤立导体的外表面߲Ω	。
如果߲Ω受到一个小扰动，ܥ Ω 的变化大不大？本论文
用数学中稳定性的概念来研究这个问题。

二、孤立导体电容的数学表达

（令导体电势为1，则电容ܥ ൌ ܳ ൌ ܧ∯଴ߝ · ݀ Ԧܵ）

数学问题：

    有界区域Ω ⊆ Թ³, Dirichlet外问题:

Δ߮ ݔ ൌ 0, ݔ	 ∈ Թ³\Ωഥ，
߮ ݔ ൌ 1, ݔ	 ∈ ߲Ω，

lim
௫ →ାஶ

߮ሺݔሻ ൌ 0, ݔ	 ∈ Թ³\Ωഥ

ܥ Ω ൌ ∯଴ߝ ߮ߘ డ஻ೃݔ ଴ ݀ܵ, 这里ܤோ 0 ⊇ Ωഥ
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三、孤立导体电容“稳定性”分析

扰动!

2、基本问题: 给导体曲面߲Ω一个扰动, 	ܥ Ω 是否稳定?

“电容的稳定性”的数学表达： ܥ Ω െ ܥ Ω′ ൏ 扰动后的电容变化很 ,ߝ
小. 

由于并非所有的导体及所有的扰动都能保持电容稳定, 我们需要找出那些
保持稳定性成立的条件. 
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3、用到的数学定理
• 引理1(平均值定理). 如果߮在闭球ܤோ 0 上调和, 那么

߮ 0 ൌ
3

ଷܴߨ4
ම ߮

஻ೃ ଴
ܸ݀

• 引理2(调和函数的光滑性和解析性). 如果߮在区域Ω上调和, 则它在Ω上
无穷可微并且在每点附近可以展开成收敛于自身的Taylor级数. 

• 引理3(微商的估计)

如果߮在闭球ܤோ 0 上 调和, 那么对于每个满足 ߙ ൌ ݇的多重指标, 有估计：

ఈ߮ܦ 0 ൑
௞ܥ
ܴ௞ାଷ

߮ ௅భ ஻ೃ ଴

其中：

଴ܥ ൌ
3
ߨ4

, ௞ܥ ൌ
3 3 · 48݇ ௞

ߨ4

• 引理4(最大值原理)

如果߮在区域Ω 上调和, 那么它的最大最小值均在边界取到. 

如果它在区域Ω内部某点取到最大或最小值, 那么它是常函数. 
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4、关于电势, 电容的引理
• 引理5. 导体外(不包含表面)的电势严格地介于0到1之间. 

数学表述: 设有界区域Ω ⊆ Թ³, 若߮满足:

Δ߮ ݔ ൌ 0, ݔ	 ∈ Թ³\Ωഥ，
߮ ݔ ൌ 1, ݔ	 ∈ ߲Ω，

lim
௫ →ାஶ

߮ሺݔሻ ൌ 0, ݔ	 ∈ Թ³\Ωഥ

则∀ݔ ∈ Թ³\Ωഥ,0 ൏ ߮ ݔ ൏ 1.

证明需要用到平均值定理(引理1)和最大值原理(引理4).

• 引理6. 单个导体的电容等于一个外导体趋于无穷大时的电容器的电容. 

数学表述:设有界区域Ω ⊆ Թ³包含原点, ோܤ 0 ⊇ Ωഥ, 若߮ோ满足:

൞
Δ߮ோ ݔ ൌ 0, ݔ	 ∈ ோܤ 0 \Ωഥ，

߮ோ ݔ ൌ 1, ݔ	 ∈ ߲Ω，
߮ோ ݔ ൌ 0, ݔ	 ∈ ோܤ߲ 0

取一个固定的ݎ使ܤோ 0 ⊇ ௥ܤ 0 ⊇ Ωഥ, 则有

ܥ Ω ൌ െߝ଴ lim
ோ→ାஶ

඾ ோ߮ߘ ݔ
డ஻ೝ ଴

· ݀ Ԧܵ

证明需要用到微商的估计(引理3)和最大值原理(引理4).
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• 引理7. 如果一个导体可以包含另一个导体, 那么大的导体电容更大. 

数学表述:设有界区域Ω,Ω′ ⊆ Թ³, 如果Ωഥ ⊆ Ω′, 则ܥ Ω ൑ ܥ Ω′ . 

证明需要用到引理6以及最大值原理(引理4). 

稳定性分析
关键: 

位似变换. 用两个原导体的位似
像去夹住扰动后的导体曲面(为
了严格地保证夹住需要对原导体
加一些形状上的限制, 数学表述
比较像Lipshitz条件). 放大ݐ倍时
电容也增大ݐ倍. 

夹逼定理. 扰动后的电容处在两
个位似像的电容之间, 从而电容
的变化很小. 
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稳定性分析的结果

•如果包含原点的有界区域Ω满足: 

(1). Ω关于原点位似放大的像包含Ω, 位似缩小的像被
Ω包含.

(2). 位似放大缩小时像݂ ݔ 到原像ݔ的距离关于位似
比满足类似Lipshitz条件的条件(PPT中不具体写出). 

•如果扰动保持边界一致接近.

•那么Ω的电容关于该扰动稳定. 

四、结论

•我们证明了, 对于较广泛的一类导体, 在保持表面一致
接近的扰动下电容稳定. 

•也就是说, 在工业制造上, 我们只需要保证制造出的导
体表面与标准导体表面一致接近, 即可保证电容是符
合制造要求的. 


