
2017/6/22

1

应用拉普拉斯矩阵

计算复杂电阻网络阻值

张宇哲
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一、研究概述

3  如何求解任意两个节点间（如两个位于正方形对角位置
上的节点）的电阻？
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问题提出的背景

 另外，实际的电路中也可能存在复杂的电阻网络。

做理论计算时，我们需要一种具有普适性的算法

计算其阻值。
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本论文对于复杂电阻网络的特征做出描述，

并将其化归为等值有规律电阻网络，之后

运用图论相关概念对其进行建模。最后利

用C语言与Matlab软件对无穷等值网格状电

阻网络的多种阻值进行模拟，并进行近似

计算。研究的成果（算法）计算复杂电阻

网络阻值具有良好的可操作性

研究成果
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二、应用图论建模
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图：由点和连接点的线组成。两点间
的连线长度均为1.
不考虑线的曲直

图论简介
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 如图，该图由点集{v1,v2,v3,v4}与线集
{e1,e2,e3,e4}组成.拉普拉斯矩阵按照以下
规律写成。
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图论简介
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 首先将四个点分别写在矩阵相互垂直的两边上
二
、
应
用
图
论
建
模

10

图论简介
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图论简介
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 在对角的位置写上该点的度（与多少个点相连）.如
v1与v2, v3两个点相连，（v1,v1）上就写2

v1 v2 v3 v4

v1 2

v2 2

v3 2

v4 2
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图论简介

v1

v3 v4

v2e1

e2

e4

e3

v1 v2 v3 v4

v1 2 -1 -1 0

v2 -1 2 0 -1

v3 -1 0 2 -1

v4 0 -1 -1 2

 在非对角的位置写上，若对应的两点相连则写-1，
不相连则写0.如v1与v2相连，（v1,v2）和（v2,v1）
上就写-1
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 这样子就建立起了拉普拉斯矩阵，记为L。

二
、
应
用
图
论
建
模

13

图论简介

L
det L（i,j|i,j)

det L（i|i)
R=
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图论简介

* 其中L(i,j|i,j)代表L中第i和第j行、第i和第j
列的余子式，L（i|i）代表第i行第i列的余子
式。分母上i换成j也可以

 根据文献[3]，若每条边上有一个单位电阻
（阻值为1）任意两点vi, vj间的电阻距离R为

首先，为了将一个实际的电网转化为满足图论
中电阻距离理论的模型，电网需满足以下两个
条件：

 1、导线电阻不计

 2、所有电阻均为单位电阻（阻值为1）

虽然为了建立起一个简单有效的模型，电网需
要满足以上苛刻的条件，但是实际上一切复杂
电网都可转化为满足上述条件的理想化电网
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复杂电阻网络的建模

 理想化模型的推广：

 1、导线电阻不计

将导线转化为串联在电路中的电阻

 2、所有电阻均为单位电阻（阻值为1）
可先将复杂电阻网络转化为由等值电
阻构成的网络，且等值电阻与单位电
阻构成的网络的阻值存在线性关系

该处需要证明合理性
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复杂电阻网络的建模

如何将复杂电阻网络转化为由等值电阻构
成的网络？
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针对由多个不等值电阻构成网络，显然存
在一个阻值为r的电阻，使得所有电阻的
阻值均为r的整数倍。再将原来的电阻分
割为多个阻值为r的电阻，即实现了电阻
网络的等电阻化

复杂电阻网络的建模

10kΩ

1kΩ

0.1Ω

100k × 0.1Ω

10k × 0.1Ω

1 × 0.1Ω

二
、
应
用
图
论
建
模

18

复杂电阻网络的建模

 从电阻的计算公式

R=l / (σ∙S)
以及 r∝l ∝R

因而R(r)是r的正比例函数，即R(r)=rR(1)。从
微观上看，从电流流入点到流出点运动的距离
（数学上抽象此“距离”为电阻距离，即信号传
输的距离）正比于r。从这一点角度我们也可以证
明等值电阻r组成的网络，阻值是单位电阻网络的
r倍。

“等值电阻与单位电阻构成的相同网络的
阻值存在线性关系”的证明
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无穷单位电阻网络的建模
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建立n×n（n阶）的电阻网络，可以得到
相应的拉普拉斯矩阵。不断扩大n的值，
计算并观察总阻值的收敛性，将结果与查
阅文献所得的真值比较
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建立n×n（n阶）的电阻网络，可以得到
相应的拉普拉斯矩阵。不断扩大n的值，
计算并观察总阻值的收敛性，将结果与查
阅文献所得的真值比较
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建立n×n（n阶）的电阻网络，可以得到
相应的拉普拉斯矩阵。不断扩大n的值，
计算并观察总阻值的收敛性，将结果与查
阅文献所得的真值比较
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无穷单位电阻网络的建模

具体做法是应用C语言编写出拉普拉斯矩
阵，输入Matlab计算中心点(0,0)与周围
（0,1）（0,2）（1,1）等点之间的电阻
（0,1）
（
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无穷单位电阻网络的建模
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 由于本论文最终目标是设计一个计算复杂电阻网络
的算法，算法可实现性（具有收敛性，可行）得到
验证后，算法的优化程度决定了算法优劣高下。

 实际中，拉普拉斯矩阵大部分元素为0.如本论文研
究的n阶网格状单位电阻网络，对应的拉普拉斯矩
阵共有n^4个元素，其中非0元为5n^2-4n个，占百
分百为（5n-4）/n^3，当n>22时，非0元占所有元
素的百分比低于1%。大量的非0元素占用大量存储
空间，在运算中消耗大量内存。

 使用稀疏矩阵，不仅大大减少了存储空间的需求，
也使得行列式的计算更加快速。

利用稀疏矩阵对算法的优化
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存储空间上的优化

 对比两种拉普拉斯矩阵，同样为400阶矩阵，稀
疏矩阵占用的存储空间仅为普通矩阵的
24656/1280000=1.93%,基本与拉普拉斯矩阵中
非0元占元素总比例相同（n=20时为1.20%）

* sparse表示稀疏矩阵
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 对比两种拉普拉斯矩阵行列式计算的时间，同样
为400阶矩阵，稀疏矩阵行列式平均计算时间仅
为普通矩阵的0.000386/0.014132=2.73%

* a10为稀疏矩阵

普通矩阵的行列式计算平
均用时：0.014132s

稀疏矩阵的行列式平
均用时：0.000386s

计算速度上的优化
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利用行列式的线性性对算法的优化

 在实际计算中，仅仅利用稀疏
矩阵对算法进行优化，只能将
计算电阻网网的最大规模从20
阶提升到24阶。由于存放行列
式的变量（双精度浮点数）存
在最大值，到24阶（24²=576
阶矩阵）时行列式值大约是10
的272次方量级，而到26阶
（26²=676阶矩阵）时行列式
值已经超过可存储最大值。并
且计算大数除法时运算速度大
大降低。
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利用行列式的线性性对算法的优化

 为了进一步优化算法，利用行列式是一个多重线性
函数的性质，将其中每一个元素乘上相同的因子
E(0<E<1)，将计算结果也乘E即可得到正确数值

 取E为0.5，即可将计算能力从24阶提升到40阶。
最大相对误差从5%降低到1.6%，并且进一步调整
E的数值，可以继续计算更高阶的行列式

det L（i,j|i,j)

det L（i|i)
R=
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实验数据
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阻值/Ω

n（阶）

图一：边长为n的电阻网络中各个位置的节点到中
心原点的阻值与真值的比较
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相对误差

n

图二：边长为n的电阻网络中各个位置的节点到中心原点的阻值的相对误差
（相对误差=（Matlab实验所得值-真值）/真值×100%）
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结果分析：
 本次基于C语言和Matlab的实验的计算结果显
示以n阶单位电阻网络近似计算无穷单位电阻网
络的阻值具有收敛性，即计算所得的近似结果
随n的增大不断逼近查阅文献所得的电阻网络阻
值

 计算得到网络阻值最小相对误差均在1.6%以内
（20组数据中有20组最小相对误差在1.6%以
内，19组小于等于1.5%，16组小于等于1%，8
组小于等于0.5%）。

实验结论
 运用拉普拉斯矩阵针对n阶电阻网络阻值求解得
到无穷电阻网络阻值的近似值的解法的可靠性
得到了较好的验证

实验结果分析与实验结论
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