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PART ONE
椭球

PART ONE 椭球

1、线电荷等效

对 于 在 线 段 上 均 匀 分 布 的 线 电 荷 系 统 来 说 ， 它 的 等 势 面 是
一 个 椭 球 。

这 让 我 们 想 到 ， 可 以 通 过 线 电 荷 等 效 来 研 究 椭 球 的 电 荷 分
布 问 题 。

考 虑 这 样 一 个 系 统 ：
在 x 轴 上 放 置 长 为 2 c 的 线 电 荷 ， 设 线 电 荷 密 度 为 λ 。 该 线 电

荷 在 平 面 上 任 意 一 点 P 产 生 的 电 场 与 以 P 为 圆 心 ， y 为 半 径 的 圆
弧 所 产 生 的 电 场 相 同 。
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证 得 ， 线 段 上 一 个 小 微 元 产 生 的 电
场 与 圆 弧 上 小 微 元 产 生 的 电 场 相 等

PART ONE 椭球

对任意微元有

可 见 平 面 上 任 意 一 点 的 电 场 方 向 沿 角 P 平 分 线 ， 又 因 为
电 场 线 与 等 势 面 垂 直 ， 可 知 线 电 荷 的 等 势 面 为 椭 圆 形 ，
且 椭 圆 的 焦 点 位 于 ( - c , 0 ) 和 ( c , 0 ) 。 该 性 质 拓 展 到 空
间 依 然 成 立 ， 即 线 电 荷 的 等 势 面 为 椭 球 形 。

PART ONE 椭球

下 面 用 线 电 荷 等 效 出 椭 圆 ( b = c ) 空 间 外 电 场 ， 从 而 求 出 椭 球 的 电 荷 分 布 。

将 以 下 三 条 式 子 代 入 E 的 表 达 式

椭 球 的 总 电 量 ：

椭 球 的 面 电 荷 分 布 为 ：
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PART ONE 椭球

由 旋 转 椭 球 （ b = c ） 的 可 推 测 普 通 椭 球 的 面 电 荷 分 布 为 ：

该 等 效 方 法 更 为 简 单 ， 但 只 能 解 决 旋 转 椭 球 的 面 电 荷 分 布 ，

对 于 普 通 椭 球 只 能 猜 测 出 它 的 面 电 荷 的 分 布 。

PART ONE 椭球

与 导 体 椭 球 面 共 焦 的 二 次 曲 面 为 ：

对 于 一 组 给 定 的 x ， y ， z ， 关 于 λ 的 方 程 有 3 个 实 根 ， 分 别 设 为 ：

用 ξ , η , ς   表 示 x , y , z   如 下 ：

可 将 拉 普 拉 斯 方 程 化 简 为 ：

解 得 电 势 和 面 电 荷 分 布 ：

2、正交曲线坐标系的求解：
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PART ONE 椭球

这 里 我 们 用 高 斯 曲 率 来 描 述 椭 球 表 面 的 曲 率 （ 原 因 在

后 面 给 出 分 析 ） ， 椭 球 的 高 斯 曲 率 计 算 较 为 复 杂 ， 这

里 直 接 引 用 张 金 钟 计 算 出 来 的 结 论 ：

可 求 得 椭 球 表 面 电 荷 量 与 曲 率 的 关 系 ：

笔 者 探 索 表 面 电 荷 量 与 曲 率 的 关 系 的 灵 感 来 自 于 椭 球
这 一 模 型 ， 椭 球 模 型 的 面 电 荷 密 度 与 曲 率 有 非 常 好 看
的 关 系 。

PART TWO
圆锥
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PART TWO 圆锥

1、圆锥与平板组成的系统：

该 空 间 中 有 两 块 无 限 大 金 属 板 ， 圆 锥 形 金 属 板
半 张 角 为 α ， 位 于 x y 平 面 上 的 金 属 板 电 势 为 0 ，
锥 形 金 属 板 电 势 为 V 。

因 为 给 定 的 边 界 条 件 与 r 和 φ 无 关 ， 可 设 ：

代 入 拉 普 拉 斯 方 程 可 得 ：

解 得 ：

PART TWO 圆锥

下 面 求 解 圆 锥 的 两 个 主 曲 率 ：

显 然 ， 其 中 一 个 主 曲 率 为 0 。

求 解 面 电 荷 和 主 曲 率 统 一 同 一 物 理 量 的 表 示 字 母 后 可 得 ：

面 电 荷 与 主 曲 率 关 系 ：

另 一 个 主 曲 率 的 求 解 过 程 为 ：
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PART TWO 圆锥

2、一般圆锥：

下 面 我 们 去 掉 x o y 平 面 的 导 体 板 ， 试 图 求 得 更 精 确 的 解 ：

这 个 系 统 的 拉 普 拉 斯 方 程 可 以 化 为 以 下 形 式 ， 得 到 对 应 的

解 为 ：

PART TWO 圆锥
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PART TWO 圆锥

最 终 求 得 电 势 为 ：

等 势 线 为 ：

对 应 的 等 势 线 图 示 为 ：

PART TWO 圆锥

3、讨论：

由 上 述 求 解 ， 我 们 可 以 得 到 尖 端 电 荷 大 量 聚 集 的 结 论 。

对 于 尖 端 ， 面 电 荷 与 曲 率 有 关 系 ： 。

但 该 关 系 只 在 尖 端 处 成 立 。 对 于 不 逼 近 尖 端 的 位 置 ， 面 电 荷

与 曲 率 无 简 单 的 正 比 关 系 ， 由 此 可 见 ， 三 维 情 形 是 非 常 复 杂 的 。

连 圆 锥 这 么 基 本 的 几 何 形 状 ， 面 电 荷 与 曲 率 的 关 系 处 处 都 不 同 ，

且 无 简 单 解 析 的 比 例 关 系 。

首 先 ， 对 于 任 意 形 状 的 孤 立 带 电 导 体 ， 绝 对 不 存 在 曲 率 和 表

面 电 荷 面 密 度 的 函 数 关 系 。 因 为 曲 率 是 局 部 概 念 ， 而 电 荷 面 密 度

是 整 体 概 念 ， 改 变 其 他 部 分 的 几 何 形 状 ， 会 影 响 该 处 的 面 电 荷 分

布 。
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PART TWO 圆锥

开 始 的 时 候 ， 笔 者 试 图 找 出 具 有 一 定 对 称 性 导 体 的 曲 率 和 表 面 电 荷

面 密 度 的 函 数 关 系 ， 但 三 维 情 况 太 为 复 杂 ， 笔 者 认 为 难 以 找 到 解 析 的 答

案 ， 理 由 如 下 ：

1 . 对 很 多 规 则 几 何 体 ， 电 荷 分 布 没 有 解 析 的 结 果 ；

2 . 空 间 曲 面 的 各 个 方 向 曲 率 不 相 同 ， 很 难 用 一 个 标 量 （ 如 高 斯

曲 率 或 者 平 均 曲 率 ） 完 美 地 描 述 出 该 处 的 几 何 特 性 。 如 椭 球 的 曲 率 用 高

斯 曲 率 表 示 可 与 面 电 荷 联 系 ， 但 对 于 圆 锥 来 说 ， 其 中 一 个 主 曲 率 为 0 ，

导 致 高 斯 曲 率 为 0 ， 只 能 用 平 均 曲 率 ， 或 直 接 用 k 2 描 述 其 面 的 弯 曲 程 度 。

综 上 ， 找 出 对 称 性 导 体 的 曲 面 和 面 电 荷 密 度 的 函 数 关 系 也 难 以 实 现 。

不 过 对 于 三 维 空 间 的 尖 端 电 荷 分 布 情 况 ， 在 尖 端 足 够 尖 的 情 况 下 ，

最 后 那 个 例 子 的 近 似 总 是 成 立 的 ， 可 以 给 出 尖 端 电 荷 无 限 集 中 的 结 论 。

PART THREE
一般柱体
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1、椭圆柱：
PART THREE 一般柱体

由 前 面 推 导 可 知 椭 圆 柱 的 面 电 荷 分 布

应 有 如 下 形 式 ：

椭 圆 的 曲 率 ：

得 ：

2、一般柱体求解方法：
PART THREE 一般柱体

记 ：

下 对 一 般 曲 线 沿 z 轴 拓 展 形 成 的 柱 体 进 行 讨 论 ， 这 里 笔 者 引 用 了 徐
九 赐 同 学 1 7 年 电 磁 学 小 论 文 的 一 个 结 论 ， 具 体 情 况 如 下 ：
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对 二 维 情 形 做 类 似 处 理 ， 可 得 ：

得 到 电 场 表 达 式 为 ：

与 曲 率 的 表 达 式 有 一 定 联 系

2、一般柱体求解方法：
PART THREE 一般柱体

记 ：

下 对 一 般 曲 线 沿 z 轴 拓 展 形 成 的 柱 体 进 行 讨 论 ， 这 里 笔 者 引 用 了 徐
九 赐 同 学 1 7 年 电 磁 学 小 论 文 的 一 个 结 论 ， 具 体 情 况 如 下 ：
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PART THREE 一般柱体

但 经 过 笔 者 验 证 还 有 与 徐 九 赐 同 学 的 讨 论 ， 我 们 发 现 该 方 法 有 问 题 。

这 个 假 设 问 题 出 在 最 开 始 ， 将 电 势 设 成 φ ( F )   这 一 步 。

但 笔 者 认 为 该 方 法 有 其 成 功 之 处 ， 以 二 维 情 况 为 例

F ( x , y ) = 0   ， 这 里 少 了 一 个 自 变 量 ， 导 致 后 面 的 求 解 不 可 能 正

确 。

但 这 种 方 法 找 到 了 一 个 非 常 有 利 的 自 变 量 ， 切 向 自 变 量 ， 我

们 只 需 要 想 办 法 再 找 到 另 一 个 法 相 自 变 量 ， 也 许 就 可 以 实 现 解 决

该 问 题 。

但 法 相 自 变 量 比 较 难 以 寻 找 ， 参 考 朗 道 用 椭 球 正 交 坐 标 系 的

做 法 ， 可 能 可 以 寻 得 ， 但 对 于 任 意 函 数 而 言 ， 法 相 自 变 量 表 示 繁

杂 ， 并 且 ， 就 算 找 到 法 相 自 变 量 ， 也 不 一 定 可 以 将 拉 普 拉 斯 方 程

化 简 为 可 以 求 出 通 解 的 形 式 。

所 以 下 文 暂 时 不 对 该 方 法 进 行 再 探 索 。

3、保形变换法：
PART THREE 一般柱体

将 在 z 平 面 无 源 区 的 电 位 函 数 设 为 φ ( x , y ) ， 解 析 函 数 w = f ( z ) 将 D z 平

面 变 换 为 w 平 面 的 区 域 D w ， 在 w 平 面 上 的 电 位 是 φ 1 ( u , v ) ＝ φ ( x , y ) 。

设 区 域 D z 的 边 界 为 ：

则 区 域 D w 的 边 界 为 ：
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K W 的 化 简 较 为 复 杂 ， 这 里 直 接 给 出 化 简 结 果 ：

综 上 可 得 ：

若 变 换 前 的 区 域 D z 为 单 位 圆 ， 则 单 位 面 电 荷 与 导 体 表 面 曲 率 均

为 常 数 ， 此 时 变 换 后 的 单 位 面 电 荷 与 曲 率 无 简 单 的 比 例 关 系 。

这 与 我 们 的 直 觉 相 符 ， 指 定 孤 立 导 体 表 面 一 点 后 ， 该 点 的 曲 率

已 经 固 定 ， 但 该 点 的 面 电 荷 分 布 却 还 和 其 他 地 方 的 导 体 形 状 有 关 。 曲

率 是 局 域 性 质 ， 而 面 电 荷 为 整 体 性 质 ， 所 以 我 们 可 以 看 到 两 者 之 比 中

有 ｜ f ‘ ( z )   ｜ 且 无 法 通 过 比 例 系 数 约 掉 ， 这 个 因 子 ， f ( z ) 的 选 取 与

整 体 相 关 ， 这 就 解 释 的 通 了 。

PART FOUR
致谢
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最 后 ， 在 此 鸣 谢 给 予 我 小 论 文 帮 助 和 灵 感 的 老 师 与 同 学 。

首 先 要 感 谢 许 传 奇 同 学 在 我 写 小 论 文 的 过 程 中 ， 与 我 探 讨 了 非 常 多 的 问 题 ，

也 解 答 了 我 很 多 的 疑 惑 ， 并 且 提 供 给 我 了 一 些 相 关 资 料 。 如 经 许 同 学 提 醒 我 才

发 现 徐 九 赐 同 学 上 一 年 的 电 磁 学 小 论 文 中 有 许 多 与 我 研 究 方 向 相 关 的 东 西 。

徐 九 赐 同 学 以 及 他 上 一 年 的 电 磁 学 小 论 文 给 了 笔 者 非 常 多 的 灵 感 ， 并 且 关

于 一 些 重 要 问 题 与 笔 者 进 行 了 的 探 讨 ， 同 时 也 是 徐 同 学 告 诉 了 我 关 于 寻 找 面 电

荷 与 曲 率 关 系 的 “ 不 可 能 性 定 理 ” ， 该 定 理 对 笔 者 有 很 大 的 引 导 作 用 。

付 湘 睿 同 学 与 我 一 起 探 讨 了 关 于 保 形 变 换 从 二 维 平 面 向 三 维 空 间 的 拓 展 。

笔 者 本 来 认 为 ， 保 形 变 换 的 轴 对 称 情 形 可 以 通 过 旋 转 拓 展 到 三 维 空 间 ， 后 来 经

过 讨 论 后 发 现 ， 二 维 情 形 只 能 沿 z 轴 拓 展 成 三 维 平 面 。 因 该 方 法 的 不 可 行 性 ， 所

以 在 小 论 文 中 没 有 提 及 。

最 后 非 常 感 谢 潘 海 俊 老 师 与 邓 友 金 老 师 。 椭 球 求 电 荷 分 布 的 方 法 及 圆 锥 的

模 型 ， 均 源 于 潘 老 师 的 p p t 和 作 业 ， 给 予 了 笔 者 最 开 始 的 灵 感 。 在 笔 者 想 到 用

保 形 变 换 解 决 该 问 题 时 ， 最 初 遇 到 了 计 算 上 的 困 难 ， 是 邓 老 师 肯 定 了 这 种 做 法

的 可 能 性 ， 才 使 笔 者 后 来 坚 持 做 下 去 。 并 且 邓 老 师 提 醒 了 笔 者 在 三 维 空 间 中 可

以 通 过 共 形 变 换 ， 可 以 用 类 似 方 法 对 导 体 的 面 电 荷 分 布 情 况 进 行 分 析 ， 但 三 维

情 况 更 为 复 杂 ， 直 接 用 数 值 的 办 法 会 更 佳 ， 在 本 论 文 中 就 不 再 研 究 了 。

PART FIVE
参考文献
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