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• 我们先来介绍下四元数集合

• 类似于复数域中把复数域看作实数域的线性空间，基底为：1，i
• 也就是：

• 四元数中我们有：

• 也就是其中每个元素具有形式：

• 这里， 为四元数的3个基底。类似于虚数单位i。
• 他们满足代数关系：

• 注意四元数中交换律不成立。容易知道：

• 类似于复数情形，四元数还可定义虚部和实部，模长和共轭等等。

1.经典电磁学中的应用

• （本文使用单位制为：

• 经典Maxwell方程组为：

• 通常来说四个方程是两个矢量场，两个标量场方程，但是可以知

道，如果我们把矢量理解为四元数的虚数部分，标量则对应实数

部分，我们将进一步简化，而化简出来的结果将与应用狭义相对

论化简出来四维方程不同。
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• 引入四元数哈密顿算子：

• 这里， 是四元数基底。

• 并且改写电磁场为：

• 我们有：

• 上面的方程还可以进一步简化，我们再引入复数单位

• 它满足：

• 这里记号与通常不同，是避免与四元数单位重复。

• 那么我们就有：

• 即：

• 注意上式不同于四维形式的Maxwell方程，但是它同样与Maxwell
方程组等价。为了求解此方程，我们考虑点源产生的场：
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我们做傅里叶变换得到：

这是一个点源的格林函数。

这样，我们再傅里叶逆变换回去就能得出点源产生的场。一般的电

动力学参考书上都有，这里不再赘述。

• 这个理论中，我们并不需要引入四维势或者场张量。

• 麦克斯韦当年也想用四元数表述他的方程，但是还是改用了分量

形式表述。但事实上，四元数作为一种数学工具，仍然不失为一

种极佳的表述方式。

• 下面我们研究四元数代数与相对论代数的关系。
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• 我们再考虑这样的事情，对于度规为：

• 的闵氏时空，我们有代数同构：

• 这里定义如前， 是虚数单位， 是四元数基底，并且除此之

外还有极佳的代数性质，众所周知，四元数的共轭可以写成：

• 可以马上发现，取共轭把逆变四维矢量变成协变四维矢量。

• 这种四元数模长平方为：

• 这说明取共轭运算对应着将逆变四维矢量变成协变四维矢量，并

且取四元数模长的运算自动对应于取四维矢量的模长，他们代数

同构。

• 唯一不足的是，模长意义下他们同构，四维内积意义下则并不如

此。

• 但至少说明，四元数的电磁学理论自动也与相对论代数结构一致。

很优美。
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2.规范场论中的应用

• 设SU2群作用到希尔伯特空间H上，这意味着对于每一个

• 会给出群同态：

• 我们直接将 不加区分。这作用要给出物理上等价的态，

要保持内积，加法，数乘，它必定是幺正算符。

• 我之所以考虑SU2，是在看到QED的U1规范理论中，所谓规范变

换就是态乘上一个模为1的复数相因子，进而考虑乘上四元数会

发生什么事情，而我们知道，单位四元数群：

• 进而，查阅进一步的资料发现这项工作是杨—米尔斯规范场论的

内容。本人水平有限，又对SU2及四元数比较熟悉，于是自己推

导了SU2情形。

• 在规范变换U的作用下，我们有：

• 但是拉氏量中必然包含关于 的导数项。从而在定域规范变换下，

运动方程会发生改变，这是不可接受的。我们由此引入规范场场

强 及协变导数

• 在规范变换的作用下，协变导数发生变换：

• 我们求得：

• 这样，得到的运动方程就具有规范不变性。

• 其中第一项U1规范中为 第二项则可以写成一个四维梯度。
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• 上述的规范场强数学上对应纤维丛上的联络。

• 广义相对论中，曲率张量由下式定义：

• 回忆起相对论中电磁场拉氏量的构造，我们也同时构造SU2规范

场的拉氏量为：

• 对于U1规范理论，有：

• 对于非U1的规范理论，有：

• U1是一个阿贝尔群，不存在第二项的对易子项。因此一般的SUn
规范场论又被称作非阿贝尔规范场论，而电磁场的规范场论则是

被称为阿贝尔规范场论。

• 对于SU2规范场论，我们把 表示为四元数的基底。

• 四元数又构成一个李代数，它与泡利矩阵同构，但是我们这里仍

将采用四元数来表述。

• 那么我们有：

• 这样我们的拉氏量密度可以写成：
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• 这样我们的拉氏量密度可以写成：

• 再由：

• 我们可以发现拉氏量应由四项组成，分别对应四元数的四个基底。

• 代入欧拉-拉格朗日方程：

• 取n=0，我们得到：

• 再取四元数的实部，我们可以得到真空中四维形式Maxwell方程，

亦即：

• 再取四元数的虚部，我们可以得到：（已将指标变动）
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• 推导中已经利用洛伦兹规范条件：

• 上面总共有4*4=16个独立的方程，一起正好可以完全地描述规范

场强（它的独立分量也正好有16个）的行为。至于 时对应

的拉格朗日方程所描述的系统的运动，我暂时没算出来。我认为

应当与上面不独立。

• 上面的推导中没有考虑荷的作用，现在来模仿电磁理论，可知：

• 我们很容易发现有： 成立，众所周知这是荷守恒律。

总结

• 我们发现，在规范理论中，不论是荷，还是规范场强（在电磁理

论中就是四维势），它们都必须是矩阵 形式。尽管理论的出

发点是SUn作用到希尔伯特空间上，形似一个量子理论，但实质

上还是经典的（能导出Maxwell方程）也就是在经典意义下，荷

也必须用矩阵来表达。这是很奇妙的。


