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引言

最小作用量原理是物理学中描述客观事物规律的一个重要原理.
其内容是说：从某一个特定角度比较客体一切可能的运动（经历），
认为客体的实际运动（经历）可以由作用量求极值得出，作用量最小
的那个经历即为客体的实际经历.

最小作用量原理起初由几何光学和牛顿力学共同启蒙，最后却
发展为适用于整个物理学和自然运动规律的基础性理论.其重要性是不
言而喻的，传言费曼（Richard Phillips Feynman，1918～1988）上高中

时听到老师讲最小作用量原理的时候被深深震撼了，好像是窥见了上
帝设计世界的图纸.

引言

我们将先从光学与力学的角度来介绍一下最小

作用量原理，然后尝试利用最小作用量原理来解释一
些电磁学中的现象，并解决一些电磁学中的基本问题.
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光学与力学中的最小作用量原理

在物理学中成功使用“最小作用量”观念的最早一个例子，是几
何光学中的费马（Pierre de Fermat,1601～1665）原理[1]：光沿
所需时间为极小值的路径传播.

[1] 崔宏滨，李永平，段开敏.光学[M].北京：科学出版社.2011:234.

在费马原理中，“作用量”为光程：折射率×光经过的距离.用
费马原理可以推导出下面三条定律：
a)光线在真空中的直线传播.
b)光的反射定律：光线在界面上的反射，入射角必须等于出射角.
c)光的折射定律（斯涅尔定律）.
这三条定律是几何光学的基础.

光学与力学中的最小作用量原理

在力学中，力学系统运动规律的最一般表述由最小作用量原理
（或者哈密顿（William Rowan Hamilton，1805～1865）原理）给出
[1].根据这个原理，每一个力学系统都可以用一个确定的函数

[1] （俄）朗道，栗弗席兹.译者：李俊峰，鞠国兴.理论物理学教程第一卷——力学
（第五版）[M].北京：高等教育出版社.2010:2.

表征，并且系统的运动还要满足下面的条件：
假设在时刻t=t1和t=t2系统的位置由两组坐标q(1)和q(2)确定，

那么，系统在这两个位置之间的运动使得积分
2
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取最小值.在哈密顿原理中，作用量就是这个积分.
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用最小作用量原理简释静电平衡

静电平衡是指导体中的电荷处于稳定状态.均

匀导体达到静电平衡的条件是导体内部的合场强处
处为零.导体中（包括表面）没有电荷定向移动的状
态叫做静电平衡状态.

如图1所示，半径分别为r和R的同心金属球面
以细导线相连，已知整个系统带有电荷Q，当系统
处于静电平衡时，求内球所带的电荷q.

显然q=0,我们现在用静电能最低来证明.

图1

用最小作用量原理简释静电平衡

设系统的静电能为W，根据对称性，内外球面
上的电荷都是均匀分布的，则
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，于是系统的静电能
W取得最小值.
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用最小作用量原理简释静电平衡

对于一般的导体，可以证明静电平

衡时导体的能量一定处于唯一的最低状态，
在此只做定性分析，不给出严格证明.

假设我们已知某一导体系统静电平衡时的电荷分布（可以认

定分布在一定范围内是连续的），则在这个平衡态附近的非平衡态
必将自发地向这个平衡态靠拢，最终达到这个平衡态.在这一过程中，

从宏观上看电荷在电场作用下发生运动从而产生电流，达到平衡态
时，电荷不再有宏观移动，从而电流消失.

无论从电荷运动角度还是从宏观电流角
度分析，系统均有能量的耗散：

• 从电荷运动的角度来看，电荷移动的停止
意味着电荷的平动动能消失；

• 从宏观电流的角度来看，系统在调整电荷
分布的过程中，产生的电流以焦耳热效应
消耗能量.

用最小作用量原理简释静电平衡

系统平衡态的电场能小于在它附近非平衡态的电场能，即静
电平衡时导体的静电能取得极小值.由静电场的唯一性定理
可知，这个极值点是唯一的.
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一个常用结论的严格证明

我们的电磁学课堂中，曾遇到过这样的问题：

一个常用结论的严格证明

如右图所示，有两个分隔很远的导体球A
和B，刚开始A带电量为Q，B不带电，现用无
限长的细导线将它们连接起来，则稳定后有

其中Q1和Q2分别是球A和球B上分配的电荷量，σ1和σ2分别表示
其电荷面密度.因为两个小球离得很远，导线对两小球的影响可以忽略
不计，所以可认为两小球之间没有互能.设两个小球的电容分别为C1和
C2，则系统的能量为
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一个常用结论的严格证明
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一个常用结论的严格证明
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是正定的，所以W确实取到了极小值.

式(3)表明，两个导体球上最终的电荷分布使两球的电势相等.将
导体球的电容公式 1 0 1 2 0 24 , 4C R C R   带入(3)即可得到(1) (2).

汤姆孙（Joseph John Thomson，1856～1940）定理[1]：

对一个线性的带电体体系，当其中各导体的电荷分布使导体分别
成为等势体时，体系的静电能最小．

[1] 李书民.电动力学概论[M].合肥:中国科技大学出版社．2010:39‐40．
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最小作用量原理在电路中的应用

n个阻值分别为R1,R2,…,Rn的电阻构成了如图2所
示的并联电路，将电路一端通入电流I，设R1,R2,…,Rn
各自所在支路上的电流分别为I1,I2,…,In，那么这些电

流该如何分布呢？根据最小作用量原理，电流分布应
使得并联电路的耗散功率取极小值.
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图2

最小作用量原理在电路中的应用
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由欧姆定律，式(4)中的常量就是图2中
的电压U.由此得到耗散功率取极值时，
电路中的电流分布为

1 2
1 2

, , , n
n

U U U
I I I

R R R
    (5)

式(4)和式(5)是我们早已熟悉的并联电路的基本特征. 这是耗散功率P取
极值的必要条件，为了证明它也是充分条件，我们来考察Lagrange函数L
在式(5)处的Hessian方阵H.
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最小作用量原理在电路中的应用
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并联电路中电流的实际分布使电路的耗散功率取极小值

最小作用量原理在电路中的应用

图3

由n只电容器C1,C2,…,Cn串联构成了如图3所示的
串联电路，U是加在电路两端的电压，设电路稳定
时各电容器两端的电压分别为U1,U2,…,Un,则有
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最小作用量原理在电路中的应用
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由电容的定义即可知，该常量就是各个
电容器的带电量Q.此时电压的实际分配为
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式(6)是我们早已熟悉的电容器串联电路的基本特征.我们
来考察Lagrange函数L在式(6)处的Hessian方阵H.

最小作用量原理在电路中的应用
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串联电容器中电压的实际分配使电容器总储能极小值
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磁作用量与洛伦兹力

之前我们介绍的电学中的作用量都与静电能有关，也就与势
能有关.而在磁场中的带电粒子不再有势能的概念，那么最小作用量
原理还有用武之地吗？答案是肯定的，麦克斯韦（James Clerk 
Maxwell，1831～1879）找到了这样的作用量，并利用最小作用量原
理得到了完整的电磁学定律.

磁作用量与洛伦兹力

定义通过某已知开曲线L和曲线外任意一点O所
构成曲面的磁通量为开曲线L的通量Φ_L.则磁场
中带电运动粒子的磁作用量I可定义为

2

1

t

k Lt
I E dt q  

其中Ek表示粒子的动能，q表示粒子的带电量，
L是粒子的运动轨迹.
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磁作用量与洛伦兹力

显然选取的不同的O点会得到不同的
通量ΦL，但可以证明：若粒子轨迹的端点一
定，则无论O点如何选取，在所有可能的路
径中磁作用量最小的路径是唯一的.也就是说，
如果粒子的一条路径对空间中某个O点的变
分为0，则该条路径对空间中其余O点的变分
也为0.而变分计算的结果正对应着带电粒子
受到的洛伦兹力.

磁作用量与洛伦兹力

如图7所示，匀强磁场B垂直纸面向内，一
带正电的粒子q于t1时刻从C点以速度v出发，t2
时刻粒子移动到了D点，可以证明，当粒子的运
动轨迹为圆弧时，I取到极小值.

我们选取合适的O点，使得O点位于线段CD的垂直平分线上，并
且使初速度v与OC垂直.我们已学的电磁学知识告诉我们，粒子的运动
轨迹就是以O点为圆心的位于C、D之间的圆弧L1.以O点为中心、OC方
向为正方向建立极坐标系，设L1的方程为S0(t)=(r0(t),θ0(t))=(R，ωt).任
取另一在C点与v相切且以D为终点的与L1很接近的路径L2，设其方程
为S(t)= (r(t),θ(t))，且 0 1 0 1( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )r t r t r t t t t     
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磁作用量与洛伦兹力
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（已经取了一级近似）

磁作用量与洛伦兹力

2 2 2

1 1 1

' 2 2 2 '
1 1 1

1
( ) ( )

2

t t t

t t t
I mRr dt mR BqR rdt mR BqR dt          
因为r1(t1)= r2(t2)=0，θ1(t1)= θ2(t2)=0，所以上式第一个和第
三个积分均为0；要使一级近似δI为零，就必须让第二个积分
对任何r1都要为零，所以有 qB m
另一方面，由电磁学知识易知，粒子沿L1运动时，洛伦
兹力提供向心力，有 qvB m v

磁场中磁作用量选取的成功说明了最小作用量原理比能量守恒具有更普
遍的意义.
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从最小作用量原理审视Maxwell方程组
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假设空间中电荷密度ρ和电势φ处处已知(此时
选取无穷远处为零势能点)，考虑作用量

 
2
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2
I dV dV

     
这是一个对全空间定义的体积分，我们可以通过I取极小值导出上面得
到的Poisson方程.

从最小作用量原理审视Maxwell方程组

现在假定选取任一函数φ，现在要证明：若所取的这个函数φ是正确的
势φ0加上一个小歧离f，则在第一级上作用量I的变化为零.因此我们记作

0 f  
在这里我们可以假设φ与φ0在足够远处为零，且f有界.一级误差为

0 0 0( ) ( ) ( )I I I f f dV           �

由格林公式可得 2
0 0( )I fdV      

要使一级近似δI为零，就必须让上式右边的积分对任何f都要为零，这样
我们就有了 2

0




  
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总结

爱因斯坦(Albert Einstein, 1879～1955)指出，一切科学发现的伟大

目标在于“寻找一个能把观察到的事实联系在一起的思想体系，他
将具有更大可能的简单性。”最小作用量原理不仅几乎把已知的事
实，而且也将未知的事实纳入到一个思想体系中，它简单、优美，
既具有高度的抽象概括性，又不乏诸如本文中形象具体的案例.

最小作用量原理无疑已成为物理学的最高理论.

谢谢大家！
敬请批评指正！！！


