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我们所熟知的静电镜像法，是对于导体球而言的。但是如果对传统
的电像法做一个推广，情况又如何呢？

导体球可以看作是相对介电常数趋于+∞ 的电介质，那么如果在处
于电介质中的一般相对介电常数的电介质球外放一个点电荷，这样
简单的电像法是否还适用呢？

结果应该是否定的。由分离变量法解出来的结果可知，点电荷-介

质球系统的镜像电荷应该用级数来表示。因而介质球系统的镜像电
荷比导体球系统的镜像电荷更为复杂。
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理论分析与极限情况验证

理论的解析解导出

在极限情况下验证解的合理性
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如图，将一个半径为R，介电常数为ε1
的均匀介质球(区域 Ⅰ）置于介电常数为
ε2的电介质(区域Ⅱ）中,在球外距球心为
d 处放一个电荷量为Q的点电荷.

在区域Ⅰ中，电势分布φ满足Laplace方程

在区域中Ⅱ ，电势分布φ满足Poisson方程
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由分离变量法，结合边界条件，得

可以分为两部分φ1和φ2
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即

其中

令

整理变形得
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由轴对称的球函数展开式

又因为

所以
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若作变量代换 ，则

所以

同理可得
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观察电势的两个表达式，第一项均为源电荷及其附近的极化电荷产生的电势，第二
项为镜像点电荷产生的电势，第三项可视为连续分布的线电荷产生的电势.

其中，对球内场的镜像电荷位于源电荷(S) 处，大小为 ，对球外

场的镜像电荷位于像点 (M) 处，大小为 ,

而对球外场连续镜像电荷分布为从球心O到M的连续镜像线电荷，对球内场的连续镜
像电荷分布为从S到无穷远处的连续镜像线电荷.这就是介质球系统的镜像电荷分布.

University of Science and Technology of ChinaLimit Case

Case 1    置于真空中的导体球
取介电常数的特殊值ε1→+∞, ε2=ε0时，情况即为置于真空中的导体球.则有

而由导体球的电像法知:
(1)导体球是等势体，其电势等效于Q在球心处产生的电势为 ;

(2)导体球外的电势由源电荷Q，像点处的像电荷和球心处的像电荷产生的电势叠加
而成.
这与极限所给出的解析式吻合！
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Case 2两个介电常数分别为ε1和ε2半无限大空间，Q位于ε2中
取R →+∞，则

而半无限大空间的电像法指出：
(1)物方空间的电势由源电荷及其附近的极化电荷产生的电势和像点处的镜像电荷Q' 
产生的电势叠加而成;
(2)像方空间的电势由源电荷及其附近的极化电荷产生的电势和源电荷处的镜像电荷
Q''产生的电势叠加而成.
其中
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所以

这个结果也与以上给出的极限表达式吻合.
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Case 3     ε1=ε2

这时A=C=0，B=1，所以

而两部分介电常数相同时，空间电场分布等效于均匀介质中点电荷的电场分布，
给出的表达式与以上两式给出的表达式相同.

以上三种情况给出的结果表示, 介质球电像系统的电势表达式在极限情况下符
合实际情况.
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数值计算与物理场仿真模拟

基于MATLAB的数值解分析

基于COMSOL的静电场仿真模拟
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为讨论方便，取R=1m,d=2m,Q=1×10-4C.使用MATLAB 对电势进行数值解的分析
(取球心为坐标原点，讨论极轴上点的电势).

Case 1 εr1=10,εr2=50,即εr1<εr2

Case 2 εr1=10,εr2=5,即εr1>εr2
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使用COMSOL对静电场进行仿真模拟

Case 1  εr1=10,εr2=50
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COMSOL Multiphysics Analysis University of Science and Technology of China

Case 2 εr1=10,εr2=5

20USTC Physics --Thesis On Electromagnetics
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COMSOL采集的空间-电势函数值，并且将其与MATLAB数值进行对比

对比MATLAB数据与COMSOL给出的数据，发现理论计算值均比模拟值偏高，这绝非偶
然误差.下面对数据的差别及其原因进行进一步分析.
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计算值与模拟值的差异分析
理论计算值与COMSOL给出的模拟值的差异分析

研究步骤：

(1)在COMSOL中采集空间-电势的对应函数值；

(2)将COMSOL中采集的坐标值代入解析解中计算数值模拟值；

(3)将COMSOL采集值与数值模拟值作图并对比分析.
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εr1=10,εr2=5数据点列对比(130组数据)
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εr1=10,εr2=50数据点列对比(320组数据)
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由以上两图可以发现,COMSOL给出的数据点列图与数值模拟的数据点列图形态
大致相同，但是COMSOL数据均小于数值模拟的数据，且越靠近电势发散点(即
源电荷处)，差别越大.

原因的分析与一些猜测

在COMSOL求解静电场的过程中，由于计算能力的限制，必须先设定求解域.为
了模拟真实情况，会设置求解域边界上的电势值为0以代替无穷远处的情况，故
COMSOL的求解域可看作压缩的真实空间，对应的静电场基本方程也应等效压
缩，求解的值也会因此比理论值偏小.

由此猜测，当COMSOL求解域不断增大时，COMSOL的数据点列曲线将会不断
趋近于数值模拟值.
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总结与反思
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总结

(1)用Laplace方程结合边值关系与边界条件的解进行恒等变形，分析了介质球镜像电荷系统
的分布，得出了介质球电像系统由源电荷，像点电荷与连续分布的线电荷组成的结论，并得
到了电像法的解析解.经过极限情况下的分析，解析解的极限值与极限情况下的解完全吻合；

(2)用MATLAB数值模拟解与COMSOL物理场分析解进行对比，发现数据点列分布形态基本
相同，但是数值模拟即理论解偏大.这是由于COMSOL的求解域有限导致的.

反思

(1)采集数据的类型不够丰富，仅仅采集了两组数据分析对比，应该采用更多的介电常数值
进行计算分析；

(2) COMSOL求解域不够大，应该逐步扩大求解域观察COMSOL数据点列图像是否逼近数
值模拟的图像.
USTC Physics --Thesis On Electromagnetics
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