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研究背景

土星的基本参数

质量（kg） 5.6846×1026

半径（km） 60270

磁偶极矩
（Tꞏm3）

4.3×1025

磁偏角 0.037

土星光环的基本参数

尺寸（m） 10-4~10

分布范围（km）74500~136780

光化作用
辐射带的等离子体云的碰撞

带电
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光环稳定性？

• 理论 Northrop 旋转磁场中的绝热运动 得出了光
环裂缝的位置等参数【1】

• 观测 James O’Donoghue Hଷ
ା的密度分布估算光

环下落的流量约为432~2870kgꞏm2 在均匀下落的
前提下光环的年龄约为292ିଵଶସ

଼ଵ଼ 百万年【2】

研究背景

研究目的：利用粒子动力学的基本研究方法，
从理论与数值模拟的角度对单个粒子在磁偶极
子场与引力场的作用下的运动轨迹

带电粒子的运动规律

• 运动区

• 引导中心的漂移运动

• 绝热不变量

• 非线性特征

磁层粒子动力学
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小扰动条件： 𝜌⃗ ⋅ 𝛻𝐵 ≪ 𝐵 𝑇 ௗ஻

ௗ௧
≪ 𝐵

𝑚𝑟ሷ ൌ 𝑞𝑟ሶ ൈ 𝐵 𝑟 ൅ 𝐹⃗ 𝑟 在𝑟௖处Taylor展开

𝑚 𝑟஼
ሷ ൅ 𝜌⃗ሷ ൌ 𝑞 𝑟஼

ሶ ൅ 𝜌⃗ሶ ൈ 𝐵 𝑟஼ ൅ 𝜌⃗ ⋅ 𝛻 𝐵 𝑟஼ ൅ 𝐹⃗ 𝑟஼ ൅ 𝜌⃗ ⋅ 𝛻 𝐹⃗ 𝑟஼

引入磁力线坐标系ሺ𝑒ଵ, 𝑒ଶ, 𝑒ଷሻ 考虑一个周期内的平均值

𝜌⃗ ൌ 0， ௗఘ

ௗ௧
ൌ ଵ

ଶగ
׬ 𝜔𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝜃𝑒ଶ െ 𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑒ଷ 𝑑𝜃

ଶగ
଴ ൌ 0， ௗమఘ

ௗ௧మ ൌ 0

𝑚𝑟஼
ሷ ൌ 𝑞𝑟஼

ሶ ൈ 𝐵 𝑟஼ ൅ 𝐹⃗ 𝑟஼ ൅ 𝑞 𝜌⃗ሶ ൈ 𝜌⃗ ⋅ 𝛻 𝐵 𝑟஼

令𝜇 ൌ ଵ

ଶ
𝑞𝜔𝜌ଶ，由矢量分析得𝑞 𝜌⃗ሶ ൈ 𝜌⃗ ⋅ 𝛻 𝐵 𝑟஼ ൌ െ𝜇𝛻𝐵 𝑟஼

𝑚𝑟஼
ሷ ൌ 𝑞𝑟஼

ሶ ൈ 𝐵 𝑟஼ ൅ 𝐹⃗ 𝑟஼ െ 𝜇𝛻𝐵 𝑟஼

引导中心的漂移运动

𝑚𝑟஼
ሷ ൌ 𝑞𝑟஼

ሶ ൈ 𝐵 𝑟஼ ൅ 𝐹⃗ 𝑟஼ െ 𝜇𝛻𝐵 𝑟஼

两边叉乘𝑒ଵ

𝑣஼ୄ ൌ ி೟೚೟ೌ೗ൈ஻

௤஻మ ，其中𝐹௧௢௧௔௟ ൌ 𝐹⃗ ൅ 𝑚
௩೎∥

మ

ோ
𝑒ଶ െ 𝜇𝛻𝐵

两边点乘𝑒ଵ

𝑚
𝑑𝑣௖∥

𝑑𝑡
ൌ 𝐹∥ െ 𝜇

𝜕𝐵
𝜕𝑒ଵ

െ 𝑚
𝑣௖∥𝑣௖఼

𝑅

引导中心的漂移运动
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磁矩不变量 𝜇 ൌ
ଵ

ଶ
𝑞𝜔𝜌ଶ ൌ

ௐ఼

஻

纵向不变量 𝐽 ൌ ׬ 𝑚𝑣∥
௦మ

௦భ
𝑑𝑠

磁通不变量 引导中心横切磁力线漂移运动所围
成的曲面

粒子的绝热不变量

地心共轴 𝐵 ൌ ఓబ௠೐

ସగ௥య ሺ2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑟̂ ൅ 𝑠𝑖𝑛𝜃𝜃෠ሻ

地心倾斜
设北磁极在地理坐标系为（π/2-χ，0）

土星的主磁场模型
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由于我们所讨论的背景限于行星的光环，故可抽
象为如下模型：

在中心有一质量为M，磁偶极矩为me天体，半径
为R，有一粒子初始时刻绕着天体在赤道平面上作
匀速圆周运动，轨道半径为r0，质量为m，在某一时
刻突然带上q的电荷，考察粒子之后的运动情况。由

于天体的半径很大，粒子在坠入天体前所在区域的
磁场可视为理想磁偶极子产生的磁场。

 忽略相对论效应
 不考虑粒子间的相互作用
 理想磁偶极子

模型
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在赤道平面运动

极坐标系下
௤

௠
𝑣௥𝐵ఏ ൌ ଵ

௥

ௗమ ௥మఝሶ

ௗ௧మ െ ீெ

௥మ െ ௤

௠
𝑣ఝ𝐵ఏ ൌ 𝑟ሷ െ 𝑟𝜑ሶ ଶ

设
௤

௠
ൌ 𝛾 对粒子所受洛伦兹力与万有引力的数量级作估算。

F୪

F୥
ൌ

γvBrଶ

GM
~10ିଶγ

• 𝛾 ≪ 1 引力主导 部分地忽略磁场

• 1 ൏ 𝛾 ൏ 10ଷ 磁场影响不可忽略、不满足小扰动条件 数值计算

• 𝛾 ൐ 10ଷ 满足小扰动条件 引导中心

磁偏角为0°

v

BF

假设一个周期内角动量守恒 𝐿 ൌ 𝑚𝑣ఝ𝑟 ൌ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ൌ 𝑚 ீெ

௥బ
𝑟଴

带入𝐵 ൌ ఓబ௠೐

ସగ௥య 𝜃෠，得െ ீெ

௥మ െ 𝛾 ீெ

௥బ
𝑟଴ ൉ ఓబ௠೐

ସగ௥ర ൌ 𝑟ሷ െ 𝑟𝜑ሶ ଶ

由于𝛾 ≪ 1 可近似认为𝑟 ൎ 𝑟଴ 

把第二项改写为𝑟ିଶ，得െ ீெ

௥మ െ 𝛾 ீெ

௥బ
𝑟଴ ൉ ఓబ௠೐

ସగ௥బ
మ௥మ ൌ 𝑟ሷ െ 𝑟𝜑ሶ ଶ，

记𝑀∗ ൌ ሺ1 ൅ 𝛾 ଵ

ீெ௥బ
𝑟଴ ൉ ఓబ௠೐

ସగ௥బ
మሻ𝑀，

于是
ி

௠
ൌ െ ீெ∗

௥మ ，粒子运动的半长轴为𝑎 ൌ ெ∗௥బ

ଶெ∗ିெ

磁偏角为0°（ 𝛾 ≪ 1）
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与数值计算相比，误差不超过0.01%

一个周期内磁场对角动量的影响作估算

𝑣௥的变化近似为正弦函数 基本可以抵消

使用最大值进行估算 𝑟 ൈ 𝛾𝑣௥𝐵ఏ ൉ 𝑡~10଺𝛾 ൌ 10ସ

而𝑟ଶ𝜑ሶ ൉ 𝑡𝑚~10ଵହ 相差11个数量级 近似合理

磁偏角为0°（ 𝛾 ≪ 1）

5 107 5 107
x m

5 107

5 107

y m
赤道处沿赤道平面的小核质比粒子运动轨道示意图

5000 10000 15000 20000
t s

7.446 10 7

7.447 10 7

7.448 10 7

7.449 10 7

7.450 10 7

r m
半径随时间的变化关系图

事实上，对于γ接近1的粒子，其运动轨迹在短时间内仍可
认为是椭圆轨道叠加上进动（即r

-4
项的效果）

5 107 5 107
x m

5 107

5 107

y m
赤道处沿赤道平面的小核质比粒子运动轨道示意图 0.5

50000 100000 150000 200000
t s

7.25 10 7

7.30 10 7

7.35 10 7

7.40 10 7

7.45 10 7

r m
半径随时间的变化关系图

不能部分地忽略磁场

ఘ⋅ఇ஻

஻
ൌ ௩ఇ஻

ఊ஻మ ~ ଵ଴మ

ఊ
不满足小扰动条件

磁偏角为0°（1<γ<103 ）

只能数值计算
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𝑇୪ ൌ ଶగ

ఊ஻
~ ଵ଴ఱ

ఊ
𝑇୥~10ସ

两者数量级相近的 回旋运动与椭圆运动相叠加的拍运动

过渡阶段，兼有两者的部分特征。

磁偏角为0°（1<γ<103 ）

5 107 5 107
x m

5 107

5 107

y m
赤道处沿赤道平面的中等核质比粒子运动轨道示意图 3

4 107 2 107 2 107 4 107 6 107 8 107
x m

6 107

4 107

2 107

2 107

4 107

6 107

y m
赤道处沿赤道平面的中等核质比粒子运动轨道示意图 7

5 107 5 107
x m

5 107

5 107

y m
赤道处沿赤道平面的中等核质比粒子运动轨道示意图 100

γൌ3

γൌ7

γൌ100

周期性

接近球心时会出现一个拐点
从而并不会落入球心，而与
此同时，径向与切向速度发

生了一个突变

磁偏角为0°（1<γ<103 ）

50000 100000 150000 200000
t s

1 107

2 107

3 107

4 107

5 107

6 107

7 107

r m
半径随时间的变化关系图

50000 100000 150000 200000
t s

30000

20000

10000

10000

20000

30000

r t s
径向速度随时间的变化关系图

50000 100000 150000 200000
t s

10000

20000

30000

40000

r t s
切向速度随时间的变化关系图

半径

径向
速度

切向
速度
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满足小扰动条件

利用引导中心

𝑣஼ୄ ൌ ி೟೚೟ೌ೗ൈ஻

௤஻మ

其中𝐹௧௢௧௔௟ ൌ 𝐹⃗ െ 𝜇𝛻𝐵

ൌ െ ீ௠ெ

ோమ rො ൅ 𝜇 ଷఓబ௠೐

ସ஠୰ర rො

故𝑣஼ୄ ൌ
ି

ಸ೘ಾ
ೃమ ାఓ

యഋబ೘೐
రಘ౨ర

௤஻
𝜑ො

ൌ
ି

ಸಾ
ೃమ ା

యೡమ

మೝ

ఊ஻
𝜑ො

磁偏角为0° （γ>103 ）

由于当γ较大时计算量较大且粒子环绕天
体一周的时间也较长，故系统运行时间较
长，在此仅给出一小段轨迹上的运动

x m0

2 106

4 106

6 106

y m
赤道处沿赤道平面的大核质比粒子运动轨道示意图 104

纵向不变量 平凡

磁通不变量 由引导中心的轨迹易得

磁矩不变量 数值计算

周期变化，一个周期内的平均值随
时间单调递减，部分动能转化为了
引力势能

但由于引力在一个周期内的影响非
常小，所以可近似认为在一个周期
内粒子的磁矩保持不变（<0.5%）

验证绝热不变量

5000 10000 15000 20000
t s

4.865 10 13

4.870 10 13

4.875 10 13

4.880 10 13

4.885 10 13

4.890 10 13

4.895 10 13

粒子的磁矩随时间的变化关系图 105
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粒子的运动不再在一个平面上，但讨论的方法类似

介于定量分析较为复杂，仅给出数值解，并作定性分析

磁偏角为χ

椭圆轨道叠加上绕磁场（地理）的赤道平面的上下振荡
随着χ的增大（指与π相差的绝对值），粒子在磁场的极点附
近运动的时间越长，而γ越小，其包络面的周期则越长

磁偏角为χ（小核质比）

5.0 106 1.0 107 1.5 107 2.0 107 2.5 107 3.0 107
t s

1 107

5 106

5 106

1 107

z m
z （地理） 随时间的变化关系图

5.0 106 1.0 107 1.5 107 2.0 107 2.5 107 3.0 107
t s

1 108

5 107

5 107

1 108

z m
z （地理） 随时间的变化关系图

左图粒子运动轨道（χൌ1.5、γൌ1）

右图z随时间的变化关系图（上χൌ0.1、γൌ0.1，下χൌ1.5、γൌ0.1）
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存在一个γ的结点
（χ越大，此γ也越大，
这是由于粒子垂直于
磁场的速度变小）
从这个之后粒子的运
动开始变得不太规则

磁偏角为χ（中等核质比）

当所要计算的时间较长时，可能会出现如上的报错，从而无法研究较长
时间内粒子运动的总体情况

500000 1.0 106 1.5 10 6 2.0 10 6 2.5 10 6
t s

2 10 8

1 10 8

1 10 8

2 10 8

z m
z （地理） 随时间的变化关系图

χൌ1.5、γൌ20

漂移速度由引力、磁场梯度组成，磁场梯度造成的漂移运动沿
磁场坐标系下的φ方向，而引力则三个方向上都有，大小取决
于磁偏角。γ越大，漂移速度越小。
由于初始时刻粒子有较大的垂直于磁场方向的速度，故两个磁
镜点间的距离较小。

大核质比粒子相同时间内的运动轨迹（左𝜒 ൌ 0.5、𝛾 ൌ 10ସ，
右𝜒 ൌ 0.5、𝛾 ൌ 10ହ）

𝑚𝑟஼
ሷ ൌ 𝑞𝑟஼

ሶ ൈ 𝐵 𝑟஼ ൅ 𝐹⃗ 𝑟஼ െ 𝜇𝛻𝐵 𝑟஼

磁偏角为χ（大核质比）
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若存在平行于磁场的速度，则沿磁力线方向的运动颇为显著

大核质比粒子存在平行于磁场方向速度的运动轨迹（𝜒 ൌ 0.1
、𝛾 ൌ 10ଷ，𝜃’ሺ0ሻ ൌ 0.0001），右图为此粒子的r、θ、φ的相

对值随时间的变化关系

磁偏角为χ（大核质比）

验证绝热不变量
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验证绝热不变量

• 磁矩不变量 磁矩单调递减 在一个周期内的变化不超过千分之五

• 纵向不变量 磁镜点的相对位置是保持不变的，即粒子沿着相似
的路径运动。我们直接横向比较粒子沿磁场方向的运动速率及
磁镜点的位置，即可部分地验证该不变量。可以发现两者的周
期相同，相位差π/2，故该不变量大体上是成立的。

• 磁通不变量 当γ很大时程序运行时间过长，仅比较r、θ、φ随时
间的变化关系。可以发现，φ随时间基本单调递增，r与θ做周期
性的运动且周期为φ取2π倍数的时间，这部分地说明了粒子在
围绕一周磁力线所围曲面的磁通量是保持不变的。

5000 10000 15000 20000 25000 30000

8.77 108

8.78 108

8.79 108

8.80 108

8.81 108

8.82 108

上：平行于磁场方
向的速度变化
下：Θ角的变化

500000 1.0 106 1.5 106 2.0 106 2.5 106 3.0 106
t s

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

• 综述

• 带电粒子的运动

• 结论与讨论

• 研究展望

• 致谢

• 参考文献
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• 静止理想磁偶极子场与引力场作用下粒子的运动轨迹

粒子到原点的距离小于R则落入天体的大气层

除γ>103及γ<1的粒子，都会在几个周期之内落入大气层内

土星上方的冰粒大多数在102的量级

很快消失！与现实不符！

• 忽略了天体的自传

天体的自传带动着磁力线与之同步自转

旋转磁场的模型比较复杂，详细可见参考文献【1】

结论与讨论

• 综述

• 带电粒子的运动

• 结论与讨论

• 研究展望

• 致谢

• 参考文献
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• 天文学

• 工程应用

 洛伦兹航天器【6】

带电航天器的无推进工质消耗的轨道机动

悬停 交会 编队 ……

研究展望

• 综述

• 带电粒子的运动

• 结论与讨论

• 研究展望

• 致谢

• 参考文献
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首先想潘海俊老师，正是在课堂上的学习使我对电磁学的一
些小课题充满的兴趣，并有了一些数理基础去解决这些问题
。接着感谢公众号科研圈，是这个公众号让我了解到了土星
“光环雨”这一神奇的现象，也激发了我去探究这一问题的
兴趣。其次我想感谢参考文献3《磁层粒子动力学》，这本
书上充满着大量的错误，各种正负号以及字母的错误或遗漏
，是这些错误让我静下心来，一步步地去理解和推导每一个
公式，而这个过程也让我对带电粒子的运动有了更为深入的
了解。最后还想感谢所有一起讨论问题的同学们，特别是17
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