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-Main Points-



蔡氏电路简介 //Chua’s Circuit



蔡氏电路简介及方程导出
蔡氏电路是一种简单的非线性电子电路设计，它可以表现出标准的混沌理论行为。
其由蔡少棠教授于1983年发表。

混沌系统一定是一个非线性系统，因此表征出混沌行为的系统必须
满足以下条件：

① 一个或者多个的非线性元件
② 一个或者多个的本地有源电阻
③ 三个或者更多个能量存储元件

蔡氏电路则是满足这些标准的最简单的电子线路。
Professor. Leon O. Chua 1936-

诸君对混沌系统和电路应已有一定的了解，各位一定也知道三体系统是一个典型的混沌系统。关于混沌系统的一些介绍，可以参
见（赵凯华）《力学》非线性振动一节。而关于电路，相信各位已经在高中有了一定程度的学习。

如左图所示，蔡氏电路由两个电容C1,C2，
和一个电感L充当能量储存元件。一个常规电阻
R作为本地有源电阻。以及一个蔡氏二极管RNL作
为电路中的非线性元件。

其中非线性元件满足：
I(V)=GbV+0.5(Ga-Gb)[|V+E|-|V-E|]

（式中Ga，Gb以及E为由元件特性决定的常数）



蔡氏电路简介及方程导出
v2 v1

蔡氏二极管特性曲线

由基尔霍夫定律，我们可以简单地列出电路方程：
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严格意义上𝑥ሶ表示x对时间求导，而此处均用于表示对𝜏求导。



蔡氏电路简介及方程导出

以上相图图片仅作为参照，均来源网络。

三维空间三相图

v1~v2平面相图

v2~IL平面相图
v1~IL平面相图

事实上蔡氏电路是一个三阶微分电路，典型的
蔡氏电路参数将产生双涡漩混沌，具有奇怪吸
引子。其模拟相图如下所示：



研究方法及意义//利用盒子法求解Hausdorff维的粗略值



Hausdorff测度与维数的数学定义
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基于盒子法的分形维数求解器原理

详情请参见小论文中的附录B

失败的加密，紫线为信息波源，橙线为加密后密文波。
加密源信息容易被猜出。

我们如下描述求出其的方法。设一个几何部件的Hausdorff维数为dH，将
某一固定一维长度ε作为描述度量其Hausdorff测度的基本单位，则其测度大小
可以写为N=A𝜀ିௗಹ ,其中A为某一常数。则Hausdorff维数可以表示为:
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而在实际计算之中，我们无法使得ε → 0，我们只能使得ε尽可能小。而本
文采基于盒子法(由gangepain于1986年提出)的修改方法。将有界二维相空间，
分别基于ε与βε划分为若干个盒子。并分别计算出求解器算得点集占有的总盒
子数Nሺεሻ与Nሺβεሻ，则可以粗略估计其相图中曲线的Hausdorff维数为：
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研究方法以及意义

失败的加密，紫线为信息波源，橙线为加密后密文波。
加密源信息容易被猜出。

蔡氏电路是一个相当经典的混沌电路，其在特定的参数范围下会对初值以及
参数极度敏感的混沌运动，因此我们可以将其应用于制造加密电路或者用于产
生混沌密钥。然而，在实际应用时，由于任何一个时间点的状态都可以作为新
的初值，我们对其对参数的敏感性以及其动力学行为随参数的变化更有兴趣。
我们必须确保系统选择的参数能够产生我们所要求的混沌密钥，因此对其参数
对动力学行为的影响的研究是必要的。

为了部署与拓展的方便，此处不采用matlab程序而是采用C++编译微分
方程求解器以及分形维度求解器。微分方程求解器采用四阶龙格-库塔法。
分形维数求解器则采用盒子法，计算其Hausdorff维的粗略值。从一组参数
值出发，通过c++求解器循环求解单参数变化时其分形维数值曲线以及双参
数变化时分形维度值并通过python中的matplotlib将其转化为可视化图形进
行研究。一般而言，系统达到混沌时，其任一二维相图中曲线的维数值将
介于1与2之间。同时，我们通过对蔡氏方程的特征根分布讨论，对一些特
殊情况进行理论分析。



单参数变化影响 //以C++配合python作工具



各参数的分形维变化图
利用微分方程求解器及分形维求解器，从一组参数值（L=15mH, C1=10nF, C2=100nF, 
R=1.5kΩ, Ga=-0.8mS, Gb=-0.4mS）以及一组初值（x0=0.1,y0=0.1,z0=0.1）出发，固定其他参
数值，单独研究单个参数的影响。



针对R的讨论——基于分形维数变化分析
当R较小时，系统作增幅振荡。

此处我们将只对R的情况进行讨论，针对其他参数的讨论请参见小论文第4章

当R增大至1.36kΩ时，系统进入双涡漩混沌。 R取特定值时，出现了周期现象。

系统呈现混沌-周期-混沌-周期的演变。其中R=1.72kΩ时，相图上所示。

当R增大至1.81kΩ时，系统退化为单涡漩混沌。 随后单涡漩混沌结束，系统进入减幅震荡。 随R增大，系统无界，三个相图均退化为直线。



针对R的讨论——理论分析

此处我们将只对R的情况进行讨论，针对其他参数的讨论请参见小论文第4章

当R很小时，不可能出现混沌。此时x*<<1,这表明可能
的凝聚点处于（-1，1）区间内。而当R十分小时，连
接C1与C2的支路近似可看成没有电阻的导线，此时C1
与C2并联，可以看作一个等效的电容C，其值为C1+C2。
此时恒有x=y(事实上，所选择的的初值也保证了这一
点)，则电路方程的齐次方程可以改写为(将方程中第一
式与第二式相加，并令x=y)
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这个解的形式表明，系统是无界的。而在本文固定的参数下，
β ൎ 6.7𝑅ଶ,故:

ቊ 系统有两个正实根， 𝑥 ൑ 1
系统有两个实部为正的共轭复根， 𝑥 ൐ 1

这表明，系统将作增幅振荡，同时，z与x间存在相位差，z的
振幅比x要小。

对于R=0.1kΩ,系统的相位图如下所示，其与理论预测符合得较好。

用同样的分析方法，
当R很大时，方程
有一个正实根而另
两个根为实部小于
零的共轭复根。因
此，可以推测当系
统经过足够长的时
间后，振荡项会趋
于零，而x,y,z绝对
值均指数增大。



双参数变化影响 //双参数分形维数等高色图



双参数分形维数等高色图分析
等高色图中，颜色越偏蓝表示维数值越低，反之越高。

图中A区为混沌区，B区为减幅振荡区但收敛于分段②方
程组的特解处，C区同为减幅振荡区，但收敛于(0,0,0)。

图中A区为混沌区，B区为减幅振荡区但收敛于分段②方
程组的特解处，C区同为减幅振荡区，但收敛于(0,0,0)。

图中A区为混沌区，B区为减幅振荡区但收敛于分段②方
程组的特解处，C区同为减幅振荡区，但收敛于(0,0,0)。

图中A区为混沌区，B区为减幅振荡区但收敛于分段
②方程组的特解处。
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总结及参考文献
本文从一组参数值与初值出发，通过研究系统分形维数的变化分析了

经典蔡氏电路系统随R,L,C1,C2的变化。这对将蔡氏电路应用于制造加密电
路以及产生混沌密钥有所帮助。同时，尽管本文采用的分形维数求解方法
有一定的缺陷，但它作为工具仍然能完成本文的研究需求。并且相比于求
解系统的李雅普诺夫指数，柯尔莫果洛夫熵或是功率谱，其来得更加简单
并具有更低的时间复杂度。本文采用的研究方法对研究其他混沌系统亦有
效。值得指出的是，蔡氏电路方程式式分段可求解的。对于一组特定的参
数值，与初值，可以在分段边界处迭代地求出系统的运动表达式。但是在
边界处解出新的初值以及计算机本身的有限精度效应仍然会带来一定的误
差，然而这却仍预示着我们可以更加精确地求解系统的运动。但受限于研
究时间以及本人的数理基础水平，仍有更多复杂的问题未能解决。
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