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中国科学技术大学物理学院叶邦角整理 

 

第 25 届全国中学生物理竞赛决赛试题 

2008 年 10 月  北京 

★ 理论部分 

一、 

足球比赛，一攻方队员在图中所示的 A 处沿 Ax 方向传球，球在草地上以速度 v 匀

速滚动，守方有一队员在图中 B 处，以 d 表示 A ，B 间的距离，以 θ 表示 AB 与 Ax 之

间的夹角，已知 θ ＜90° ．设在球离开 A 处的同时，位

于 B 处的守方队员开始沿一直线在匀速运动中去抢球，

以 vp 表示他的速率．在不考虑场地边界限制的条件下，

求解以下问题（要求用题中给出的有关参量间的关系式表

示所求得的结果）： 

1．求出守方队员可以抢到球的必要条件． 

2．如果攻方有一接球队员处在 Ax 线上等球，以 lr 表示他到 A 点的距离，求出球不

被原在 B 处的守方队员抢断的条件． 

3．如果攻方有一接球队员处在 Ax 线上，以 L 表示他离开 A 点的距离．在球离开 A

处的同时，他开始匀速跑动去接球，以 vr 表示其速率，求在这种情况下球不被原在 B 处

的守方队员抢断的条件． 

 

二、 

卫星的运动可由地面观测来确定；而知道了卫星的运动，又可以用它来确定空间飞行体

或地面上物体的运动．这都涉及时间和空间坐标的测定．为简化分析和计算，不考虑地球的

自转和公转，把它当做惯性系． 

1．先来考虑卫星运动的测定．设不考虑相对论效应．在卫星上装有发射电波的装置和

高精度的原子钟．假设从卫星上每次发出的电波信号，都包含该信号发出的时刻这一信息． 

（I）地面观测系统（包含若干个观测站）可利用从电波中接收到的这一信息，并根据

自己所处的已知位置和自己的时钟来确定卫星每一时刻的位置，从而测定卫星的运动．这种
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测量系统至少需要包含几个地面观测站？列出可以确定卫星位置的方程． 

（II）设有两个观测站 D1 ，D2 ，分别位于同一经线上北纬 θ 和南纬 θ（单位：（°））

处．若它们同时收到时间 之前卫星发出的电波信号．（i）试求出发出电波时刻卫星距地面

的最大高度 H ；（ii）当 D1 ，D2 处观测站位置的纬度有很小的误差△θ 时，试求 H 的误

差；（iii）如果上述的时间 有很小的误差 △ ，试求 H 的误差． 

2．在第 1（II）小题中，若 θ = 45° ， = 0.10 s ．（i）试问卫星发出电波时刻卫星距

地面最大高度 H 是多少千米？（ii）若△θ = ±1.0′′ ，定出的 H 有多大误差？（iii）若 △ = 

±0.010 μs ，定出的 H 有多大误差？假设地球为半径 R = 6.38 × 103 km 的球体，光速 c = 

2.998 ×108 m / s ，地面处的重力加速度 g = 9.81 m / s2． 

3．再来考虑根据参照卫星的运动来测定一个物体的运动．设不考虑相对论效应．假设

从卫星持续发出的电波信号包含卫星运动状态的信息，即每个信号发出的时刻及该时刻卫星

所处的位置．再假设被观测物体上有一台卫星信号接收器（设其上没有时钟），从而可获知

这些信息．为了利用这种信息来确定物体的运动状态，即物体接收到卫星信号时物体当时所

处的位置以及当时的时刻，一般来说物体至少需要同时接收到几个不同卫星发来的信号电

波？列出确定当时物体的位置和该时刻的方程． 

4．根据狭义相对论，运动的钟比静止的钟慢．根据广义相对论，钟在引力场中变慢．现

在来考虑在上述测量中相对论的这两种效应．已知天上卫星的钟与地面观测站的钟零点已经

对准．假设卫星在离地面 h = 2.00 ×104 km 的圆形轨道上运行，地球半径 R 、光速 c 和地

面重力加速度 g 取第 2 小题中给的值． 

（I）根据狭义相对论，试估算地上的钟经过 24 h 后它的示数与卫星上的钟的示数差多

少？设在处理这一问题时，可以把匀速直线运动中时钟走慢的公式用于匀速圆周运动． 

（II）根据广义相对论，钟在引力场中变慢的因子是 (1－2 / c2 )1 / 2 ，是钟所在位置

的引力势（即引力势能与受引力作用的物体质量之比；取无限远处引力势为零）的大小．试

问地上的钟 24 h 后，卫星上的钟的示数与地上的钟的示数差多少？ 

 

三、 

致冷机是通过外界对机器做功，把从低温处吸取的热量连同外界对机器做功所得到的能

量一起送到高温处的机器；它能使低温处的温度降低，高温处的温度升高．已知当致冷机工

作在绝对温度为 T1 的高温处和绝对温度为 T2 的低温处之间时，若致冷机从低温处吸取的
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热量为 Q ，外界对致冷机做的功为 W ，则有 

 Q 
W

 ≤ 
T2

T1－T2
 ， 

式中“=”对应于理论上的理想情况．某致冷机在冬天作为热泵使用（即取暖空调机），在

室外温度为－5.00℃的情况下，使某房间内的温度保持在 20.00℃．由于室内温度高于室外，

故将有热量从室内传递到室外．本题只考虑传导方式的传热，它服从以下的规律：设一块导

热层，其厚度为 l ，面积为 S ，两侧温度差的大小为 T ，则单位时间内通过导热层由高

温处传导到低温处的热量为 

H = k 

△T 

l
S ， 

其中 k 称为热导率，取决于导热层材料的性质． 

1．假设该房间向外散热是由面向室外的面积 S = 5.00 m2 、厚度 l = 2.00 mm 的玻璃

板引起的．已知该玻璃的热导率 k = 0.75 W / ( m • K )，电费为每度 0.50 元．试求在理想情

况下该热泵工作 12 h 需要多少电费？ 

2．若将上述玻璃板换为“双层玻璃板”，两层玻璃的厚度均为 2.00mm ，玻璃板之间

夹有厚度 l0 = 0.50 mm 的空气层，假设空气的热导率 k0 = 0.025 W / ( m • K )，电费仍为每

度 0.50 元．若该热泵仍然工作 12 h ，问这时的电费比上一问单层玻璃情形节省多少？ 

 

四、 

如图 1 所示，器件由相互紧密接触的金属层( M )、薄绝缘

层( I )和金属层( M )构成．按照经典物理的观点，在 I 层绝缘性

能理想的情况下，电子不可能从一个金属层穿过绝缘层到达另

一个金属层．但是，按照量子物理的原理，在一定的条件下，

这种渡越是可能的，习惯上将这一过程称为隧穿，它是电子具有波动性的结果．隧穿是单个

电子的过程，是分立的事件，通过绝缘层转移的电荷量只能是电子电荷量－e ( e = 1.60 ×10

－19 C )的整数倍，因此也称为单电子隧穿，MIM 器件亦称为隧穿结或单电子隧穿结．本题

涉及对单电子隧穿过程控制的库仑阻塞原理，由于据此可望制成尺寸很小的单电子器件，这

是目前研究得很多、有应用前景的领域． 

1．显示库仑阻塞原理的最简单的做法是将图 1 的器件看成一个电容为 C 的电容器，如

图 2 所示．电容器极板上的电荷来源于金属极板上导电电子云相对于正电荷背景的很小位

移，可以连续变化．如前所述，以隧穿方式通过绝缘层的只能

MIM 

图 1 

－Q Q 

A   B 

图 2 
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是分立的单电子电荷．如果隧穿过程会导致体系静电能量上升，则此过程不能发生，这种现

象称为库仑阻塞．试求出发生库仑阻塞的条件即电容器极板间的电势差 VAB = VA－VB 在什

么范围内单电子隧穿过程被禁止． 

2．假定 VAB = 0.10 mV 是刚能发生隧穿的电压．试估算电容 C 的大小． 

3．将图 1 的器件与电压为 V 的恒压源相接时，通常采用图 2 所示的双结构器件来观

察单电子隧穿，避免杂散电容的影响．中间的金属块层称为单电子岛．作为电极的左、右金

属块层分别记为 S ，D ．若已知岛中有净电荷量－ne ，其中净电子数 n 可为正、负整数

或零，e 为电子电荷量的大小，两个 MIM 结的电容分别为 CS 和 CD ．试证明双结结构

器件的静电能中与岛上净电荷量相关的静电能（简称单电子岛的静电能）为 

Un = 

(－ne )2

2( CS +CD )
 ． 

4．在图 3 给出的具有源( S )、漏( D )电极双结结构的基础上，通过和岛连接的电容 CG 

添加门电极( G )构成如图 4 给出的单电子三极管结构，门电极和岛间没有单电子隧穿事件发 

 

 

 

 

 

 

 

生．在 V 较小且固定的情况下，通过门电压 VG 可控制岛中的净电子数 n ．对于 VG 如何

控制 n ，简单的模型是将 VG 的作用视为岛中附加了等效电荷 q0 = CGVG ．这时，单电子

岛的静电能可近似为 Un =  (－ne + q0 )2 / 2C


，式中C


= CS +CD +CG ．利用方格图（图

5），考虑库仑阻塞效应，用粗

线画出岛中净电子数从 n = 0

开始，CGVG / e 由 0 增大到 3

的过程中，单电子岛的静电能 

Un 随 CGVG 变化的图线（纵坐

标表示 Un ，取 Un 的单位为 

图 3 图 4 

图 5 

Un

( e2 / 2C


)
 

CGVG

e
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e2 / 2C


；横坐标表示 CGVG ，取 CGVG的单位为 e）．要求标出关键点的坐标，并把 n = 0 ，

1 ，2 ，3 时 CGVG / e 的变化范围填在表格中．（此小题只按作图及所填表格（表 1）评分）． 

表 1 

n 0 1 2 3 

CGVG / e 变化范围     

 

五、 

折射率 n = 1.50 、半径为 R 的透明半圆柱体放在空气中，其垂

直于柱体轴线的横截面如图所示，图中 O 点为横截面与轴线的交

点．光仅允许从半圆柱体的平面 AB 进入，一束足够宽的平行单色

光沿垂直于圆柱轴的方向以入射角 i 射至 AB 整个平面上，其中有

一部分入射光束能通过半圆柱体从圆柱面射出．这部分光束在入射

到 AB 面上时沿 y 轴方向的长度用 d 表示．本题不考虑光线在透

明圆柱体内经一次或多次反射后再射出柱体的复杂情形． 

1．当平行入射光的入射角 i 在 0°～90° 变化时，试求 d 的最小值 dmin 和最大

值 dmax ． 

2．在如图所示的平面内，求出射光束与柱面相交的圆弧对 O 点的张角与入射角 i 的

关系．并求在掠入射时上述圆弧的位置． 

 

六、 

根据广义相对论，光线在星体的引力场中会发生弯曲，在包含引力中心的平面内是一条

在引力中心附近微弯的曲线．它距离引力中心最近的点称为光线的近星点．通过近星点与引

力中心的直线是光线的对称轴．若在光线所在平面内选择引力中心为平面极坐标（r ，φ）

的原点，选取光线的对称轴为坐标极轴，则光线方程（光子的轨迹方程）为 

r = 
GM / c2

acosφ + a2 ( 1 + sin2φ)
  ， 

G 是万有引力恒量，M 是星体质量，c 是光速，a 是绝对值远小于 1 的参数．现在假设离

地球 80.0 光年
 
处有一星体，在它与地球连线的中点处有一白矮星．如果经过该白矮星两侧

的星光对地球上的观测者所张的视角是 1.80×10
－7rad ，试问此白矮星的质量是多少千克？

已知 G = 6.673 ×10
－11 m3 / ( kg •s2 ) 

z 
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七、 

1．假设对氦原子基态采用玻尔模型，认为每个电子都在以氦核为中心的圆周上运动，

半径相同，角动量均为：  = h / 2π，其中 h 是普朗克常量． 

（I）如果忽略电子间的相互作用，氦原子的一级电离能是多少电子伏？一级电离能是

指把其中一个电子移到无限远所需要的能量． 

（II）实验测得的氦原子一级电离能是 24.6 eV ．若在上述玻尔模型的基础上来考虑电

子之间的相互作用，进一步假设两个电子总处于通过氦核的一条直径的两端．试用此模型和

假设，求出电子运动轨道的半径 r0 、基态能量 E0 以及一级电离能 E+ ，并与实验测得的

氦原子一级电离能相比较． 

已知电子质量 m = 0.511 MeV / c2 ，c 是光速，组合常量  c =197.3 MeV • fm = 197.3 eV 

• nm ，ke2 = 1.44 MeV • fm = 1.44 eV • nm ，k 是静电力常量，e 是基本电荷量． 

2．右图是某种粒子穿过云室留下的径迹的照片．径迹在纸面内，图的中间是一块与纸

面垂直的铅板，外加恒定匀强磁场的方向垂直纸面向

里．假设粒子电荷的大小是一个基本电荷量 e ：e = 1.60 

×10
－19 C ，铅板下部径迹的曲率半径 rd = 210 mm ，铅

板上部径迹的曲率半径 ru = 76.0 mm ，铅板内的径迹与

铅板法线成 θ = 15.0° ，铅板厚度 d = 6.00 mm ，磁感应

强度 B = 1.00 T ，粒子质量 m = 9.11 ×10
－31 kg = 0.511 

MeV / c2．不考虑云室中气体对粒子的阻力． 

（I）写出粒子运动的方向和电荷的正负． 

（II）试问铅板在粒子穿过期间所受的力平均为多少牛？ 

（III）假设射向铅板的不是一个粒子，而是从加速器引出的流量为 j = 5.00 ×1018 / s 的

脉冲粒子束，一个脉冲持续时间为 =2.50 ns ．试问铅板在此脉冲粒子束穿过期间所受的力

平均为多少牛？铅板在此期间吸收的热量又是多少焦？ 
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第 25 届全国中学生物理竞赛决赛参考解答 

一、 

1 ．解法一：设守方队员经过时间 t 在 Ax 上的 C 

点抢到球，用 l 表示 A 与 C 之间的距离，lp 表示 B 与 

C 之间的距离（如图 1 所示），则有 

l = vt ，lp = vpt            （1） 

和               l2p= d 2 + l2 －2dlcosθ．       （2） 

解式（1），（2）可得 

l = 
d

1－( vp / v )2 {cosθ ± [ ( 
vp

v
 )2 －sin2θ ]1 / 2 }．     （3） 

由式（3）可知，球被抢到的必要条件是该式有实数解，即 

                 vp ≥ vsinθ ．                                     （4） 

解法二：设 BA 与 BC 的夹角为 φ（如图 1）．按正弦定理有 

 lp

sinθ
 = 

 l
sinφ

  ． 

利用式（1）有 

vp

v  = 
sinθ
sinφ

  ． 

从 sinφ ≤1 可得必要条件（4）． 

2．用 lmin  表示守方队员能抢断球的地方与 A 点间的最小距离．由式（3）知 

lmin = 
d

1－( vp / v )2 {cosθ ± [ ( 
vp

v
 )2 －sin2θ ]1 / 2 }．    （5） 

若攻方接球队员到 A 点的距离小于 lmin ，则他将先控制球而不被守方队员抢断．故球

不被抢断的条件是 

lr ＜ lmin  ．                                      （6） 

由（5），（6）两式得 

lr ＜
d

1－( vp / v )2 {cosθ ± [ ( 
vp

v
 )2 －sin2θ ]1 / 2 }        （7） 

由式（7）可知，若位于 Ax 轴上等球的攻方球员到 A 点的距离 lr 满足该式，则球不

被原位于 B 处的守方球员抢断． 

3．解法一：如果在位于 B 处的守方球员到达 Ax 上距离 A 点 lmin 的 C1 点之前，

图 1 
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攻方接球队员能够到达距 A 点小于 lmin 处，球就不会被原位于 B 处的守方队员抢断（如

图 2 所示）．若 L ≤
 
lmin 就相当于第 2 小题．若 L ＞

lmin ，设攻方接球员位于 Ax 方向上某点 E 处，则

他跑到 C1 点所需时间 

trm = ( L－lmin ) / vr  ；     （8） 

守方队员到达 C1 处所需时间 tpm = ( d 2 + l2min 

－2dlmin cosθ )1 / 2
 / vp  ． 

球不被守方抢断的条件是 

trm ＜ tpm  ．                                     （9） 

即          L ＜ 
vr

vp
 ( d 2 + l2min －2dlmin cosθ )1 / 2 + lmin ，            （10） 

式中 lmin 由式（5）给出． 

解法二：守方队员到达 C1 点的时间和球到达该点的时间相同，因此有 

tpm = lmin / v  ． 

从球不被守方队员抢断的条件（9）以及式（8）可得到 

L ＜ ( 1 + vr / v ) lmin                               （11） 

式中 lmin也由式（5）给出．易证明式（11）与（10）相同． 

二、 

1．（I）选择一个坐标系来测定卫星的运动，就是测定每一时刻卫星的位置坐标 x ，y ，

z ．设卫星在 t 时刻发出的信号电波到达第 i 个地面站的时刻为 ti ．因为卫星信号电波以

光速 c 传播，于是可以写出 

(x －xi )2 + (y －yi )2 + (z －zi )2 = c2 (t －ti )2    ( i = 1 ，2 ，3 )，  （1） 

式中 x i ，yi ，zi 是第 i 个地面站的位置坐标，可以预先测定，是已知的；ti 也可以由

地面站的时钟来测定；t 由卫星信号电波给出，也是已知的．所以，方程（1）中有三个未

知数 x ，y ，z ，要有三个互相独立的方程，也就是说，至少需要包含三个地面站，三个

方程对应于式（1）中 i = 1 ，2 ，3 的情况． 

（II）（i）如图所示，以地心 O 

和两个观测站 D1 ，D2 的位置为

顶点所构成的三角形是等腰三角

形，腰长为 R ．根据题意，可知

图 2 
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卫星发出信号电波时距离两个观测站的距离相等，都是 

L = c ．                                         （2） 

当卫星 P 处于上述三角形所在的平面内时，距离地面的高度最大，即 H ．以 θ 表示 

D1 ，D2 所处的纬度，由余弦定理可知 

L2 = R2 + ( H + R )2 －2R ( H + R ) cosθ ．              （3） 

由（2），（3）两式得 

H = (c )2 －(R sinθ )2  －R ( 1－cosθ ) ．            （4） 

式（4）也可据图直接写出． 

（ii）按题意，如果纬度有很小的误差△θ ，则由式（3）可知，将引起 H 发生误差△H ．这

时有 

L2 = R2 + ( H +△H + R )2 －2R ( H +△H + R ) cos ( θ +△θ ) ．    （5） 

将式（5）展开，因△θ 很小，从而△H 也很小，可略去高次项，再与式（3）相减，

得 

△H = －
R ( R +H ) sinθ△θ

H + ( 1－cosθ ) R
 ，                       （6） 

其中 H 由（4）式给出． 

（iii）如果时间 有 △ 的误差，则 L 有误差 

△L = c △  ．                                    （7） 

由式（3）可知，这将引起 H 产生误差△H ．这时有 

( L +△L )2 = R2 + ( H +△H + R )2 －2R ( H +△H + R ) cosθ．     （8） 

由式（7），（8）和（3），略去高次项，可得 

△H = 
c2 △

H + R ( 1－cosθ )
 ，                          （9） 

其中 H 由式（4）给出． 

2．（i）在式（4）中代入数据，算得 H = 2.8 ×104 km ．（ii）在式（6）中代入数据，算

得△H = 25m ．（iii）在式（9）中代入数据，算得△H = ±3.0 m  ． 

3．选择一个坐标系，设被测物体待定位置的坐标为 x ，y ，z ，待定时刻为 t ，第 i 

个卫星在 ti  时刻的坐标为 xi ，yi ，z i ．卫星信号电波以光速传播，可以写出 

 (x －xi )2 + (y －yi )2 + (z －zi )2 = c2 (t －ti )2    ( i = 1 ，2 ，3 ，4 )，  （10） 

由于方程（1）有四个未知数 t ，x ，y ，z ，需要四个独立方程才有确定的解，故需

同时接收至少四个不同卫星的信号．确定当时物体的位置和该时刻所需要的是式（10）中 i 
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= 1 ，2 ，3 ，4 所对应的四个独立方程． 

4．（I）由于卫星上钟的变慢因子为[ 1－( v / c )2] 1 / 2 ，地上的钟的示数 T 与卫星上的钟

的示数 t 之差为 

T －t = T － 1－(
v
 c 

)2 T = [ 1－ 1－(
v

 c 
)2  ] T ，           （11） 

这里 v 是卫星相对地面的速度，可由下列方程定出： 

v2

r
 = 

GM
r2  ，                                               （12） 

其中 G 是万有引力常量，M 是地球质量，r 是轨道半径．式（11）给出 

v = 
GM

r
 = 

g
 r 

R = 
g

R + h
R ， 

其中 R 是地球半径，h 是卫星离地面的高度，g = GM / R2 是地面重力加速度；代入数

值有 v = 3.89 km / s ．于是 ( v / c )2 ≈1.68 ×10
－10 ，这是很小的数．所以 

[ 1－ (
v
 c 

)2 ]1 / 2 ≈1－ 
1
2

 (
v

 c 
)2 ． 

最后，可以算出 24 h 的时差 

T －t ≈
 1
2

 (
v
 c 

)2T = 
1
2

 
gR2

c2 ( R + h )
T = 7.3 μs ．                  （13） 

（II）卫星上的钟的示数 t 与无限远惯性系中的钟的示数 T0之差 

t －T0 = 1－2


 c2 
T0－T0

 = ( 1－2


 c2 
 －1 )T0 ．          （14） 

卫星上的钟所处的重力势能的大小为 

 = 
GM

R + h
 = 

R2

R + h g ．                                    （15） 

所以    

 c2 

 = 
gR2

c2 ( R + h )
 ； 

代入数值有 / c2 = 1.68 ×10
－10 ，这是很小的数．式（14）近似为 

t －T0 ≈－ 

 c2 

T0 ．                                      （16） 

类似地，地面上的钟的示数 T 与无限远惯性系的钟的示数之差 

T －T0 = 1－2
E

 c2 
T0－T0

 = ( 1－2
E

 c2 
 －1 )T0 ．          （17） 

地面上的钟所处的重力势能的大小为 

E = 
GM
R

 =gR ．                                        （18） 
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所以     
E

 c2 
 = 

gR
c2  ； 

代入数值有 E / c2 = 6.96 ×10
－10 ，这是很小的数．与上面的情形类似，式（17）近似

为 

T －T0 ≈－ 
E

 c2 
T0 ．                                      （19） 

（16），（19）两式相减，即得卫星上的钟的示数与地面上的钟的示数之差 

t －T ≈－
 E 

 c2 
T0 ．                                     （20） 

从式（19）中解出 T0 ，并代入式（20）得 

t －T ≈－
 E 

 c2 
 / (1－ E

 c2 
 )T ≈－

 E 
 c2 

T = 
gR
c2  

h
R + h

T．      （21） 

注意，题目中的 24 h 是指地面的钟走过的时间 T ．最后，算出 24 h 卫星上的钟的示

数与地面上的钟的示数之差 

t －T = 46 μs ．                                            （22） 

三、 

1．依题意，为使室内温度保持不变，热泵向室内放热的功率应与房间向室外散热的功

率相等．设热泵在室内放热的功率为 q ，需要消耗的电功率为 P ，则它从室外（低温处）

吸收热量的功率为 q－P ．根据题意有 

q－P

P
 ≤ 

T2

T1－T2
 ，                               （1） 

式中 T1 为室内（高温处）的绝对温度，T2 为室外的绝对温度．由（1）式得 

P ≥ 

T1－T2

T1
q ．                                  （2） 

显然，为使电费最少，P 应取最小值；即式（2）中的“≥”号应取等号，对应于理想

情况下 P 最小．故最小电功率 

P 
min = 

T1－T2

T1
q ．                                 （3） 

又依题意，房间由玻璃板通过热传导方式向外散热，散热的功率 

H = k 

T1－T2

l
S ．                                 （4） 

要保持室内温度恒定，应有 

q = H ．                                        （5） 

由（3）～（5）三式得 
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P 
min = k 

S ( T1－T2 )2

lT1
 ．                            （6） 

设热泵工作时间为 t ，每度电的电费为 c ，则热泵工作需花费的最少电费 

C 
min = P 

min tc ．                                  （7） 

注意到 T1 = 20.00 K + 273.15 K = 293.15 K ，T2 = －5.00 K + 273.15 K = 268.15 K ，1

度电 = 1 kW • h ．由（6），（7）两式，并代入有关数据得 

C 
min = 

( T1－T2 )2

T1l
Sktc = 23.99 元 ．                 （8） 

所以，在理想情况下，该热泵工作 12 h 需约 24 元电费． 

2．设中间空气层内表面的温度为 Ti ，外表面的温度为 T0 ，则单位时间内通过内层玻

璃、中间空气层和外层玻璃传导的热量分别为 

H1 = k 

T1－Ti

l
S ，                                 （9） 

H2 = k0 

Ti－T0

l0
S ，                                 （10） 

H3 = k 

T0－T2

l
S ．                                 （11） 

在稳定传热的情况下，有 

H1 = H2 = H3 ．                                   （12） 

由（9）～（12）四式得 

 k 

T1－Ti

l
 = k0 

Ti－T0

l0
  和  T1－Ti = T0－T2 ．         （13） 

解式（13）得 

Ti = 
l0k + lk0

l0k + 2lk0
T1 + 

lk0

l0k + 2lk0
T2 ．                     （14） 

将（14）式代入（9）式得 

H1 = 
kk0

l0k + 2lk0
 ( T1－T2 )S ．                        （15） 

要保持室内温度恒定，应有 q = H1 ．由式（3）知，在双层玻璃情况下热泵消耗的最

小电功率 

P′ min = 

kk0

l0k + 2lk0
 
 ( T1－T2 )2

T1
S ．                     （16） 

在理想情况下，热泵工作时间 t 需要的电费 

C ′min = P′min tc ；                                  （17） 

代入有关数据得 

 C ′min = 2.52 元 ．                                （18） 
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所以，改用所选的双层玻璃板后，该热泵工作 12 h 可以节约的电费 

△Cmin = C min －C ′min = 21.47 元 ．                  （19） 

四、 

1．先假设由于隧穿效应，单电子能从电容器的极板 A 隧穿到极板 B ．以 Q 表示单

电子隧穿前极板 A 所带的电荷量，VAB 表示两极板间的电压（如题目中图 3 所示），则有 

VAB = Q / C ．                                    （1） 

这时电容器储能 

U = 
1
2
CV2

AB ．                                    （2） 

当单电子隧穿到极板 B 后，极板 A 所带的电荷量为 

Q′ = Q + e ，                                     （3） 

式中 e 为电子电荷量的大小．这时，电容器两极板间的电压和电容器分别储能为 

V′AB = 
Q + e

C
 ，U ′ = 

1
2

CV ′ 2AB ．                    （4） 

若发生库仑阻塞，即隧穿过程被禁止，则要求 

U ′ －U ＞0 ．                                    （5） 

由（1）～（5）五式得 

VAB ＞－ 1
2

 
e

 C 
 ．                                 （6） 

再假设单电子能从电容器的极板 B 隧穿到极板 A ．仍以 Q 表示单电子隧穿前极板 A 

所带的电荷量，VAB 表示两极板间的电压．当单电子从极板 B 隧穿到极板 A 时，极板 A 所

带的电荷量为 Q′ = Q
 
－

 
e ．经过类似的计算，可得单电子从极板 B 到极板 A 的隧穿不能

发生的条件是 

VAB ＜ 1
2
 

e
 C 

 ．                                 （7） 

由（6），（7）两式知，当电压 VAB 在－e / 2C ～ e / 2C 之间时，单电子隧穿受到库仑

阻塞，即库仑阻塞的条件为 

－ 1
2
 

e
 C 

 ＜ VAB ＜ 1
2
 

e
 C 

 ．                     （8） 

2．依题意和式（8）可知，恰好能发生隧穿时有 

VAB = 1
2
 

e
 C 

 = 0.10 mV ．                        （9） 

由式（9），并代入有关数据得 

C = 8.0 ×10
－16 F ．                               （10） 
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3．设题目中图 3 中左边的 MIM 结的电容为 

CS ，右边的 MIM 结的电容为 CD ．双结结构体

系如图 a 所示，以 Q1 ，Q2 分别表示电容 CS ，

CD 所带的电荷量．根据题意，中间单电子岛上的

电荷量为 

－ne = Q2－Q1 ．                               （11） 

体系的静电能为 CS 和 CD 中静电能的总和，即 

U = 
Q2

1

2CS
 + 

Q2
2

2CD
 ；                               （12） 

电压 

V = 
Q1

CS
 + 

Q2

CD
 ．                                 （13） 

由（11）～（13）三式解得 

U = 
1
2
CV2 + 

(Q2－Q1)2

2 ( CS + CD )
 ．                       （14） 

由于 V 为恒量，从式（13）可知体系的静电能中与岛上净电荷相关的静电能 Un = (－

ne )2 / 2 (CS + CD )． 

4．Un 随 CGVG 变化的图线如图 b；CGVG / e 的变化范围如表 2． 

表 2 

n 0 1 2 3 

CGVG / e 的变化范围 0～0.5 0.5～1.5 1.5～2.5 2.5～3.0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 a 

Un

( e2 / 2 C


)
 

图 b 
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五、 

1．在图 1 中，z 轴垂直于 AB 面．考察平行光束

中两条光线分别在 AB 面上 C 与 C ′ 点以入射角 i 

射入透明圆柱时的情况，r 为折射角，在圆柱体中两折

射光线分别射达圆柱面的 D 和 D′ ，对圆柱面其入射

角分别为 i2 与 i′2 ．在△OCD 中，O 点与入射点 C 的

距离 yc 由正弦定理得 

 yc

sin i2
 = 

 R
sin ( 90° + r)

 ，即  yc = 
sin i2

cos r
R ．   （1） 

同理在△OC ′D′ 中，O 点与入射点 C ′ 的距离有 

 yc ′

sin i′2
 = 

 R

sin ( 90°－r)
 ，即  yc ′ = 

sin i′2
cos r

R ．        （2） 

当改变入射角 i 时，折射角 r 与柱面上的入射角 i2 与 i′2 亦随之变化．在柱面上的入射角

满足临界角 

i20 = arcsin ( 1 / n ) ≈ 41.8°                        （3） 

时，发生全反射．将 i2 = i′2 = i20 分别代入式（1），（2）得 

yoc = yoc ′ = 
sin i20

cos r
R ，                           （4） 

即           d = 2yoc = 2
sin i20

cos r
R ．                           （5） 

当 yc ＞ yoc  和 yc ′ ＞ y oc ′  时，入射光线进入柱体，经过折射后射达柱面时的入射角大于

临界角 i20 ，由于发生全反射不能射出柱体．因折射角 r 随入射角 i 增大而增大．由式（4）

知，当 r = 0 ，即 i = 0（垂直入射）时，d 取最小值 

dmin = 2Rsin i20 = 1.33 R ．                        （6） 

当 i →90°（掠入射）时，r → 41.8° ．将 r = 41.8° 代

入式（4）得 dmax = 1.79 R ．（7） 

2．由图 2 可见，φ 是 Oz 轴与线段 OD 的夹角，

φ′ 是 Oz 轴与线段 OD′ 的夹角．发生全反射时，有 

φ = i20 + r ，               （8） 

φ′ = i20
 
－ r ，              （9） 

和          θ = φ + φ′ = 2i20≈83.6° ．    （10） 

由此可见，θ 与 i 无关，即 θ 独立于 i ．在掠入射

图 1 

图 2 
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时，i ≈90° ，r = 41.8° ，由式（8）,（9）两式得 

φ = 83.6° ，φ′ = 0°．        （11） 

六、 

由于方程 

r = 
GM / c2

a cosφ + a2 ( 1 + sin2φ)
                      （1） 

是 φ 的偶函数，光线关于极轴对称．光线在坐标原点左侧的情形对应

于 a ＜ 0 ；光线在坐标原点右侧的情形对应 a ＞ 0 ．右图是 a ＜ 0 的

情形，图中极轴为 Ox ，白矮星在原点 O 处．在式（1）中代入近星

点坐标 r = rm ，φ = π ，并注意到 a2� | a | ，有 

a ≈－GM / c2rm ．                            （2） 

经过白矮星两侧的星光对观测者所张的视角 θS 可以有不同的表达方

式，相应的问题有不同的解法． 

解法一：若从白矮星到地球的距离为 d ，则可近似地写出 

θS
 ≈2rm / d ．                                （3） 

在式（1）中代入观测者的坐标 r = d ，φ = －π / 2 ，有 

a2 ≈GM / 2c2d ．                             （4） 

由（2）与（4）两式消去 a ，可以解出 

rm = 2GMd / c2 ．                            （5） 

把式（5）代入式（3）得 

θS
 ≈ 8GM / c2d  ；                           （6） 

即          M≈θ2
Sc2d / 8G ，                             （7） 

其中 d = 3.787 ×1017 m ；代入数值就可算出 

M≈2.07 ×1030 kg ．                           （8） 

解法二：光线射向无限远处的坐标可以写成 

r →∞ ，φ = －
 π
2
 + 

θ
2

 ．                      （9） 

近似地取 θS
 ≈θ ，把式（9）代入式（1），要求式（1）分母为零，并注意到 θ � 1，有 

aθ / 2 + 2a2 = 0 ． 

所以        θS
 ≈θ = －4a = 8GM / c2d  ，                 （10） 

其中用到式（4），并注意到 a ＜ 0 ．式（10）与式（6）相同，从而也有式（8）． 

y 

S 

r 

x 

O 

E 

rm φ 
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解法三：星光对观测者所张的视角 θS 应等于两条光线在观测者处切线的夹角，有 

sin 
θS

2
 = 

△( rcosφ )

△r
 = cosφ－rsinφ

△φ

△r
 ．         （11） 

由光线方程（1）算出△φ / △r ，有 

sin 
θS

2
 = cosφ－rsinφ

GM / c2

r2asinφ
 = cosφ － 

GM
c2ra

 ；  

代入观测者的坐标 r = d ， = －π / 2 以及 a 的表达式（4），并注意到 θS 很小，就有 

θS
 ≈

2GM
c2d  

2c2d
GM

 = 
8GM
c2d

 ， 

与式（6）相同．所以，也得到了式（8）． 

解法四：用式（2）把方程（1）改写成 

－rm = rcosφ－ 

GM
c2rmr

 [ (rcosφ )2 + 2 (rsinφ )2 ] ，  

即          x = －rm + 
GM
c2rmr

 ( x2 + 2y2 ) ．                   （12） 

当 y →－∞时，式（12）的渐近式为 

x = －rm － 
2GM
c2rm

 y ． 

这是直线方程，它在 x 轴上的截距为 －rm ，斜率为 

1

 －2GM / c2rm 
 ≈ 

1

 －
 
tan ( θS / 2 ) 

 ≈－ 

1
θS / 2 

 ． 

于是有 θS ≈
 
4GM / c2rm ．rm用式（5）代入后，得到式（6），从而也有式（8）． 

七、 

1．（I）氦原子中有两个电子，一级电离能 E+ 是把其中一个电子移到无限远处所需要

的能量满足 He + E+ →He+ + e
－ ．为了得到氦原子的一级电离能 E+  ，需要求出一个电子

电离以后氦离子体系的能量 E* ．这是一个电子围绕氦核运动的体系，下面给出两种解法． 

解法一：在力学方程 

2ke2

r2  = 
mv2

r
 

中，r 是轨道半径，v 是电子速度．对基态，用玻尔量子化条件（角动量为 ）可以解出 

r0 =
2 / 2ke2m ．                      （1） 

于是氦离子能量 

E* = 
p2

0

2m
 － 

2ke2

r0
 = － 

2k2e4m
2

 ，       （2） 
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其中 p0 为基态电子动量的大小；代入数值得 

E* = － 
2( ke2 )2mc2

(  c )2  ≈ －54.4 eV ．    （3） 

由于不计电子间的相互作用，氦原子基态的能量 E0 是该值的 2 倍，即 

E0 =2E* ≈ －108.8 eV ．              （4） 

氦离子能量 E* 与氦原子基态能量 E0 之差就是氦原子的一级电离能 

E+ = E*－E0 = －E*
 
≈ 54.4 eV ．        （5） 

解法二：氦离子能量 

E* = 
p2

2m
 － 

2ke2

r
 ． 

把基态的角动量关系 rp =代入，式（3）可以改写成 

E* = 
2

2mr2 －
 2ke2

r
 = 

 2
2m

 ( 
1
r

 －
 2ke2m

2
 
)2 － 

2k2e4m
2

 ． 

因基态的能量最小，式（4）等号右边的第一项为零，所以半径和能量 

r0 = 
 2

2ke2m
 ，E* = － 

2k2e4m
2

 

分别与（1），（2）两式相同． 

（II）下面，同样给出求氦原子基态能量 E0
 和半径 r0

 的两种解法． 

解法一：利用力学方程 

  
mv2

r
 = 

2ke2

r2
 －

ke2

( 2r )2 = 
7ke2

4r2
 

和基态量子化条件 rmv =  ，可以解出半径 

r0 = 4
2 / 7ke2m ，                   （6） 

于是氦原子基态能量 

E0 = 2 ( 
p2

0

2m
 － 

2ke2

r0
 ) + 

ke2

2r0
 = － 

49k2e4m

16
2

 ；     （7） 

代入数值算得 

E0 = － 
49( ke2 )2mc2

16( c )2  ≈ －83.4 eV ，           （8） 

r0 = 
4 ( c)2

7ke2mc2 ≈ 0.0302 nm ． 

所以，氦原子的一级电离能 

E+ = E*－E0
 ≈ 29.0 eV ．                  （9） 

这仍比实验测得的氦原子一级电离能 24.6 eV 高出 4.4 eV ． 
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    解法二：氦原子能量 

E = 2 ( 
 p2

2m
 － 

2ke2

r
 ) + 

ke2

2r
 = 

2
mr2 － 

7ke2

2r
  

可以化成 

E = 
2

m  ( 
1
r

 －
 7ke2m

4
2

 
)2 － 

49k2e4m

16
2

 ． 

当上式等号右边第一项为零时，能量最小．由此可知，基态能量与半径 

E0 = － 
49k2e4m

16
2

 ， r0
 = 

 4
2

7ke2m
 

分别与（7），（6）两式相同． 

    2．（I）粒子从下部射向并穿过铅板向上运动，其电荷为正． 

（II）如题图所示，粒子的运动速度 v 与磁场方向垂直，洛伦兹力在纸面内；磁力不

改变荷电粒子动量的大小，只改变其方向．若不考虑云室中气体对粒子的阻力，荷电粒子在

恒定磁场作用下的运动轨迹就是曲率半径为一定值的圆弧；可以写出其运动方程 

qBv =| 
△p

△t
 | = 

p△

△t
  = 

pv
r
，                 （1） 

其中 q 是粒子电荷，v 是粒子速度的大小，p 是粒子动量的大小，△  是粒子在△t 时间

内转过的角度，r 是轨迹曲率半径．于是有 

p = qBr ．                             （2） 

按题意，q = e ．用 pd 和 pu 分别表示粒子射入铅板和自铅板射出时动量的大小，并在式（1）

中代入有关数据，可以算得 

pd = 63.0 MeV / c ， pu
 = 22.8 MeV / c ．      （3） 

注意到当 pc� mc2 时应使用狭义相对论，从 

p = 
mv

1－( v / c)2 
 ．                   （4） 

中可以得到 

v= 
c

1 +( mc / p)2 
 ．                   （5） 

用 vd  和 vu 分别表示粒子进入和离开铅板时的速度大小．把式（2）以及 m = 0.511 MeV / c2 

代入式（3），可得 

vd ≈ c ， vu
 ≈ c ．                       （6） 

于是，粒子穿过铅板的平均速度 v = ( 1 / 2 ) ( vd  + vu ) ≈
 
c ．用△t 表示粒子穿过铅板的时
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间，则有 

v cosθ△t = d ．                           （7） 

再用△pdu
 表示粒子穿过铅板动量改变量的大小，铅板所受到的平均力的大小 

f = 
△pdu

△t
 = 

pd－pu

d / ( v cosθ )
 ≈

 ( pd－pu ) ccosθ

d 
 ；       （8） 

代入有关数值得 

  f ≈
 
1.04 ×10

－9 N  ．                          （9） 

  （III）一个粒子穿过铅板的时间 

△t = 
d

v cosθ 

 ≈
d

 ccosθ 
 
≈2.07 ×10

－11 s = 0.0207 ns ，    （10） 

比粒子束流的脉冲周期 = 2.50 ns 小得多．铅板在此脉冲粒子束穿过期间所受的力的平均

大小 

F ≈( pd－pu ) j ；                             （11） 

代入数据得 

F = 0.107 N ．                                （12） 

运用式（4），可把粒子能量写成 

E = p2c2 + m2c4 ，                           （13） 

所以粒子穿过铅板前后的能量分别为 

Ed = p2
dc

2 + m2c4 = 63.0 MeV ，Eu = p2
uc

2 + m2c4 = 22.8 MeV ． （14） 

于是，铅板在脉冲粒子束穿过期间所吸收的热量 

Q = ( Ed－Eu ) j  ；                           （15） 

代入数据得 

 Q = 8.04 ×10
－2 J ．                           （16） 
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 cot 2r f               （2） 

两式联立，可求得 

1
sin arctan

2

f
x R

r

 
  

 
。           （3） 

评分标准：正确画出光路图 5分，（3）式 5分。 

 

 

 

 


