
第七章费米系统练习：

说明低温下理想费米气体的亥姆霍茨自由能(A=U-TS)可表达为:

这里N是粒子数。



第八章相变与临界现象的基本概念

8.1 相变与相变分类

常见的一些相变：如气－液相变，顺磁－铁磁相变，金属正常态－超导态相变等。

何种情况下会发生相变？

相变是物质内部粒子间相互作用（倾向于使系统有序）与粒子自身热运动（使系统无序）相
互竞争的结果：

1. 如无相互作用不可能有相变，如理想气体无气－液相变；自旋磁距间如无相互作用，就
不可能产生铁磁态；

2. 如无热运动干扰，系统内部形成有序态，也不会有相变。

3. 相变时的平衡条件：各相温度，压强和化学势相等。特别地，如系统由一种组元组成，
由于吉布斯自由能G=nμ，故各相（相同摩尔数的）吉布斯自由能也相等。

相变分类：
1. 如化学势的一阶导数在相变点不连续，相变为一级相变；
2. 如化学势的一阶导数在相变点连续，但二阶导数不连续，相变为二级相变；以此类推。

二级及以上相变（二级以上的相变极少见到）也称为连续相变，其最本质特征是发生自发对
称破缺，即系统自发地由较高对称性的态变为较低对称性的态，这可用序参量来描写。序参
量的结构和含义随相变系统的不同而不同，可以为标量或矢量，实数或复数等等。对连续相
变，序参量在临界点附近连续地趋于零（在临界点为零）。



两个例子：

一级相变：

二级相变：



如把磁化强度朝上和朝下各视为一个假想的“相”，则这两个“相”的转变（如通过加
外磁场实现）为一级相变，因磁化强度 。

两个典型的存在一级和二级相变的系统：

1. 气－液相变：

2. 顺磁－铁磁相变：
右图为Ising自旋系统，自旋
只能平行或反平行与某个轴。

温度低于某个临界温度 时
系统处于铁磁相（低对称性）
； 时热运动使自旋无
序取向，系统处于顺磁态（
高对称性）。相变为二级相
变，M为序参量。

两相共存平衡曲线P-V图

M0为最大磁化强度

AB线之间为两相共存
区， 时相变
为一级相变；在

时 ，
相变为二级相变。由

降到

时，对称性降低（对
称性发生破缺）。
为序参量。



8.2 热力学函数的临界指数

在临界点附近，所有热力学函数可分为有有限大小的正规部分和奇异部分（其本身或导
数是发散的），奇异部分可表示成以下形式：

这里 是约化温度，并且y>0。函数f(t)的临界指数定义为：

如λ<0，则f(t)在临界点发散；如λ>0，则f(t)在临界点趋于零；如λ=0，则可把f(t)视为对数
发散，由于

我们容易发现 它相当于f(t)函数中有含很小λ>0的 项，但该项的
比例系数-1/λ很大。

对不同的热力学函数可以定义不同的临界指数。以铁磁系统为例，
序参量:

热容:                                                                                    ，实验发现对连续相变

磁化率： ，实验发现对连续相变

态方程：



8.3 关联函数和标度律

以铁磁系统为例，我们定义其关联函数。系统的序参量是M，设其密度函数为m(r)，则序参量
为：

这里 表示系综平均。关联函数可写为：
在动量空间里，我们有 考虑到 是实的，所以有
于是

可通过下面的考虑获得：首先涨落应该是各向同性的，因此在序参量密度函数的最低
阶近似下，自由能G有如下形式：

故在动量空间里

它的平均值在 的量级，因此有

这称为关联函数的Ornstein-Zernike形式，代入到上面的式子并求反傅立叶变换，我们得

其中 是关联长度，它一般在临界点发散。
在临界点附近，我们假定关联函数有着Ornstein-Zernike形式，即
我们引入两个临界指数来描述关联长度和关联函数在临界点附近的行为：

这里d为空间维数。



由上节和本节我们得到了六个临界指数，它们并不是完全独立的，我们有以下四个关系式：

这称为标度律。我们稍后将由标度理论基础上推导出标度律。

下面我们列出了一些系统的临界指数：



8.4 涨落－耗散定理(fluctuation-dissipation theorem)

对铁磁系统我们可以把序参量M显式地写出：

上面最后一式我们已经假定了系统有平移不变性。假定外场H线性地与序参量耦合，哈密顿量
可写为：

这里 是无外场时的哈密顿量。把第一个等式对H求偏导可得到磁化率χ：

对比前节的公式我们发现了关联函数和磁化率之间的关系：

这是涨落－耗散定理(fluctuation-dissipation theorem)的一个特殊情形。

一般情形：

⚫ 量子系统对外场的响应（假设为线性响应）[取自帕斯里亚《统计力学》第三版15.6.A节]：

为此考察系统某可观测量 A随时间的变化，这一变化由一小的、依赖于时间的外场 h(t) 引起，

该场与系统另一可观测量 B线性耦合。于是系统哈密顿量变为：

这里 是平衡态下的无扰动哈密顿量。



用正则系综。平衡态密度矩阵为： A 的平均值为：

在遥远的过去无外场，于是系统处在由哈密顿量 所定义的平衡态上。

某时刻外场加上后， A 对其平衡值的偏差可通过密度矩阵来计算。此时密度矩阵为：

其运动方程为：

上面我们注意到外场 h(t) 和 均为小量，因此可以忽略正比于 的高阶项。

求解此方程(*)我们得：

对可观测量 A ，其相对于平衡值的变化为：

再利用迹的循环性质 可发现 是响应函数和外场的卷积：



⚫ 我们于是研究两个随机变量（可观测量）A和B的时间关联函数 的涨落谱。
系统哈密顿量为 ，其本征态的完全集为 ，利用完全性条件和 ，
系综平均值为：

其傅立叶变换即为涨落谱：

类似我们有：

我们再考察推迟格林函数，其定义为：

，其中

由上面的结果得：



利用:

可得:

再利用 ，这里P表示主值，可得

即对 ，有：

这就是涨落－耗散定理(fluctuation-dissipation theorem)

⚫ 外力的响应函数（广义磁化率）的实部和虚部的关系：

考虑线性响应(linear response theory)。由因果律，在外场V(t)作用下，在时刻t’的系统的某一力
学量A(t’)的响应只与t’以前的扰动有关。因此

这里K(τ)是响应函数。在频域里，我们有：



响应函数K(τ)是实的，因此 。由因果律τ>0可以导出χ(z)的实部和虚部的关系。

注意 只对复数 z 的上半平面适用（详见朗道统计物理学I卷123节）

为此，我们在如图所示的区域内计算函数

的积分。由于区域内无奇点积分为零。设|z|趋于无限时
χ(z)趋于零，并定义主值积分

则有

于是有：

记 ，则有

这称为Kramers-Kronig relation。推迟格林函数也有类似上面的表达式。



8.5 平均场理论

我们先引入一个粗粒（coarse-grained）序参量密度函数 ，我们可以把它看作原子大小尺度a
范围内的平均磁距密度，因此 在比a更小的尺度里没有涨落。
我们考虑临界点附近的系统，这时序参量或 很小。定义朗道自由能：

假设外场 很弱，因此只考虑线性项。由 的空间反演不变性（H=0时），m的
所有奇次项的系数应为零。假设u0和温度无关，令

这里t是约化温度。而系统哈密顿量可写为：
它是 及其共轭场 的泛函。

在平均场理论里，朗道假定临界点附近朗道自由能可写为

这里m是均匀序参量密度，即 各处相等，外磁场也为均匀外场。这样，哈密顿量为

因而配分函数为：



上面的(Dm)代表对m的泛函积分。我们可以用Z中最大的一项代替泛函积分来作近似。一般来
说，这项需满足：

把朗道自由能代入上式，可得(*)式：

解之，当h=0时我们有（下式及右图）

由此可得临界指数β=1/2。
在(*)式中对磁场求微分，可得磁化率：

由此得临界指数γ＝1。
在临界点有t=0，由(*)式可得态方程：
因此临界指数δ＝3。
由(*)可得朗道自由能：
对t微分可得热容：

得临界指数α＝0.



再考虑与关联函数和关联长度相关的临界指数，为此我们需考虑 [有空间涨落]。哈密顿
量写为：

极值条件为：

利用

和

我们有：
上式对 求导可得响应函数 的方程：

把前面所得的m的值代入，解方程得 其中

因此关联长度临界指数 。转到x空间，有

由涨落耗散定理，有

因此关联函数临界指数



三相点示意图：



平均场的三相点理论

这里我们考虑更复杂一点的情形，即自由能到m的6次：

这时我们假定c是正的，但a和b可随温度变化变号。我们来考察一下外场h=0时的相变的特性。
我们有:

对应于 的五个根为:

现在我们看一下ψ的最小值随a,b取值的变化情况。注意到 ，因此当a<0时最小值
必然在 ，把值代入我们有：

由此可见只有 对应于极小值。

若a>0: 这时 是一个极小值，但并不见得是最小值:

1) 若b>0, 由上易知 是复数，因此唯一的极小值是
2) 若b<0,我们有三个极小值:                         当 时三个极小取值相同。这时有：

再利用 的定义式我们发现:                          。这是一阶相变线。在线上 可以有一个跳跃（注
意 是自由能对广义力h的一阶导数）：



相变随a,b变化图(右：2D，下：3D，包
括 ）。

Crossover区(a<0,b>0):

由下式定义：

当2次项重要时,是经典的二阶相变,反
之则为三相行为。二次项重要时有：

因此 为两种行为分界线。

三相点:a=0, b=0。在三相点的临界指数为：



三相点的一个例子

这里 混杂度x看起来也像是一个序参量
(对比第一节的气液相变中虚线)！



更进一步，除了(m,h)这一套序参量和广义力组合外我们可以再引入辅助序参量x和对应的
广义力Δ，于是我们可写自由能为(这里已令h=0)：

二阶临界线由 给出。三相点由 给出，这是一个点 。

在二阶临界线上(右图虚线),我们有:

右图实线为一阶相变线,由
我们发现:

由此容易发现当 时两个微分结果相同。

•

此外,与磁系统类似,我们可写

一阶相变发生条件为:                                           和

我们发现沿一阶相变线临近三相点时, x的值有一个跳变（作为练
习）：

•



8.6 平均场理论的失效， Ginzburg判据

8.7 标度理论

准备知识：

•齐次函数：其定义为： ，这里λ是任意的，p为幂指数。易知

•广义齐次函数：定义为： ，这里a和b是任意的定值。于是

标度假说认为在相变点附近，吉布斯自由能G的奇异部分是约化温度t和h=H/(kBT)的广
义齐次函数，即
于是有：

这里我们考虑朗道平均场理论适用的范围，这要求 的（在关联长度内的）涨落要足够小。即
要求无量纲误差量：

由于 ，这导致
在（二阶相变）临界点附近t→0时只有 这一条件才满足，这就是Ginzburg判据 。
对三相点，Ginzburg判据变为 。 也称为上临界维度（upper critical dimension）。



标度不变性



•对h微分可得磁化强度
h=0时，有

比较 得

•磁化强度对h微分得等温磁化率：

与 对比后得

•吉布斯自由能对t微分两次，可得热容：
与 对比后得

•吉布斯自由能对h微分，并取t=0，可得

与 对比后得

由以上四式可得两个标度律：

对关联长度有 。由于关联长度是临界点附近唯一有关的特征长度，我们可以假设在空间
线度为ξ的体积元内的吉布斯自由能为 的量级。于是总自由能的量级为 因此我们
有当 时， ，对比前面的结果有



8.8 普适性

人们发现很多不同系统的连续相变有普适性：可以
把相变分为有限的几大类，同一类的各系统相变时
的临界指数相同（如右图例子）。可在重整化群基
础上得到解释。

下面考虑关联函数Γ，我们有：

这里 ，这个标度形式可在特殊情况下从Ising系统的哈密顿量得出

又令λ=r，有
把前面的等式代入有

在临界点，
对比 ，得标度律：

此标度律也可由涨落耗散定理（磁化率和关联函数关系）推出。



8.9 自发对称破缺

•哈密顿量的对称性（几个例子）：
1. 陷阱中的有弱相互作用的玻色气体：

这里 和 分别为坐标表象中的波色粒子的产生和湮灭算符。哈密顿量在下列规
范变换下不变：

2. 海森堡铁磁系统（连续自旋系统）： ，

其中自旋可在自旋空间任意取向。哈密顿量在三维自旋空间的转动下不变，因此有O(3)
变换下的不变性。

3. 单轴Ising铁磁系统（离散自旋系统）：

其中自旋 且ij代表两个最近邻。哈密顿量在所有自旋 的变换下不变，因此
有序参量 的不变性。

若我们看 和s的统计平均值：

由于哈密顿量的对称性，上面两式应为零，且这与温度(高温或低温)无关。但在实验里，
我们知道低温 下会出现 和 ，即系统从高对称性态变为低
对称性态。如何解释？----自发对称破缺，即系统的对称性可能自发地发生破缺。



•自发对称破缺：对宏观系统（即热力学极限下），如内部存在简并基态，系统在低温下由于
某种因素可处于某一个基态上，而转到其它基态的概率为零。

考虑一个宏观连续对称自旋系统加上一个小磁场（指向任意一个确定的方向），在极限B→0条
件下M的系综平均有两种作法。虽然（不正确作法）：

但（正确作法）：

极限次序是非常重要的。以Ising系统为例，我们研究有限和无限系统的吉布斯自由能密度G和
序参量磁化强度M：

有限体积下，由哈密顿量的
对称性有：

于是G有如下对称性：

这里

因此对任何h，有

因此当h=0时，也有
但无限体积的吉布斯自由能 和有限体积的情形不一样（见上图）， 在h=0处是
不光滑的，由于一阶导数的不连续使得： 和
即热力学极限下会出现非零自发磁化强度。书上p.227页对Ising系统给出了一个例子。



8.10 连续对称系统的Goldstone定理

上节我们举了离散对称系统自发对称破缺的一个例子（Ising系统）。现在我们来看一个有连续

对称系统的自发对称破缺。该系统中存在无数个简并基态，这些基态彼此正交而系统只取其
中一个。
我们在本节将证明（ Goldstone定理）：自发对称破缺时系统中会出现由局域基态在空间逐渐
变化而形成的激发态(Goldstone激发)，这样的激发态是波长很长的波，（波长趋于无穷大时）

其激发能几乎为零。这使处于对称破缺的低对称态可能恢复到高对称态。在铁磁体中这种激
发的模式(Goldstone模)是在系统中形成的自旋波。
考虑有O(n)对称的自旋系统（如海森堡模型），自旋有n个分量 ，系统的朗
道自由能 及相应的哈密顿量为

这里我们用 代替了 ，哈密顿量已包括了因子 ，上面各项的具体形式为：

配分函数是泛函积分：

我们先考虑s在坐标空间均匀的情形（即 ）
，同时令h=0，这时朗道自由能为（注意 ）

因此有（见右图，显示O(2)对称性）：
• t>0 (             )，在s=0处有极小值
• t<0 (             )，极小值在以 为半径
的圆上，为无穷简并，圆上各点为不同的简并
态。



现在我们来分析系统发生自发对称破缺时的涨落，为此我们考虑系统的响应函数---磁化率。

•设在自旋空间里加上沿 方向的外磁场，自旋沿此方向磁化。磁化强度为

系统的两点涨落关联函数为：

由

可得在傅里叶空间有：

由涨落耗散定理可得静磁化率：

•对一般情形，我们可以定义磁化率张量：
其中 是朗道自由能，这个张量描写由于外场的β分量的改变引起的磁化强度的α分量的变化。
由于哈密顿量是O(n)对称的，故 和h的方向无关，因此一般有

利用 ，我们有

这里 和



若磁场h和m同向，上式中取α=β=1，磁化率由 给出；若h垂直于m，则可取 和
，此时磁化率由 给出。
从上面的式子可以看出，在 的情况下，当h=0时，由于系统处于有序相（ ），有

和 ，
因此只要外场增加一个无穷小量就能使磁化强度的方向改变一个有限角度。

总之，我们发现，有O(n)对称的系统发生自发破缺时有两类涨落：
1）平行于自发磁化强度方向，即纵涨落，改变m的大小，需要付出有限能量；
2）垂直于自发磁化强度方向，即横涨落，改变m的方向，不需付出能量。每个横涨落都有一
个激发能几乎为零的激发模(k=0)与之联系。对O(n)对称系统，共有n-1支这样的模。

为进一步观察这些模我们取磁化强度 方向为 ，由涨落 有

于是在 ，系统的哈密顿量一般可写为（令h=0）

在傅里叶空间里我们有：

这里 和 分别为纵和横关联函数:

变换到坐标表象即有：



8.11 空间维数和涨落

空间维数d在相变里有很重要的作用。如对Ising模型，只有d>1维的系统才能发生相变；
理想波色气体只有d>2维才能发生波色-爱因斯坦凝聚。
1）在任何温度（除零温外）系统中都可能发生涨落。如系统由于对称破缺而出现有序态，
该有序态必须对涨落是稳定的。
例子：对 的连续对称自旋系统（见上节），我们来看横涨落关联函数：

若d<=2，当k→0时积分发散，这表明有序态将被长波涨落破坏；但对d>2，有序态对涨落
是稳定的。故d=2是能否产生相变的分界线，称为下临界维数（lower critical dimension）。

2）domain wall的影响：即低温时的长程序是否对domain wall的形成稳定。这里是从亥姆
霍茨自由能F=U-TS极小的观点分析。为此我们希望内能小而熵大。
(a) 离散自旋系统如Ising系统：假设系统是完全有序的，若出现了一个线度为L的domain

（磁畴），内能的增加和磁畴表面的自旋数 成正比。若 ，创造N个domains
需要耗内能的量级为N，但此时熵的增加量级为 ，因此自由能极小将意
味着越来越多的domains被创造。因此长程序被破坏，此时相变不存在。

(b) 连续自旋系统：这时磁畴壁有一定厚度，而序参量在磁畴壁内外连续地变化。创造
domain对内能的消耗粗略估计为

我们估计 是因为L是仅有的相关的量。类似，domain wall的体积量级
为 ，因此内能的增加 ，通过与前面类似的讨论我们发现下临界维数为d=2。


