
第 十 章 
 

涨落理论 



 统计物理中宏观量是对应的微观量的统计平均值，因此宏
观性质会出现统计平均所带来的涨落。 

 涨落现象有两种，一种是围绕平均值涨落，另一种是布朗
运动。 

 宏观量围绕平均值的涨落指的是宏观量的瞬时值与它的平
均值的偏差。系综理论中曾用正则分布函数和巨正则分布
函数，分别讨论了正则系综的能量涨落和巨正则系综的粒
子数和能量的涨落。然而，系综理论中用到的求涨落的方
法并不普遍，有的宏观量没有直接对应的微观量，如熵和
温度的涨落，此外还有一些强度量的涨落，如压强和化学
势的涨落不易求得。本章将引入涨落的准热力学理论来计
算各宏观量的热力学涨落。 

  



 布朗运动是处在气体或液体中的微小粒子由于受到周围气
体或液体分子的碰撞而产生的不规则的随机运动。分子和
微粒子碰撞所产生的剩余力造成无规运动，这种剩余力是
一种涨落力。布朗运动在随机过程研究中具有重要的意义。 



1  涨落的准热力学理论 
 热力学本身是不讨论涨落的, 此处“准”是指用了许多热

力学公式，但根本上是从统计出发考虑的。 
 

1.1  涨落的基本公式 
• 问题：有一系统，平衡时，E、V、S各有平衡值              ， 
 

 若系统的微观态具有                                                          ， 
 

 求这微观态出现的几率 W ？ 
 

 对处于平衡态的孤立系统（E、V、N 一定），平衡态的
熵     和系统的微观状态数的极大值        之间的关系由玻
尔兹曼关系给出 
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据等概率原理，对出现     的概率       有 
 
 
由于涨落，熵 S 可以偏离极大值     ，由玻尔兹曼关系可得 
 
 
由两面上式得到，孤立系统熵具有偏差                     的概率 
为 
 
 
设想所考虑的系统与一个大热源接触而达到热平衡，系统和 
热源构成的复合系统是孤立系统，有确定的能量和体积  
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 热源很大，平衡时系统的温度和压强等于热源的温度 T 
和压强 p . 由热力学基本方程式得 

 
 
 
 将上式代入（*）式，得到系统的熵、内能和体积分别为 
                     的概率为 
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 简单系统只有两个独立变量，选 S 和 V 作为自变量， E 
是 S 和 V 的函数，能量的偏差可理解为 

 
 

 即假设在有涨落时                        . 
 

 系统处于平衡态时，通常偏差都比较小，可以把 
 在            附近作泰勒展开，准确到二阶项有 
 
 
 
 
 
 其中各级偏导数取                         时的值. 
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 将                                    代入上页展开式，可得 
 
 
 
 上式代入基本公式 I ，得 
 
 
 
 
   根据基本公式可以计算系统各宏观量的涨落 
  和涨落的关联！ 
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1.2  基本公式的应用 
 系统只有两个独立变量，基本公式 II 中的四个偏差中只有

两个是独立的，可以选取两个变量 X、Y作为自变量，利 
 用基本公式 II去求                                      等等. 
 
• 以 T、V 为自变量 

 
 
 
 

 代入基本公式 II ，得 
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按照求平均值的公式，得到 
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• 以 S 和 p 为自变量 
 可以求得 
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 相关函数，值为 0 表示  
T 和 V 是统计独立的 



• 其它相关函数 
 
 

 

 上式求平均，得 
 
 
 
 
 用类似的方法可以证明 
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• 粒子数 N 和能量 E 的涨落 
 系综理论中用配分函数求得了粒子数和能量的涨落，现在

用涨落的准热力学理论得新导出这两个涨落的表达式. 
 前面在粒子数 N 固定的条件下求得                         ，利用

它可以求得粒子数密度 n 的涨落和体积 V 的涨落之间的
关系.  

 由              ，粒子数 N 固定时，有 
 
 粒子数密度的相对涨落为 
 
 如果把粒子数密度的涨落应用到某个 V 固定而 N 改变的

系统，则 
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 下面计算系统能量的涨落，以 T、V 为自变量，有 
 
 
 
 
 
 
 
 

 利用热力学公式                                    ，得 
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 为了和系综理论中得到涨落公式比较，求           时，粒子

数 N 不变转换到体积 V 不变，由 N=nV 得 
 
 
 
 将上式代入前页结果得 
 
 
 
 上式最后一步利用了关于             的结果；此能量涨落式

与系综理论中用巨正则分布函数得到的结果一致. 
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2  布朗运动 
 

2.1  布朗运动和研究布朗运动的意义 
 

  1827年，植物学家布朗观察到悬浮在液体中的花粉或其
他小颗粒不停地做无规则运动，颗粒愈小，其运动就愈激
烈，这就是布朗运动。 

 

 在此后很长一段时间内，人们并不了解这种运动的原因，
在1877年德尔索才正确地指出，布朗运动是颗粒受到介
质分子碰撞不平衡引起的。直到上个世纪初，爱因斯坦
（1905年）、斯莫陆绰斯基（1906年）和朗之万（1908
年）等发表了他们的理论，皮兰（1908年）完成了他的
实验工作，布朗运动才得到清楚的解释。 



布朗粒子通常很小，直径约   （微米量级）， 
要在显微镜下才能看到。由于粒子很小，它受到周围流体介 
质分子的碰撞一般是不平衡的，这个净作用力足以让粒子产 
生运动，粒子愈小，布朗运动就愈显著。由于分子热运动变 
化剧烈，产生的力涨落不定，其大小和方向也不断地发生变 
化，因而粒子的运动是无规则的。 
 

布朗粒子与分子碰撞所产生的能量交换过程，类似于分子间 
的碰撞过程，所以可以把布朗运动看成分子运动的一个宏观 
表示。 

7 610 ~ 10 m− −



研究布朗运动的意义： 
 

1. 为分子运动论提供有力的证据。在关于物质微观结构的认 
识过程中，以罗蒙诺索夫为首的分子运动论思想和经化学家 
奥斯瓦尔德为首的唯能论者曾经历漫长的争论。因为人类的 
眼力尚未深入到微观世界，因而争论正确方得不到有力的证 
据。而布朗运动可以间接看到介质分子的无规则、毫不停止 
的运动。 
 

2. 在精密测量中也有意义。如微电流的测量，精密度要受到 
布朗运动的限制。电流计及其他带有悬丝和反射镜的仪器， 
由于反射镜受到周围空气分子的碰撞而施加的力矩一般来说 
是不平衡的，因而会产生无规则的涨落摆动。 



2.2  朗之万方程和爱因斯坦公式 
 首先讲述布朗运动的朗之万理论. 为简单起见，只考虑颗

粒运动在一个水平方向的投影. 
 颗粒运动方程为 
 
 式中 f(t) 表示介质分子施于颗粒的净作用力，g(t) 表示可

能存在的其它作用力，如电磁力、重力. 
 

 f(t) 分成两部分，一部分为粘滞阻力           ，根据粘滞阻
力的斯托克斯公式，有 

 
 f(t) 的另一部分是涨落力 F(t) ，相当于分子对静止的布朗

颗粒的碰撞静作用力. 涨落力 F(t) 取正负具有相同的概率，
其平均值为 0 . 
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 作出上面的区分后，可将颗粒的运动方程表为 
 
 
 上式称为朗之万方程. 
 当不存在其它外力时，朗之万方程为 
 
 
 

 以    乘上式，考虑到 
 

 可得 
 
 
 将上式对大量颗粒求平均，加一横线表示求得的平均值. 

2

2 ( ) ( )  ,d x dxm F t g t
dt dt

α= − + +

2

2 ( ) .d x dxm F t
dt dt

α= − +

x
2

2 2 2
2

1( )
2

d dxx xx x x x
dt dt

= − = −   

2
2 2 2

2

1 ( ) ( ) 
2 2

d dmx mx x xF t
dt dt

α
− = − +



（1）注意求平均与对时间求导数的次序可以交换，即 
 
 
 

（2）涨落力 F(t) 与颗粒的位置无关 
 
 
（3）在颗粒与介质达到热平衡的情况下，根据能量均分定

理颗粒在       方向的平均动能为 
 
 
  利用以上结果，可得到 
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 方程的通解为 
 
 
 其中 C1、C2 是积分常数. 
          的数值可估计如下： 
 设布朗颗粒是半径为 a 的小球，              ，则                 . 
 

 在皮兰的实验中 
 由此算得                               因此在很短的时间后（例

如              ），通解中的第二项便可忽略.  
 若假设所有的粒子在 t=0 时都处在           处，得 C2=0. 
 因此得 
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= 左式被称作爱因斯坦公式， 
为皮兰实验所证实. 



2.3  从扩散观点看布朗运动 
 当存在大量布朗粒子，其密度分布不均匀时，可观测到布

朗颗粒的扩散. 扩散实际上是颗粒作布朗运动而产生位移.
现在再从扩散的观点研究颗粒的布朗运动. 



扩散方程在上述初始条件下的解为 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

上式与爱因斯坦方程完全一致，比较可得                           . 
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