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18Ù ëê�O

�Æ8�:

1) 4Æ)n)Ý�OÚ4�q,�O�{.

2) n)�&«m½Â.

3) Ýº~��oN©Ùeëê�:�OÚ�&«m�O�.

�k��oN, ±f(x; θ1, · · · , θk)PÙVÇ�Ý¼ê(eoN©Ù´ëY5�), ½Ù

VÇ¼ê(eoN©Ù�lÑ.�). �Qã�B·�Ú�¡f(x; θ1, · · · , θk)�oN�V

Ç¼ê. ëê�O¯K´|^loNÄ����&E5�OoN�,
ëê½öëê

�,
¼ê. ��b½oN©Ù/ª®�§���==´��½A�ëê. |^lo

Nf(x; θ1, · · · , θk)¥Ä���|��X1, · · · , Xn�éëêθ1, · · · , θk�����Ñ�O½�

O§��,�®�¼êg(θ1, · · · , θk).

§6.1 :�O

�oNX�©Ù¼ê/ª®�, �§���½õ�ëê���, ~Xëêθ��, �

â��X1, · · · , Xn5�Oëêθ, Ò´��E·��ÚOþθ̂ = θ̂(X1, · · · , Xn). �k
�

�X1, · · · , Xn���,Ò�\θ̂ = θ̂(X1, · · · , Xn)¥�Ñ���,^5��θ��O�.�ù�

A½8�
�E�ÚOþθ̂��θ��Oþ. duëêθ´ê¶þ���:, ^θ̂�Oθ,�

u^��:��O,��:, ¤±ù���O��:�O.

¦:�O��{kõ«, e¡0�ü«:�O�{:

§6.1.1 Ý�O�{

Ý�{J��19­V�Karl Pearson. Ý�{´Äu�«{ü�“O�”g�ïáå

5��«�O�{. ÙÄ�g�´^��Ý�OoNÝ. d�êÆ§XJ��ëêÚo

N�,�(
)Ýk'X§·�ég,�5�E��ëê��O"

£Á�e±c'uÝ�P{µ

��k�Ý: ak =
1
n

n∑
i=1

Xk
i mk =

1
n

n∑
i=1

(Xi − X̄)k
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oNk�Ý: αk = EXk µk = E(X − EX)2

Ïd3k�Ý�3��¹e§�â�êÆk

ak
p−→ αk, mk

p−→ µk

l
·��±¦^ak,mk©O�Oαk, µk"0�Xe: b�oNX�¹k���ëêθ1, · · · , θk,

d�§| 
α1 = f1(θ1, · · · , θk)

...

αk = fk(θ1, · · · , θk)

�)�� 
θ1 = g1(α1, · · · , αk)

...

θk = gk(α1, · · · , αk)

òÙ¥�oNÝ^�A���Ý�O§K·��±��ëêθ1, · · · , θk����O:
θ̂1 = g1(a1, · · · , ak)

...

θ̂k = gk(a1, · · · , ak)

e��Oëêθ1, · · · , θk�,¼êg(θ1, · · · , θk), K^g(θ̂1, · · · , θ̂k)��O§.

ùp·�^�Ñ´�:Ýαk§�,��±¦^¥%Ýµk§½öü�Ñ¦^"3ù«

�¹e§�I�r�A�oNÝ�¤��Ý"·�¡ù«�O�{�Ý�O{§���

�Oþ¡�Ý�Oþ"Ý�O�{A^��K´µU^$�Ý?n�ÒØ^p�Ý"

Ý�O{�`:´{ü´1,¿ØI�¯k��oN´�o©Ù.":´§�oNa

.®��§vk¿©|^©ÙJø�&E. ��|Üe, Ý�OþØäk��5.

~ 6.1.1. Ý��qM1,�
)�¡Ñy�VÇ,yÕá­E�Ý�ng,^X1, · · · , XnL

«Ý�(J. w,d�oNX�©Ù�B(1, p), p�a,��þ. 
X1, · · · , Xn���, K

¦ëêp�Ý�Oþ"

): duEX = p§
��þ�X̄Âñ�oNþ�EX, Ïdp���Ý�Oþ�p̂ = X̄.

~ 6.1.2. ��	,«�Á¤1©Ù�¹,¦^��©ÙN(a, σ2)5��oNX�©Ù.y

3l¥�ÅN�n�<, =���X1, · · · , Xn. Á¦ëêa, σ2�Ý�Oþ"
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): du

EX = a, V ar(X) = σ2

¤±a, σ2���Ý�Oþ�

â = X̄, σ̂2 = m2 =
1
n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

·���ES2 = σ2§Ïd§σ2�,��Ý�Oþ�σ̂2 = S2.

§6.1.2 4�q,�O�{

4�q,�{�8c��A^�2��:�O�{. ù«�{´ÄuXe�w{:

½Â 6.1.1. �oNX kVÇ¼êf(x; θ) = f(x; θ1, · · · , θk)§ùpëêθ = (θ1, · · · ,

θk) ∈ Θ§
��½x�rf(x; θ)w¤�θ�¼ê§¡�q,¼ê, ~P�L(x; θ)½L(θ).

��½ëêθ�§f(x; θ)�±w¤´����*	�x��U5§ù�§�rëêθw

¤CÄ�§�Ò��“3ØÓ�θ�eU*	�x��U5��, =L(x; θ)”¶du·�®

²*	�
x§¤±·��Ï¦3=��θ��e§¦�U*	�x��U5L(x; θ)��"

ù�θ��=¡�θ 4�q,�O�(wþ��k�U�)"·�kw��~f:

~ 6.1.3. l~³p�ÅÓM500^~, �ÐPÒ�­#�\~³¥, �¿©·Ü�2Ó

M1000^~, (JuyÙ¥k72^�kPÒ. Á¯~³¥�Ukõ�^~.

): kò¯K��z. �³¥kN^~, Ù¥r^�ÐPÒ. �ÅÓMs^, uyx^kP

Ò. ^þã&E5�ON .

^XL«ÓM�s^~¥�PÒ~�ê8, K

P (X = x) =
Cs−x

N−rC
x
r

Cs
N

.

8cuy3ÓM�s^~¥kPÒ�~x^,�Ï¦N�Û��,¦�*	�ù�¯�{X =

x}��U5��. =x´�½�, N´Cz�, Pp(x;N) = P (X = x). Ï�

g(N) :=
p(x;N)

p(x;N − 1)
=

(N − s)(N − r)
N(N − r − s + x)

=
N2 −N(s + r) + rs

N2 −N(r + s) + Nx
,
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�rs > Nx�, g(N) > 1; rs < Nx�, g(N) < 1. ¤±P (X = x)3N = rs
xNC����, 5

¿�N �U���ê, �N���U��O=4�q,�O�

N̂ =
⌈rs

x

⌉
.

Ù¥d eL«e��, =�uT�����ê. òK8¥�êi�\,

N̂ =
⌈

500× 1000
72

⌉
= 6944.

=~³¥�o�~ê�6694^.

y�Ñ4�q,�O���5½Â:

½Â 6.1.2. �X = (X1, · · · , Xn)�läkVÇ¼êf�oN¥Ä����§θ���ëê

½öëê�þ. x = (x1, · · · , xn)����*	�"e3�½x�, �θ̂ = θ̂(x)÷veª

L(θ̂) = max
θ∈Θ

L(x; θ)

K¡θ̂�ëêθ�4�q,�O�,
θ̂(X)¡�ëêθ�4�q,�Oþ"e��ëê�θ�

¼êg(θ)§Kg(θ)�4�q,�Oþ�g(θ̂)"

¦4�q,�O���u¦q,¼ê����"3{ü����¹e,

L(x; θ) =
n∏

i=1

f(xi; θ)


rq,¼ê�éêl(θ) = log L(θ)¡�éêq,¼ê(ù´du3�
�¹e§?né

êq,¼ê��B)

�q,¼êéCþθüN�, ·��±N´��Ù���:. ���q,¼ê��

üN¼ê�éCþθ��©�§·��±¦Ù7:: -

dl(θ)
dθ

= 0 (½ö
dL(θ)

dθ
= 0)

�θ�õ��, 'Xθ = (θ1, · · · , θk)�-

∂l(θ)
∂θi

= 0 (½ö
∂L(θ)
∂θi

= 0) i = 1, · · · , k

,��äd7:´Ä´���:"
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~ 6.1.4. �X1, · · · , Xn�loNX ∼ N(a, σ2)¥Ä����§¦ëêa, σ2�4�q,�

Oþ"

): ´�éêq,¼ê�

l(a, σ2) = c− 1
2σ2

n∑
i=1

(xi − a)2 − n

2
log(σ2)

Ù¥c´�ëêÃ'�~ê. - {
∂l(a,σ2)

∂a = 0
∂l(a,σ2)

∂σ2 = 0

��  a = x̄ = 1
n

∑n
i=1 xi

σ2 = 1
n

n∑
i=1

(xi − a)2

N´�yd7:´������:§Ïd��a, σ2�4�q,�Oþ: â = X̄

σ̂2 = 1
n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2.

k�¼êf¿Øéθ1, · · · , θk��, $�f���ØëY, ù�¦�Òv{^, 7L£

��©½Â.

~ 6.1.5. �oNXÑl[a, b]þ�þ!©Ù, a < b, ¦ëêa, b�4�q,�O.

): ´�q,¼ê�

L(a, b) =
1

(b− a)n

n∏
j=1

I(a ≤ xj ≤ b) =
1

(b− a)n
I(a ≤ x(1) ≤ x(n) ≤ b).

u´é?Û÷v^�a ≤ xj ≤ b�a, bÑk

L(a, b) =
1

(b− a)n
≤ 1

(x(n) − x(1))n
,

=q,¼êL(a, b)3a = x(1), b = x(n)������. u´a, b�4�q,�Oþ�â =

X(1), b̂ = X(n).
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~ 6.1.6. �X1, · · · , Xn�läkXe/ª�Ý�oN¥Ä����:

f(x; a, b) =

{
1
b exp{−x−a

b } , x > a

0 , x ≤ a

¦ëêa, b�4�q,�Oþ.

): ´�q,¼ê�

L(a, b) =
n∏

i=1

f(xi; a, b) =
1
bn

exp{−1
b

n∑
i=1

(xi − a)}I(x(1) > a)

3�½b�§w,q,¼ê�a�üNO¼ê§ÏdL(a)�7:�â = x(1)"2-
∂L(a,b)

∂b = 0§

��b = 1
n

n∑
i=1

(xi − x(1))§N´�yd)´���:"l
��a, b�4�q,�Oþ: â = X(1)

b̂ = 1
n

n∑
i=1

(Xi −X(1)).

~ 6.1.7. �X1, · · · , Xn�lXe©Ù¥Ä��{ü��§¦θ�4�q,�O.

f(x) =
1

x!(2− x)!
[θx(1− θ)2−x + θ2−x(1− θ)x], x = 0, 1, 2; θ ∈ (0,

1
2
)

): dK��f(x)�lÑ.§Ù©ÙÆ�

X 0 1 2

P 1
2 [(1− θ)2 + θ2] 2θ(1− θ) 1

2 [(1− θ)2 + θ2]

e��ld©ÙÑu§KØU��θ�4�q,�O�wªL�"�d§·�­#ëê

z§Pη = 2θ(1− θ). KdK��η < 1/2"K

X 0 1 2

P 1
2(1− η) η 1

2(1− η)

2Pni = #{X1, · · · , Xn¥�ui��ê}, i = 0, 1, 2, K��q,¼ê�

L(η) = (
1
2
(1− η))n0ηn1(

1
2
(1− η))n2 = (

1
2
(1− η))n−n1ηn1

¦)¿5¿η�þ.=��η�4�q,�O�

η̂ = min{n1

n
,
1
2
}

2dθ = 1−
√

1−2η
2 ��θ�4�q,�O�

θ̂ =
1−

√
1− 2η̂

2
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§6.1.3 :�O�`ûOK

·�w�éÓ��ëê§kõ�ØÓ��Oþ§Ïd§µÀØÓ�Oþ�`�5´

I��Ä�"

1. Ã 5

�ĝ(X1, · · · , Xn)���ëê¼êg(θ)����Oþ§e

Eĝ(X1, · · · , Xn) = g(θ)

K¡ĝ(X1, · · · , Xn)�g(θ)�Ã �Oþ"Ã 5´é���Oþ��Ä���¦, Ù¢

S¿ÂÒ´ÃXÚØ�. Ïd3kõ��Oþ�øÀJ�§·�`k�ÄÃ �Oþ"

éõ�ÿ·�����Oþ´k ,~X��oN���σ2�4�q,�Oþσ̂2 =
1
n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2´k �, Eσ̂2 = n−1
n σ2. e± n

n−1¦±σ̂2, ¤����OþÒ´Ã �. ù

«�{¡�?�.

e,�ëê�3õ�Ã �O�,XÛ5ÀJ¦^=��Oþº<�q3Ã 5�

Ä:þO\
é����¦.

2. k�5

�ĝ1(X1, · · · , Xn)Úĝ2(X1, · · · , Xn)���ëê¼êg(θ)�ü�ØÓ�Ã �Oþ§e

é?¿�θ ∈ Θ,k

V ar(ĝ1(X1, · · · , Xn)) ≤ V ar(ĝ2(X1, · · · , Xn))


���é,�θ0 ∈ Θ¦�î�Ø�ª¤á"K¡ĝ1�ĝ2k�"

3. �Ü5

�oN©Ù�6uëêθ1, · · · , θk, g(θ1, · · · , θk)´��ëê¼ê"�X1, · · · , Xn�g

ToN¥Ä����§T (X1, · · · , Xn)�g(θ1, · · · , θk)����Oþ§XJé?¿�ε >

0Úθ1, · · · , θk����U�Ñk

lim
n→∞

Pθ1,··· ,θk
(|T (X1, · · · , Xn)− g(θ1, · · · , θk)| ≥ ε) = 0

·�K¡T (X1, · · · , Xn)�g(θ1, · · · , θk)���(f)�Ü�Oþ"

�Ü5´é���Oþ��Ä���¦§XJ���Oþvk�Ü5§@oÃØ�

���õ�§·��ØUr��ëê�O�?¿ý½�°Ý"ù«�Oþw,´Ø��

�"
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Ý�Oþ´÷v�Ü5�§4�q,�Oþ3é���^�e�´÷v�Ü5�"

4. ìC��5

�Oþ´��X1, · · · , Xn�¼ê§Ù(��©Ù��Ø´N´��"�´§Nõ/

ªéE,�ÚOþ(�7´Ú)§�né��§Ù©ÙÑìCu��©Ù§ù�5�¡�Ú

Oþ�“ìC��5”"

Ã 5Úk�5Ñ´é�½�����n
ó�§ù«5�¡��Oþ�“���5

�”§
�Ü5ÚìC��5Ñ´�Ä3����ªuÃ¡��5�§ù«5�¡�“�

��5�”"

~ 6.1.8. �loN
X 0 1 2 3

P θ/2 θ 3θ/2 1− 3θ

Ä����{ü��X1, · · · , X10�*	��(0, 3, 1, 1, 0, 2, 0, 0, 3, 0)§

(1) ¦θ�Ý�Oþθ̂MÚ4�q,�Oþθ̂L§¿¦Ñ�O�"

(2) þã�Oþ´Ä�Ã �ºeØ´§��?�.

(3) '�?���ü��Oþ§�Ñ@��k�.

dk�5�½Â§·�g,¬¯3���U�Ã �Op§UÄé�äk����

�Ã �OþºXJ�3ù���Oþ§·�¡Ù�����Ã �Oþ, �[/�±

ë���"
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