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论数学期望定义中“绝对收敛” 

孙 伟 

(哈尔滨金融高等专科学校 基础部，黑龙江 哈尔滨 150030) 

摘 要：从收敛分为条件收敛与绝收敛的角度 出发，通过具体例子论述 了条件收敛的级数，会因为更改级数各项的顺 

序而导致其和发生改变。而绝对收敛的级数，更改绝对收敛级数中各项的位置，其和保持不变。离散型随机变量的期望是 

一 个确定的数值 。期望或均值不会因为这个式子中各项积的顺序的更改，而改变其值。能够保证这个结论成立的只有绝对 

收敛。 
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我们在概率论学习中，在学习数学期望定义时，无论 

是学生还是有些教师经常被数学期望定义中“绝对收敛” 

所困惑。经常问，为什么收敛不可以?。下面以离散型随机 

变量为例，探讨数学期望定义中“绝对收敛”的意义。 

离散型随机变量期望定义 ：离散型随机变量￡的分布 

律为 

P{￡ ：x )：P (k=1，2L)，若级数
．

∑
， 
P 绝对收敛 ， 

则 ∑xkp 称 为随机变量的数学期望 ，记 作 E￡ ．即 

E￡ ：
．

∑ P =xtp1+x2p2+￡+ P +￡ 

由定义，我们看到，当离散型随机变量￡的分布律为 P 

{￡ = }：P (k=l，2￡)一旦确定，且它的期望或者说均 

值存在的话， 。P + 2+￡+xkPI+￡就是一个确定的数值 ， 

该数值不会因为这个式子中 。P。+X2P。+￡+xkpk+￡各项 

积的顺序的更改，而改变其值。这也是要求 。P + P：+￡ 

+ P + 绝对收敛“，而不是“收敛”的关键所在。 

由数学分析，我们知道，级数收敛分为条件收敛与绝对 

收敛。对于条件收敛的级数 ，如果更改级数各项的位置，或 

者说交换级数项的顺序所得到的新形式的级数 ，如果和存 

在，其和是否保持不变?我们来看下面的例子 

级数 霉 ：-一÷+÷一÷+￡+(一1)．-1÷+L条件 
收敛，设其和为 

即1一寺 ÷ 一÷ L(一1) +L=s (1) 
现在把级数(1)的一些项的顺序作如下调整 
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一 ÷一÷+÷一吉一÷+÷一÷+一一L c2， 卜丁一百 了一百一虿 了一 一一 (2) 
根据收敛的级数满足结合律并且和是不变的。将(2) 

加上括号。 
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+一一L 一丁 一下 了 一百 一虿 了 一 一 

= (1一÷)一百1+‘了1一 1)～百1+‘了1一面1) 
一

吉 一’L 3’ 
： 一 + 一 + 一 + 一L 
2 4 。6 8 10 12 —— 

=丁1(卜 丁1 了1一下1+L)=丁1 s 

由此说明将条件收敛的级数 (1)更改一些项的顺序 

后 ， 

级数的和发生了改变，且为÷s 
我们再作如下调整。将(1)两端同乘以 。得到 

÷一÷+ 一÷+ +o～古+L：丁1 s (4) 丁一丁 一百 而 o一百儿 丁 (4) 
可以写 成 

1 

一 71 一  

o+÷+o一÷+ +o 

将(1)与(4)两端对应相加得到 
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： 。 (5) 2 、 

由(5)看到 ，左端就是在级数 (1)的基础上更换 了顺 

序，然而，级数(1)的和却变为÷s 

由此看到，条件收敛的级数 ．如果更改级数各项的顺序 

所得到的新形式的级数，如果和存在 ，其和是改变的。但是 
一 个绝对收敛的级数，更改级数中各项的顺序所得到的新 

级数，是否收敛，如果收敛，其和是否改变? 

设级数 ∑绝对收敛 ，且 ∑ =s，更改级数 ∑u 中项的顺 
_上n un ．1 I 

序所得到的新级数为。下面分两种情况探讨，∑u：是否收 

敛，且是否满足∑=∑ 
“ 

1、当级数∑是正项级数；更序后的新级数 ∑u：也是 
Ⅱn n 1 

正项级数 

设新级数∑部分和为 u 1+u；十￡+u：：s： 
u 

由于 

s：= + ；十￡+ ：≤ l+ 2十￡+ +L=s 

即正项级数 ∑u：的部分和有界，因而 
n=l 

∑u：收敛 且 lims：：s≤ s 
n = J ⋯  

同理 因为 1+“2+ ≤ + ；十￡+ ：十￡有 

所以 有 s，：s 即 ∑uh=∑u 

故当级数 ∑
．

u 是正项级数 ．更序后的新级数 ∑
．

u：收 

敛，且和不变 

2、当级数∑u 是任意级数。构造如下两个级数 

I I+ 一 

n — T  

显然 ： 一W I I： 十W 

∑ ，∑W 

∑ ，∑W 都是正项级数，又因为 

0≤ v ≤ I U 1 0≤ W ≤ Iu I 

而已知 ∑ I收敛 所以 ∑ ，∑，∑W 是收敛的正项 
i n i n ⋯ 1 

级数 ， 

设 ∑ ：口，∑W =W，则 

∑ =∑
．

( 一W )= 一W 

∑． I：∑．( +W )= +W j 
n j 

对于级数 ∑_u 的更换顺序 的级数 ∑u：，同样相应于 

∑． ，∑． 也有更序后的∑ ：，∑W：都是正项级数，且由 
n i i n l n l 

第一种情况已证明，它们都是收敛的且和保持不变。即 

即 ：=V， I( ：+ ：)： +W。 
R ： 1 i 

所以，新级数 ∑u：的绝对收敛 ．又因为 
=l 

∞ ∞  

∑u：：∑ ( ：一 ：)= 一W 
=l 1 

∞  ∞  

即 ∑n：：∑u 和不变 

由上所述，更改绝对收敛的级数中各项的顺序所得到 

的新级数，是收敛的，且其和保持不变。 

事实上，由黎曼定理，如果一个级数 ∑u 条件收敛，则 

适当地交换各项的位置，可以作成收敛于任意给定的数 

的收敛级数，还可以作成发散级数。而由绝对收敛级数的 

性质，更改绝对收敛的级数中各项的顺序所得到的新级数， 

是收敛的，且其和保持不变。因此 ，在期望定义中，要求 

IPI+X2P2十￡+ +̂ 绝对收敛”．而不是“收敛”。 

在概率论的期望定义中，要求 xlp。+X2P：十￡+xkP̂ 十￡ 

绝对收敛的前提下，才将 XIP。+X2P：十￡+xkP 十￡定义为 

随机变量￡的数学期望。在期望定义中若不是绝对收敛． 

就不能将 xlp。+ ： 十￡+ 十工作为随机变量的数学期 

望。．此时我们说期望或均值不存在。看下面的例子 
' 

设随机变量￡的取值为 =(一1) ，K=1，2，3，L 

相应的概率为P =去，k=1，2．3L 

因为 P ≥0．∑P =1所以 P 是随机变量￡的概率分 

布 

此时 ∑
．  

P +xzp2十￡+ p^十￡ 

=毒( 备= 

由In(1+x)=x一等+}一÷+L一1 x≤1 

得到舌x kpk 占÷ 一 n2 
一 般情况下 ，我们可能就误认为是随机变量的期望 

但 是 

k
量
=l x · ：毒÷+÷+÷+÷+L 
是调和级数 ，是 发散的。即 ∑x P 不是 绝对 收敛 。因 

而，∑XkP =一1n2不能作为随机变量￡ 的数学期望。随 

机变量的期望不存在。 

综上所述，在数学期望定义中，要求绝对收敛。就是因 

为随机变量的数学期望是一个确定的数值，不会因为改变 

P + ：P：十￡+ P 十￡中各项的位置，致使其数值发生 

改变。绝对收敛的级数具有这样的性质。而条件收敛是无 

法保证这一性质的成立的。 
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