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基于保角映射构造流形上的细分曲线 

朱文明 邓建松 陈发来 
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摘  要：流形上的曲线设计在很多领域有着广泛的应用.本文通过对流形的保角映射，把常用的曲线细分格式应用

于流形上，生成流形上的光滑曲线。实验证明这类曲线具有较好的光滑度,并继承了 3R 空间中细分曲线的一些特征，

如曲线可以是插值或者逼近原始点列。本文同时给出实例以说明方法的有效性。 
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1 引 言 

流形上的曲线设计在机器人刚体动作设计
[10,12]，制造几何学 [5,13]以及计算机动画[8,11,14]等领域

有着广泛的应用，是最近十几年来研究的热点问题

之一。比如在动画设计中，要求摄像机沿着物体表

面从一点移动到另外一点，这就需要给摄像机安排

一条好的光滑路径曲线，并且要求这条曲线能紧贴

着物体表面。 
对于一般欧氏空间里的自由曲线设计方法有很

多种，比如样条曲线、细分曲线等等，这里不再赘

述。我们关注的是给定曲面上的一些点，如何通过

细分的方法设计一条这个曲面上比较光滑的路径，

使得它插值或者逼近这些点。目前这方面的研究还

主要使用的是变分方法。Hofer[7]通过扩展三次 B 样
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条曲线以及张力样条，设计流形上的能量极小化样

条，但是这种样条一般没有显式表达，也不便于做

多分辨率的曲线设计。本文试图从另一个方面考察

流形上光滑曲线的快速生成算法，即通过构造流形

上的保角梯度场，建立流形与参数域（单位圆盘或

单位球）之间的可逆保角映射。因此流形上的细分

曲线便可与对应参数域上的细分曲线简历一一对

应，从而达到流形上光滑曲线设计的目的。 
由 Riemann 几何中的一致化定理，任意单连通

的 Riemann 曲面 K 都与复平面C或者 Riemann 球

∞∪C 或者开圆盘 }1{ <∈ zz :C 保角等价。作为

Riemann 曲面 K 的一个线性逼近，单边界三角网格 M
总是可以同胚于二维欧氏空间中的一个圆盘 2S ，而

亏格为零的闭曲面通常可被保角映射到 3R 中的单

位球 3S 上。对于复杂拓扑的曲面，通过引进基础域

（Fundamental domain）的概念，分别建立各基础域

上相互兼容的保角映射图（Atlas），同样可以得到

整体保角映射的构造方法[4]。 
本文由五个部分组成，第二节主要介绍当前应

用广泛的保角映射算法以及欧氏空间中的曲线细分

格式；第三节详细描述基于曲面保角映射的细分曲

线构造过程；第四和第五节分别给出实例和结论。 

2 保角映射与曲线细分格式综述 

本节我们主要介绍流形上的保角映射构造方

法，并简单概括 3R 中曲线细分的几种常用格式。 

2.1 流形的保角映射 

流形的保角映射在Gu[4]的文章中有比较详细的

介绍，在这里我们做个简单的概括。对亏格为 g 的

Riemann曲面K，首先我们使用K上的同调基和上同调

群构造梯度场线性空间，通过求解一个线性方程组

得到这个空间的一组基，最后再由这组基的线性组

合获得K的一个保角梯度场，记为 ωω *1−+ ,这里

ω和 ω* 分别为梯度场的实部和虚部。 

通过K的同调基 g
iie 2

1}{ = 构造，曲面可以沿每个 

ie 分解成与亏格 g 相关的单边界曲面片，称为基础

域。上同调群是同调群上的线性泛函空间,由

Riemann几何理论，保角的梯度场（全纯I-型）

ωω *1−+ 具有如下性质： 

 封闭性，ω和 ω* 都是闭的。 

 调和性，ω和 ω* 都是调和的，即 0=∆ω ，

0* =∆ ω 。 

 二元性，ω和 ω* 的上同调群可以由他们沿

着每个同调基上的积分得到。 

 共轭性，ω总与 ω* 垂直。 

由Hodge理论，给定 g2 个实数 gcc 21,..., ，存在唯

一的梯度场ω满足上面的前三个条件，即 
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其中 d 为外微分算子，4为Laplacian-Beltrami算子，第三

式则是对ω的上同调群做相关约束。梯度场的共轭

性则由 ωω ×= n*
得到，这里 n 为曲面的法向空间。

一旦得到保角梯度场空间的基 iii }1{ *ωω −+ ，曲

面的一个保角参数化便可通过梯度场在曲面的每个

基础域上积分得到。 
保角参数化的一个例子如图1[4]，其中(a)表示的

是 2=g 的模型上的4个同调基 41,...,ee ；(b)为 1e 上的

梯度向量场；(c)为与(b)正交的向量场 ω* ；(d)是(b)和
(c)的组合，即保角梯度场 ωω *1−+ 。 

 

 
(a). 同调基 (b). 1e 上的梯度场ω  

 

(c). ω*  (d). 保角梯度场 ωω *1−+
图 1. 保角梯度场的构造 

 
虽然Gu给出了Riemann几何意义上的保角参数化方

法，但是在工程应用中处理的对象都是多边形网格，



                                                                                         7819#论文复审稿            
3 

即流形的线性逼近。特别对于三角形网格，很多种

离散的保角参数化方法被提出，关于这方面的介绍

可以参考Floater的综述性文章
[3]
。Gu通过使用单纯形

上调和逼近De Rham上调和，同时对Hodge星算子，

Laplacian-Beltrami算子分别做线性逼近，给出了网格上

的整体保角参数化框架： 
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这里ω即表示的是网格M上的梯度场实部， ],[ vu 为

节点u 与 v 之间的边， vu ,κ 是边上的弹性拉伸系数，

下标 i 从1到 g2 。一旦求得实梯度场的一组基
g

ii
2

1}{ =ω ，其虚部
g

ii
2

1
* }{ =ω 便可以通过线性方程组

BW =Λ 得到，其中矩阵W 与向量 B 的元素都可以

由ω与 ω* 地外积得到，未知向量Λ则是 }{ ,vuω 的组

合系数。 

上述过程其实是 Riemann流形保角映射在三角形

网格上的离散实现，由 ωω *1−+ 表示的一组基张

成了网格 M 上的保角梯度场空间。目前提到的关于

三角网格保角参数化方法都可以在这个空间中找到

表达方式。 

2.2 曲线细分格式 

细分方法是近年来曲面曲线造型研究的课题

之一。其优点在于对少量的初始曲线或者曲面，通

过收敛的细分方法，便可快速有效地生成光滑的极

限曲线曲面，并且算法简单，容易实现，在 CAGD
领域内占有很重要的位置。这也是我们在设计流形

上曲线考虑使用细分方法的原因之一。 

Dyn[2]等首先给出四点二进制的插值曲线细分

格式，在经过适当的修改之后证明格式是 1C 的。四

点二进制插值格式的细分模板为 1 9 9 1
16 16 16 16[ , , , ]− − 。

三点二进制逼近细分是从均匀三次 B 样条推导而

出，对给定的任何初始点列，其极限为一个 2C 的光

滑曲线。细分模板为 

1
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Hassan[6]等还提出了带参数 µ的四点三进制细

分，并且证明当 1 1
15 9µ< < 时格式是 2C 的，其细分

模板为 
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其中权值组 0 1 2 3{ , , , }a a a a 的元素分别用 µ 表示为
71 1 13 1 1 1 1

18 6 18 2 18 2 18 6{ , , , }µ µ µ− − + − − + 。 

其他还有更多的从样条导出的格式也被提出[1，

15,16]。所有的格式都适用于我们的方法，在实例中

我们考虑的是两种具有代表性的带参数四点三进制

插值格式和三点二进制逼近格式。 

3 基于保角映射的曲线细分 

本节我们分别对单边界的开网格和零亏格的闭

网格进行分析，详细描述三角网格上细分曲线的生

成过程，并在复杂拓扑的网格上引入局部参数化的

方法，按模版顺序依次生成新一层的顶点。 
首先定义几个记号： 
M ，给定的网格； 

0 1{ , ,..., }
j

j j jj T
NV v v v= ，网格M 上经 j次细分

后的点列； 

0 1{ , ,..., }
j

j j jj T
NT t t t= ，参数域上经 j次细分后

的点列； 
mS ，m维欧氏空间中的单位球； 

Φ， sΦ ，分别对应单位圆盘和单位球上的保

角映射算子； 
S ，欧氏空间中细分算子，通常是线性的； 
N ，向量归一化算子。 

3.1 单边界开网格的全局参数化方法 

单边界开网格M总是可以同胚于二维欧氏空

间中的一个圆盘 2S ，其上的保角映射算子定义如

下： 
2

2

2

( , )

:

( ) ,

. . 

i i i

ij i j
i j Edges

M S

p q S p M

s t Min q qλ
∈

Φ →

Φ = ∈ ∀ ∈

−∑

 

则M 上的初始点列 0V 通过映射Φ一一对应到参数

域 2S 上的初始点列 0T ： 0 0( )T V= Φ  



4     7819#论文复审稿                                                                                              

任意给定一个收敛的曲线细分格式S ，在 2S 上

总可以对 0T 做细分操作。经过n 步细分之后，得到

点列 nT ： 0, 0,...,j jT S T j n= = 。 
最后，我们需要将它从 2S 映回到M 上去。这

里需要Φ的逆映射，即 1−Φ ： 1n nV T−= Φ ，点列 nV

即为我们所求。 
上述细分过程概括起来可以描述成一个算子，

表示为 1P S−= Φ ⋅ ⋅ Φ ，n 次细分只需在初试点列

连续作用P算子n 次即可： 

。

0

1 1 1 0

1 0

     = ...

     =

n n

n

V P V

S S V

S V

− − −

−

=

Φ ⋅ ⋅ Φ ⋅ Φ Φ ⋅ ⋅ Φ

Φ ⋅ ⋅ Φ

 

 图 2 描述了基于开网格上保角映射的曲线细分

过程，(2.c)和(2.d)分别为参数域 2S 上的初始曲线及

细分曲线。 

 
(a). 初始状态 (b). 3 次三点格式后的曲线 

 
(c). 初始参数域 (d). 细分后的参数域曲线 

图 2. 单边界开曲面上的曲线细分 

 
由算子Φ的特点，角度在保角映射的作用下是

保持不变的。因此在足够光滑的流形 K 上，当细分

步数n → ∞时，其极限曲线 0lim n

n
V P V∞

→∞
=  至少

能保持
1C 连续。当然这里需要细分格式 S 至少是

1C 的。 

3.2 零亏格闭网格的全局参数化方法 

 由于零亏格闭网格拓扑同胚于 3 3S R⊂ ，其上

的保角映射等价于调和映射[4]，我们应用球面参数

化 sΦ 实现从M 到 3S 的保角映射： 

3

3

2

( , )

:

( ) ,

. . ij i j
i j Edges

M S

p q S p M

s t Min q qλ
∈

Φ →

Φ = ∈ ∀ ∈

−∑

 

同时将欧氏空间中的曲线细分格式限制在球面 3S

上。这主要是通过对细分过程中新生成的点做归一

化处理N 而得到。 
记S N S= ⋅ ，将S 和 sΦ 分别代替 3.1 节中的S

和Φ，我们得到另一个参数化细分算子： 
1

1   

s s s

s s

P N S

S

−

−

= Φ ⋅ ⋅ ⋅ Φ

= Φ ⋅ ⋅ Φ
 

经过n 次 sP 的作用，我们得到 

。

0

1 1 1 0

1 0

     = ...

     =

n n
s

s s s s s

n
s s

V P V

S S V

S V

− − −

−

=

Φ ⋅ ⋅ Φ ⋅ Φ Φ ⋅ ⋅ Φ

Φ ⋅ ⋅ Φ

 

图 3 演示的是基于球面参数化的曲线细分。(3.c)
和（3.d）分别是参数域 3S 上的初始曲线和细分曲

线。 

 
(a). 初始状态 (b). 3 次四点格式后的曲线 

 
(c). 初始参数域 (d). 细分后的参数域曲线 

图 3. 零亏格闭曲面上的曲线细分 

 

3.3 复杂拓扑的局部参数化方法 

 在实际应用中，经常需要处理的海量数据的密

集曲面或者具有很复杂得拓扑结构。在这种情况下

前面描述的方法可行性不高。虽然Gu将整体的保角

参数化应用到任意拓扑流形上，但是在处理海量数

据的时候，其效率是非常低的。 

在这里我们引入类似于基础域的概念，按每个
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细分模板
j
iΩ 构造网格M的一组子集， }{ j

iU 。每个
j

iU 均通过兼容的保角映射图
j
iΦ 投影到复平面上

的单位圆盘。其算法描述如下： 
局部参数化上曲线细分算法描述 

输入：三角网格M 及其上初始点列 0V  

输出：M 上点列 nV  

1．对每个细分模板 j j
i VΩ ⊂ ，从M 剪切曲面片

j
iM ； 

2．应用算子Φ将 j
iM 保角映射到 2 维圆盘 2S ，同

时得到模板 j
iΩ 在 2S 上的像，记为 ˆ j

iΩ ； 

3．在 2S 上以 ˆ j
iΩ 为模板做曲线细分，并通过 1−Φ 将

新生成的点映射回M ，作为 1jV + 的元素； 

4，若 j n< ，重复 1-3. 

图 4 中的网格是一个亏格为 1 的机器零件，初

始点列由 4 个点组成(4.a)，(4.d)为某个模板所在的

局部剪切曲面。 

 
(a). 初始状态 (b). 3 次三点格式后的曲线 

 
(c). 1 次三点格式后的曲线 (d). 局部剪切曲面 

图 4. 基于局部参数化的曲线细分 

 
前面介绍的平面参数化方法同样保证了当细分

步数n → ∞时M 上极限曲线的光滑性，而相邻基

础域上保角映射图（Conformal Atlas）的相互兼容

性保证了在细分的过程中不会产生局部扭曲。 

4 实例及说明 

我们在多个不同实例上应用前面描述的算法，

并且得到期望的结果。不失一般性，我们使用三点

二进制逼近格式和四点三进制格式，来生成网格上

的闭曲线。对于开曲线，只需要在端点处额外考虑

边界条件即可。 

图 5 显示的是 Bunny 模型上平面参数化的细分

曲线。模型是底部开口的，所以为单边界开网格。

(3.b)和(3.c)分别是两种细分格式生成的曲线，(3.d)
为参数域上的对应细分曲线。 

 
(a). 初始曲线 (b). 3 次四点细分后的曲线 

 
(c). 4 次三点细分后的曲线 (d). 4 次三点细分后的参数域 

图 5. 单边界开曲面实例 

 
显然，对于同样给定的网格M 及其上初始曲线

0V ，逼近型的三点二进制方法得到的曲线效果要比

插值型四点三进制格式的要好些，并且逼近型细分

格式作用后曲线会有一个收缩的效果，这在图中也

表现的比较明显。 
 

 
a). 零亏格拓扑上初始曲线 b). 3 次四点格式后的曲线 

 
c). 4 次三点格式后的曲线 d). 4 次三点格式后的参数域 
图 6. 零亏格闭曲面上的曲线细分,模型为 Gargoyle. 
 
对零亏格的闭网格，我们应用 Gu[4]提出的球面

保角映射算法，同样应用三点二进制和四点三进制

格式进行细分曲线生成。效果如图 6，使用的模型
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为 Gargoyle，我们在一边翅膀上设定初始曲线，再

经过球面参数化上的细分过程，得到 6.b (四点格式) 
和 6.c (三点格式) 的细分曲线，6.d 为 4 次三点格式

后的参数域曲线图。 
在网格点密集或者复杂拓扑的曲面上我们应用

局部参数化方法，每次只取曲面的一小部分做保角

映射，最后得到效果如图 7。这里我们采用的模型

是 Armadillo，不过其背部被人工裁剪掉两个大小不

一的洞，经过局部参数化上的细分过程，得到 7.b
和 7.c 的效果图，7.d 的左右两图分别为第 1，2 层

细分上的某个模板对应的局部剪切曲面。由此表明

基于局部参数化的曲线细分在处理复杂拓扑方面也

是很有效的方法。 

 
a). 初始曲面 b). 三点格式细分 1 次 

 
c). 三点格式细分 2 次 d). 第 1,2 层上的局部剪切 

图 7. 局部参数化曲线细分实例. 模型为 Armadillo,背部被

剪切出大小不一的两个洞. 

5 结论 

本文利用流形保角参数化的结果给出了构造流

形上光滑曲线的算法。在获取了曲面的参数域之后，

细分曲线的生成效率与一般欧氏空间中的细分方法

相当。当细分步数较小（比如小于 5）时，基本上

可以实时的给出结果。利用这种方法可以快速的生

成流形上的光滑曲线，满足计算机图形学中曲线设

计的需要，第三和第四节通过实例演示的效果，说

明了这种方法的可行性。 
今后我们将考虑进一步提高上述算法的效果，

并与新近出现的所谓非线性细分算子[17]进行比较，

以期得到更好的生成曲面上细分算法。 
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