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B6zier曲线细分收敛定理的推广
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摘 要：在CAGD中，基于de Casteljau算法对B∈zier曲线进行迭代细分时收敛定理成立，即假设每一次在相同的位

置参数r(O<r<1)处对曲线进行细分，那么迭代得到的控制多边形收敛到初始控制多边形定义的B6zier曲线．文中

对这一定理进行推广，给出了允许在每一次细分时采用不同的位置参数，得到了细分后产生的控制多边形收敛到初

始控制多边形所定义的B∈zier曲线的充要条件，并讨论了收敛速度．
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Generalization of Subdivision Convergence of B6zier Curves

Feng Wenyue，Wu Meng，and Deng Jiansong。
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Abstract：In computer aided geometric design，based on the de Casteljau algorithm，the theory of

subdivision convergence is established by subdividing B6zier curve iteratively．The control polygon

converges to the original B∈zier curve after the iterative subdivision at the same local parameter r，O<

r<1．In this paper，the theory above is extended and generalized．Different parameters associated with

different steps of subdivision iteration are permitted and the necessary and sufficient condition that the

control polygon converges to the original B6zier curve is obtained．Furthermore，the speed of

convergence iS discussed．
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在CAGD的经典理论中，de Casteljau算法可

以计算B6zier曲线在参数区间内某一点的值口]，不

仅如此，它在给定的位置参数下进行一次迭代就可

以把原来的B6zier曲线细分成为2段，同时给出它

们的控制顶点．基于de Casteljau算法的细分(简称

de Casteljau细分算法)是分析B6zier曲线和曲面的

主要数学工具，应用细分技术可以建立关于B∈zier

曲线和曲面的快速稳定的显示和求交算法[2]．De

Casteljau细分算法反复细分时采用的是相同的位

置参数，这种递归方法所产生的每层控制多边形形

成的折线序列会收敛于原B6zier曲线L3-63，这里每次

细分是指对原B∈zier曲线或对原B色zier曲线细分

后产生的每段B6zier曲线分别进行细分．当进行m

次细分后产生2“段B6zier曲线，其中m∈N．为了

推广基于de Casteljau细分算法细分B∈zier曲线的

理论，本文讨论了在递归使用de Casteljau细分算

法每次细分用不完全相同的位置参数rk，O<r。<1，

忌一1，2，⋯时，控制多边形形成的折线序列收敛到原

B吾zier曲线的收敛情况以及收敛速度．
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1 B∈zier曲线的de Casteijau算法

De Casteljau算法是一种计算B6zier曲线在某

点处取值并且可以用来细分B6zier曲线的方法．作

为本文讨论的基础，下面具体介绍这种算法．

定义l[¨．一条B∈zier曲线定义为C(f)=
月

芝：Pfc?￡i(1一￡)一i，0≤t≤1，其中Po，Pl，⋯，只蜀
是控制顶点．

记|D。=EP。，P。，⋯，P。]表示由P。，P。，⋯，P。

依次用线段相连接形成的该B6zier曲线的控制多

边形．给定位置参数r0∈(0，1)，利用de Casteljau

算法可以给出B∈zier曲线在h处的函数值，同时可

以把原曲线分成2段B6zier曲线并且给出它们的控

制顶点．

图1所示为de Casteljau算法的示意图，其中

P；一(1一ro)P；_1+roP再；；i一0，1，⋯，押，歹=

0，1，⋯，n—i，P2=P^，正=0，1，⋯，”．由

de Casteljau算法产生的P3，P5，⋯，P：以及P：，

P7～，⋯，P：是由原曲线分成的2段B6zier曲线的

控制顶点．实际上，de Casteljau算法给出的是一个

对原来由控制多边形形成的折线的一个割角的算

法[7≈]．图2所示为具有控制点P。，P。，P。，P。的三

次B6zier曲线的deCasteljau细分算法的几何阐述．

／＼

／ ＼

／V ＼

／5 v刷v⋯球＼7 V V ＼
，3 P? 蠼

⋯ ，：

圈】 1'／次Ekzier曲线的de Casteliau算法

图2三次B∈zier曲线在r一1／2的de Casteljau细分算

法示意图

其中，点Q0，Q1，Q2，Q是t=0到t=1／2这段

B电zier曲线的控制点；点R。，R。，R2，R。是f一1／2到

f=1这段B6zier曲线的控制点．

显然，经过一次细分后生成的控制多边形比原

控制多边形更靠近B6zier曲线．由文献E2]可得到

经典的细分收敛定理．

定理1[7]．由递归细分生成的控制多边形收敛

到初始控制多边形对应的B6zier曲线．

为了讨论在不同位置参数细分下的收敛情况，

首先引入一些记号．由第惫次细分产生的所有

B6zier曲线段的控制多边形组成的折线记为e‘P．

设第走次细分对应的位置参数为r。，矗=1，2，⋯，本

文中将讨论在某个位置参数列{^)是。下，当k--oo

时，e‘P是否会收敛到原B6zier曲线C以及在收敛

情况下的收敛速度．收敛是指lira￡‘P的几何位置与
女—·∞

C的几何位置重合．也就是说，当它们作为2个点集

时是相同的集合，其中lim e‘P是指任意收敛点列
t—·。。

{P。)嚣。的极限点组成的集合，P。∈e‘P．

2细分收敛的定义

为了便于分析{￡‘P}暑。收敛到原曲线的过程，

下面给出细分收敛严格的数学定义以及该定义合理

性的分析．

如图3所示，用树结构分别表示在{n)嚣。下细

分过程中所产生的控制多边形与任意2个相邻控制

顶点之间的距离，其中旃。”’t是第志次细分后产生

的某段B6zier曲线的控制多边形，i。，⋯，i。∈{0，1)．

例如震1是指由第一次细分后产生的B6zier曲线段

(其控制多边形为po)在第二次细分后生成的2条

B6zier曲线段中的某一条B6zier曲线段的控制多

边形．啦。“^一{即⋯’‰，鳕’‘”’‘，⋯，z≥””’‘)表示

廊’⋯’ik每个边的边长．若数列{a。}满足口。一，∈

L》二i。‘一，且n。∈q⋯。‘一．‘，则称该数列是沿着L树

取的数列．当按照位置参数列{靠}7--。对一条给定的

B6zier曲线进行细分，若所有沿着L树的数列都一致

／＼／＼

／＼ ／＼

／l／|／l／|．

图3 JD树与L树
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收敛于0，此时称按照位置参数列{以)暑。对给定的

B6zier曲线进行细分的过程是收敛的，简称为细分

收敛．

定理2．对于给定的B6zier曲线C，若按照位置

参数列{n}暑。，0<rk<1对其进行细分且细分收

敛，则lim e‘P与C几何位置重合．
々—·∞

证明．由de Casteljau算法，B6zier曲线C上的

任意一点C，对任意k∈N存在第k次细分后生成的

某个控制多边形P--。i1’⋯’ik使得c在卢}’⋯’ik中的控制

顶点所决定的B6zier曲线上．￡≥’⋯’‘为卢≥’⋯’ik的边

长的集合．考虑万r”’‘的凸包艿。，由B6zier曲线的

凸包性，cE&．记

al=max{伊⋯“‘旧’⋯“‘∈L≥’⋯“‘}，

可以选取{砧。”噜)器。使得{a。}是。是沿着L树取得

的数列，由细分收敛的定义a。一O(当足一∞时)，则

&的周长ct—O．若在平面上引入任意一个直角坐

标系，考虑包含文的最小矩形△。=[z{，z1]×[y{，

鲥]．由于“一o，z{一zl—o，Y{一Yl一0，分别对

([z{，z1]}和(Cy{，Y{]}应用区间套定理，则存在唯
∞

一的P=(zo，Yo)∈n Al；而c∈文∈△女，k=0，

1，⋯，由唯一性，声一cEC．则C∈lime‘P．

另外，若存在一个收敛点列{P。}，其中P。∈

￡‘P，使得Pt一户且P不在C上．设P到C的距离为

d(p，C)=d(d>0)．则对于d／2存在N，当k>N

时，d(A，P)<d／2．考虑Pt所在的控制多边形

ID}’⋯～．由于控制多边形的2个端点在曲线C上而

户々∈力’⋯啷且d(Pt，c)≥d(p，c)--d(P，Pt)>d／2，

故lDp’⋯“t的最大的边长a。≥d(P女，C)／n>d／2n，其

中以是给定B6zier曲线的次数．而由于细分收敛是

沿着L树的数列一致收敛，故产生矛盾．所以P在C

上，即lime‘P∈C． 证毕．
^t x’

因此在本文所给的“细分收敛”的意义下，如果细

分是收敛的，则lime‘P=C，也就是直观上折线矿P随

着细分次数k的增加会逼近给定B6zier曲线C

3细分收敛条件

3．1每层细分定参的细分收敛条件

通常，基于de Casteljau算法对给定B6zier曲

线细分都是在同一个位置参数下进行的，而且当位

置参数r6(O，1)时该细分过程是收敛的．但是这种

情况对每次细分在不同位置参数下的细分过程却不

总是成立的，如图4所示，对基于de Casteljau算法

细分图中的B6zier曲线，第k次细分的位置参数为

r^一1—1／3‘．

a第4次细分 b第8次细分

图4第k层上选择“=l一1／3‘细分给定B6zier曲线

从图4中可以看到，进行到如图4 a所示的第4

次细分与如图4 b所示的第8次细分后的结果几乎

没有差别，尽管这并不能说明在无穷次细分后就不

会细分收敛．

下面讨论在不一定完全相同的位置参数列

{^}7-。，0<rk<1下对B6zier曲线进行细分所得控

制多边形的收敛情况．设第k次细分后生成的其中

一个控制多边形ID≥⋯‘，t对应的位置参数为r。，为了

后续讨论的方便，根据{“)引入2个数列{t。}和

{轧)，其中，t^=min{n．1一n}，&=max{^．1一^)．

易得s。+t。=1．对于细分收敛，可以得到如下结论．

定理3．位置参数列{“)暑。，0<“<1对任意

B6zier曲线进行细分且细分收敛的充要条件是

¨{“，1一“)=0，其中{r量，l一“)表示“或l一
—k—=——O

n中的任意一个元素．

证明．首先证明必要条件．若用位置参数列

{^)对任意B6zier曲线的控制多边形进行细分且细

分收敛，则考虑一个特殊的控制多边形m—EP。，

P-，⋯，P。]，其中P。，P。，⋯，P。位于同一条直线
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上，并且Lo中的元素两两相等(不妨设为Z)．则在

位置参数ro细分下生成硝，d，且L2，L{中的元素

分别为z(1一ro)和zro，此时，107(1D})中的控制顶点

也位于同一条直线上并且相邻顶点之间的距离相

等，为Z(1一ro)(1ro)．

任意取定k一{rk，1一靠}，k一0，1，2，⋯，令r：

{n，1一以卜，{0，l}，其中r(rk)=0，r(r)=1(r≠rk)．

沿着L取一个对应的数列{a。)盔，其中ak=

聪bMl)．““k—1)'则吼=Ⅱ九．由于细分收敛，因此

m—o，Ⅱ丸一0．由于丸的任意性，因此Ⅱ{“，1一

靠)一0．

然后证明充分条件．记

L尹‘=max{Zi li∈ U L≯i2．．““t)，
1l·‘2·⋯·1l∈{O·1}

LL=max饵l l；∈ U 功．f2’⋯’ik--t∞)
i1’i2．-．’，‘^一1·0∈{O·1)

以及

L拳一max{zf z{∈ U LI。2⋯。‘一，J)，
i1，iz·⋯·‘女一1·1∈{O，1}

则L}+1≤(1一心)LF‘，L知1≤rkLp‘．又由L觜=
max{LL+。，L群，)及前面t。，&的定义，得到L觜≤

乳LPl．由此递推下去，得

L骅i≤5茚^一l⋯s。L尹1一L吕IalⅡ最．

由Ⅱ{rl，1一^}=o，L尹‘一o，而沿着L树的

任意数列{a。)，a。≤LF。，故它们一致收敛于0．即细

分收敛． 证毕．

推论1．位置参数列{n)器。，0<rk<l，当limrk—

r90<“<1时，B垂zier细分必定收敛．

从定理3中可以得到细分收敛与位置参数的无

穷乘积之间的关系．下面利用无穷乘积与数项级数

之间的关系，把这个无穷乘积条件是否成立的验证

等价转化为正项级数的发散性与收敛性的检验．

定理4．II{rk，1一“}一o，0<“<1的充要

条件是∑t。发散，其中“，1一“，t。的定义如前所

述．

证明．乳=max{“，1～“)，则乳∈El／Z，1)且

Ⅱ{n，卜n卜o。∑In&=一oo!
而当乳E-El／2，1)时，

，≤等≤圣南歹1<+∞·

故

∑1n&一一o。臼∑(1一乳)臼∑“--+oo，
女=0 ^=0 ^=0

而1一乳=min{“，1一“}=t^，即得到所要的结果．

证毕．

由定理3，4可得如下推论．

推论2．位置参数列{“}器。，O<r。<1对任意

B∈zier曲线进行细分且细分收敛的充要条件是

芝：t。发散，其中t"k，1一“，t。的定义如前所述．
罱

。。 ‘

由∑击收敛，根据推论2，图4中￡‘P随着
I皇0 V

k-．．oo不会收敛于原B6zier曲线．

3．2每层细分变参的细分收敛条件

若第k次细分对第k—1次细分生成的每段

B∈zier曲线段在不同的位置参数细分得到有限条

B6zier曲线段，可以给这有限条B6zier曲线段排一

个序，则在第愚+1次细分时这些B∈zier曲线的位置

参数在这个排序下形成一个有限数列．由前面的讨

论可知，e‘P收敛的性质以及收敛速度均与所取的

这个排序方式无关，故仅讨论这些位置参数形成的

有限集合，将其记为R．于是对给定的B6zier曲线，

基于de Casteljau算法进行细分的过程就对应于一

个集合列{R}嚣。，本文称这个集合列为该细分过程

的细分集合列．通过前面的分析可以得到与定理3、

推论1类似的结果，证明过程也类似．

4细分收敛下的收敛速度

当把B4zier曲线不断细分看成相互独立的过

程(位置参数没有相互依赖的关系)时，从定理3可

以得到这些位置参数需要满足的条件，而对于不同

的位置参数其收敛速度可能不同．对于相同的

B4zier曲线分别在第k层上用位置参数，．。=llZ以

及“=1一ll(k+1)进行细分，图5所示为细分4次

后的结果．

由定理3，如果细分无限进行下去，它们的￡‘P

最终都会收敛于原B6zier曲线．但是，从图5中可以

发现，图5 a中的“=1—1／(k+1)在第4次细分后

￡4P与原B色zier曲线的距离远大于选择图5 b中的

“一1／2细分4次后e4P与原曲线的距离．下面从理

论上分析由控制多边形组成的折线序列收敛到原

B∈zier曲线的收敛速度．
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8 rk=l—l／(k+1) b rkffi t／2

图5不同位置参数细分同一条B∈zier曲线的收敛速度对比

设R={以}嚣。是满足rI{n，1一^)=0条件
k‘’=‘。0

的一个位置参数列．由de Casteljau算法，当细分收

敛时，对于一个给定的原B邑zier曲线上一点，都有

一个沿着P树的某个控制多边形列{10{}””’ik)暑。使得

该点为在这些控制多边形上取的点列{P。)嚣。的极

限点，其中P。∈廊。”～．故当衡量收敛时，对于原

B电zier曲线上的每一点都用这个控制多边形序列与

其“距离”的变化来衡量收敛的快慢，该距离定义为

控制多边形上的点与给定曲线上的点距离的极大

值．不同于一些经典文献[3‘43中距离的定义，这个距

离仅仅取决于控制多边形与B∈zier曲线的几何位

置，与控制多边形的参数化无关．定义一个控制多边

形P到其对应B6zier曲线之间的距离

D----器导]溜||c(f)一刚·
记控制顶点为P。，Pl，⋯，P。，则B∈zier曲线为

c(￡)=≥：PiB?(￡)，
’●．’

f土0

其中B7(￡)=C0‘(1一￡)一‘．

由于从一个点到直线的距离最大值总是在端点

处取得，因此

sup|I C(f)一P II—ITlaX 0 C(￡)一PllI=
P∈口 l=o'⋯·"

，黑。I|善P，B；(沪Pt II=

；黑。l|剐(Pj--Pt)曰(t)II≤
max 0 P。一只II≤

，l max I|Pf+l—Pf Il；

故

D=，芋器溜ll c(f)～P 0≤

以 max II Pf+l—P川．

因此在不同位置参数细分，第k次细分后记控制多

边形p}⋯。‘到其对应的那段B6zier曲线之间的距

离为D0⋯。‰，￡‘P到原B6zier曲线之间距离定义为

D^= max D毒””～．由上述分析得
‘l，．．’·‘∈{o，1}

D^≤咒LPl；

又由定理3，

L严≤&LZ砒l，

即

k--I

耽≤竹Ⅱs；LPl．
i=0

对于任意给定的B6zier曲线的控制多边形，L扩1都

是一个有界量．故在R下对任意B∈zier曲线进行细
^

分，其收敛速度为o(1-I&)．其中，L蛳x是￡‘P中任
f墨0

意相邻顶点之间距离的最大值．

以图5为例，e‘P收敛到原B亡zier曲线的收敛

速度在图5 a的位置参数下为O(1／(志+1))，而在

图5b的位置参数下为o(11(2‘+1))．同样，在每层

细分变参的情况下也可以得到类似的关于收敛速度

的结果．

5 总 结

本文推广了基于de Casteljau算法的B6zier曲

线细分收敛的理论，把原有的细分收敛理论从位置

参数的角度拓展，并讨论了对应的理论结果——细

分收敛充要条件．与已有的细分收敛距离的定义不

同，本文基于细分收敛的几何含义给出了新的距离

的定义，并研究了在这种距离定义下的收敛速度，其

收敛速度正是人们可以直观感受到的逼近速度．鉴

于本文中位置参数之间没有相互依赖性，在未来的

工作中，我们将致力于该理论应用价值的发掘．

万方数据
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