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平面多边形Newell公式的运用与推广

王睿吴， 吴梦， 邓建松

(中网科学技术大学数学科学院，安徽合肥230000)

摘 要： Newell公式在计算机图形学中常被用于计算多边形面积和平面法向量。

论文主要讨论了Newell公式的运瘸与推广。首先将冀推广三维空阐审用于计算多面傣体积

的公式。其次讨论了在异面多边形的情况下，Newell公式的几何意义。最层，从数值计算

的角度分析了Newell公式的计算方法。
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The application and promotion of the Newell formula

Wang Ruimin，Wu Meng，Deng Jiansong

(Academy ofMathematics，University ofScience and Technology ofChina．，Hefei Anhui 230000，c}lim)

Abstract：The application and promotion of the Newell formula in CAGD are discussed in

this paper．This formula is used to calculate the area of a plane polygon and the normal vector of

the plane the polygon lies on．Firstly,it is promoted to calculate the volume of a polyhedron．

Secondly,the meaning of the Newell formula is discussed if the vertices are not on the same

plane．Finally,some methods are proposed to simplify the calculation of the formula．

Key words：Newell formula；polyhedron volume；polygon with vertices not in the same

plane；numerical calculation

图形学中，有时候会使用大量的多边形片对

模型进行拟合和绘制，如复杂场景的网格模型表

示。因就，求解多边形所在平悉的法离量、多边

形面积以及多面体体积是其中的基本问题。在图

形学中，通常使用Newell公式来计算多边形的

砥积以及其所在乎回的法向量。该公式形式简洁

而且计算量不大。在计算多面体体积的时候，除

了一些特殊的多匿体一般没有什么特别好魄酱

适方法，一般对于比较复杂的多面体可能会采取

一些分割的方法。另外对于任意给定若予点后我

们同样能定义Newell向量，而不知道这个向量

的意义。基于Newell公式蛇形式，遽过本文的

工作将其推广为可以用来计算多面体体积的

Newell公式，并且在计算不在同一平面的多边形

时，解释了Newell向量的意义。

l平甄多边形Newell公式

在图形学中，Newell公式是计算一个多边形

的面积以及其所在平面的法向量的一种常用方

法，作为本文的讨论綦础，首先在这一节中介绍

Newell公式【1_2】。
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定理1给定一个平面多边形尸，其顶点依

次为日，罡，⋯，只+。其中只+，2日，Q为空间内任意
一点(见图1)，定义P的Newell向量Ⅳ(P)为

Ⅳ(P)=去∑(只一Q)×(最+。-Q)
厶k=l

有

area(P)=∽(尸)0 (1)

area(P)是平面多边形尸的面积，而且Ⅳ(P)
垂直于平面P。

证 明 如果这个多边形是凸多边形，先选

取p在多边形内部，这时可以把这个多边形分

成n三角形凹织，必缎，⋯，必缎+lo得到

口rea(P)=∑Prea(Al号iQPi+。)=∑去I(只一Q)×
i=1 i=l‘

1 H

(口+。-Q)l一寺l∑(只一Q)×(只+。一Q)l (2)

图1一个四边形的示例

由上式知对于任意Q在多边形内，结论是正

确的。如果是空间内任意一点尺，有

∑(P一尺)×(最。一R)=
i=1

∑(只一Q+Q一尺)×(只。一Q+Q一尺)=
i=1

∑(只一9x(最。一Q)+∑(Q—R)x(Q一尺)+
f=I f=l

∑((P—Q)×(Q—R)+(Q—R)×(R。一Q))。
i=1

JL

∑(只一Q)×(只+·一Q) (3)

f=l

所以Ⅳ(尸)向量和Q点和月点的选取无关。而对

于凹多边形，可以将其分割为几个凸多边形，每

一个凸多边形定理成立，而加起来之后对于凹多

边形也是成立的。这样就证明了定理的成立。

本节中主要介绍了经典的Newell公式。根

据这个公式，平面多边形的NeweU向量可以用

来表示一个该多边形所在平面的法向量而且

Newell向量的模是这个多边形的面积。

2三维Newell公式

在这一节中将平面多边形的Newell公式推

广，使得推广后的三维Newell公式可以用于计

算多面体体积。首先介绍一个引理。

引理1给定一个锥体丁，如图2所示，底

面多边形为P，顶点为R，锥体r的体积

y(r)=了1 IⅣ(P)·(廓一尺)I (4)

其中，N(P)向量是底面P的Newell向量，而哗
是底面P的任意一个顶点。

图2锥体T

证明一个锥体的计算公式为：矿(，)=

÷口re以(P)·h，其中area(P)是底面的面积，h

是锥体的高。由第1节知道州一上P以及

area(P)刊N(P)I所蜘I湍职一Rp)l。
代入到上面的体积公式中得到

y(r)=÷以阳口(P)·h=

扣P)|．f褊儡瑚，l-
÷l N(P)·(Re—R)I

从而引理得证。

下面我们来证明本节的主定理。

定理2一个多面体U尸是U的多边形
表面，M是U内所有表面组成的集合，R为空

间内任意一点，尺。为表面P内任意一个顶点，

ⅣrP)为多边形P的Newell的Newell向量，并

且N(P)的方向一致，即一致朝向多面体内部或

者外部。此时U的体积公式为
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证 明 由于一个凹的多面体可以通过凸

分解将其分解为凸多面体日】，若对于凸多面体等

式(51成立即可。

对于一个凸多面体U P为U的表面多

边形，M是所有表面组成的集合，ⅣfP)为表面

P的Newell的Newell向量。可以通过选取尸上

顶点的顺序使得所有Ⅳ(P)都朝向凸多面体的

外侧。选取R在U的内部，则可以将凸多面体
U分成若干个锥体，而每个锥体的底面依次为【，

的表面P，如图3所示。则根据引理l有

图3将一个凸多面体分为若干锥体

矿(u)=∑i1 lⅣ(P)·(耳一R)l (6)

而在前面，通过选取平面P上顶点的定向使得
Ⅳ(P)均朝向U的外侧，所以

Ⅳ(尸)·(砟一JR)>0，VP∈M (7)

即式(6)nT-以转化为

唧)2揠Ⅳ(P)．(坼姐)I
即是等式(5)。下面证明等式(5)和R的选取无关。

假设S为空间内任意一个点

∑Ⅳ(P)-(耳一S3=∑Ⅳ(功-(邱一R+R-S)=
厂 、

∑Ⅳ(P)t(彤一R)+l∑Ⅳ(P)l·(R—s)(8)
PEM ＼pEM )

进而有

∑Ⅳ(P)=i1∑∑(P彬一Q)×(P形+，一Q)=

∑“∥一Q)×(矿一Q)+∥一Q)×(形一Q))=o
(9)

其中，n。是表面P的顶点数，P形是表面P上

的顶点，￡是多面体【，的所有边组成的集合，

∥y为【，上的边。第2个等号之所以成立是由于
每条边属于两个表面，所以在计算过程中一条边
正好出现两次，而由于所有表面的定向都是朝向
多面体的外侧，所以两次差乘的符号正好相反。

从而最后∑，。。Ⅳ(P)20。则式(8)可以化为

∑Ⅳ(D’(B—s)2∑Ⅳ(P)。(邱一励(10)
PE村Pet：．／"

即式(5)的值与R的选取无关，所需要做的只

是保证表面的顶点定向一致。定理证毕。

根据定理2，计算一个多面体的体积时只需

要所有顶点的信息和表面的信息即可。

3异面多边形的Newell公式

对于空间中多于3个的点构成的封闭折线图

形很可能并不能位于同一个平面上。通常在使用

边数大于3的多边形网格的时候，可能由于计算

误差或者其他原因并不能保证所有点都在同一

平面，所以引入异面多边形及其Newell向量。

首先提出异面多边形的定义。

定义1任意给定n个点，只，只，⋯，只，

只+．=只，其中异，⋯只互不相同，将这些点依
次用线段连接得到图形P，如果这些点不全在一

个平面内，称P是异面多边形。
例如图4即为两个异面四边形。

囝只嘲
图4两个异面四边形

由定义1，异面多边形是非常普适的一个图

形，任意给一些不在同一平面上的点就存在～个

异面多边形。可以定义异面多边形P的Newell

向量。

定义2给定一个异面多边形P，其顶点依

次为置，最，⋯，只，只+、=号，P的Newell向量

Ⅳ(P)={∑(只一Q)×(最+，一Q)
‘k=l

下面分析异面多边形的Newell向量的特征。

定理3 设异面多边形P的顶点分别为

曰，昱，⋯，E，E+．2暑，Ⅳ(P)={∑：：。(最一Q)×
(只。一Q)。平面x为垂直于Ⅳ(尸)的某一平
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面，回，皿，⋯，犯，xP．+。是将口，罡，⋯，只+l
投影到X上得到的n+1个点，这些点构成了一

个平面多边形P7。有

N(P’)=寺∑(皿一Q)×(xtL。一Q)2
‘i=l

去∑(只一Q)×(只+。一Q)5Ⅳ(P) (11)

‘f=I

证明由定义知道N(P’)，N(P)均垂直

于平面X，所以N(P’)平行于N(P)。下面将

N(P71进行分解

N(P’)=去∑(弛一Q)×(杞+。一Q)=

去∑(P—Q+roT,一只)×(最。一Q+A曩。一最。)=
二i=1

昙窆(鼻一Q)×(最。一9)+寻窆(皿一P)×
二f=l 厶i=l

(皿+。一只。)+去∑((只一Q)×(诹。一R。)+
‘卢l

(皿一只)×(最。一Q)) (12)

由于xP,是只的投影，所以(獬一P)，i=1，⋯，n
垂直于平面X，即(皿一只)互相之间平行并且
平行于N(P)和N(P7)。所以，可以知道

去∑(义z一只)×(叉霉+。一只+．)=0 (13)

二i=1

并且

去∑((只一Q)×(叉碍+。一只+。)+
二i=1

(又Z一只)×(R。一Q))上N(P’) (14)

如果在等式02)两边点乘N(P7)的话，可以将上

面式子简化为0N(P7)旷=Ⅳ(P)·N(P7)。而
m(P’)和N(P)相互平行，有m(P’)=Ⅳ(P)从

而定理成立。

根据这个定理，一个异面多边形P的Newell

向量Ⅳ(一是将这个异面多边形投影到与Ⅳ(尸)

垂直的平面得到平面多边形的Newell向量。这

个结论将异面的情形转化成了平面的情形，下面

将说明这个Newell向量的模是所有投影多边形

里面积的最大值。

定理4异面多边形P的顶点依次为曰，弓，

⋯，只+l 2日，则P的Newell向量m(P)是将P
投影到与Ⅳ(尸)垂直的平面X得到的平面多边

形P’的Newell向量。并且向量的模是将P投影

到平面得到的多边形的面积的最大值。

证明 该定理的前半部分就是定理3，已

经得到了证明，这里只需要考虑后半部分的问

题。假设任意一个平面彳7，将异面多边形尸投

影到x’上，得到的顶点依次为螂：xP2，，⋯，
如％，，这些点组成的平面多边形为P”。这里将

依旧用到式02)
1 n

U(P”)=去∑(只一Q)×(只+。一Q)+

去∑(皿’一只)x(皿：。一‰)+
L

i=1

去∑((只一Q)×(皿：。一只+，)+
厶i=1

(xK-只)×(只+。一Q)) (15)

这里同样有(皿’Be)，f=1，2，⋯，n+1垂直于
平面X’。所以说同样有

去∑(犯’一￡)×(职：。一只+。)=0(16)
厶f=l

去∑((只一Q)×(皿：。一只+。)+
(皿’一只)×(最l—Q))j-N(P”) (17)

与前面不同的是，这里不再有Ⅳ(P)平行于

N(P”)，所以这里没有相等的结论，为了证明

N(P)I≤l m(e”)I，尝试在(15)两边同时点

乘N(P”)，由于前面的垂直关系，可以得到

IIm(P”)『=(N(P¨)，m(P”))=(m(P”)，

Ⅳ(P))≤IIm(P”)|f|IⅣ(户)0 (1 8)

所以有

IIN(e”)0≤∽(P)II (19)

即是说投影多边形P”的面积不会大于Ⅳ(尸)的

模长。而若投影平面垂直于Ⅳ(尸)的话，面积等

于|jJ7、r(P)0。所以Ⅳ(0的模长是将异面多边形投
影到平面得到的多边形的面积的最大值。从而定

理得证。

可以看到，异面多边形的Newell向量和投

影面积有关系而且得到的向量的模长为投影面

积的最大值。需要注意的是，向量的值和点的排

序有关。异面多边形的n个点是空间内的任意n

个点，投影到平面后不一定是一个平面多边形，

有可能会有交叉(如图5)。如果改变点的排序，

向量的值也会改变，所以求得的投影多边形的最

大值是指在当前的顶点排序下投影异面多边形
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得到的面积的最大值，而不是将异面多边形投影

到平面后那个闭包多边形的面积的最大值。

l辎‘ H^Z⋯f，(gl’iI^．“r，n，}

投影到一个平面的结果不同

4二维和三维Newell公式的计算

4．1二维Newell公式的计算

在计算图形学当中，一个精确的模型往往会

使用非常多的面片，例如斯坦福的数字米开朗基

罗计划中著名的大卫雕像的三角面片达到了20

亿之多。因此，需要研究Newell向量的算法以

便节省计算时间。对于二维的情形已经有非常好

的计算方法，文献[2]中法向量的计算就是使用这

种方法。

定理5给定平面多边形P，其顶点分别为

日，昱，⋯J■2片，它们的坐标为只2(一，Y。，弓)，
f=1，⋯，n+l。假设尸的Newell向量

N(P)=(K，n。，n：)，如图6所示，有

n，=2(Yi一只+1)(z。+z1．1) (20)

一i=1

n，=-÷∑(毛--Z。1)(工。+x。+。) (21)

二i=1

％=去∑(‘--Xl+1)(咒+M+1) (22)

二ill
r——————

图6平面多边形的Ⅳ(P)向量

证明3个式子的证明是相似的，这里只

需要证明一个式子成立就可以了。以式(20)为例

Ⅳ(P)2善n j1(只一Q)×(只rQ)
取Q点为零点，有

Ⅳ(尸)=窆昙P×只+。

以=去宝(腑圹‰五)：
Z z=I

圭渺n‰吨^一ym钆·喘阳=
寺∑(y^．一YmZ,+1)+i1∑咒^，一寺D。z
●l=】 ‘l=l ‘f；l

即

以=寺∑(M-Yl+。)‰+-÷乏■矿寺芝■+．Zi

=寺∑(y，一y。)(z。+z『) (23)

式(21)，式(22)也可以通过类似的方法证明，这里

就不赘述了。

如果直接计算的％的话

‰=∑寺("z。一Yi+l刁) (24)

根据式(24)，计算n，的值需要进行3n次乘法。

可以将二移到求和外面可以直接节省很多运算
2

k=去∑(y，z⋯-y⋯z。) (25)

根据等式(25)，只需要2n+1次乘法就可以求得

所要值。同时不难观察到，式(20)只需要n+1次

乘法就可以算出结果，大大节省了运算时间。

以上是二维Newell公式的计算，三维Newell

公式也可以运用类似的方法进行一些简化。

4．2三维Newell公式的计算

定理6给定多面体∽P是【，的表面，^f
是所有表面构成的集合。假设已经将所有表面的
顶点顺序调好，使得所有平面P的Newell的
Newell向量都指向多面体的外侧，同时表面尸的

顶点依次为PW，⋯，Pw．+l=P彬，它们的坐

标为P彬=(Xpi y胪Zpi)，f-1，⋯，玎P+1，以P
是表面P的顶点的个数。三维的Newell公式(5)
与下式等价。

，I 一。

矿(u)=去l∑(％．Z(Ypi—Ypi批，+Zpi+。)十”lP“ i=l

Hn

y川(Zpi--z肼十1)(tⅢ+‘『+1)+

：，。妻n(b一确1)(％+Y卅I))I(26)zPl艺(b—x州)(％+卅。))l(26)
r1 l
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证明这里主要足用到了定理5的结论对

公式进行简化。由第2节已经有

1

矿(u)。专l∑Ⅳ(尸)·(砟一尺)I
．，fpEM I

这里选取所有计算Newell向量的Q点都是零点，

所有的表面P上的R，点都是该表面的第1个顶

点，从而可以将公式展开，得到如下式子

唧)=i1 l毛善np(JP彬×暇1)．P％l唧)2il毛善∽彬炸％)．P％I
1 —P I

2据驴(尸％瞩尸叫Q7’
det(vl，'，2，y3)是3个向量的行列式计算，对

式(27)里的行列式进行展开，得到

勃(P彬，尸彬，尸吸。)：兰融
i=1 f=1

炸l

y Pi

％+l

乙l

z畦

z咿1

兰(讳，魄％+。一％+。砀)+％。(％％+。一％。％)+
Zpl(xpfYpf+1一Xpi+lY|Pf)) (28)

进一步由式(20)，(21)和(22)知

芝≯f(P嘶，尸彬，尸彬+，)=～。艺(Ypi-Yp,+。)
一n nn

HD

(z，，+Zpf+1)+蚱I∑(z∥一z卅I)(％，+‘川)+
^P

Zp!Z(xpi—Xpi+1)(yp，+ypf+1) (29)

ycu，=丢I n霎如rcP彤，尸彬，P彬+，，l=
吉I乏吒。川(Ypi-Ypi+1)(Zpi+Zpi+1)+
％。∑np(z∥一z胪，)(。，+x加。)+

nP

乃，∑(工p，--Xp川)(J，p，+y加。))I
f；1

即证明了定理。

直接计算∑兰如f(尸形，P形，尸彬+I)需要‘Jlo J
’

‘ ‘ ⋯

9np次乘法，这个由式(28)直接看出。若根据式

(26)需要3np+3次乘法，所以一般来说简化了运

算。但是当np
2 3时，即如果说所有的表面都是

三角形，直接计算的效率更快。而如果用行列式

计算的话
3

芝如(P嘶，P彬，尸％。)=det(PW。，P％，尸磁)=
i=1

x卧(Yp2Zp—yp3Zp2)+Ypl{、Zp2x略一z D3Xp2)+

zpl(％2％3一讳3蚱2) (30)

只需要9次乘法，而利用式(26)计算需要12次乘

法。其他情况，用式(26)进行计算会简便得多。

5 总 结

本文主要围绕Newell公式展开了一系列的

思考，旨在推广Newell公式并且将其运用。推

广到了三维Newell公式，并可以用其计算多面

体的体积。对于异面多边形，Newell向量是将异

面多边形投影到与该向量垂直平面的平面多边

形的Newell向量，向量的模是所有投影多边形

面积的最大值。接着简化了二维Newell公式和

三维Newell公式的计算。

通过本文的工作，我们可以有效地用计算机

计算平面多边形的面积和多边形所在平面的法

向量以及多面体的体积。
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