
第八章 刚体力学



§8.1 刚体运动学

刚体——在任何外力作用下，形状大小均不发生改变的物体（特殊
的质点系）。

若把刚体分为许多质元每个质元都小到可看作质点，那么刚体就
是各质元间相对位置不发生变化的特殊质点系，即：任意两点之
间的距离始终保持不变。

研究刚体力学的基本思路和方法：把质点系的一般概念、规律
应到刚体这个特殊质点系上，就可得到刚体运动的特殊规律。

对于机械运动的研究，只局限于质点的情况是很不够的。物体是有
形状大小的，它可以作平动、转动，甚至更复杂的运动。如果物体
在外力的作用下形状体积改变很小时，形变可以忽略。我们就得到
实际物体的另外一个抽象模型——刚体。

说明:

②在外力的作用下, 任意两点均不发生相对位移；

③刚体是弹性系数很大的一类物体的抽象；

④刚体内力做功为零。

①刚体是一种理想模型。



1.刚体运动——平动

刚体平动：刚体运动时，连接刚体内任意两点的直线在任意时刻
都保持平行的运动。
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结论：刚体平动时,其上各点具有相同
的速度、加速度及相同的轨迹(不一
定是直线)。可用一个质点的运动代
替刚体的运动。



刚体上各点到转轴的垂直线在同样的时间内所转过的角度都相
同，因而用角量描述刚体的运动。

刚体上各点都在垂直于固定轴的平面内(转动平面)做半径不同的
圆周运动，其圆心都在这条固定不动的直线(转轴)上；

定轴转动特征

刚体运动时，刚体上的两点固定不动，根据刚体的定义可知，这两
点连线上的所有点也静止不动，过这两点的直线称为转轴，这种运
动称为定轴转动。

§10.2 定轴转动



1.刚体定轴转动的描述

①角坐标

( )t  定轴转动的运动学方程
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由于各个质点在相同时间内都转过
了相同的角度，引入角量描述将非
常方便

一般规定：面对z轴， 逆时针转动为
正，顺时针转动为负。

为 t时间内刚体所转过的角度.
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刚体定轴转动运动方程

求导
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角量与线量的关系

线量——质点做圆周运动的位移 、速度 、加速度

角量——描述刚体转动整体运动的
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角加速度：
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2.角速度矢量

角速度矢量：规定角速度的方向沿
转轴且与刚体转动方向成右手螺旋
系统。
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角量与线量的矢量关系式为：
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3.刚体定轴转动的角动量


ir

iR

iv

i


O

im

z

iL

iL

如图所示，考虑以角速度 绕z轴转动

的一个刚体，其上任一质元 相对于
原点O的角动量为
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故角动量 与角速度 成线性关系，但一般说来它们不在同一方
向上。在直角坐标系下
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若z 轴是刚体的对称轴，前两项的贡献为零，则刚体的角动量就与
其角速度的方向相同。刚体角动量沿着角速度方向的分量为
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刚体绕转轴z的转动惯量



4.转动定律

由质点系的角动量定理
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刚体定轴转动的角加速度与它所受的合外力矩成正比，与刚体
的转动惯量成反比。
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力对转轴上任一参考点的力矩矢量沿转轴方向的分量为力对转
轴的力矩: 
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结论：力矩沿着z 轴的分量为

z

d

P
O′

O

r
z

R

zF

F

F

大小： sinF R F d 

方向： R F沿 方向，即沿转动轴的方向



当合外力矩Mz=0 时，刚体沿着角速度方向的角动量守恒，即
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在 t1 到 t2 时间内：

由转动定律

5.刚体角动量守恒定律

=zI const

刚体角动量守恒定律：当作用在刚体（或刚体组系统）上的外力
对固定转轴的合力矩为零时，这刚体（或刚体组系统）对该轴的
角动量守恒。
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转动定律的积分形式

刚体角动量守恒定律

说明：

角动量保持不变是转动惯量与角速度的乘积不变。 如果转动惯
量不变, 则角速度也不变; 如转动惯量改变, 则角速度也改变。



转动系统有多个物体(刚体或质点)组成

角动量守恒定律的形式为
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系统内各物体的角动量必须是对同一固定轴而言。
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① Iz不变，角速度ω的大小和方向均不变

例如:地球所受的力矩近似为零，地球自转角速度的大小方向均不
变。地球赤道平面与黄道平面（公转轨道）的夹角23˚27′保持不
变。地球在轨道上不同位置，形成春、夏、秋、冬四季的变化。



② Iz可变,ω亦可变，但Izω乘积不变

例如：茹可夫斯基凳

用外力矩启
动转盘后撤
除外力矩

张臂

大

小

收臂

大

小



滑冰过程中忽略脚底摩擦力矩的作用，角动量守恒
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③刚体组角动量守恒

轮、转台与人系统初态
全静

人沿某一转
向拨动轮子
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刚体绕定轴Oz的转动惯量
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6.刚体的转动惯量
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物理意义：刚体定轴转动惯性大小的量度。

转动惯量的计算

质量离散分布的刚体
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单位：kg·m2 量纲：ML2

其中Ri为质元mi到

转轴的垂直距离

若质量连续分布: 2

zI R dm 

质量线分布(质量线密度为)：dm=dl

质量面分布(质量面密度为)：dm=dS

质量体分布(质量体密度为)：dm=dV



几种典型形状刚体的转动惯量计算

（1）均匀细棒

a) 转轴过中心与杆垂直
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b) 转轴过棒一端与棒垂直
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可见转动惯量与刚体质量、质量分布、
轴的位置有关。

（2） 均匀细圆环

转轴过圆心与环面垂直，取
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（3）均匀圆盘绕中心轴的转动惯量
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（4）均匀薄球壳(半径R、质量m)绕直径的转动惯量

该球壳的质量面密度为
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将球壳划分为许多小圆环，环面积为:
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把球体看作无数个同心薄球壳的组合。在球体上取半径为r，厚
度为dr的球壳，该球壳的质量为

该球壳的转动惯量为
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（5）均匀球体(半径R、质量m)绕直径的转动惯量



几种常见刚体的转动惯量总结
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点绕轴转动
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说明：

①刚体的转动惯量是由总质量、质量分布、转轴的位置三个因素
决定;

②同一刚体对不同转轴的转动惯量不同, 凡是提到转动惯量, 必
须指明它是对哪个轴的才有意义。
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取两个互相平行、间距为 d 的转轴
其中一个转轴通过刚体质心C
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平行轴定理：
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推论：刚体沿任何方向转动，绕通过质心的转轴的转动惯量最小。

(1)平行轴定理

6.有关转动惯量的定理
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z

im

对于如图所示的薄板状刚体，取z

轴垂直此平面，x、y轴取在平面。

2

y i i

i

I m x

垂直轴定理：
zyx III 

(2)垂直轴定理（适用于二维平面刚体）

(3)组合定理

薄板绕Ox轴的转动惯量：
2

x i i

i

I m y

薄板绕Oy轴的转动惯量：

薄板绕Oz轴的转动惯量：
2

z i i

i

I m R

由几个部分组成的刚体对某轴的转动惯量，等于刚体各部分对该
轴的转动惯量之和——转动惯量的组合定理。

2 2

i i i i

i i

m y m x   x yI I 



例题1: 如图,圆环质量 ,半径R，短棒质量 ，长度d，

求对l轴的转动惯量。

1m

 2
1

2

11
2

1
dRmRmI 

d

l

2m

2

1
2

1

2

1
RmIII zyx 

 2
1

2

1

2

2
2

1

3

1
dRmRmdmI 

Ix

解：圆环转轴通过直径的转动惯量，
根据正交轴定理有

根据平行轴定理，圆环对转轴l的转动惯量为

因此，整个元件对l轴的转动惯量为



7.转动定律应用举例

当系统中既有转动物体,又有平动物体时, 用隔离法解题。对转动

物体用转动定律建立方程, 对平动物体则用牛顿定律建立方程。

①明确已知条件和待求量，确定研究对象；

应用转动定理和牛顿第二定律解题的思路

②取隔离体，受力分析；

④计算力矩和转动惯量；

③选坐标，应用转动定理或牛顿第二定律列方程；

⑤由约束关系补充运动学方程；

⑥求解，讨论。

z z
F ma , M I  



C
3m

A B

R

例题2：如图，一轻绳跨过一定滑轮C，滑轮视为匀质圆盘，绳的
两端分别悬有质量为m1和m2的物体A和物体B，m1<m2．设滑轮的
质量为m3，半径为R，滑轮与轴承间的摩擦力可略去不计，绳与
滑轮之间无相对滑动．试求：(1) 物体的加速度和绳的张力；(2)
若不计滑轮质量，结果如何？

解：(1)分别取A、B为质点，取图示Oy坐标系，受力分析如图。

1m g
2m g

2T

a

1T' 2T'

1T

a



C绕定轴转动，由转动定理得

由角加速度和切向加速度的关系得









amgmT

amgmT

222

111

  :B

  :A

2 1T R T R I  

Ra 

由牛顿第二定律得

C为刚体，受力分析如图。

O

y



联立以上各式得

g
mmm

mm
a

2321

12






2

3 1 1 2 2

1

2
I m R T T T T   ， ，

g
mmm

mmmm
T

2

22

321

1321
1






g
mmm

mmmm
T

2

22

321

2321
2






(2)当m3=0时有

g
mm

mm
TT

21

21
21

2


 g

mm

mm
a

21

12






T1≠T2



例题3：“打击中心”问题

细杆：质量为m，长度为l ，轴O，在竖直位置静止。

若在某时刻有力作用在A处，求轴对杆的作用力。

l0

O.

C .
A.

Fx

Fy

mg

F



如图示，除力F外，系统还受重力、

轴的支反力等。但这两个力对轴的力

矩＝0。只有F对细杆的运动有影响，

对转轴O的力矩为：

解：可通过转动定律求细杆的转动，

再求质心加速度。利用质心运动定理

求支反力。

应用转动定律

0M l F

( )x x y y cF mg F e F e ma   

l0

O.

C .
A.

Fx

Fy

mg

F

M I

进一步应用质心运动定律可得

0 0

2

3l F l FM

I I ml
   



质心运动定律分量式：

0

2

3l F

ml
 0

2

3

2 2

0
2

x c

n y cn

ll
F F F ma m F

l

l
F F mg ma m

  




    


    


03
1

2

y

x

F mg

l
F F

l



  

  
 

所以有

0

2
0,

3
xF l l 

0

2
0,

3
xF l l 

0

2
0,

3
xF l l 
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• 网球拍

the sweet spot



解：取子弹与杆组成的系统作为研究对象。系统角动
量守恒

,  2

0

1

3
mv l mvl Ml 

0

1

4
v v

09

4

mv

Ml
 

故可得

再次见到，用系统的方法处理问题，
简捷明了。

例题4：一粒子弹水平射入一静止悬杆的下端，穿出
后速度损失 3/4，求子弹穿出后棒的角速度 。已知
轴处自由 。

mv

M

mv0

l



§10.3 刚体定轴转动的动能定理

i i idW F dr 

对有限角位移

作用于刚体的外力的功，等于外力对该轴
的合力矩与转角的乘积。

力矩的功率：
dW

P
dt



1.力矩的功

iF

O

z

d

mi

ir

idr



刚体中质元 mi 上的外力 的作用下位移 , 则元功为idr
iF

注：力矩的功实际上是力的功在转动中的特殊形式！

( ) ( )a b c b a c    

iv

( )i iF r dt  i iF v dt 

( )i ir F dt   iM dt 

,i zM dt ,i zM d

0 0

dzW dW M

 

 

  

i

i

dW dW  ,i z i z

i

M d M d  

z z

d
M M

dt


 



2. 定轴转动刚体的动能

当刚体绕定轴转动时，其动能为所有质点作圆周运动动能的总和。

任意质元mi的动能为：
2

k

1

2
i i iE m v

k kiE E

则刚体的动能为

21

2
i im v 2 21

2
i im R  2 21

( )
2

i im R   21

2
zI 

2

k

1

2
zE I 

刚体转动动能

3. 定轴转动刚体的动能定理

0
zW M d




 外

 z

d
I d

dt


 zI d  

0
zI d




  

2 2

0

1 1

2 2
z zI I  

0k kW E E 外

上式即为：

注：刚体的内力不作功。

刚体定轴转动的动能定理：作用于刚

体的外力 对固定轴的力矩所做的功等

于刚体绕定轴转动动能的改变量。



4. 刚体的重力势能

刚体和地球系统的重力势能：

im g

cr

O ir

z以地面为零势能点，质元 mi的重力势
能为

p i i

i

E m gz 

刚体的重力势能与质量集中在质心上的一个质点的重力势能相同。

i i

i

m z

mg
m

 
 
 
 
 


cmgz

若刚体在转动过程中, 只有重力矩做功, 则刚体系统机械能守恒:

21
const. 

2
z cI mgz   刚体转动的机械能守恒



质点的运动规律和刚体定轴转动规律的对比(一)

质点的平动 刚体的定轴转动

速度 角速度

加速度 角加速度

质量m, 力F 转动惯量I z, 力矩Mz

力的功 力矩的功

动能 转动动能

重力势能 重力势能

dr
v

dt


dt

d
 

dv
a

dt


dt

d
 

2

2

1
mvEk 

21

2
k zE I 

b

a
W F dr 

b

a
zW M d




 

pE mgz
p CE mgz



质点的运动规律和刚体定轴转动规律的对比(二)

质点的平动 刚体的定轴转动

运动定律 转动定律

动量定理 角动量定理

动量守恒 角动量守恒

动能定理 动能定理

机械能守恒 机械能守恒

F ma z zM I 

( )d mv
F

dt


( )z
z

d I ω
M

dt


const.k pE E 

kW E 

.const
i

iivm const.zI  

kW E 

const.k pE E 



例题5: 均质杆的质量为m，长为l,一端为光滑的支点。最

初处于水平位置，释放后杆向下摆动，如图所示。

（1）求杆在图示的竖直位置时，其下端点的线速度v；

（2）求杆在图示的竖直位置时，杆对支点的作用力。

O



NF

ne

e

解: (1)由机械能守恒得

21
0

2
cmgz I 

1

2
cz l  2

3

1
mlI 

联立得
3

3
g

v l l gl
l

  

CEp=0

W

(2)根据质心运动定理 N cF W ma 

分量式

2

Nn

N

c

c

c

v
F mg m

r

F ma 


 


 

杆处于铅直位置时不受力矩作用，由转动定理，角加速度为零, 所

以
0c ca r   N 0F  



1 1
,     3

2 2
c c cr l v r gl  

2

N Nn

3 5

2 2

c

c

v
F F mg m mg mg mg

r
      方向向上 。

此外

【思考题】杆子在任意位置时的角速度、角加速度以及对支点处
的作用力。



§10.4 平面平行运动
刚体作平面平行运动时, 各点始终和某一平面保持一定的距离，
或者说刚体中各点都平行于某一平面而运动。

1.刚体的平面运动特点

2.平面平行运动的运动方程

建立坐标系Oxyz，使平面图形在Oxyz面内, z轴与屏幕垂直。

①每一质元轨迹都是一条平面曲线；

②刚体内垂直于固定平面的直线上的各点，运动状况都相同；

③可用与固定平面平行的平面在刚体内截出一平面图形来代表刚体。

CCr

r


A

1 2

2´

O x

y

x

y



刚体平面运动 = C点平动 + 绕C点的定轴转动

在平面上任取一点C，称为基点，通常我们选择质心为基点，以基

点C为坐标原点建立坐标系Cxyz，两坐标系对应的坐标轴始终两

两平行。

( ) ( ) ( )

( )

C C x C yr t x t e y t e

t 

 




转轴与固定平面垂直

平面平行运动的运动方程

刚体上任意一点A点相对于Oxyz系的位置矢量

r
Cr r r 

C
C

drdr dr
v v v

dt dt dt


    

是A点相对于C点的位矢，由平动参考系的速度合成率可得

刚体绕过基点的转动角速度为 

v r  
Cv v r   



2. 刚体平面运动的基本动力学方程

质心的运动

利用质心运动定理，求质心的运动

ex cF ma

刚体绕质心的转动

平面平行运动有3个自由度，利用上述三个方程完全描述运动，称
为刚体平面运动的基本动力学方程。

选质心坐标系 Cxyz ,设z为过质心而垂直于固定平面的轴， 在
质心系中，角动量定理的形式和惯性系中相同

( )czz
z cz

d IdL
M I

dt dt





   

z czM I  

( )Ca a r r        刚体上任意一点的加速度为：

,

,

c ex x

c ex y

mx F

my F






刚体平面平行运动 = C点平动 + 绕C点的定轴转动



3. 刚体平面运动的动能和功能原理
由质点系动能的柯尼希定理知，刚体平面平行运动中动能可以表
为质心的平动动能与绕质心的转动动能之和，即

2 2 2 21 1 1 1
2 2 2 2k C i i C czE mv mv mv I    

由质心运动定理
2

2

c
ex

d r
m F

dt


2

1

2 2

0

1 1
( ) ( )

2 2

r

c c ex c
r

mv t mv t F dr  

由质心系角动量定理

cz z

d
I M

dt




2

1

2 2

0

1 1
( ) ( )

2 2
cz cz zI t I t M d




    

因此，刚体平面平行运动的功能原理为

2 2

1 1
0( ) ( )

r

k k ex c z
r

E t E t W F dr M d



     

如果作用在刚体上的力仅为保守力，必然导致机械能守恒，即

2 21 1

2 2
c cz pmv I E const  



当柱体绕中心转动，其中心轴前进的距离

cx R

cv R

ca R



R

R

x

C

2R

对时间微分

4. 滚动

有滑滚动——接触面之间有相对滑动的滚动(摩擦力不够大)；

①纯滚动的运动学判据： c c cx R v R a R      

再对时间微分

无滑滚动——接触面之间无相对滑动的滚动(摩擦力足够 大) 也

称纯滚动。



②静摩擦力不作功

如图，静摩擦力做功可以用刚体平
面平行运动的功能原理写为

c zW f dr M d   

根据运动学判据， 有

x R   

  0W f x R      



x

cv

R

ff x fR    

③确定静摩擦力的方向：假定两刚性表面不存在摩擦，判
定刚体与承滚面相接触的那一点将向何方运动，则作用在此
刚体的静摩擦力方向必与其反向。



例题6：一质量为m,半径为R的均质圆柱,在水平外力F作用下,在

粗糙的水平面上作纯滚动,力的作用线与圆柱中心轴线的垂直距离
为L,求: 质心的加速度和圆柱所受的静摩擦力。

F

m

R
ca

f

解: 设静摩擦力f 的方向如图所示, 则由质心运动方程

CF f ma 

圆柱对质心的转动定律：

CFL fR I  

纯滚动条件

Ca R

圆柱对质心的转动惯量为

21

2
CI mR

L



联立以上四式, 得

2 ( )

3

2

3

C

F R L
a

mR

R L
f F

R





 



由此可见

2, 0

2, 0

2, 0

L R f

L R f

L R f

 


 
  

静摩擦力向后

静摩擦力向前

无摩擦力

F

m

R
ca

f

L



例题7：如图，固定斜面倾角为 ，质量为 m 半径为 R 的均质

圆柱体顺斜面向下作无滑滚动，求圆柱体质心的加速度ac , 斜面

作用于柱体的摩擦力f 以及滚到斜面底部时质心的速率。

y

解： 根据质心运动定理

N cF W f ma  

y 轴上投影

sin cmg f ma  

对质心轴的转动定理:

ca R

2 1
sin ,     sin

3 3
ca g f mg   

21

2
fR I mR  

无滑滚动:

C



xx′

NF

y′
fW

O



滚到斜面底端时质心的速率?

2
sin

3
ca g 

当圆柱体滚到斜面底端时

21
sin

sin 3

h
y g t


 

所以此时的质心速率为

2
sin

3
cv g t

2
sin

3
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解法二： 因为是无滑滚动，静摩擦力f 不做功，只有重力W做功，

所以机械能守恒：
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无滑滚动条件：



§10.5 刚体的定点运动
陀螺：绕对称轴高速旋转的刚体称为陀螺，或称回转仪

陀螺在运动过程中通常有一点保持固定，故属刚体的定点运动。
利用角动量和角速度的矢量性质，可以解释陀螺的运动。

1.自由陀螺

当高速旋转着的陀螺不受外力作用时，其角动量
守恒，陀螺将保持其自转轴的方位和自转角速度
不变。

自由陀螺： 0OM 

由角动量定理可得 0O
O

dL
M

dt
  OL 常矢量



大小不变表现为转体以恒定角速率转动，方向不变表现为转体
的轴线在空间的方位始终不变；

应用:可用陀螺仪轴线作为标准，安装在导弹、飞机、坦克或
舰船中，随时指出它们在空间的方位，以便进行自动调整。

2.陀螺的进动

进动：刚体绕自身对称轴高速旋转时，

其自转轴绕另一轴的缓慢转动称为进

动（又称旋进）。
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根据刚体角动量定理

dL Mdt

即角动量的变化量 应像 一样垂直于 。 的顶端绕一水平
圆周运动。陀螺自转轴绕竖直轴的转动即为进动。又如图

dLdL sin

进动轴

自转轴

进动的解释

对固定点O，陀螺只受重力矩的作用，即
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其中L是陀螺的自转角动量，为陀螺绕其对
称轴旋转的转动惯量I与自转角速度
的乘积。因此，陀螺的进动角速度为



cmgr

L


由此可见，陀螺的进动角速度随着自转角速度
的 增大而减少，与角度 无关。 
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3.刚体的章动

章动：刚体在进动的过程中还伴有
上，下的周期运动，称为章动。

章动，拉丁语中是“点头”的意
思。地球除进动外，也有章动。
地轴的章动是英国天文学家布拉
得雷（J.Bradley）于是1748年分
析了20年的观测资料后发现的。
地球章动的周期为18.6年，近似
地说，就是19年。在我国古代历
法中把19年称为一“章”，这便
是中译名“章动”的来源。
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