
第九章 机械振动



§9.1简谐振动

振动：任何一个物理量在某一数值附近的反复变化。振动具有
重复性和周期性。

机械振动：物体在一定位置附近作周期性往复运动。
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振动是普遍存在的一种运动形式

①物体的来回往复运动(弹簧振子、单摆等)

②电流、电压的周期性变化。



1.简谐振动的特征及其表达式
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弹簧振子的运动
弹簧振子——轻弹簧与物体m

组成的系统。

其中k弹性系数

物体只受弹力作用

弹力的两个特点

① 弹力的指向总是与位移x的方向
反向，总是指向平衡位置。
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② 弹力的大小正比于位移x的大小。
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方程的解为：
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——简谐振动的运动方程速度表达式：

加速度表达式：
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①周期、频率和角频率

周期(T)——系统作一次完整振动所需时间。

T 的最小值 ：

2. 描述简谐振动的特征参量
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特征。



②相位和初相位

相位：决定简谐运动状态的物理量

初相：决定初始时刻物体运动状态的物理量

相位比时间更直接更清晰地反映振子运动的状态。
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③振幅

振幅A——物体离开平衡位置最大位移的绝对值。

初始条件决定振幅和初相位
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对给定振动系统，
周期由系统本身性
质决定，振幅和初
相由初始条件（两
个）决定。



解：

代入简谐振动表达式，则有
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例题1：一放置在水平桌面上的弹簧振子,周期为0.5 s。

当t=0时，

求: 运动方程？
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3、常见的简谐振动

故物体仍做简谐振动，角频率为
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①竖直悬挂的弹簧振子

选平衡位置为坐标原点，

平衡时，弹簧伸长量为：

物体位移为x时，物体所受合力

由牛顿第二定律有
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单摆在拉力和重力作用下做圆周运动，
利用切向的牛顿方程可得
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②单摆

在角度很小时有

sin   

于是单摆的运动方程为

表明：单摆的运动也是简谐振动，故

0 ,
g

l
  2

l
T

g




③复摆是绕一固定的水平轴，在重力作用下，作微小摆动的刚体。
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（C点为质心）

O表示复摆的转轴，C表示复摆的质心。OC

与铅直方向的夹角为θ，它是描述刚体位置
的变量。当OC在铅直线上时,θ=0，为平衡
位置。刚体绕O轴转动的力矩是由重力mg

提供的

sinM mgl  

由转动定律
2

2

d
M I I

dt


 

小角度时 sin   

2

2

d mgl

dt I


  

0

mgl

I
 

角频率：
2

2

02
0

d

dt


  



2 2 2 2

0 0

1 1
sin ( )

2 2
kE mv mA t    

以水平的弹簧振子为例
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4.简谐振动的能量转换
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谐振动的总能量与振幅的平方成正比

总机械能守恒，即总能量不随时间变化.
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4.简谐振动的能量转换
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例题2：半径为 r 的小球在半径为R的半球形大碗内作纯滚动，这

种运动是简谐振动吗？如果是，求出它的周期。



解：设小球的质心速度vC，绕质心转动的角速度为ω。小球在滚
动过程中系统的机械能守恒：
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两边对t 求导
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能量平均值：
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① 旋转矢量图示法
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5.简谐振动的表示法

模 振幅A

作坐标轴ox ,自原点作一矢量 ( )A OM

与x 轴的夹角 相位 0 0t 

角速度 角频率 0

初始与x 轴的夹角 初相 0

旋转矢量 简谐振动

矢端M在x 轴上的投影P点的运动规律：

0 0cos( )x A t  

0 0 0sin( )v A t    

2
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做圆周运动的质点的位矢在x轴
或y轴上的投影作简谐运动，不能
把M的运动误认为简谐振动。
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② x-t曲线图示法

简谐振动也可用x-t 的振动曲线表示，如下图所示，图上已将振幅、
周期、和初相标出。
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振幅大小决定曲线的“高低”，频率影响曲线的“密集和疏散”.
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③复数表示

复数表示的优越之处：求导、积分很方便。

复数的实部对应真实的振动量
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例题2：已知某质点作简谐运动，振动曲线如图，试根据图中
数据写出振动表达
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当t = 1时有
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1.同方向同频率简谐振动的合成
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两简谐振动：

合振动的运动方程：

1 2x x x 

§9.2简谐振动的合成
任何一个复杂的振动都可看成若干个简谐振动的合成。
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合成结果仍为简谐运动；

合振动与分振动在同一方

向, 且有相同频率。



反映了两谐振的步调关系.  相位差
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两振动步调一致，同达最大，同达平衡 。
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(3)  一般情况下(相位差任意）
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设一质点同时参与了角频率分别为1，2的两个同方向的简谐
振动
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两个同方向不同
频率的简谐振动，
合成后仍然是周期
运动，但不再是简
谐振动。

2.同方向不同频率简谐振动的合成

合振动周期是分
振动周期的最小公
倍数。



特例：两同方向，振动振幅，且两频率之差远小于这两振动各自
的频率。

其中

合振动的位移为：
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调（） 振幅随时间缓慢变化的简谐振动。
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拍——频率较大但相差不大的两个同方向简谐振动合成时产生合

振动振幅周期性变化的现象。
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v
振幅变化的周期为： 拍频：

12  v

用标准音叉振动校准乐器
测定超声波
测定无线电频率
调制高频振荡的振幅和频率等

拍频——单位时间内振动加强或减弱的次数。

拍现象的应用：



合振动坐标的
参量方程

3.互相垂直相同频率简谐振动的合成

如果两个振动频率相同，但一个沿x方向、一个沿y方向
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消去参数t，得显式的轨迹方程

合成的运动轨迹一般为一椭圆（包括圆，直线段），形状决
定于分振动的振幅和相位差，两振幅相等时为圆。
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2
0

x y x y x y

x y xy x y

A A A A A A

 
       

 

x

y

yA

xA

所以合振动也是频率相同的简谐振动，振幅为

轨迹为过原点的直线

时刻t 质点离开平衡位置的位移（合振动）

2 2 2 2 cos( )x y xr x y A A t     

2 2

x yA A A 

① 分振动相位相同：

)(sin)cos(
2 2

2

2

2

2

yxyx

xxyx AA

xy

A

y

A

x
 

讨论：

2 π 0,1,2,3,...y x n n   

2 πx y n  



②分振动相位相反： (2 1)π 0,1,2,3,...y x n n    

cos( )

cos( ) cos( 2 )

cos( )

x x

y y y x

y x

x A t

y A t A t n

A t

 

     

 

 

     

  

yx A

y

A

x


时刻t质点离开平衡位置的位移(合振动)也是频率相同的简谐振动。

x

y

yA

xA

(2 1)x y n    

( 1/ 2) , 0,1,2,3...y x n n     

1
2

2

2

2


yx A

y

A

x

振动的空间轨迹一般为一正椭圆。当Ax=Ay时，轨迹为一个圆。

③

轨迹方程：

y

x

xA

yA



④=y-x为其它值：

0  4 2 3 4

 5 4 3 2 7 4

0 πy x    质点沿顺时针方向运动

π 2πy x    质点沿逆时针方向运动

合振动的轨迹表现为方位与形状各不相同的
椭圆，质点运动方向亦各异。



合振动轨道一般不是封闭曲线，但当频率有简单的整数比关系
时，是稳定的封闭曲线，称为利萨如图形。曲线形状与频率比
和初位相差相关。

4. 互相垂直不同频率简谐振动的合成以及李萨如图形



例题3：有两个振动方向相同的简谐振动，其振动方程
分别为 ，cm)2cos(41   tx cm)2/2cos(32   tx

1) 求它们的合振动方程；
cm)2cos(2 33   tx

问: 当3为何值时, x1+x3的振动为最大值？当3为何
值时, x1+x3的振动为最小值？

解：1) 两个振动方向相同, 频率相同的简谐振动合成后
还是简谐振动, 合振动方程为

)2cos( 0  tAx

)cm(5)cos(2 1221

2

2

2

1  AAAAA

4

3

coscos

sinsin
tan

2211

2211

0 










AA

AA

2) 另有一同方向的简谐振动



所求的振动方程为


5

4
0 

)cm()5/42cos(5   tx

2)  当 时，相位相同。 2,1,0213  kk

   2101213 ，， kk 当 时，相位相反。

根据已知条件，t=0时，合矢量应在第二象限，故

 3
2 0,1,2 ,k k     即 振幅最大

   ，振幅最小，，即 210123  kk 



§9.3阻尼振动
阻尼振动——振幅(或能量)随时间不断减少的振动。

1.阻尼振动的运动微分方程

对水平弹簧振子
x

F f

kxF 

阻尼力 ：

弹簧力：
d

d
x

x
f v

t
    

为阻尼系数，与物体的形状以及周围性质有关
2

2

d d

d d

x x
m kx

t t
  由牛顿第二定律可得：

——阻尼因子

于是可得运动微分方程
2

2

02

d d
2 0

d d

x x
x

t t
   

令
0 k m  ——固有角频率

2m 



将形如 的解代入微分方程，得特征方程

其特征根是

这里系数A1和A2由振动的初始条件确定。按阻尼度β/ω0大小的
不同，微分方程有三种不同形式的解，代表了振动物体的三种运
动方式。

02 2

0

2  

2 2

1,2 0      

te

于是方程的解得一般形式为

1 2

1 2( )
t t

x t Ae A e
 

 

①过阻尼：

   2 2 2 2
0 0

1 2( )
t t

x t Ae A e
          

 

0 

特征方程有两个不同的实根，这时方程的解为

这种过阻尼运动方式是非周期运动,振动从开始最大位移缓慢回到
平衡位置, 不再做往复运动。



0 ②欠阻尼振动：

2 2

1 2 0,    ,f f fi i               

特征方程有两个互为共轭的复根

1 2,f fi t i tt tx e e x e e
     

两个线性无关解

根据线性齐次微分方程的性质知，方程的解为

1 1 2 2 1 2( ) ( )f fi t i ttx t A x A x e Ae A e
     

振动的解是一个实数解，应取该解的实部。

0e cos( )t

f fx A t   

A0和f 决定于初始条件的积分常数。



0e cos( )t

f fx A t   

振幅随时间衰减 周期振动

严格讲振子的运动
不是周期运动，但
仍然可看做振幅衰
减的周期运动。

2 2

0

2π 2π

f

T
  

 


准周期为：

x

tO

0 cos( )t

f fA e t   

0

tA e 

阻尼振动曲线：

阻尼振动周期比系统的固有周期长



振子机械能的耗散

2 21 1
( )

2 2
x x

dE d
mv kx mxx kxx mx kx x fv

dt dt

 
       

 

机械能的减少是由于阻尼力提供了负的功率

k p
E E E  机械能不再守恒

2 2 2

0 0

1

2

t
m A e

  2 2

0

1

2

t
kA e



品质因数：用来描述阻尼项的大小

t 时刻阻尼振子的能量与经一周期后损失的能量之比的２倍，用Q

表示，即

2
E

Q
E




 

2 2 2

0 0

2 2 2 2

0 0

1

22
1

1
2

t

t T

m A e

m A e e



 








 




2

2

1
T

e








0

2






在阻尼很小的情况下描述阻尼能耗的品质因数与固有频率成正比，
与阻尼系数成反比



A1、A2亦由初始条件定。物体不作往复运动的极限。系统从周

期运动变为非周期振动,称为临界阻尼。

③临界阻尼状态:

1 2( ) ( )e tx t A A t  

0 

特征方程只有一个重根，微分方程的解为：

过阻尼

临界阻尼

欠阻尼
t

x

O

一般情况下，从偏离平衡位置开始回复到平衡位置所需的时间，
临界阻尼将比过阻尼快。

问题：怎样使灵敏
电流计的指针尽快
稳定以得到读数？



强迫力:

阻尼力:

恢复力:

v

kx

x

m

f=-γv

-kx

2

02
cos

d x
m kx v F t

dt
    

§9.4 受迫振动和共振

受迫振动——系统在周期性外力持续作用下所发生的振动。

1. 受迫振动的运动微分方程

0( ) cosF t F t

0 cosF t

根据牛顿第二定律

2 0
0 0, 2 ,

Fk
f

m m m


   令

2

0 02 cosx x x f t    得













特解

通解

    )cos(2

                   02

02

2

022

1

2

011

tfxxx

xxx









方程的通解= 齐次方程的通解+方程的特解

21 xxx 

下面我们将考虑欠阻尼情况，则有

2 2

1 0 0cos( )t

fx A e t     

可以利用旋转矢量法求解受迫振动方程的特解

2 cos(  )x B t  试探解：

2 2

sin( ) cos( )
2

cos( ) cos( )

x B t B t

x B t B t


     

      

      

     



tfxxx  cos 2 0

2

0   

把受迫振动的运动方程的各项用旋转矢量法表示

2B

   
2 22 2 2 2

0 02 ,B B f    
2 2

0

2
tan




 




 
0

2
2 2 2 2

0 4

f
B

   

 

 

稳态解的特点：频率与强迫力频率相同，振幅及初相位完全由
强迫力和系统的固有参量决定，与系统初始条件无关。



所以在小阻尼情况，受迫振动方程的解为

0e cos( ) cos( )t

f fx A t B t       

经一段时间，振子达稳定振动状态，受迫振动变为简谐振动

阻尼振动，随时间消失，

暂态解

简谐振动, 稳态解

t

x

cos( )x B t  



2.共振

共振：驱动力的角频率为某一定值时, 受迫振动的振幅达到极
大值的现象.

0

2 22 2 2 2 2
00

2
,       tan  

( ) 4

f
B




    
 

 

0

2 2 2 2 2

0( ) 4

fdB d

d d     

 
 
   

由此可得

共振振幅:

2 2

0 0 02 ,r for       共振频率:

3/2
2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 02 ( ) 4 2 0f        


           

0

2 2

02
r

f
B

  




共振位相：
2 2

0 2
arctan

2
r

 







cos( ) sin( )
2

x B t B t


  

1 0tan
2

 







讨论:

0 ,r 越接近于

①  越小时

rB 越大

0 ,r  ,rB  尖锐振动

O 0

B



无阻尼 =0

弱阻尼 >0

大阻尼 >0

①电磁共振选台(收音机)
②乐器利用共振提高音响效果
③研究避免共振的破坏的措施：

破坏外力(强迫力)的周期性
改变系统固有频率
改变外力的频率
增大系统阻尼力

频率响应曲线

②  =0时

应用:

B-ω图常称频率响应曲线或
称共振曲线。


