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摘要

摘 要

本学位论文主要探究有限典型群及其子群结构在有限几何和编码理论中的应

用. 本文展示了, 运用有限典型群及其子群结构可以得到有限经典极空间中特定的
几何结构 m-ovoids和 i-tight sets,二者统称为 intriguing sets. 特定的有限极空间的某
种类型的 intriguing sets会对应得到偏差集. 而参数满足一定条件的偏差集可以用来
构造极小线性码. 特别地, 某些二次曲面本身也构成偏差集, 可产生极小线性码. 从
而, 作为这些二次曲面自同构群的典型群自然也是相应的极小线性码的一个自同构
群. 由此可见,探究典型群的子群结构及相应的几何构型之间的联系,是非常有意义
的, 而且具有一定的实际应用价值. 本文综合运用有限域, 群论, 特征和等代数工具,
给出了几类二次曲面中 m-ovoids的无穷类,并给出了运用偏差集构造极小线性码的
方法. 下面进行详细介绍.
在第 1章中,我们简要介绍本文的研究背景和主要贡献。
在第 2章中,我们简要介绍了有限经典极空间的概念,简述了有限经典极空间的

intriguing sets,特别是 m-ovoids的定义以及它们与强正则图,偏差集之间的联系. 我
们也给出了有限典型群的概念和性质的一些介绍和说明.
在第 3章中,我们运用典型群及其子群结构给出了几类二次曲面中 m-ovoids的

无穷类的构造. 具体包括当 q ≡ 1(mod 4)且 q > 5的情形,我们取结构为 C q2−1
2

! C2

的自同构群构造了 Q(4, q)中 q−1
2 -ovoids的无穷类;当 q ≡ 2(mod 3)的情形,证明了

Q+(7, q)中有以 PGU3(q)作为自同构群的 (q2 + q)-ovoid和 q3-ovoid;当 q = 32k+1且

k ≥ 1时,证明了 Q(6, q)中有以 2G2(q)作为自同构群的 q2-ovoid和 q-ovoid.
在第 4章中,我们提供了一种由偏差集构造极小线性码的思路和方法. 通过我们

的方法可以得出许多该类码的构造, 其中包括一些以典型群作为自同构群的极小线
性码,这种码的自同构群阶数往往较大,从而使得它可以有快速的译码算法.
最后,我们简要地介绍了作者攻读博士学位期间的其他工作. 此外,也介绍了本

文工作相关的一些展望和进一步可行的问题.

关键词: 有限经典极空间;有限典型群;m-ovoids;强正则图;偏差集;极小线性码
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Abstract

Abstract

In this thesis, we mainly explore the applications of finite classical groups and their
subgroups on finite geometry and coding theory. By finite classical groups and their sub-
groups, we can construct specific geometric structures in finite polar space, namely, m-
ovoids and i-tight sets. They are collectively referred to as intriguing sets. A certain type
of intriguing set in a specific finite polar space will correspond to a partial difference set.
The partial difference sets whose parameters satisfy certain conditions can be used to con-
struct minimal linear codes. In particular, some quadrics are partial difference sets, which
can produce minimal linear codes. Therefore, the finite classical groups as automorphism
groups of these quadrics naturally form the automorphism groups of the corresponding
minimal linear codes. It can be seen that exploring the relationships between subgroups
of classical groups and the corresponding geometric configuration is meaningful and has
certain practical applications. In this thesis, we comprehensively use the algebraic tools in-
cluding finite fields, group theory and character sums to givem-ovoids of several quadrics.
We also provide a method of using partial difference sets to construct minimal linear codes.
The following is a detailed introduction.

In Chapter 1, we briefly introduce the research background and the main contributions
of this thesis.

In Chapter 2, we briefly introduce the concept of finite classical polar spaces, intrigu-
ing sets especially m-ovoids of finite classical polar spaces, and the relationships between
them and strongly regular graphs, partial difference sets. Finally, we give some definitions
and properties of finite classical groups.

In Chapter 3, we use the finite classical groups and their subgroups to give the con-
structions of m-ovoids in several quadrics. In specific, when q ≡ 1(mod 4) and q > 5, we
choose an automorphism group with the structureC q2−1

2

!C2 to construct an infinite family
of q−1

2 -ovoids of Q(4, q); when q ≡ 2(mod 3), we show that Q+(7, q) has a (q2 + q)-ovoid
and q3-ovoid with PGU3(q) as an automorphism group; when q = 32k+1 and k ≥ 1, we
show that Q(6, q) has a q2-ovoid and q-ovoid with 2G2(q) as an automorphism group.

In Chapter 4, we provide a method for constructing minimal linear codes from partial
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difference sets. Many minimal linear codes can be obtained from our method. Some of
them admit an automorphism group as a finite classical group, and such a group often has
large order, which potentially makes them admit a fast decoding algorithm.

Finally, we briefly introduce other problems considered in my PhD learning phase. In
addition, we also introduce some prospects and further feasible issues related to the work
of this thesis.

Keywords: Finite classical polar spaces; Finite classical groups;m-ovoids; Strongly
regular graphs; Partial difference sets; Minimal linear codes
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绪论

1 绪论

有限几何是仅有有限个点的几何结构. 很多有限几何结构是可以通过线性代数
的方法来进行构造. 任何维数大于等于 3的有限射影空间都同构于有限域上的射影
空间. 因此绝大多数的有限几何结构都可以放在有限域上的向量空间中,从代数的角
度进行分析和考虑. 而对有限域上向量空间的研究离不开空间上的矩阵群,特别是一
般线性群的讨论. 可以说,有趣的几何构型是源于有趣的群在空间上的作用,例如,有
限经典极空间的自同构群分别是几类特殊的典型群. 所以很多有限几何结构的研究
依赖于有限典型群及其子群结构的分析. 探索典型群的子群结构及相应的几何构型
之间的联系,这个工作是非常有意义而且十分有趣的. 此外,有限几何是组合数学中
的有趣分支,它与许多研究领域都有着密切的联系,如图论、结合方案、编码理论、密
码学等. 本学位论文的主要工作包括通过典型群及其子群构造了有限经典极空间中
的一类有趣的几何构型: m-ovoids. 我们也展示了很多几何构型可以用来构造出具有
良好性质的线性码. 本文所用到的主要代数工具包括有限域、群论、特征和等.

我们的主要工作之一是利用典型群及其子群结构对几类二次曲面中的m-ovoids
做了一些构造性的工作. 一些特定的有限极空间的 m-ovoids可以用来构造强正则图
和射影二重码,详情请参阅文献 [6,17]. 下面将具体介绍一下这方面研究课题的背景意
义,并对这些工作进行概括.

一个阶为 (s, t)的广义四边形是一个点线关联结构满足如下性质: 任意两个点与
至多一条线关联;每个点与 t + 1条线关联;每条线与 s + 1个点关联;且对于任意一
个点 P 和一条不与 P 关联的线 !,存在 !上的唯一点与 P 共线. 阶为 (s, t)的广义四

边形的点线对偶是一个阶为 (t, s)的广义四边形. 在 s = t的情况下, 我们称该广义
四边形的阶为 s. 在研究中,我们只关心厚的 (thick)广义四边形,即阶 (s, t)满足 s和

t均大于 1的广义四边形. 我们称由秩为 2的有限经典极空间构成的点线关联结构为
经典的广义四边形. 若要了解更多关于广义四边的相关理论,请读者参考著作 [67].

关于广义四边形的部分, 我们主要讨论经典广义四边形 Q(4, q) 中的 m-ovoids.
广义四边形 Q(4, q) 中的点和线分别是包含在射影空间 PG(4, q) 上抛物线二次曲面
中的完全奇异点和完全奇异线. 一个 Q(4, q)的 ovoid是 Q(4, q)中的点集,使得该点
集与每条完全奇异线恰好相交于一点. Q(4, q)的 ovoid是一类非常重要的有限几何
结构. 例如,其点线对偶会产生广义四边形 W (3, q)中的 spreads,进一步通过 Bruck-
Bose/André构造可以得到阶为 q2的平移平面 (translation planes). 目前已知的 Q(4, q)

中的 ovoid 的构造非常少, 文献 [68] 对已有的构造进行了总结. 关于 m-ovoid 的概

1
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念, 最早是由 Thas[75] 所提出, 可将其视为对 ovoid 概念的推广. 现在, m-ovoids 作
为 intriguing sets 的一种特殊情况为人们所熟知. 广义四边形的 intriguing sets 是由
Bamberg等人在文献 [7] 中引入的,然后在 [6] 中将 intriguing sets的概念推广到了有限
经典极空间. 简言之, Q(4, q)的 m-ovoid是 Q(4, q)的点集满足: 该点集与每条完全
奇异线相交于m个点.

我们现在对 Q(4, q)中满足 m > 1的 m-ovoids的已知构造进行总结. 对于 q 是

偶数的情形, 广义四边形 W (3, q)与 Q(4, q)同构. Cossidente等人在文献 [23] 中证明

了对于所有整数 m使得 1 ≤ m ≤ q, W (3, q)都具有 m-ovoids. 因此,当 q 是偶数时,
对于所有整数m使得 1 ≤ m ≤ q,广义四边形Q(4, q)也具有m-ovoids. 一般地,如果
q是偶数,O是W (3, q)的一个 ovoid,则存在W (3, q) \O的 q/2个不可约 2-ovoids的
划分,详见文献 [25]. 对于 q 是奇数的情形, Cossidente和 Penttila在文献 [27] 中对所有

奇素数幂 q 构造了 H(3, q2) 的 hemisystem, 随后很多学者在 H(3, q2) 中得到了更多

hemisystem的构造,参见文献 [5,8,24,47]. 通过对偶性,可以得到Q−(5, q)中的 q+1
2 -ovoid,

其与非切超平面 (non-tangent hyperplane) 的交会产生 Q(4, q) 中的 q+1
2 -ovoid. 对于

q ≡ 3(mod 4)的情形,在文献 [35] 中,作者们构造了 Q(4, q)中第一个 q−1
2 -ovoids的无

穷类. 该结果推广了文献 [7]中列出的一些零星示例. 表 1.1即来自 [7],其中列出了 q较

小时, Q(4, q)中一些已知的m-ovoids.

表 1.1 q较小时, Q(4, q)的m-ovoids

q 已知的参数m 未知的参数m

3 1,2,3 -
5 1,2,3,4,5 -
7 1,3,4,5,7 2,6
9 1,3,4,5,6,7,9 2,8
11 1,5,6,7,11 2,3,4,8,9,10

在文献 [35] 的结尾处,作者们评论说:“把文献 [7] 例 5中 q = 5或 9的例子推广成
Q(4, q) 中 q−1

2 -ovoids 的无穷类将会是很有趣的. 但在这些例子中, 我们没有找到它
们自同构群的一种统一形式.”在本文第 3.1节,我们对于 q ≡ 1(mod 4)并且 q > 5的

情形构造了 Q(4, q)中 q−1
2 -ovoids的无穷类. 再结合文献 [7]和 [35]的结论可以知道,对

于每个奇素数幂 q, Q(4, q)中都存在 q−1
2 -ovoids. 该结果对于广义四边形 Q(4, q)中的

m-ovoids 的分类工作有着重要的意义. 这部分的工作发表在期刊《Finite Fields and
Their Applications》.

著名的数学家 Kantor在 1982年利用典型群 PGU3(q), q ≡ 2(mod 3),构造了双曲
二次曲面 Q+(7, q)中的一类 ovoid, 这类 ovoid被称为 unitary ovoid或 Kantor ovoid,
详见文献 [43]. 事实上, 该构造也可以得到 Q+(7, q) 中的 m-ovoids. 但因为 m-ovoids
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的概念是 Thas 在 1989 年提出, 而后在 2007 年左右被 Bamberg 等人进行了系统的
研究, 所以大家并没有对 Kantor 的构造从 m-ovoids 的角度去进行研究. 我们在第
3.2节用特征和等代数方法计算并证明了, 在 q ≡ 2(mod 3) 的情形, 除 Kantor ovoid
外, Q+(7, q)中还有自同构群为 PGU3(q)的 (q2 + q)-ovoid和 q3-ovoid.

Ree在 1960年引入了类型为 2G2(32k+1)的 Ree群 [69],他证明了当 k ≥ 1时它们

都是单群. Wilson在文献 [77] 中给出了该类型的 Ree群的简化结构,具体也可参考著
作 [76]. Tits用 2G2(32k+1)类型的Ree群作为自同构群构造了抛物二次曲面Q(6, 32k+1)

中的 ovoid,它被命名为 Ree-Tits ovoid. 同样地,由于m-ovoids的概念出现较晚,大家
也没有考虑 Q(6, 32k+1) 中自同构群为 2G2(32k+1) 的 m-ovoids. 我们在第 3.3节用代
数方法计算并证明了除 Ree-Tits ovoid外, Q(6, 32k+1)中还有自同构群为 2G2(32k+1)

的 32(2k+1)-ovoid和 32k+1-ovoid.

特定的有限极空间中的 m-ovoids 与强正则图, 偏差集, 二重量码等组合编码对
象都有着密切的联系. 我们会在第 2章详细介绍. 事实上,有限几何中有很多有趣的
的构型, 利用它们可以在编码和密码等领域构造出很多具有优良性质的线性码和密
码函数. 由典型群和有限几何相辅相成的关系可以看出,典型群在编码密码等领域也
有着重要的应用. 本论文的另一个主要工作是利用偏差集构造一些极小线性码,用我
们的构造方法可以得到很多极小线性码,它们以阶数较大的典型群作为自同构群,从
而使得这种码可以有快速的译码算法. 下面将具体介绍一下这方面研究的背景意义,
并对这些工作进行概括.

令 C 是一个 [n, k, d]线性码, 对于码字 u, v ∈ C, 如果 {1 ≤ i ≤ n : ui %= 0} ⊆
{1 ≤ i ≤ n : vi %= 0}, 则我们称 v 覆盖 (covers) u. 如果线性码 C 的一个非零码
字 c只覆盖它的倍数,不再覆盖其它的码字,则称码字 c为极小的; 如果线性码 C 中
的每个非零码字均为极小的, 则称码 C 为极小线性码. 作为一种特殊类型的线性码,
极小线性码在秘密共享方案 [18,54,55,80] 和安全双方计算 [22] 等领域都有着广泛的应用.
Ashikhmin和 Barg[2]给出了有限域 Fq上的线性码 C是极小的一个简单的判据: 如果
码 C 的最小重量和最大重量之比大于 q−1

q ,则码 C 是极小的. 该判别方法被称为 AB
条件. 该条件对于判别极小线性码而言是充分而非必要条件. 迄今为止,已经有许多
不满足 AB条件的极小线性码被构造出来. 我们在下面的表 1.2中总结了一些已知的
极小线性码. 当这些极小线性码的参数满足某些条件时,它们不满足 AB条件. 有关
这些极小线性码的更多构造和信息,请参阅文献 [9,12,30,42,56,72,78,79,81].

在这些工作中, Bonini和 Borello[12] 利用切块集构造了极小线性码,该方法是非
常有效的. 我们在第 4章中通过 F∗

q-不变的偏差集, 给出了 Fq 上极小线性码的构造,
并计算了该类码的重量分布. 我们的构造提供了很多不满足 AB条件的极小线性码.
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表 1.2 一些已知的极小线性码

[n, k] 极小距离 d 重量个数 条件 方法 文献

[3m − 1, m+ 1]
∑k

j=1 2
j
(
m
j

)
≤ m+ 2 m ≥ 5, 2 ≤ k ≤ ((m− 1)/2) Boolean函数 [42]

[2m − 1, m+ 1]

min(s(2t − 1), 2m−1 − s) 3或 4
m ≥ 6偶数, t = m/2

Boolean函数 [30]
s /∈ {1, 2t, 2t + 1}

2m−1 − 2m−s−1(s− 1)
s+ 3(s奇数)

m ≥ 7奇数, s = (m+ 1)/2
s+ 2(s偶数)∑k

j=1

(
m
j

)
≤ m+ 2 m ≥ 7, 2 ≤ k ≤ ((m− 3)/2)

[pm − 1, m]
(p− 1)2pm−2 3

m > 2 p-元函数 [78][pm − 1, m− 1] 2
[pm − 1, m] pm−1(p− 2)

[pm − 1, m+ 1] - 3或 4 m = 2t, t ≥ 2 partial spreads

[pm − 1, m+ 1]
pm−s−1(p− 1)(s(p− 1) + 1) ≤ s+ 4 (p− 1)(ps−2 − s) > 1

Maiorana-McFarland函数 [79]
a(pm−s − pm−s−1)(pk − 1) 6

k ≥ 2, (k, p) %= (2, 2),
s = 2k,2 ≤ a ≤ (p− 1)pk−2

[pm − 1, m+ 1] - 4或 5 定理 3.8 对应子空间的 [56]
6或 7 定理 3.12 特征函数

[qm − 1, m+ 1] - - - 切块集 [9], [12]

此外,我们也得到了不是由切块集产生的极小线性码的例子. 在 4.3.3小节中,我们展
示了偏差集的每个自同构会诱导对应码的自同构. 特别地,在很多情况下,我们获得
了具有较大自同构群的极小线性码, 这使得我们的极小线性码可以具有快速的译码
算法. 这部分的工作已被期刊《IEEE Transactions on Information Theory》录用.
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2 有限极空间中的几何结构和有限典型群

2.1 有限经典极空间

在本节中我们主要介绍一些关于有限经典极空间的概念, 关于这部分知识的比
较好的代数角度的讲解请参考 Simeon Ball的著作 [4]. 令 Fq为一个有 q个元素的有限

域, V = V (n, q)为 Fq 上的 n维向量空间. 一个 V 上的 σ-半双线性型 (σ-sesquilinear
form)是一个映射

b : V × V +→ Fq,

使得

b(u+ w, v) = b(u, v) + b(w, v),

b(u,w+ v) = b(u,w) + b(u, v),

b(λu, µv) = λµσb(u, v),

对任意的 u, v, w ∈ V , λ, µ ∈ Fq 都成立,这里 σ是 Fq 的一个自同构. 如果 σ = id,则
称 b是双线性的,这里 id表示 Fq 的恒等自同构. 为了简单起见,接下来我们将直接
用 v代替 v表示 V 中的向量.
如果存在 w %= 0使得 b(u,w) = 0,或 b(w, u) = 0对所有的 u ∈ V 都成立,则称

b是退化的 (degenerate);否则,称 b是非退化的 (non-degenerate). 一个 σ-半线性型 b
如果满足由 b(u, v) = 0可得到 b(v, u) = 0对任意的 u, v ∈ V 都成立,则称 b为自反
的 (reflexive). 一般情况下, 我们研究的都是自反的非退化的 σ-半双线性型. 关于这
样的 σ-半双线性型, Birkhoff和 Von Neumann已对其进行了分类,在有限域情形下的
证明,请参考文献 [4]中的定理 3.6.

定理 2.1：令 b是一个 V 上的非退化,自反的 σ-半双线性型. 在相差一个倍数 (scalor)
的情况下, b一定是下列情况的一种:

1. b是交错型 (alternating form),即,对于所有 u ∈ V ,有 b(u, u) = 0成立.

2. b是对称型 (symmetric form),即,对于所有 u, v ∈ V ,有 b(u, v) = b(v, u)成立.

3. b是厄尔米特型 (Hermitian form),即,对于所有 u, v ∈ V ,有 b(u, v) = b(v, u)σ

成立,这里 σ2 = id,且 σ %= id,其中 id是 Fq 的恒等自同构.

注意到该引理的第 3条意味着对于 w ∈ V ,我们有 b(w,w) ∈ F√
q.

一个 V 上的二次型 (quadratic form)是一个函数 Q : V → Fq 满足以下性质:

5
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1. Q(av) = a2Q(v)对于所有的 a ∈ Fq 和 v ∈ V 成立;

2. b(u, v) = Q(u+ v)−Q(u)−Q(v)是一个双线性型.

我们称这里的 b为 Q的极型 (polar form). 注意到这里的 b是对称的. 如果存在一个
非 0 向量 u ∈ V 使得 Q(u) = 0 且 b(u, v) = 0 对所有的 v ∈ V 成立, 则称二次型
Q 是退化的; 否则, 称 Q 是非退化的. 更多有关二次型的描述, 请参阅文献 [4] 的 3.6
节. 下面的定理给出了非退化的二次型 Q的分类情况,可参考文献 [4] 的定理 3.28或
Moorhouse的讲义 Incidence Geometry中的定理 24.1.

定理 2.2：令 V 是 Fq 上的 n维向量空间,令 Q是 V 上的一个非退化的二次型. 则有
n = 2r, 2r + 1或 2r + 2,且通过对坐标进行适当的线性变换, Q的形式分别为

Q(u) = u1u2 + u3u4 + . . .+ u2r−1u2r, (2.1)

Q(u) = u1u2 + u3u4 + . . .+ u2r−1u2r + λu2
2r+1, (2.2)

其中当 q是偶数时, λ = 1;当 q是奇数时, λ = 1或 δ,这里 δ为 Fq 中的一个给定的非

平方元,

Q(u) = u1u2 + u3u4 + . . .+ u2r−1u2r + u2
2r+1 + a1u2r+1u2r+2 + a2u

2
2r+2, (2.3)

其中二次多项式 X2 + a1X + a2 ∈ Fq[X]是 Fq 上的不可约多项式.

在上面定理中, 如果 n = 2r, 则我们称等式(2.1)定义的 Q 是双曲的; 如果 n =

2r + 1,则我们称等式(2.2)定义的 Q是抛物的;如果 n = 2r + 2,则我们称等式(2.3)Q
是椭圆的.

令 b是一个 σ-半双线性型或一个二次型的极型. 对于任意的 V 的子空间 U ,我
们可以定义 U 相对于 b的正交空间为

U⊥ = {v ∈ V |b(u, v) = 0, ∀ u ∈ U}.

从几何上来讲,空间 U⊥表示了与 U 中每个点都共线的点的集合.
采用上述符号,仍令 V = V (n, q)是有限域 Fq上的一个 n维向量空间. 令 b是一

个 σ-半双线性型. 如果一个向量 u ∈ V 满足 b(u, u) = 0,则称 u是迷向的 (isotropic).
一个 V 的子空间 U 如果满足对任意的 u, v ∈ U 都有 b(u, v) = 0 成立, 则称 U 是

完全迷向的 (totally isotropic). 令 Q 是 V 上的一个非退化的二次型. 如果一个向量
u ∈ V 满足 Q(u) = 0,则称 u是奇异的 (singular). 一个 V 的子空间 U 如果满足对任

意的 u ∈ U 都有 Q(u) = 0 成立, 则称 U 是完全奇异的 (totally singular). 令 κ表示
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V 上的一个非退化的自反的 σ-半双线性型 (或二次型),在 V 上对应于 κ的极空间是

这样的几何结构, 它的点, 线, 面, …, 分别由 V 的完全迷向 (或完全奇异) 1维, 2维,
3维, …子空间构成. 我们称极空间中的维数最大的完全迷向 (或完全奇异)子空间为
该极空间的生成子 (generators). 由Witt’s引理 ( [46],命题 2.1.6),一个极空间的所有生
成子的向量维数是相等的,我们称该维数为这个极空间的秩. 在有限极空间中有许多
有着几何意义的有趣结构, 其中 ovoid 就是一个典型的例子. 一个有限极空间 P 的
ovoid是 P 中的一个点集满足它和 P 中的每个生成子恰好交于一个点. 秩为 r 的有

限极空间的每个 ovoid的点的个数是相同的, 参考文献 [74], 我们称这个个数为 ovoid
数 (ovoid number),记为 Θr. 由文献 [4] 的定理 4.3可知,对于 r ≥ 2,在同构意义下 Fq

上共有 6种极空间,如表 2.1所示. 其中秩为 r的有限极空间 P 中的点个数为Θr
qr−1
q−1 ,

这里 Θr 为 P 的 ovoid数, qr−1
q−1 表示 P 的每个生成子的点的个数. 具体的计算过程请

参阅文献 [4]的定理 4.11.

表 2.1 有限经典极空间

κ n q = pf 极空间 P 秩 r Θr |P|

交错型 偶数 - W (n− 1, q) n/2 qn/2 + 1 qn−1
q−1

双曲二次型 偶数 - Q+(n− 1, q) n/2 qn/2−1 + 1 (qn/2−1 + 1) q
n/2−1
q−1

椭圆二次型 偶数 - Q−(n− 1, q) n/2− 1 qn/2 + 1 (qn/2 + 1) q
n/2−1−1
q−1

抛物二次型 奇数 - Q(n− 1, q) (n− 1)/2 q(n−1)/2 + 1 qn−1−1
q−1

厄尔米特型 奇数 f 偶数 H(n− 1, q) (n− 1)/2 qn/2 + 1 (qn/2 + 1) q
(n−1)/2−1

q−1

偶数 f 偶数 H(n− 1, q) n/2 q(n−1)/2 + 1 (q(n−1)/2 + 1) q
n/2−1
q−1

2.2 Intriguing sets,强正则图和偏差集

在上一节中我们介绍了有限极空间中的 ovoid的概念,后来 Thas在文献 [75]中对

这个概念进行了推广. 一个有限极空间 P 的m-ovoid是 P 中的一个点集满足它和 P
中的每个生成子恰好交于m个点. 秩为 2的有限极空间中紧点集 (tight set)的概念最
初是由 Payne在文献 [66] 中引入的,后来被 Drudge在博士论文 [31] 中推广到了拥有更

高秩的有限极空间中. 如果 T 是秩为 r (r ≥ 2)的有限经典极空间 P 中的一个点集,
则 T 中与一个给定点共线的点的个数的平均数的上界是 i q

r−1−1
q−1 + qr−1− 1,这里 i是

由 T 的大小所决定的. 如果达到该上界,则我们称 T 是P的一个 i-tight set,可参阅文
献 [31] 的定理 8.1. 本文的主要研究内容是秩大于等于 2的有限极空间中的 m-ovoid,
故这里着重介绍一下关于m-ovoid的一些性质,对于 i-tight set也有下列类似的性质,
详见文献 [6] 的第 2和第 3小节. 仍假设 P 为秩 r, r ≥ 2的有限极空间,令 A和 B分
别为 P 的 n1-ovoid和 n2-ovoid. 如果 A ⊆ B,则 B \ A是 P 的 (n2 − n1)-ovoid. 如果
A和 B不交,则 A ∪ B是 P 的 (n1 + n2)-ovoid. 特别地, P 的所有点构成的集合是一
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个 P 的 qr−1
q−1 -ovoid,因此 P 的任一m-ovoid的补是 P 的

(
qr−1
q−1 −m

)
-ovoid.

有限极空间 P 的一个点集 I 如果满足

|P⊥ ∩ I| =
{

h1, if P ∈ I,
h2, if P ∈ P \ I

对于常数 h1和 h2成立,则称点集 I 为 P 的一个 intriguing set,称 h1和 h2为 I 的相
交数. 由文献 [6]的引理 1可知,秩为 r的有限极空间 P 的 i-tight set是 P 中相交数分
别为 h1 = i q

r−1−1
q−1 + qr−1, h2 = i q

r−1−1
q−1 的 intriguing set;极空间 P 的m-ovoid是 P 中

相交数分别为 h1 = mΘr−1 −Θr−1 + 1, h2 = mΘr−1的 intriguing set. 这里,对于每种
类型的有限极空间 P , Θr 的大小由表 2.1所给出. 反之, Bamberg等人从代数图论的
角度证明了,有限极空间 P 中的一个真子集 I 如果是 intriguing set,那么它是 P 中的
i-tight set或 m-ovoid,参见文献 [6] 的定理 6. 从定义和该定理的证明过程我们可以看
出, intriguing sets与强正则图之间有着密切的联系,在下面我们将介绍一下二者之间
的联系.

强正则图 (v, k,λ, µ)是一个无向的单图 Γ0,既不是完全图也不是无边图,使得下
列性质成立:

(i) 该图是阶为 v的 k-正则图.

(ii) 任意两个相邻的点有 λ个公共邻点.

(iii) 任意两个不相邻的点有 µ个公共邻点.

如果图 Γ0 的一个特征值的特征向量垂直于全一向量 (all-one vector), 则称该特征值
为限制 (restricted)特征值,参考文献 [14]. 以下结果是为大家所熟知的.

引理 2.3：( [40], 10.2节)令 Γ0 是强正则图 (v, k,λ, µ),它的限制特征值为 θ1 和 θ2,这
里 θ1 > 0 > θ2. 则

θ1 =
(λ− µ) +

√
(λ− µ)2 + 4(k − µ)

2
,

θ2 =
(λ− µ)−

√
(λ− µ)2 + 4(k − µ)

2

它们的重数分别为

m1 =
1

2

(
(v − 1)− 2k + (v − 1)(λ− µ)√

(λ− µ)2 + 4(k − µ)

)
,

m2 =
1

2

(
(v − 1) +

2k + (v − 1)(λ− µ)√
(λ− µ)2 + 4(k − µ)

)
.
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令 G 是一个 v 阶的 (加法) 交换群, D 为 G 的子集使得 0 /∈ D 并且 −D = D,
这里 −D = {−d : d ∈ D}. 凯莱图 (Cayley graph) Γ0 = Cay(G,D) 是一个图, 它
的顶点集是 G的所有元素, 对于任意 x, y ∈ G, x与 y 相邻当且仅当 x − y ∈ D, 这
里 D称作该凯莱图的连通集. 如果凯莱图 Cay(G,D)是一个强正则图 (v, k,λ, µ),则
连通集 D 也被称为参数为 (v, k,λ, µ) 的偏差集 (partial difference set). 对于凯莱图
Γ0 = Cay(G,D)使得 G是交换群,则 {φ(D) :=

∑
d∈D φ(d), φ ∈ Ĝ}构成了凯莱图 Γ0

的所有特征值,这里 Ĝ是G的特征群. 对于参数为 (v, k,λ, µ)的偏差集D而言,我们
有 k = φ0(D) = |D|,这里 φ0 表示 G的平凡特征. 更多关于偏差集的知识和研究背
景,请参考综述文献 [53].
强正则图 (v, k,λ, µ)若存在正整数 u, s使得

(v, k,λ, µ) = (u2, s(u− ε), εu+ s2 − 3εs, s2 − εs),

则当 ε = 1 时, 称之为拉丁方型 (Latin square type); 当 ε = −1 时, 称之负拉丁方型
(negative Latin square type). 如果强正则凯莱图 Cay(G,D)是拉丁方型或负拉丁方型,
则相应地称偏差集 D拉丁方型或负拉丁方型.
秩大于等于 2 的有限极空间的 intriguing sets 与强正则凯莱图之间有着密切的

联系,具体体现在下面两个定理中,可参考 [6] 的定理 11和定理 12,或文献 [63] 的定理

4.20和定理 4.22.

定理 2.4：令 P 为 H(2r, q2), Q−(2r−1, q)或 W (2r−1, q)中的某个有限极空间,这里
r ≥ 2. 令M 是 P 的一个 m-ovoid, 可生成对应的射影空间. 令 D = {xy : y ∈
F∗
q, 〈x〉 ∈ M},设 V 是 P 的基础向量空间. 则图 Cay(V,D)是一个参数为 (u2, s(u +

1),−u + s2 + 3s, s2 + s)的负拉丁方型强正则图,这里当 P = H(2r, q2), Q−(2r−1, q)
或W (2r−1, q)时,分别有 (u, s) = (q2r+1,m(q2 − 1)), (qr,m(q − 1))或 (qr,m(q − 1)).

对于 r ≥ 2,有限极空间 H(2r, q2), Q−(2r−1, q)或 W (2r−1, q)中的 m-ovoids的
构造性的工作请参阅文献 [5–7,23,25,36]等.

定理 2.5：令 P 为H(2r− 1, q2), Q+(2r−1, q)或W (2r−1, q)中的某个有限极空间,这
里 r ≥ 2. 令 T 是 P 的一个 i-tight set, 可生成对应的射影空间. 令 D = {xy : y ∈
F∗
q, 〈x〉 ∈ T },设 V 是 P 的基础向量空间. 则图 Cay(V,D)是一个参数为 (u2, s(u −

1), u + s2 − 3s, s2 − s)的拉丁方型强正则图,这里当 P = H(2r − 1, q2), Q+(2r−1, q)
或W (2r−1, q)时,分别有 (u, s) = (q2r, i), (qr, i)或 (qr, i).

对于 r ≥ 2,有限极空间H(2r−1, q2),Q+(2r−1, q)或W (2r−1, q)中的 i-tight sets

9
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的构造性的工作请参阅文献 [6,7,23,25,32,33,60,61]等.

由此可见,利用 intriguing sets可以得到拉丁方型或负拉丁方型的强正则图,关于
这两类图,最典型的的构造之一是利用分圆的方法.

在文献 [15] 中,作者们利用分圆给出了偏差集的构造,我们现给出该构造的描述.
设 p是一个素数并且 q = pe. 令 m是一个正整数使得 2整除 em且 γ 是有限域 Fqm

中一个固定的本原元. 对于 qm − 1 的一个真因子 N , 我们定义 Fqm 的 N 次分圆类

(cyclotomic classes)如下:

Ci = {γjN+i : 0 ≤ j ≤ qm − 1

N
− 1},

这里 0 ≤ i ≤ N − 1. 集合 C0构成 F∗
qm 的指数为 N 的子群,并且对于 0 ≤ i ≤ N − 1

我们有 Ci = γiC0.

引理 2.6：[15] 采用上述符号, 令 N 是 qm − 1 的一个真因子满足 N %= 1 且 p"1 ≡
−1(mod N)对于某个正整数 !1成立,并取 !1为最小值,记 em = 2!1t. 取一个大小为
u的真子集 J ⊂ ZN . 如果 q是奇数,我们进一步假设N | qm−1

2 且 J+ qm−1
2 ≡ J(mod N).

设

D = DJ =
⋃

j∈J

Cj.

则图 Cay(Fqm , D)是一个强正则图,它的特征值为

k = |D| = qm − 1

N
u, 重数为 1;

θ1 =
u

N
(−1 + (−1)t

√
qm), 重数为qm − 1− k;

θ2 = θ1 + (−1)t+1√qm, 重数为k.

具体而言, 令 ζp 表示 p 次本元单位根. 对于 x ∈ Fqm , 定义 Ψ(x) = ζ
TrFqm /Fp

p (x) 和

Ψ(D) =
∑

x∈D Ψ(x). 对于 i = 0, 1, . . . , N − 1,我们有

Ψ(γiD) =






θ2, 如果 εt = 1, i ∈ −J(mod N)或
εt = −1, i ∈ −J +N/2(mod N),

θ1, 否则,

这里 ε =

{
−1, 如果N是偶数且p!1+1

N 是奇数,
1, 否则.

如果 t是奇数,则 Cay(Fqm , D)是拉丁方型;如果 t是偶数,则 Cay(Fqm , D)是负

拉丁方型.
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设 S 是 F∗
qm 的一个子集,如果对任意的 s ∈ S, λ ∈ F∗

q ,都有 λs ∈ S,则我们称 S

是 F∗
q-不变的. 因为 F∗

q 是 F∗
qm 的由所有非零

qm−1
q−1 次幂构成的子群,则显然有下面的

引理.

引理 2.7：采用上述符号,令 D = DJ =
⋃

j∈J Cj 如引理 2.6中所定义. 则 D是 F∗
q-不

变的当且仅当集合 J 在映射 ρ : j → j + qm−1
q−1 (mod N)下是不变的.

我们将在第 4章利用上述强正则凯莱图给出一些极小线性码的构造.

2.3 有限典型群

令 p为一个素数, q = pf 为一个素数幂,令 V 表示有限域 Fq 上的 n维向量空间.
我们定义半线性群 ΓLn(q) 是由 V 上的全体可逆半线性变换所构成的群. 一般线性
群 (general linear group) GLn(q)是由 V 上的全体可逆线性变换构成的群,由线性代数
的知识可知,这些可逆线性变换可以看作 Fq 上全体 n × n的可逆矩阵. 特殊线性群
(special linear group) SLn(q)是由 GLn(q)中所有行列式为 1的矩阵构成. 在不引起混
淆的情况下,我们将 ΓLn(q), GLn(q)和 SLn(q)分别简记为 ΓL(V ), GL(V )和 SL(V ).

现将向量空间 V 赋予一个型 κ,其中 κ或者恒等于 0,或者为一个非退化的 σ-半
双线性型,或者为一个非退化的二次型. 根据本章第 1小节的论述可知,有下表中的
情形. 表中第三行 ε = +, −, ◦分别对应于 κ定义双曲,椭圆和抛物的二次型.

表 2.2 向量空间 V 上的 form
L κ恒为 0
S κ为非退化的交错型
Oε κ为非退化的二次型
U κ为非退化的厄尔米特型

我们采用与文献 [46] 相同的符号来给出典型群的定义. 如果 κ 是一个 σ-半双线
性型,我们定义 κ-半相似群 (κ-semisimilarity group)如下:

Γ(V,κ) = {g ∈ ΓL(V ) : κ(xg, yg) = τ(g)κ(x, y)σ(g), ∀ x, y ∈ V }, (2.4)

这里 σ(g) ∈ Gal(Fq/Fp),为 Fq 的 Frobenius自同构, τ(g) ∈ F∗
q .

如果 κ是一个二次型,我们定义 κ-半相似群 (κ-semisimilarity group)如下:

Γ(V,κ) = {g ∈ ΓL(V ) : κ(xg) = τ(g)κ(x)σ(g), ∀ x ∈ V }, (2.5)

这里 σ(g) ∈ Gal(Fq/Fp),为 Fq 的 Frobenius自同构, τ(g) ∈ F∗
q .

显然,如果 κ恒为 0,则 Γ(V,κ) = ΓL(V ).

11
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在 Γ(V,κ)的定义的基础上,我们定义相似群 (similarity grouup) ∆(V,κ)为 σ 在

Γ(V,κ)中的核 (kernel),以二次型为例,即

∆(V,κ) = {g ∈ GL(V ) : κ(xg) = τ(g)κ(x), ∀ x ∈ V }.

定义等距群 (isometry group) I(V,κ) 为 τ 在 ∆(V,κ) 中的核 (kernel), 以二次型为例,
即

I(V,κ) = {g ∈ GL(V ) : κ(xg) = κ(x), ∀ x ∈ V }.

且定义 S(V,κ)为 I(V,κ)中行列式为 1的元素构成的子群. 以二次型为例,即

S(V,κ) = {g ∈ SL(V ) : κ(xg) = κ(x), ∀ x ∈ V }.

在 L, S, U的情形下,我们将 Ω(V,κ)定义为 S(V,κ);在 O的情形,我们定义 Ω(V,κ)

为 S(V,κ)的指数为 2的子群. 更多关于群 Ω(V,κ)的讨论,请参考文献 [46] 的 2.5节.
我们进一步定义群 AΓ(V,κ), 在 L 且 n ≥ 3 的情形, 群 S(V,κ) = SLn(q) 有一个

逆转置 (inverse-transpose)自同构 ι, 参考文献 [46] 的 2.2节, 在该种情形下, 我们定义
AΓ(V,κ) = Γ(V,κ) 〈ι〉;在其他情形,定义 AΓ(V,κ) = Γ(V,κ). 因此,我们便得到了一
个群的链:

Ω(V,κ) ≤ S(V,κ) ≤ I(V,κ) ≤ ∆(V,κ) ≤ Γ(V,κ) ≤ AΓ(V,κ).

令 Z 是由全体数量阵 λIn 构成的群, 这里 λ ∈ F∗
q , In 是 n 阶单位阵. 商群

GLn(q)/Z 被称为射影一般线性群 (projective general linear group), 表示为 PGLn(q).
如果X是GL(V )的子群,则我们记 PX为X所对应的射影群X/(X∩Z). 例如,射影
特殊线性群 (projective special linear group) PSLn(q) = SLn(q)/(SLn(q)∩Z),它通常情
况下是单群,且在射影空间 PG(n−1, q)上有一个自然的作用. 与 P 这个符号一起,符
号 −也用来表示模掉数量阵后的既约群. 因此 GL(V ) = PGL(V ),如果 g ∈ GL(V ),
则 g表示 g在 PGL(V )中的像.

在以上概念的基础上,如果群 G在 L, S, O, U四种情形之一满足

Ω(V,κ) ≤ G ≤ AΓ(V,κ)或Ω(V,κ) ≤ G ≤ AΓ(V,κ),

则称群 G是一个 (有限)典型群. 读者可参考文献 [46] 的 2.1节进行更深入的阅读. 通
过向量空间,矩阵和型对典型群的研究可以参考Dickson的著名著作 [29]. 有关典型群
的更多几何描述，请参阅 Taylor的著作 [73] 和 Grove的著作 [41]. 限于文章篇幅,我们
这里不作过多的解释说明. 下面仅对典型群的阶作如下介绍,表 2.3和表 2.4分别摘自
文献 [46]的表 2.1.C和 2.1.D.
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表 2.3 有限典型群的阶

情形 |I| |S : Ω| |I : S| |∆ : I| |Γ : ∆| |AΓ : Γ|

L qn(n−1)/2
∏n

i=1(q
i − 1) 1 q − 1 1 f 2∗

U qn(n−1)/2
∏n

i=1(q
i − (−1)i) 1 q + 1 q − 1 2f 1

S qn
2/4
∏n/2

i=1(q
2i − 1) 1 1 q − 1 f 1

O◦ 2q(n−1)2/4
∏(n−1)/2

i=1 (q2i − 1) 2∗∗ 2 1
2(q − 1) f 1

O± 2qn(n−2)/4(qn/2 ∓ 1)
∏n/2−1

i=1 (q2i − 1) 2 (2, q − 1) q − 1 f 1

表 2.4 射影典型群的阶之间的关系

情形 |I ∩ Z| |S : Ω| |I : S| |∆ : I| |Γ : ∆| |AΓ : Γ|

L q − 1 1 (q − 1, n) 1 f 2∗

U q + 1 1 (q + 1, n) 1 2f 1
S (2, q − 1) 1 1 (2, q − 1) f 1
O◦ 2∗∗ 2 1 1 f 1
O± (2, q − 1) a∗∗∗± (2, q − 1) (2, q − 1) f 1

注 2.8：我们现在对表 2.3和表 2.4作如下注释

(i) 两个表中 (a, b)表示整数 a和 b的最大公因子;

(ii) 对于 U 的情形, 因为要求有限域 Fq 中的 q 是一个平方数, 所以在该情形下 V

表示 Fq2 上的 n维向量空间. 表中所表示的群的阶也是对应该空间下的厄尔米
特型得到的;

(iii) 对于 ∗,当 n = 2时,我们有 AΓ(V,κ) = Γ(V,κ),因此这时表 2.3中 2∗ 应被 1代

替;

(iv) 对于 ∗∗,当 n = 1时,我们有 S(V,κ) = Ω(V,κ),这时表 2.3和表 2.4中 2∗∗应被 1

代替;

(v) 对于 ∗∗∗, 这里 a± ∈ {1, 2}, a+a− = 2(2,q), 当 q 是奇数时, a+ = 2 当且仅当
1
4n(q − 1)是偶数.

由于本文主要的研究对象是针对 κ是非退化的二次型的情形, 所以我们单独针
对表 2.3和表 2.4中 Oε, ε = +, −, ◦的情形作出下列说明.

注 2.9：我们令 V = V (n, q),令 κ = Q是 V 上的一个非退化的二次型. 我们一般将
Γ(V,Q)记为 ΓOε

n(q)或 ΓOε(n, q),这里 ε = +, −, ◦. 当 ε = ±时,则 n必定为偶数.
由表 2.3可知,

|I(V,κ)| = 2qn(n−2)/4(qn/2 ∓ 1)
n/2−1∏

i=1

(q2i − 1),
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|∆(V,κ) : I(V,κ)| = q − 1,

|Γ(V,κ) : ∆(V,κ)| = f.

则我们计算 ΓO±
n (q)的阶分别为

|ΓO±
n (q)| = 2qn(n−2)/4(qn/2 ∓ 1)

n/2−1∏

i=1

(q2i − 1)(q − 1)f.

注 2.10：在第 2章我们将会提到的群 PGO是指射影相似群 ∆(V,Q).

注 2.11：在第 3.2节我们将提到的群 GU3(q)是指群 I(V,κ),这里的空间 V = F4
q2 , κ

为 V 上的厄尔米特型.
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3 几类二次曲面上的m-ovoids

本章的内容主要是通过典型群及其子群结构给出几类二次曲面上的 m-ovoids
的构造.

3.1 Q(4, q)中的 q−1
2 -ovoids

在本节中, 我们主要讨论经典广义四边形 Q(4, q) 中的 m-ovoids. 在第 2 章, 我
们介绍了有限经典极空间, 我们称由秩为 2的有限经典极空间的点线得到关联结构
为经典的广义四边形. 广义四边形 Q(4, q)中的点和线分别是包含在 PG(4, q)上抛物
二次曲面中的完全奇异点和完全奇异线. 一个 Q(4, q)的 m-ovoid是 Q(4, q)的点集

满足: 该点集与每条完全奇异线相交于 m个点. 关于 Q(4, q)中 m-ovoids的背景知
识,请参考绪论中的介绍. 在本节,我们对于 q ≡ 1(mod 4)并且 q > 5的情形构造了

Q(4, q)中 q−1
2 -ovoids的无穷类. 这里构造和证明技巧与文献 [35] 中的较为相似. 主要

困难是要从典型群 PGO(5, q)的丰富子群结构中选择合适的自同构群来进行构造.

3.1.1 Q(4, q)的模型

令 q ≡ 1(mod 4) 是一个素数幂, 且令 V = Fq × Fq × Fq2 × Fq. 我们可以将 V

看作 Fq 上的一个 5维向量空间, 将其元素形式记为 (x, y,α, z), 其中 x, y, z ∈ Fq 且

α ∈ Fq2 . 我们定义向量空间 V 上的二次型 Q如下

Q((x, y,α, z)) = xy + αq+1 + z2.

则二次型 Q对应的双线性型 B 为

B((x, y,α, z), (x′, y′,α′, z′)) = xy′ + x′y + αα′q + αqα′ + 2zz′.

很容易验证上述定义的二次型 Q 是非退化的并且对应的二次曲面是抛物二次

曲面 Q(4, q). 因此,我们可以将 Q(4, q)的点集定义为

Q(4, q) = {〈(x, y,α, z)〉|0 %= (x, y,α, z) ∈ V, Q((x, y,α, z)) = 0}.

为简单起见, 在本节的剩余部分, 我们将使用 (x, y,α, z) 代替 〈(x, y,α, z)〉 来表
示 PG(4, q)的射影点.
我们之所以选择此模型,是因为在该模型下可以使我们选定的自同构群 G有一

个很好的表示形式.
令 F∗

q 是有限域 Fq 的乘法群. 对于每个 λ ∈ F∗
q 和 µ ∈ F∗

q2 使得 µ
q+1
2 = 1,我们定

义

Tλ,µ : (x, y,α, z) +→ (xλ, yλ−1,αλ
q−1
2 µ, z),
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这是 Q(4, q)上的一个等距变换,即等距群 I(V,Q)中的元素. 令 H 是由这样的 Tλ,µ

生成的群,即,
H = 〈Tλ,µ : λ ∈ F∗

q, µ ∈ F∗
q2 , µ

q+1
2 = 1〉.

引理 3.1：以上定义的群 H 是 PGO(5, q)的一个阶为 q2−1
2 的循环子群.

证明. 显然群 H 是两个循环子群 〈Tλ,1 : λ ∈ F∗
q〉 和 〈T1,µ : µ ∈ F∗

q2 , µ
q+1
2 = 1〉 的

直积; 这两个循环子群的阶分别为 q − 1 和 q+1
2 . 对于 q ≡ 1(mod 4) 情形, 我们有

gcd(q − 1, q+1
2 ) = 1,从而结论得证.

进一步地,我们定义 PGO(5, q)中的一个二阶元 (involution) τ 如下:

τ : (x, y,α, z) +→ (y, x,αq, z),

它也是 Q(4, q)上的一个等距变换. 设 G := 〈H, τ〉,其同构于 C q2−1
2

! C2,其中 Ck 表

示一个 k 阶循环群. 该群 G即为我们要构造的 Q(4, q) 中 q−1
2 -ovoids的一个自同构

群.

3.1.2 G-轨道的结构

我们现在对上述群G在Q(4, q)上的轨道结构进行描述. 对于一个点P ∈ PG(4, q),
令 O(P )表示包含点 P 的 G-轨道.

令 γ 为一个给定的 Fq2 中的元素使得 γq+1 = −1,令 !q (对应. !q2)和 "q (对应.
"q2)分别表示 Fq (对应. Fq2)中的非零平方元和非平方元的集合. 除以下 3种情形外,
所有 G-轨道的长度为 q2−1

2 或 q2 − 1.

1. 唯一一个长度为 2的轨道 O(1, 0, 0, 0) = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0)};

2. 唯一一个长度为 q − 1 的轨道 O(1,−1, 0, 1) = C \ O(1, 0, 0, 0), 其中 C =

{〈(x, y, 0, z)〉|0 %= (x, y, 0, z) ∈ V, xy + z2 = 0}是一个锥面 (conic),如图 3.1所
示;

3. 唯一一个长度为 q + 1的轨道 O(0, 0, γ, 1).

图 3.1 锥面: xy + z2 = 0
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我们称长度为 q2−1
2 的轨道为短轨道,长度为 q2 − 1的轨道为长轨道.

引理 3.2：令 x, y ∈ F∗
q , α ∈ F∗

q2 ,且 (x, y,α, 1) ∈ Q(4, q). 则 G-轨道 O(x, y,α, 1)是一

个短轨道当且仅当 xy(1 + xy) ∈ !q,或等价为 αq+1(1 + αq+1) ∈ !q.

证明. 由于 G的阶为 q2 − 1,则 O(x, y,α, 1)是一条短轨道当且仅当点 (x, y,α, 1)在

G中的稳定子群的阶为 2. 若 Tλ,µ固定点 (x, y,α, 1),那么存在元素 c ∈ F∗
q 使得

(xλ, yλ−1,αλ
q−1
2 µ, 1) = c(x, y,α, 1).

从而有 c = 1 = λ = λ−1 = λ
q−1
2 µ,可得 λ = µ = 1. 若 Tλ,µ · τ 固定点 (x, y,α, 1),那么

便存在元素 c′ ∈ F∗
q 使得

(yλ, xλ−1,αqλ
q−1
2 µ, 1) = c′(x, y,α, 1).

我们有 c′ = 1, λ = xy−1, µ = (yx−1)
q−1
2 α1−q,这表明 λ, µ的值均由 x, y,α所唯一确

定. 要使得 Tλ,µ ·τ 属于群G,需要 µ
q+1
2 = 1,即, (yx−1)

q−1
2 α

1−q2

2 = 1,等价于 xyαq+1是

F∗
q 的非零平方元. 由于 xy+ αq+1 + 1 = 0且在 q ≡ 1(mod 4)情形下我们有 −1 ∈ !q,
从而结论成立.

令 ω 为 Fq2 的一个固定的本原元,仍令 γ 为 Fq2 的一个固定的元素使得 γq+1 =

−1. 根据引理 3.2, 我们现在准备在接下来给出长短轨道的具体描述. 对于 S, S ′ ∈
{!q, "q},关于 S∩(S ′−1)的大小的计算,请参阅注 3.6. 这里 S ′−1 = {x−1| x ∈ S ′}.

共有 q − 1个长度为 q2−1
2 的短轨道,具体形式如下:

1. 可以看出不存在G中的元素将点 (1,−ω2(q+1),ω2, 0)映到点 (1,−ωq+1,ω, 0),从
而点集 {(x, y,α, 0) ∈ Q(4, q)|α %= 0}被分成两个轨道,分别为

O(1,−ω2(q+1),ω2, 0)和O(1,−ωq+1,ω, 0).

与引理 3.2的证明类似, 容易得到 O(1,−ω2(q+1),ω2, 0) 和 O(1,−ωq+1,ω, 0) 在

G 中的稳定子群分别是 〈T−ω−2(q+1),ω−2(q−1) · τ〉 和 〈T−ω−(q+1),−ω−(q−1) · τ〉. 由于
T−ω−2(q+1),ω−2(q−1) · τ 和 T−ω−(q+1),−ω−(q−1) · τ 都是 G中的二阶元,所以这两个轨
道长度均为 q2−1

2 ;

2. 可以看出不存在 G 中的元素将点 (1, y,α, 1) 映到点 (1, y,αωq−1, 1), 从而对于
每个 y ∈ !q ∩ (!q − 1), 都有两个轨道 O(1, y,α, 1) 和 O(1, y,αωq−1, 1) 使得

y + αq+1 + 1 = 0. 共计有 2 · |!q ∩ (!q − 1)| = q−5
2 个这样的长为

q2−1
2 的轨道;
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3. 可以看出不存在 G中的元素将点 (1, y,α, 1)映到点 (1, y,αq, 1),从而对于每个
y ∈ "q∩("q−1),都有两个轨道O(1, y,α, 1)和O(1, y,αq, 1)使得 y+αq+1+1 =

0. 共计有 2 · |"q ∩ ("q − 1)| = q−1
2 个这样的长为

q2−1
2 的轨道.

共有 q+3
2 个长度为 q2 − 1的长轨道,具体形式如下:

1. 由于不存在 G中的元素将点 (1, 0, γ, 1)映到点 (1, 0, γωq−1, 1),所以共有 2个长
为 q2 − 1的第二个坐标为 0的轨道,分别为 O(1, 0, γ, 1)和 O(1, 0, γωq−1, 1);

2. 对于每个 y ∈ !q ∩ ("q − 1),恰有一个轨道 O(1, y,α, 1)使得 y + αq+1 + 1 = 0.
共计有 |!q ∩ ("q − 1)| = q−1

4 个这样的长为 q2 − 1的轨道;

3. 对于每个 y ∈ "q ∩ (!q − 1),恰有一个轨道 O(1, y,α, 1)使得 y + αq+1 + 1 = 0.
共计有 |"q ∩ (!q − 1)| = q−1

4 个这样的长为 q2 − 1的轨道.

特别地,有 7个代表元坐标包含 0的轨道,它们分别是:

O(1, 0, 0, 0), O(1,−1, 0, 1), O(0, 0,ω
q−1
2 , 1), O(1,−ω2(q+1),ω2, 0),

O(1,−ωq+1,ω, 0), O(1, 0,ω
q−1
2 , 1)和O(1, 0,ω

3(q−1)
2 , 1).

注 3.3：现在我们对群 G 的作用进行更几何的描述. 设 C1 = {〈(0, 0,α, z)〉|0 %=
(0, 0,α, z) ∈ V, αq+1 + z2 = 0}, 则 C1 是 Q(4, q) 的一个锥面. 此外, C⊥

1 是一条 C1

的外线,这条线经过轨道 O(1, 0, 0, 0)中的 (0, 1, 0, 0)和 (1, 0, 0, 0)两个点. 群 G是 C1

和 C 的稳定子群.

3.1.3 Q(4, q)中 q−1
2 -ovoids的构造

现在我们准备描述 Q(4, q)中 q−1
2 -ovoids的构造. 令 q > 5是奇素数幂满足 q ≡

1(mod 4),令 ω是 F∗
q2 的本原元. 固定 F∗

q 中的一对元素 (a, b)使得

1 + a2 = b2. (3.1)

我们现定义
M = O(1,−1, 0, 1) ∪O(1,−ω2(q+1),ω2, 0)∪

O(1, 0,ω
q−1
2 , 1) ∪ T ∪ O(1,−b2, a, 1),

(3.2)

这里

T = {(x, y,α, 1) ∈ Q(4, q) | 1 + b−2xy ∈ !q, xyα %= 0 }. (3.3)

引理 3.4：上述集合 T 是一个 G-不变集,它有 (q2−1)(q−5)
2 个点.

18
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证明. 集合 T 的 G-不变性很容易进行直接验证. 接下来只需要计算集合 T 的大小.
我们有

|T | = (q − 1)|{z ∈ F∗
q, α ∈ F∗

q2 | z + 1 + αq+1 = 0, 1 + b−2z ∈ !q}|

= (q2 − 1)|{z ∈ Fq| 1 + b−2z ∈ !q, z %= 0,−1}|

= (q2 − 1)(|{z ∈ Fq| 1 + b−2z ∈ !q}|− 2)

= (q2 − 1)

(
q − 1

2
− 2

)
=

(q2 − 1)(q − 5)

2
.

这里,我们在第三个等式中利用了 1− b−2 = a2b−2是一个平方元的条件,在第四个等
式中利用了集合 b2(!q − 1) = {b2(x− 1) : x ∈ !q}的大小为 q−1

2 事实. 证毕.

由引理 3.4,我们有

|M| = (q − 1) + 2(q2 − 1) +
(q2 − 1)(q − 5)

2
=

q − 1

2
(q2 + 1),

这恰好是 Q(4, q)中一个 q−1
2 -ovoid的大小. 令 η是 Fq 的二次（乘法）特征,即,

η(x) =






1, 如果 x ∈ !q,
−1, 如果 x ∈ "q,
0, 如果 x = 0.

(3.4)

进一步地,我们定义 Kronecker delta函数 [[X ]]如下

[[X ]] =

{
1, 若性质 X 成立,
0, 否则.

(3.5)

引理 3.5 (Lidl和 Niederreiter[51],定理 5.48)：令 g(x) = a2x2 + a1x+ a0 ∈ Fq[x],这里
q为奇数且 a2 %= 0. 设 d = a21 − 4a0a2,令 η表示 Fq 的二次特征. 则有

∑

c∈Fq

η(g(c)) =

{
−η(a2), 如果 d %= 0,
(q − 1)η(a2), 如果 d = 0.

注 3.6：考虑该引理的特殊情形, 令 g(x) = x(x + 1), 即 a1 = a2 = 1, a0 = 0. 我
们有 d = a21 − 4a0a2 = 1,因此

∑
c∈Fq

η(g(c)) = −1. 令 n1, n2, n3, n4 分别表示使得

(η(x), η(x+ 1)) = (1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1)的 x的个数. 则有

n1 + n2 =
q − 1

2
− 1, n3 + n4 =

q − 1

2
,

n1 + n3 =
q − 1

2
− 1, n2 + n4 =

q − 1

2
.
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由
∑

c∈Fq
η(g(c)) = −1可得 n1 − n2 − n3 + n4 = −1. 从以上等式中我们解得

n1 =
q − 5

4
, n2 =

q − 1

4
, n3 =

q − 1

4
, n4 =

q − 1

4
.

特别地,由定义可知, n1 是集合 !q ∩ (!q − 1)的大小, n2 是集合 !q ∩ ("q − 1)的大

小, n3是集合 "q ∩ (!q − 1)的大小,且 n4是集合 "q ∩ ("q − 1)的大小.

定理 3.7：对于 q ≡ 1(mod 4)且 q > 5,由等式 (3.2)定义的点集M是 Q(4, q)的一个
q−1
2 -ovoid.

证明. 我们采用与文献 [35] 相同的证明技巧, 即, 往证 Q(4, q) 的每条线交M 于 q−1
2

个点. 显然, Q(4, q) 的每条线与超平面 {(x, y,α, z) ∈ V | y = 0} 至少交于一个点.
Q(4, q)中存在四个 G-轨道拥有第二个坐标为 0的代表元,分别是

O(1, 0, 0, 0), O(0, 0,ω
q−1
2 , 1), O(1, 0,ω

q−1
2 , 1)和O(1, 0,ω

3(q−1)
2 , 1).

由于M是 G-不变的,所以我们只需要考虑经过点

(1, 0, 0, 0), (0, 0,ω
q−1
2 , 1), (1, 0,ω

q−1
2 , 1)或 (1, 0,ω

3(q−1)
2 , 1)

的线即可. 由 q > 5的假设条件和引理 3.4可知,集合 T 是非空的. 我们分为以下 4种
情况进行讨论.

情况 1. Q(4, q)的线 !经过点 P = (1, 0, 0, 0).
线 ! 恰好交超平面 {(x, y,α, z) ∈ V : x = 0} 于点 Q, 因为点 Q 与 P 垂直, 则

Q = (0, y1,α1, z1). 由于 B(P,Q) = 0, 再结合 B 和 Q(4, q) 的定义, 我们有 y1 = 0

且 αq+1
1 + z21 = 0, z1 %= 0. 我们可以设 z1 = 1. 因此, 我们有 ! = 〈P,Q〉, 其中 Q =

(0, 0,α1, 1), α1 ∈ F∗
q2 使得 αq+1

1 + 1 = 0. 线 !可以表示为 ! = {(t, 0,α1, 1)|t ∈ Fq} ∪
{(1, 0, 0, 0)}. 可以看出 P = (1, 0, 0, 0) /∈ M. 对任意的 (x, y,α, z) ∈ O(1,−1, 0, 1),
O(1,−ω2(q+1),ω2, 0), T 或 O(1,−b2, a, 1), 我们有 y %= 0, 故其不可能落在线 !上. 因
此, |! ∩M| = |! ∩O(1, 0,ω

q−1
2 , 1)|. 我们往证该大小为 q−1

2 .
轨道 O(1, 0,ω

q−1
2 , 1)是一个长度为 q2 − 1的长轨道. 它是集合

U1 = {(λ, 0,λ
q−1
2 µω

q−1
2 , 1)|λ ∈ F∗

q, µ ∈ F∗
q2 , µ

q+1
2 = 1}, (3.6)

和

U2 = {(0,λ,−λ
q−1
2 µ−1ω− q−1

2 , 1)|λ ∈ F∗
q, µ ∈ F∗

q2 , µ
q+1
2 = 1} (3.7)

的并集. 通过检验第二个坐标可以看出 U2 ∩ ! = ∅. 假设 ! 上的点 (t, 0,α1, 1), 这里
t ∈ Fq,落在 U1中,那么存在 λ ∈ F∗

q , µ ∈ F∗
q2 满足 µ

q+1
2 = 1使得

(t, 0,α1, 1) = c(λ, 0,λ
q−1
2 µω

q−1
2 , 1)
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对某个 c ∈ F∗
q 成立. 由最后一个坐标可知 c = 1,进一步地,由第一个坐标可知 λ = t,

这意味着 t %= 0. 通过比较第三个坐标,我们有

µ = α1t
− q−1

2 ω− q−1
2

且

µ
q+1
2 = α

q+1
2

1 t−
q−1
2 ω− q2−1

4 = 1.

因此,

|! ∩ U1| = #{t ∈ F∗
q| t

q−1
2 = α

q+1
2

1 ω− q2−1
4 }

=
q − 1

2
.

最后一个等式成立是由 αq+1
1 + 1 = 0可得

(
α

q+1
2

1 ω− q2−1
4

)2

= (αq+1
1 )(ω− q2−1

2 ) = 1,

从而 α
q+1
2

1 ω− q2−1
4 ∈ {1, −1}.

情况 2. Q(4, q)的线 !经过点 P = (0, 0,ω
q−1
2 , 1).

线 ! 恰好交超平面 {(x, y,α, z) ∈ V | z = 0} 于一点 Q = (x1, y1,α1, 0), 这里
x1y1 + αq+1

1 = 0. 如果 α1 = 0,则有 x1y1 = 0. 这意味着 Q = (1, 0, 0, 0)或 (0, 1, 0, 0).
这两个点落在相同的 G-轨道中,则我们可归结到情形 1. 现假设 α1 %= 0. 由 P ⊥ Q,
我们有 TrFq2/Fq(α1ω

q2−q
2 ) = 0, 即 α1 = ω−1a1 对于某个 a1 ∈ F∗

q . 这里 TrFq2/Fq 表

示 Fq2 到 Fq 的迹函数. 因为 x1y1 %= 0, 所以我们可以假设点 Q为 (1, y1,α1, 0) 满足

y1 + αq+1
1 = 0. 则该线

! = {(1, y1,α1 + tω
q−1
2 , t)|t ∈ Fq} ∪ {(0, 0,ω

q−1
2 , 1)}.

点 P = (0, 0,ω
q−1
2 , 1) /∈ M且 α1 = ω−1a1是 F∗

q2 的一个非平方元. 下面我们计算 !与

M的每个部分相交的点的个数.

情况 2.1. |! ∩O(1,−1, 0, 1)| = 0.
假设线 !上的点 (1, y1,α1 + tω

q−1
2 , t)落在 O(1,−1, 0, 1)中,这里 t ∈ Fq. 则这样

的点的第三个坐标必定为 0,即, α1 + tω
q−1
2 = 0. 我们已经证明了 α1 是 F∗

q2 的

非平方元. 另一方面,由于 q ≡ 1(mod 4),则 −ω q−1
2 t为 0或 F∗

q2 的平方元. 该矛
盾使得结论 |! ∩O(1,−1, 0, 1)| = 0成立.
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情况 2.2. |! ∩O(1,−ω2(q+1),ω2, 0)| = 0.
线 !与 O(1,−ω2(q+1),ω2, 0)相交的每个点最后一个坐标为 0,线 !中具有此性

质的唯一点是 Q. 但点 Q不落在轨道

O(1,−ω2(q+1),ω2, 0) = {(λ,−ω2(q+1)λ−1,ω2λ
q−1
2 µ, 0)|λ ∈ F∗

q, µ ∈ F∗
q2 , µ

q+1
2 = 1}

中. 否则,便存在 λ ∈ F∗
q使得 y1 = −ω2(q+1)λ−2,通过比较点Q = (1, y1,α1, 0)和

(1,−ω2(q+1)λ−2,ω2λ
q−3
2 µ, 0) 的第二个坐标会得到一个矛盾, 因为 y1 = −αq+1

1

是 Fq 的一个非平方元.

情况 2.3. |! ∩O(1, 0,ω
q−1
2 , 1)| = 0.

线 !与 O(1, 0,ω
q−1
2 , 1)相交的每个点第二个坐标为 0,由于 y1 %= 0,则 !中具有

此性质的唯一点是 P . 然而, O(0, 0,ω
q−1
2 , 1) 和 O(1, 0,ω

q−1
2 , 1) 是不同的 G-轨

道,因此 P = (0, 0,ω
q−1
2 , 1) /∈ O(1, 0,ω

q−1
2 , 1).

情况 2.4. |! ∩ T | = q−1
2 .

假设 !上的点 (1, y1,α1+tω
q−1
2 , t)落在 T 中,这里 t ∈ Fq,则存在 (x, y,α, 1) ∈ T

使得

(1, y1,α1 + tω
q−1
2 , t) = c(x, y,α, 1)

对于某个 c ∈ F∗
q 成立. 由最后一个坐标可知 c = t. 特别地, t %= 0. 通过比较其

他坐标,我们有
1 = tx, y1 = ty, α1 + tω

q−1
2 = tα.

从而 x = t−1, y = t−1y1并且 α = t−1α1 + ω
q−1
2 . 由等式(3.3)中 T 的定义可得

|! ∩ T | = #{t ∈ F∗
q|1 + (tb)−2y1 ∈ !q}.

如上所述, y1是 F∗
q 的一个非平方元. 因此

|! ∩ T | = 2 · |b−2y1!q ∩ (!q − 1)|

= 2 · |"q ∩ (!q − 1)| = q − 1

2
.

情况 2.5. |! ∩O(1,−b2, a, 1)| = 0.
轨道 O(1,−b2, a, 1)是一个短轨道,其形式如下:

O(1,−b2, a, 1) = {(λ,−b2λ−1, aλ
q−1
2 µ, 1) : λ ∈ F∗

q, µ ∈ F∗
q2 , µ

q+1
2 = 1}. (3.8)

假设 !中的点 (1, y1,α1 + tω
q−1
2 , t)落在 O(1,−b2, a, 1)中,这里 t ∈ Fq. 通过比

较坐标,我们有 y1 = −t2b2,这与 y1是 Fq 的一个非平方元的事实矛盾.
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总之,我们有 |! ∩M| = q−1
2 . 从而完成了情况 2的证明.

情况 3. Q(4, q)的线 !经过点 P = (1, 0,ω
q−1
2 , 1).

与情况 2类似,我们只需要考虑这样一种情况: 线 !经过点 Q使得

Q = (1,−αq+1
1 ,α1, 0)

对于某个 α1 ∈ F∗
q2 成立. 由 P ⊥ Q,我们推得 −αq+1

1 + TrFq2/Fq(α1ω
q2−q

2 ) = 0. 设

y1 = −αq+1
1 , β = α1ω

− q−1
2 .

则有

βq+1 = (α1ω
− q−1

2 )q+1 = −αq+1
1 = y1, (3.9)

并且

TrFq2/Fq(β) = −TrFq2/Fq(α1ω
q2−q

2 ) = −αq+1
1 = y1. (3.10)

特别地,对于这里的 β ∈ F∗
q2 ,我们有 βq+1 = β + βq,等价于

βq = βq−1 + 1 (3.11)

且

β − 1 = β−(q−1). (3.12)

我们往证 β ∈ Fq 当且仅当 β = 2: 如果 β ∈ Fq, 则由等式(3.11)得 β = βq =

βq−1 + 1 = 2;反之是显然的. 情况 β = 2和 β %= 2的证明基本相同,而前者更容易,
因此我们仅在下面证明 β %= 2的情形. 在该情形中,由等式(3.9)和(3.10)可知 β 在 Fq

上的极小多项式是 X2 − y1X + y1;由于 β /∈ Fq,则判别式 d′ = y1(y1 − 4)是 Fq 的非

平方元.
现在,我们可以计算 !与M的每个部分的交集大小. 我们有

! = {(t+ 1, y1, (β + t)ω
q−1
2 , t)|t ∈ Fq} ∪ {(1, 0,ω

q−1
2 , 1)}

使得 y1 %= 4 (即, β %= 2) 并且 β = α1ω− q−1
2 . 在该情况下, P = (1, 0,ω

q−1
2 , 1) ∈

O(1, 0,ω
q−1
2 , 1) ⊂ M.

情况 3.1. |! ∩O(1,−1, 0, 1)| = 0.
假设 !上的点 (t+ 1, y1, (β + t)ω

q−1
2 , t)落在 O(1,−1, 0, 1)中,这里 t ∈ Fq. 通过

比较第三个坐标则有 β = −t ∈ Fq,即, y1 = 4. 与假设矛盾.
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情况 3.2. |! ∩O(1,−ω2(q+1),ω2, 0)| = [[y1 ∈ !q]].
假设 !上的点 (t+ 1, y1, (β + t)ω

q−1
2 , t)落在 G-轨道 O(1,−ω2(q+1),ω2, 0)中,这

里 t ∈ Fq. 则该点的最后一个坐标必定为 0,因此 t = 0. 通过比较其他坐标可
得,条件

(1, y1, βω
q−1
2 , 0) ∈ ! ∩O(1,−ω2(q+1),ω2, 0)

成立当且仅当 y1 是 Fq 的非零平方元. 由等式(3.5)中 Kronecker delta函数的定
义可得 |! ∩O(1,−ω2(q+1),ω2, 0)| = [[y1 ∈ !q]].

情况 3.3. |! ∩O(1, 0,ω
q−1
2 , 1)| = 1.

一方面, P 是 !与 O(1, 0,ω
q−1
2 , 1)的一个交点. 另一方面,假设存在 !的一个点

(t + 1, y1, (β + t)ω
q−1
2 , t) 满足 y1 %= 0 落在 O(1, 0,ω

q−1
2 , 1) 中, 由 y1 %= 0, 以及

等式(3.6)和(3.7)可知,该点必定在 U2 中. 因此,我们有 t = −1. 则存在 λ ∈ F∗
q ,

µ ∈ F∗
q2 满足 µ

q+1
2 = 1使得

(0, y1, (β − 1)ω
q−1
2 ,−1) = c(0,λ,−λ

q−1
2 µ−1ω− q−1

2 , 1)

对某个 c ∈ F∗
q 成立. 从而 c = −1, λ = −y1,

µ = λ
q−1
2 (β − 1)−1ω−(q−1),

并且

µ
q+1
2 = −λ

q−1
2 (β − 1)−

q+1
2 = 1.

则我们有

y
q−1
2

1 = (−λ)
q−1
2 = −(β − 1)

q+1
2 = −(βq − 1)

q2+q
2 . (3.13)

根据等式(3.11)和(3.13),我们推得 y
q−1
2

1 = −β q2−1
2 . 另一方面,由等式 (3.9)我们

有 y1 = βq+1,从而 y
q−1
2

1 = β
q2−1

2 . 矛盾.

情况 3.4. |! ∩ T | = q−3
2 − 1

2(η(y1(4b
2 − y1)) + 1)− [[y1 ∈ !q]].

假设 !上的点 (t+1, y1, (β+t)ω
q−1
2 , t)落在 T 中,这里 t ∈ Fq. 则存在 (x, y,α, 1) ∈

T 使得
(t+ 1, y1, (β + t)ω

q−1
2 , t) = c(x, y,α, 1)

对于某个 c ∈ F∗
q成立. 由最后一个坐标可得 c = t. 特别地,由 t+1 = tx, tx %= 0

以及 t = c可知 t %= 0并且 t %= −1. 再通过比较其他坐标,我们有

t+ 1 = tx, y1 = ty, (β + t)ω
q−1
2 = tα.
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从而 x = 1 + t−1, y = t−1y1并且 α = t−1(β + t)ω
q−1
2 . 因此,

|! ∩ T | = #{t ∈ Fq| 1 + b−2(1 + t−1)t−1y1 ∈ !q, t %= 0,−1}

= #{t ∈ Fq| b2t2 + y1t+ y1 ∈ !q, t %= 0,−1}.

设 g(X) = b2X2 + y1X + y1. 我们有 g(0) = y1 且 g(−1) = b2 ∈ !q. 令 η 是等

式(3.4)所给出的二次特征. g(X)的判别式非 0,即, y21 −4b2y1 %= 0. 否则,我们有
y1 = 4b2 且 d′ = y1(y1 − 4) = 4b2(4(b2 − 1)) = 16b2a2 ∈ !q,矛盾. 因此我们可
根据判别式 y21 − 4b2y1是非零平方元或非平方元来判定 g(X) = 0在 Fq中有两

个解或 0个解. 换言之, g(X) = 0在 Fq 中的解得个数等于 η(y1(4b2 − y1)) + 1.
从而我们有

|! ∩ T | = 1

2

∑

t∈Fq ,b2t2+y1t+y1 '=0

(
η(b2t2 + y1t+ y1) + 1

)
− [[y1 ∈ !q]]− 1

=
1

2

∑

t∈Fq

(
η(b2t2 + y1t+ y1) + 1

)
− 1

2
|{t ∈ Fq| b2t2 + y1t+ y1 = 0}|

− [[y1 ∈ !q]]− 1

=
q − 2

2
+

1

2

∑

t∈Fq

η(b2t2 + y1t+ y1)−
1

2
|{t ∈ Fq| b2t2 + y1t+ y1 = 0}|

− [[y1 ∈ !q]]

=
q − 2

2
+

1

2
(−η(b2))− 1

2
|{t ∈ Fq| b2t2 + y1t+ y1 = 0}|− [[y1 ∈ !q]]

=
q − 3

2
− 1

2

(
η(y1(4b

2 − y1)) + 1
)
− [[y1 ∈ !q]].

由 y21 − 4b2y1 %= 0和引理 3.5可得上式中第四个等式成立.

情况 3.5. |! ∩O(1,−b2, a, 1)| = 1
2 (η(y1(4b

2 − y1)) + 1).
回忆一下 y1 %= 4b2. 在 η(y1(4b2 − y1)) = −1, 即, y1(4b2 − y1) ∈ "q 的情形

下,我们往证 |! ∩O(1,−b2, a, 1)| = 0. 回忆一下 O(1,−b2, a, 1)中的元素已在等

式(3.8)中列出. 假设 !上的点 (t+1, y1, (β+ t)ω
q−1
2 , t)落在O(1,−b2, a, 1)中,则

存在 λ ∈ F∗
q , µ ∈ F∗

q2 满足 µ
q+1
2 = 1使得

(t+ 1, y1, (β + t)ω
q−1
2 , t) = c(λ,−b2λ−1, aλ

q−1
2 µ, 1)

对某个 c ∈ F∗
q 成立. 通过比较坐标,我们有

c = t, t+ 1 = cλ, y1 = −cb2λ−1, (β + t)ω
q−1
2 = caλ

q−1
2 µ.
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特别地,由于 c %= 0且 λ %= 0,我们有 t %= 0,−1. 从而 λ = 1+ t−1. 将该式代入上
面第三个等式中可得

y1λ+ cb2 = y1(1 + t−1) + tb2 = 0,

即,

b2t2 + y1t+ y1 = 0.

这意味着 b2X2 + y1X + y1 = 0在 Fq 中有一个解. 然而,由假设条件知 b2X2 +

y1X + y1 = 0的判别式 −y1(4b2 − y1) ∈ "q,故其在 Fq 上无解,矛盾.

接下来,我们考虑 η(y1(4b2−y1)) = 1,即, y1(4b2−y1) ∈ !q的情形. 在该情形下,
我们往证 |! ∩ O(1,−b2, a, 1)| = 1. 假设 !上的点 (t + 1, y1, (β + t)ω

q−1
2 , t)落在

O(1,−b2, a, 1)中. 用上述同样的推导方法,我们有 t %= 0,−1并且存在 λ ∈ F∗
q ,

µ ∈ F∗
q2 满足 µ

q+1
2 = 1使得

λ = t−1 + 1, b2t2 + y1t+ y1 = 0,

并且

µ = (β + t)ω
q−1
2 (at(t−1 + 1)

q−1
2 )−1.

在这种情形下, b2X2 + y1X + y1 = 0在 Fq 中有 t1, t2两个不同的解,它们满足
{

t1 + t2 = −y1b−2,
t1t2 = y1b−2.

(3.14)

我们根据等式(3.14)推得

t−1
1 + t−1

2 =
t1 + t2
t1t2

= −1

且

(t−1
1 + 1)(t−1

2 + 1) = (t1t2)
−1 + (t−1

1 + t−1
2 ) + 1 = b2y−1

1 . (3.15)

令 λi, µi 是 t = ti, i = 1, 2时 λ和 µ所对应的取值. 我们现在证明恰好有一个
µi满足 µ

q+1
2

i = 1,这样一来则结论成立. 我们计算

µq+1
i = ω

q2−1
2 (βq + ti)(β + ti)(a

2t2i )
−1(t−1

i + 1)−(q−1)

= −(βq+1 + (βq + β)ti + t2i )(a
2t2i )

−1

= −(y1 + tiy1 + t2i )(a
2t2i )

−1

= −(−(b2 − 1)t2i )(a
2t2i )

−1 = 1.
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对于 i = 1, 2成立. 这里我们利用了等式(3.1), (3.9),(3.10)以及 a, ti ∈ Fq, b2t2i +
y1ti + y1 = 0 对于 i = 1, 2 成立的事实. 因此, 我们有 µ

q+1
2

i ∈ {1, −1} 对于
i ∈ {1, 2}成立.

我们接下来计算

µ
q+1
2

1 µ
q+1
2

2 =

(
(β + t1)ω

q−1
2

at1(t
−1
1 + 1)

q−1
2

· (β + t2)ω
q−1
2

at2(t
−1
2 + 1)

q−1
2

) q+1
2

= ω
q2−1

2 ((t−1
1 + 1)(t−1

2 + 1))−
q−1
2

(
β2 + (t1 + t2)β + t1t2

a2t1t2

) q+1
2

= −y
q−1
2

1

[
(β2 − y1b

−2(β − 1))
(
a2y1b

−2
)−1
] q+1

2

= −y
q−1
2

1

[
(β2 − y1b

−2β−(q−1))(a2y1b
−2)−1

] q+1
2

= −y
q−1
2

1

(
(b2 − 1)β2(a2y1)

−1
) q+1

2

= −y
q−1
2

1 · y1 · y
− q+1

2
1 = −1.

在这里我们利用了等式(3.1), (3.9), (3.12), (3.14)和(3.15).

因此,对于 i ∈ {1, 2},恰好只有一个 µi使得 µ
q+1
2

i = 1.

总之,我们推得 |! ∩M| = q−1
2 ,从而完成了情况 3的证明.

情况 4. Q(4, q)的线 !经过点 P = (1, 0,ω
3(q−1)

2 , 1).

我们只需要考虑 !经过一个点 Q,这里 Q = (1,−αq+1
1 ,α1, 0)对某个 α1 ∈ F∗

q2 成

立的情形即可. 由 P ⊥ Q,我们有−αq+1
1 +TrFq2/Fq(α1ω

3(q2−q)
2 ) = 0. 在这种情况下,我

们令

y1 = −αq+1
1 , β = α1ω

− 3(q−1)
2 .

与等式(3.9)和(3.10)的情形类似,我们也可推得

βq+1 = y1, y1 = TrFq2/Fq(β).

特别地, 对于这里的 β ∈ F∗
q2 , 我们同样有 βq+1 = β + βq, (即, βq = βq−1 + 1) 并且

β−1 = β−(q−1)也成立. 因此,与情况 3类似,我们同样可证得 β ∈ Fq当且仅当 β = 2,
并定义

! = {(t+ 1, y1, (β + t)ω
3(q−1)

2 , t)|t ∈ Fq} ∪ {(1, 0,ω
3(q−1)

2 , 1)}

满足 y1 %= 4 (即, β %= 2)和 β = α1ω− 3(q−1)
2 .
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与情况 3主要的不同点在于在这种情况下, P = (1, 0,ω
3(q−1)

2 , 1) /∈ M. 然而,可
直接验证 ! ∩ O(1, 0,ω

q−1
2 , 1) = (0, y1, (β − 1)ω

3(q−1)
2 ,−1),大小为 1. 通过与情况 3相

同的推导方式,我们可以得到

|! ∩O(1,−1, 0, 1)| = 0,

|! ∩O(1,−ω2(q+1),ω2, 0)| = [[y1 ∈ !q]],

|! ∩ T | = q − 3

2
− 1

2
(η(y1(4b

2 − y1)) + 1)− [[y1 ∈ !q]],

以及

|! ∩O(1,−b2, a, 1)| = 1

2

(
η(y1(4b

2 − y1)) + 1
)
.

从而有 |! ∩M| = q−1
2 . 计算过程与情况 3几乎相同,于是我们省略这些细节.

综上所述,每条 Q(4, q)的线交点集M于 q−1
2 个点. 因此, M是 Q(4, q)的一个

q−1
2 -ovoid. 证毕.

注 3.8：这里 q > 5 的条件是必须的. 首先, 在 F5 中不存在元素 a, b 使得 1 +

a2 = b2 成立, 因此不能定义 O(1,−b2, a, 1) 和 T . 其次, 我们通过计算机验证集合
O(1,−1, 0, 1) ∪ O(1,−ω2(q+1),ω2, 0) ∪ O(1, 0,ω

q−1
2 , 1)不能构成 Q(4, 5)的一个 G-不

变的 2-ovoid.

注 3.9：我们定义 Q(4, q)上的一个二阶等距变换如下:

σ : (x, y,α, z) → (y, x,α, z).

直接验证可知 σ固定我们的 q−1
2 -ovoidM,并且 〈σ〉正规化 G. 对于 q = 9, 13, 17,我

们通过Magma[13]验证了群 〈G,σ〉,同构于 C q2−1
2

! (C2 × C2),是M在 PGO(5, q)中
的全稳定子群.

3.2 Q+(7, q)中自同构群为 PGU3(q)的m-ovoids

在本小节,我们给出Q+(7, q)中自同构群为 PGU3(q)的m-ovoids,该构造是基于
文献 [43] 的第 4 节 Kantor 给出的 Q+(7, q) 中的 unitary ovoid 的构造得到的. 具体而
言，令 q 是一个素数 p的幂使得 q ≡ 2(mod 3)且 q > 2. 对于 α ∈ Fq2 , 设 α = αq,
Tr(α) = α+α和 Norm(α) = αα. 有限域 Fq 上的 8维向量空间 V 可由下列矩阵形式

构成:

M =




α β c
γ a β
b γ α



 , (3.16)
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这里 α, β, γ ∈ Fq2 , a, b, c ∈ Fq 且 a+ Tr(α) = 0. 定义 V 上的一个二次型

Q(M) = α2 + αα + α2 + Tr(βγ) + bc (3.17)

其对应的双线性型为

B(M,N) = Q(M +N)−Q(M)−Q(N) = tr(MN), (3.18)

这里 tr(MN)表示矩阵MN 的迹. 相应的二次曲面的点集为

Q = {〈M〉Fq
: M ∈ V, Q(M) = 0},

这里 〈M〉Fq
表示 V 中元素M 的 Fq 射影点. 简单起见,在本节中我们将 〈M〉Fq

简记

为 〈M〉. 设 J = antidiag(1, 1, 1),这里 antidiag表示反对角矩阵. 令

G0 = {A : A ∈ GL3(q
2)|J−1AJ = (A

T
)−1},

这里 A
T
表示矩阵 A的共轭转置. 我们有 G0

∼= GU3(q),群 G0 通过共轭作用来作用

在空间 V 上,这样可以诱导群 PGU3(q)在 V 所对应的射影空间上的一个作用. 此外,
由文献 [43]的第 4节可知,群 G0保持等式(3.17)定义的二次型 Q不变.
令 ω ∈ Fq2 使得 ω3 = 1且 ω %= 1. 由于 q ≡ 2(mod 3)且 q > 2,则

ωq + ω + 1 = ω2 + ω + 1 = 0.

取三个 Q中的点:

X1 =




0 0 1
0 0 0
0 0 0



 , X2 =




0 1 0
0 0 1
0 0 0



 和X3 =




ω 0 0
0 1 0
0 0 ω



 .

由文献 [43] 中第 4节的论断可知,对于 q ≡ 2(mod 3)且 q > 2的情形,群 G0 在 Q上
恰有 3个轨道,其中轨道代表元分别为 〈X1〉, 〈X2〉和 〈X3〉. 事实上,对于 i = 1, 2, 3,
轨道 Oi = O(〈Xi〉)恰好是由 Q中秩为 i的矩阵构成. 其中轨道 O1 即为 Q+(7, q)的

unitary ovoid,也称为 Kantor ovoid. 在当时, Kantor只对 unitary ovoid (即,轨道 O1)进
行了研究, 在本小节我们将用综合运用特征和等代数方法对剩余两个轨道 O2 和 O3

进行研究. 我们证明了, O2和 O3分别为 Q+(7, q)的一个 (q2 + q)-ovoid和 q3-ovoid.

定理 3.10：采用上述符号,我们有 |O2| = (q2 + q)(q3 + 1)且 |O3| = q3(q3 + 1),这里
|O2|和 |O3|分别表示轨道 O2和 O3的长度.

证明. 令

M =




α β c
γ a β
b γ α




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由等式(3.16)所定义. 如果 〈M〉属于 O2,由于 O2 恰好是 Q中秩为 2的所有矩阵,那
么M 在以下三种情况之一中. 对于 j = 1, 2, 3,令 Nj 表示属于情况 j 的 O2 中的点

〈M〉的个数.

情况 1. 矩阵M 的其中一行是 (0, 0, 0),剩余两行线性无关.

在该种情况下, 我们有第二行 (γ, a, β) %= (0, 0, 0). 否则, 由 M 的定义可知 α =

−α,再由 Q(M) = 0经过直接计算可得

α2 + bc = 0.

从而 M 的第一行与第三行线性相关, 即 〈M〉 ∈ O1, 这与 〈M〉 ∈ O2 矛盾. 因此, 我

们有或者 M =




0 0 0
γ 0 0
b γ 0



 使得 γ ∈ F∗
q2 , b ∈ Fq; 或者 M =




0 β c
0 0 β
0 0 0



 使得

β ∈ F∗
q2 , c ∈ Fq. 由于 O2中的点均为射影点,再结合 N1的定义,我们有

N1 = 2
1

q − 1
(q2 − 1)q

= 2q(q + 1). (3.19)

情况 2. 矩阵M 中没有行 (0, 0, 0)但M 中存在两行线性相关.

在该种情况下,假设存在 λ ∈ F∗
q2 使得

(α, β, c) = λ(γ, a, β),

则

α = λγ, a = −(λγ + λγ),

β = −λ(λγ + λγ), c = −λq+1(λγ + λγ).

由 Q(M) = 0可以得到

−b(λγ + λγ) = γq+1,

再由 αa = βγ 可知, M 的第二行和第三行线性相关,则M ∈ O1,与 〈M〉 ∈ O2 矛盾.
因此, M 的第一行和第二行线性无关. 用同样的方法可以得出M 的第二行和第三行

线性无关. 则唯一可能的情况只有 (α, β, c) = λ(b, γ,α)对于某个 λ ∈ F∗
q2 成立. 则我

们有

M =




λb λγ λq+1b
γ −(λ+ λ)b λγ
b γ λb



 , (3.20)
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其中 b, γ, λ要满足

−γq+1 %= b2(λ+ λ). (3.21)

从而

Q(M) = (λ+ λ)2b2 + (λ+ λ)γq+1 = 0. (3.22)

结合等式(3.21)和等式(3.22)可知,在该种情形下, 〈M〉 ∈ O2当且仅当M如等式(3.20)所
示,其中 λ+ λ = 0且 λ, γ ∈ F∗

q2 . 由 N2的定义,我们有

N2 =
1

q − 1
#{(λ, γ, b) : λ, γ ∈ F∗

q2 , b ∈ Fq|λ+ λ = 0}

=
1

q − 1
(q − 1)q(q2 − 1) = q(q2 − 1). (3.23)

情况 3. 矩阵M 的任意两行线性无关,且其中一行是另外两行的线性组合.

在该种情况下,则存在 λ1, λ2 ∈ F∗
q2 使得

(α, β, c) = λ1(γ, a, β) + λ2(b, γ,α),

其中 (γ, a, β)和 (b, γ,α)线性无关. 此时有

α = λ1γ + λ2b, a = −(α + α),

β = λ1a+ λ2γ.

从而有

αγ = λ1γ
q+1 + λ2bγ,

且

βb = λ1ab+ λ2bγ.

因此, (γ, a, β)和 (b, γ,α)线性无关等价于 γq+1 %= ab,这里 a = −(λ1γ + λ1γ + λ2b +

λ2b).

经计算可得

Q(M) = (λq+1
1 − (λ2 + λ2))(ab− γq+1) = 0.

从而,矩阵 〈M〉 ∈ O2 等价于 λ2 + λ2 = λq+1
1 且 γq+1 %= ab,这里 a = −(λ1γ + λ1γ +

λq+1
1 b).
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由 N3的定义,我们有

N3 =
1

q − 1
#{(λ1,λ2, γ, b) : λ1,λ2 ∈ F∗

q2 , γ ∈ Fq2 , b ∈ Fq|

λ2 + λ2 = λq+1
1 , b(λ1γ + λ1γ + λq+1

1 b) + γq+1 %= 0}

=
q

q − 1
#{(λ1, γ, b) : λ1 ∈ F∗

q2 , γ ∈ Fq2 , b ∈ Fq|b(λ1γ + λ1γ + λq+1
1 b) + γq+1 %= 0}

=
q(q2 − 1) · q3

q − 1
− q

q − 1
K, (3.24)

这里 K = #{(λ1, γ, b) : λ1 ∈ F∗
q2 , γ ∈ Fq2 , b ∈ Fq|b(λ1γ + λ1γ + λq+1

1 b) + γq+1 = 0}.
接下来,我们将会使用特征和计算 K. 由于这里要求 q ≡ 2(mod 3),则我们分为

特征 p为奇数和偶数两种情况进行计算.
情况 3.1.特征 p是奇数. 我们在 Fq2 中取 Fq 上的一组基 1, δ使得 δq + δ = 0,这

里 δ ∈ F∗
q2;我们令 λ1 = x1 + x2δ和 γ = r1 + r2δ. 显然 δ2 是 Fq 的一个非平方元. 我

们有

K = #{(x1, x2, r1, r2, b) ∈ F5
q : {x1, x2} %= {0}, F (x1, x2, r1, r2, b) = 0},

这里

F (x1, x2, r1, r2, b) = (x2
1 − x2

2δ
2)b2 + (2x1r1 + 2δ2x2r2)b+ (r21 − r22δ

2). (3.25)

这里我们再细分为以下两种情况来计算 K 的值.
情况 3.1.1. x2 = 0;这时,令

K1 = #{(x1, r1, r2, b) ∈ F4
q : x1 %= 0, r21 + 2bx1r1 + b2x2

1 − r22δ
2 = 0}.

仍令 ψ是 Fq 的标准加法特征. 则我们有

K1 =
1

q

∑

λ∈Fq

∑

x1∈F∗
q

∑

r1,r2,b∈Fq

ψ(λ(r21 + 2bx1r1 + b2x2
1 − r22δ

2))

=
(q − 1)q3

q
+

1

q

∑

λ, x1∈F∗
q

∑

b∈Fq

ψ(λb2x2
1)
∑

r2∈Fq

ψ(−λδ2r22)
∑

r1∈Fq

ψ(λr21 + 2λbx1r1)

由文献 [51]的定理 5.33可得,
∑

r1∈Fq

ψ(λr21 + 2λbx1r1) = ψ(−λx2
1b

2)G(η,ψ)η(λ), (3.26)

这里 η表示 Fq的二次乘法特征;G(η,ψ)是 Fq上的 Gauss和,可参考 [51]的第 5章. 同
样地,再次利用文献 [51]的定理 5.33,我们有

∑

r2∈Fq

ψ(−λδ2r22) = G(η,ψ)η(−λδ2).
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由于 η = η且 G(η,ψ)G(η,ψ) = η(−1)q,则有

G(η,ψ)2 = η(−1)q.

由于 δ2是 Fq 中的非平方元,则有 η(δ2) = −1. 因此,我们有

K1 = q2(q − 1) +
1

q

∑

λ, x1∈F∗
q

∑

b∈Fq

ψ(λb2x2
1)G(η,ψ)2η(−λ2δ2)ψ(−λb2x2

1)

= q2(q − 1) + (q − 1)2η(δ2)
∑

b∈Fq

ψ(0)

= q(q − 1). (3.27)

情况 3.1.2. x2 %= 0;这时,令

K2 = #{(x1, x2, r1, r2, b) ∈ F5
q : x2 %= 0, F (x1, x2, r1, r2, b) = 0},

这里 F (x1, x2, r1, r2, b)由等式(3.25)给出. 通过指数和计算,我们有

K2 =
1

q

∑

λ∈Fq

∑

x2∈F∗
q

∑

x1,r1,r2,b∈Fq

ψ (λF (x1, x2, r1, r2, b))

=
(q − 1)q4

q
+

1

q

∑

λ, x2∈F∗
q

∑

x1, b∈Fq

ψ(λ(x2
1 − δ2x2

2)b
2)Z(x1, x2, b),

这里

Z(x1, x2, b) =
∑

r1∈Fq

ψ(λr21 + 2λx1br1)
∑

r2∈Fq

ψ(λ(−δ2r22 + 2δ2x2br2)).

同上,我们有
∑

r2∈Fq

ψ(λ(−δ2r22 + 2δ2x2br2)) = ψ(λδ2x2
2b

2)G(η,ψ)η(−λδ2),

再结合等式(3.26),我们得到

K2 = q3(q − 1) +
1

q

∑

λ,x2∈F∗
q

∑

x1∈Fq

∑

b∈Fq

ψ(0)G(η,ψ)2η(−δ2)

= q3(q − 1)− q2(q − 1)2

= q2(q − 1). (3.28)

由等式(3.27)和(3.28)可知,在特征为奇数的情形下,

K = K1 +K2 = q3 − q. (3.29)
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情况 3.2. 特征 p是偶数. 在该种情况下,我们在 Fq2 中取 Fq 上的一组基 1, δ 使

得 δq + δ = 1;我们令 λ1 = x1 + x2δ和 γ = r1 + r2δ. 我们有

K = #{(x1, x2, r1, r2, b) ∈ F5
q : {x1, x2} %= {0}, F (x1, x2, r1, r2, b) = 0},

这里

F (x1, x2, r1, r2, b) = (x2
1 + x1x2 + x2

2δ
q+1)b2 + (x1r2 + x2r1 + x2r2)b+

(r21 + r1r2 + r22δ
q+1).

(3.30)

这里我们再细分为以下两种情况来计算 K 的值.

情况 3.2.1. x2 = 0;这时,令

K1 = #{(x1, r1, r2, b) ∈ F4
q : x1 %= 0, x2

1b
2 + bx1r2 + r21 + r1r2 + r22δ

q+1 = 0},

同样地,令 ψ是 Fq 的标准加法特征. 则我们有

K1 =
1

q

∑

λ∈Fq

∑

x1∈F∗
q

∑

r1,r2,b∈Fq

ψ(λ(x2
1b

2 + bx1r2 + r21 + r1r2 + r22δ
q+1))

=
(q − 1)q3

q
+

1

q

∑

λ, x1∈F∗
q

∑

r1, r2∈Fq

ψ
(
λ(r21 + r1r2 + r22δ

q+1)
)∑

b∈Fq

ψ
(
λ(b2x2

1 + bx1r2)
)

= q2(q − 1) +
∑

λ, x1∈F∗
q

∑

r1, r2∈Fq

ψ
(
λ(r21 + r1r2 + r22δ

q+1)
)
[[r2 =

√
λ
−1
]]

由于 ψ(δq+1) = ψ(δ2 + δ) = −1,则有

K1 = q2(q − 1) +
∑

λ, x1∈F∗
q

∑

r1∈Fq

ψ
(
λr21
)
ψ
(√

λr1
)
ψ(δq+1)

= q2(q − 1)− q(q − 1)2

= q(q − 1) (3.31)

情况 3.2.2. x2 %= 0;这时,令

K2 = #{(x1, x2, r1, r2, b) ∈ F5
q : x2 %= 0, F (x1, x2, r1, r2, b) = 0},

这里 F (x1, x2, r1, r2, b)由等式(3.30)给出. 通过指数和计算,我们有

K2 =
1

q

∑

λ∈Fq

∑

x2∈F∗
q

∑

x1,r1,r2,b∈Fq

ψ (λF (x1, x2, r1, r2, b))

=
(q − 1)q4

q
+

1

q

∑

λ, x2∈F∗
q

∑

x1, b∈Fq

ψ
(
λ(x2

1 + x1x2 + δq+1x2
2)b

2
)
Z(x1, x2, b),
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这里

Z(x1, x2, b) =
∑

r2∈Fq

ψ
(
λ(δq+1r22 + b(x1 + x2)r2)

) ∑

r1∈Fq

ψ
(
λr21 + λ(r2 + x2b)r1

)
.

我们有
∑

r1∈Fq

ψ
(
λr21 + λ(r2 + x2b)r1

)
= q[[r2 =

√
λ
−1

+ x2b]].

代入上式,我们得到

K2 = q3(q − 1) +
∑

λ,x2∈F∗
q

∑

x1, b∈Fq

ψ(0)ψ(δq+1)

= q3(q − 1)− q2(q − 1)2

= q2(q − 1) (3.32)

由等式(3.31)和等式 (3.32)可知,在特征为偶数的情形,我们有同样有

K = K1 +K2 = q3 − q. (3.33)

综合特征为奇数和偶数的情形,再由等式(3.24)可得

N3 = q4(q + 1)− q

q − 1
K

= q5 + q4 − q3 − q2. (3.34)

综上,由等式(3.19), (3.23)和(3.34),我们算得轨道 O2的长度为

|O2| = N1 +N2 +N3 = (q2 + q)(q3 + 1).

已知轨道 |O1|作为 Q+(7, q)的 ovoid,其长度为 q3 + 1. 由表 2.1可知,双曲二次曲面
Q+(7, q)的点的个数为 (q3 + q2 + q + 1)(q3 + 1). 从而

|O3| = (q3 + q2 + q + 1)(q3 + 1)− |O1|− |O2|

= q3(q3 + 1).

证毕.

定理 3.11：采用上述符号,我们有轨道 O2是Q+(7, q)的一个 (q2 + q)-ovoid;轨道 O3

是 Q+(7, q)的一个 q3-ovoid.

证明. 由等式(3.18)中 Q+(7, q)的双线性型 B 的定义,我们可以看出

X⊥
2 ∩O2 =




〈M〉 ∈ O2 : M =




α β c
γ a β
b −γ α








 . (3.35)
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假设M =




α β c
γ a β
b −γ α



使得 〈M〉 ∈ X⊥
2 ∩ O2,由定理 3.10的证明可以得到,

M 必定属于下列三种情况之一. 对于 j = 1, 2, 3,令 Rj 表示属于情况 j 的 X⊥
2 ∩ O2

中 〈M〉的个数.

情况 1. 矩阵M 的其中一行为 (0, 0, 0),剩余两行线性无关.

根据定理 3.10对该种情况的说明可知,这时M =




0 0 0
γ 0 0
b γ 0



满足 γ ∈ F∗
q2 使

得 γ = −γ, b ∈ Fq;或M =




0 β c
0 0 β
0 0 0



满足 β ∈ F∗
q2 , c ∈ Fq. 则我们有

R1 =
1

q − 1

(
q(q − 1) + q(q2 − 1)

)

= q2 + 2q. (3.36)

情况 2. 矩阵M 中没有行 (0, 0, 0)但M 中存在两行线性相关.
同样地,根据定理 3.10对该种情况的说明,我们有

R2 =
1

q − 1
#{(λ, γ, b) : λ, γ ∈ F∗

q2 , b ∈ Fq|λ+ λ = 0, γq = −γ}

=
1

q − 1
(q − 1)(q − 1)q

= (q − 1)q. (3.37)

情况 3. 矩阵M 的任意两行线性无关,且其中一行是另外两行的线性组合.
由定理 3.10的证明再加上 γq = −γ 的条件可知, 该情况等价于 λ2 + λ2 = λq+1

1

且 −γ2 %= ab,这里 a = −(λ1γ − λ1γ + λq+1
1 b). 则我们有

R3 =
1

q − 1
#{(λ1,λ2, γ, b) : λ1,λ2 ∈ F∗

q2 , γ ∈ Fq2 , b ∈ Fq|λ2 + λ2 = λq+1
1 ,

b(λ1γ − λ1γ + λq+1
1 b) %= γ2, γq = −γ}

=
q

q − 1
#{(λ1, γ, b) : λ1 ∈ F∗

q2 , γ ∈ Fq2 , b ∈ Fq|b(λ1γ − λ1γ + λq+1
1 b)− γ2 %= 0,

γq = −γ}

=
q(q2 − 1)q2

q − 1
− q

q − 1
T0, (3.38)
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这里

T0 = #{(λ1, γ, b) : λ1 ∈ F∗
q2 , γ ∈ Fq2 , b ∈ Fq|b(λ1γ−λ1γ+λq+1

1 b)− γ2 = 0, γq = −γ}.

我们采用与定理 3.10相同的步骤和方法来计算 T0 的值. 同样地,分为特征 p为

奇数和偶数的情况分别进行计算.
情况 3.1. 特征 p 为奇数, 我们取 Fq2 在 Fq 上的一组基 1, δ 使得 δ ∈ F∗

q2 且

δq + δ = 0;我们设 λ1 = x1 + x2δ和 γ = r1δ其中 x1, x2, r1 ∈ Fq,使其满足 γq = −γ.
则我们有

T0 = #{(x1, x2, r1, b) ∈ F4
q : {x1, x2} %= {0}, (x2

1 − δ2x2
2)b

2 + 2x2δ
2r1b− r21δ

2 = 0}.

我们进一步细分为以下两种情况来计算 T0的值:
情况 3.1.1. x2 = 0;这时,令

T1 = #{(x1, r1, b) ∈ F3
q : x1 %= 0, x2

1b
2 − r21δ

2 = 0}.

在 T1的表达式中,由于 x1 %= 0且 δ2是 Fq 的非平方元. 则由 x2
1b

2 = r21δ
2可得 r1 = 0,

b = 0, x1 ∈ F∗
q . 从而

T1 = q − 1.

情况 3.1.2. x2 %= 0;这时,令

T2 = |#{(x1, x2, r1, b) ∈ F4
q : x2 %= 0, (x2

1 − δ2x2
2)b

2 + 2x2δ
2r1b− r21δ

2 = 0}.

通过指数和计算,我们有

T2 =
1

q

∑

λ∈Fq

∑

x2∈F∗
q

∑

x1,r1,b∈Fq

ψ
(
λ
(
(x2

1 − δ2x2
2)b

2 + 2x2δ
2br1 − r21δ

2
))

=
(q − 1)q3

q
+

1

q

∑

λ, x2∈F∗
q

∑

x1, b∈Fq

ψ
(
λ(x2

1 − δ2x2
2)b

2
) ∑

r1∈Fq

ψ(−λδ2(r21 − 2x2br1))

= q2(q − 1) +
1

q

∑

λ, x2∈F∗
q

∑

x1, b∈Fq

ψ
(
λ(x2

1 − δ2x2
2)b

2
)
ψ(λδ2x2

2b
2)G(η,ψ)η(−λδ2)

= q2(q − 1) +
1

q

∑

λ, x2∈F∗
q

G(η,ψ)η(−λδ2)
∑

x1, b∈Fq

ψ
(
λx2

1b
2
)

= q2(q − 1) +
1

q

∑

λ, x2∈F∗
q

G(η,ψ)η(−λδ2)



q +
∑

x1∈F∗
q

G(η,ψ)η(λx2
1)





= q2(q − 1) + 0− 1

q

∑

λ, x2, x1∈F∗
q

G(η,ψ)2η(−1).
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从而,我们有

T2 = q2(q − 1) + 0− 1

q
(q(q − 1)3)

= (q − 1)(2q − 1).

因此,在特征为奇数的情形下,我们得到

T0 = T1 + T2 = 2q(q − 1).

情况 3.2. 特征 p 为偶数, 我们取 Fq2 在 Fq 上的一组基 1, δ 使得 δ ∈ F∗
q2 且

δq + δ = 1;我们设 λ1 = x1+x2δ,其中 x1, x2 ∈ Fq. 在该种情况下,由于 γq = −γ = γ,
从而 γ ∈ Fq. 则我们有

T0 = #{(x1, x2, γ, b) ∈ F4
q : {x1, x2} %= {0}, (x2

1 + x1x2 + x2
2δ

q+1)b2 + x2γb+ γ2 = 0}.

我们进一步细分为以下两种情况来计算 T0:

情况 3.2.1. x2 = 0;这时,令

T1 = #{(x1, γ, b) ∈ F3
q : x1 %= 0, x2

1b
2 + γ2 = 0}.

在 T1 的表达式中,由于 x1 %= 0,则我们有 b = x−1
1 γ,可见 b是由 x1 和 γ 唯一确定的,

其中 x1 ∈ F∗
q ,所以我们有

T1 = (q − 1)q.

情况 3.2.2. x2 %= 0;这时,令

T2 = #{(x1, x2, γ, b) ∈ F4
q : x2 %= 0, (x2

1 + x1x2 + x2
2δ

q+1)b2 + x2γb+ γ2 = 0}.

现进行指数和计算,我们有

T2 =
1

q

∑

λ∈Fq

∑

x2∈F∗
q

∑

x1,γ,b∈Fq

ψ
(
λ
(
(x2

1 + x1x2 + x2
2δ

q+1)b2 + x2γb+ γ2
))

=
(q − 1)q3

q
+

1

q

∑

λ, x2∈F∗
q

∑

x1, b∈Fq

ψ
(
λ(x2

1 + x1x2 + x2
2δ

q+1)b2
)∑

γ∈Fq

ψ(λ(γ2 + x2bγ))

= q2(q − 1) +
∑

λ, x2∈F∗
q

∑

x1∈Fq

ψ
(
x−2
2 x2

1 + x−1
2 x1 + δq+1

)

= q2(q − 1)−
∑

λ, x2∈F∗
q

∑

x1∈Fq

ψ(0)

= q2(q − 1)− q(q − 1)2 = q(q − 1)
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进一步地,在特征为偶数的情况下,我们同样有

T0 = T1 + T2 = 2q(q − 1).

综合特征为奇数和偶数两种情况,我们有

T0 = 2q(q − 1).

由等式(3.38)可得,

R3 = (q + 1)q3 − q

q − 1
T0

= q4 + q3 − 2q2. (3.39)

结合等式(3.36), (3.37)和(3.39),我们有

|X⊥
2 ∩O2| = R1 +R2 +R3

= q4 + q3 + q. (3.40)

由于 O(〈X1〉) 和 O(〈X2〉), (即, O1 和 O2) 为 PGU3(q) 的轨道, 则对于任意的
M1, M2 ∈ O1, 我们有 |M⊥

1 ∩ O2| = |M⊥
2 ∩ O2|. 同理, 对于 O2 来讲也有同样的结

论. 通过用两种方式重复计算集合

S0 = {(X,Y ) : X ∈ O1, Y ∈ O2, X ∈ Y ⊥}

的大小. 我们可以得到,对任意的 X ∈ O1, Y ∈ O2,有

|O1||X⊥ ∩O2| = |O2||Y ⊥ ∩O1|

成立. 由定理 3.10可知, |O1| = q3 + 1, O2 = (q2 + q)(q3 + 1). 由于 O1 是 Q+(7, q)的

一个 ovoid,由定义,则有
|Y ⊥ ∩O1| = q2 + 1.

对任意的 Y ∈ O2都成立. 从而,对任意的 X ∈ O1,有

|X⊥ ∩O2| = (q2 + q)(q2 + 1). (3.41)

对于任意的 X ∈ Q+(7, q),我们有

|X⊥ ∩Q+(7, q)| = (q2 + q + 1)(q2 + 1)q + 1.

因此,对于任意的 X ∈ O2,我们有

|X⊥ ∩O3| = |X⊥ ∩Q+(7, q)|− |X⊥ ∩O1|− |X⊥ ∩O2|

= (q2 + 1)q3.
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同样地,通过用两种方式重复计算集合

S1 = {(Y,X) : Y ∈ O2, X ∈ O3, X ∈ Y ⊥}

的大小,我们推得对任意的 X ∈ O3,有

|X⊥ ∩O2| = (q2 + q)(q2 + 1). (3.42)

由等式(3.40), (3.41)和(3.42), 我们有 O2 是 Q+(7, q)的一个 (q2 + q)-ovoid. 因此, O3

作为 O1 ∪O2在 Q+(7, q)中的补,构成了 Q+(7, q)的一个 q3-ovoid. 证毕.

注 3.12：当 q = 2时,我们通过Magma验证得到,群 PGU3(q)作用在 Q+(7, q)上恰

有 3个轨道,它们仍分别构成Q+(7, q)的 1, q2+ q和 q3-ovoid. 因此,本小节的结论对
所有的 q ≡ 2(mod 3)成立.

3.3 Q(6, q)中自同构群为 2G2(q)的m-ovoids

Ree 群是 Ree 在 1960-1961 年构造的有限域上的一个 Lie 型群, 它是由 Dynkin
图的一种特殊性质的自同构所构成的群,它推广了 Suzuki使用不同的方法得到的构
造, 它们是有限单群中最后一个被发现的无穷类. 具有重要的研究意义和价值. Ree
在 1960年引入了 2G2(32k+1)型的 Ree群. 他证明了除了 2G2(3) ∼= SL2(8)外,其余该
类型的 Ree群都是单群. Wilson在 2010年给出了 Ree群的简化构造,详情可参见文
献 [76] 和 [77]. 令 q = p2k+1 使得 p = 3且 k > 0,型为 2G2(q)的 Ree群也被称为 small
Ree群. 该群 2G2(q)的阶为 q3(q3 + 1)(q − 1). 它的外自同构群是一个 2k + 1阶的循

环群. 令空间 V = F7
q 为 Fq 上的 7维向量空间,对于 x ∈ V ,定义二次型如下:

Q(x) = x1x7 + x2x6 + x3x5 − x2
4. (3.43)

事实上,群 2G2(q)是作为典型群 PGO7(q)的子群作用在 Fq 上的 7维向量空间 V 上

的. 长时间以来, 群 2G2(q) 是作为有限极空间 Q(6, q) 中 Ree-Tits ovoid 的自同构群
为人们所熟知, 但很少有人关心 small Ree 群 2G2(q) 作用在 Q(6, q) 中除去 Ree-Tits
ovoid 之外的点有怎样的性质和结构. 在本小节, 我们给出了 Q(6, q) 中自同构群为
2G2(q)的 m-ovoids. 其中,我们引用文献 [3] 中 Q(6, q)的模型,即等式(3.43)所定义的
二次型和群 2G2(q)的生成方式来进行具体的研究与刻画. 关于 small Ree群的刻画,
更常见的是用 Octonions的语言进行描述,由于该种描述方式相对繁琐,限于文章篇
幅,我们这里不多作介绍. 下面我们主要采用文献 [3] 和 [45] 中的矩阵形式作为生成元

来对 2G2(q)进行刻画.
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令 t = pk. 对于 y ∈ Fq 和 λ ∈ F∗
q ,定义矩阵

α(y) =





1 yt 0 0 −y3t+1 −y3t+2 y4t+2

0 1 y yt+1 −y2t+1 0 −y3t+2

0 0 1 yt −y2t 0 y3t+1

0 0 0 1 yt 0 0
0 0 0 0 1 −y yt+1

0 0 0 0 0 1 −yt

0 0 0 0 0 0 1





,

β(y) =





1 0 −yt 0 −y 0 −yt+1

0 1 0 yt 0 −y2t 0
0 0 1 0 0 0 y
0 0 0 1 0 yt 0
0 0 0 0 1 0 yt

0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1





,

γ(y) =





1 0 0 −yt 0 −y −y2t

0 1 0 0 −yt 0 y
0 0 1 0 0 yt 0
0 0 0 1 0 0 −yt

0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1





,

h(λ) = diag(λt,λ1−t,λ2t−1, 1,λ1−2t,λt−1,λ−t),

以及矩阵

γ0 = antidiag(−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1).

在此基础上, small Ree群为

2G2(q) =
〈
α(y), β(y), γ(y), h(λ), γ0|y ∈ Fq, λ ∈ F∗

q

〉
.

群 2G2(q)保持 V 上矩阵表示为

J0 = antidiag(1, 1, 1,−1, 1, 1, 1, ). (3.44)

的对称双线性型, 从而 2G2(q) 保持等式(3.43)所定义的二次型 Q. 即在该模型下, 群
2G2(q)作为典型群 PGO7(q)的子群作用在抛物二次曲面 Q(6, q)的点集上.

群 2G2(q)的两个分别由以下上三角和对角矩阵构成的子群定义为:

U(q) = 〈α(y), β(y), γ(y)|y ∈ Fq〉 ,
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H(q) =
〈
h(λ)|λ ∈ F∗

q

〉 ∼= F∗
q.

由文献 [48] 可知, 每个 U(q) 中的元素可以唯一表示为 S(a, b, c) = α(a)β(b)γ(c),
也可参考文献 [3]. 因此, U(q) = {S(a, b, c)|a, b, c ∈ Fq},从而有 |U(q)| = q3.

令 Q(6, q)表示由等式 3.43定义的二次型对应的二次曲面. 接下来我们对 2G2(q)

在 Q(6, q)上的作用进行研究. 取 Q(6, q)中的 3个奇异点,分别为:

e7 = 〈(0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)〉 ,

e6 = 〈(0, 0, 0, 0, 0, 1, 0)〉 ,

e5 = 〈(0, 0, 0, 0, 1, 0, 0)〉 .

很容易确定点 e7, e6, e5在 2G2(q)中的稳定子群,他们分别为

Stab2G2(q)(e7) = U(q)H(q)阶为q3(q − 1),

Stab2G2(q)(e6) =
〈
β(y), γ(y), h(λ)|y ∈ Fq, λ ∈ F∗

q

〉
阶为q2(q − 1),

Stab2G2(q)(e5) =
〈
γ(y), h(λ)|y ∈ Fq, λ ∈ F∗

q

〉
阶为q(q − 1).

已知 |2G2(q)| = q3(q3 + 1)(q − 1),然后我们就可以计算这 3个轨道的长度,它们分别
为

|O(e7)| = q3 + 1,

|O(e6)| = q(q3 + 1),

|O(e5)| = q2(q3 + 1).

已知 |Q(6, q)| = (q2+ q+1)(q3+1),因此Q(6, q)中的所有奇异点恰好被群 2G2(q)划

分成 3个轨道,即 O(e7), O(e6)和 O(e5). 其中,轨道 O(e7)恰好构成了Q(6, q)中自同

构群为 2G2(q)的 Ree-Tits ovoid.

定理 3.13：采用本节的定义和符号,我们有 O(e6)和 O(e5)分别构成 Q(6, q)的一个

q-ovoid和 q2-ovoid.

证明. 采用本节中的上述定义, 令 α(y), γ0, α(a), β(b), γ(c) 作用在 e6 上. 我们得到
O(e6)的一个子集 O2,这里 O2 = U1 ∪ U2 ∪ U3. 其中

U1 = {
〈
(0, 0, 0, 0, 0, 1,−yt)

〉
: y ∈ Fq},

U2 = {〈v〉 = 〈(0, 1, a, v4, v5, v6, v7)〉 : a, b, c ∈ Fq},
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这里 v4 = bt+at+1, v5 = −(ct+a2t+1), v6 = act−b2t+at+1bt和 v7 = c− (bt+at+1)ct+

ab− a2t+1bt − a3t+2;

U3 = {〈u〉 = 〈(1, u2, u3, u4, u5, u6, u7)〉 : y ∈ F∗
q, a, b, c ∈ Fq},

这里 u2 = at−y−t, u3 = −bt−ay−t, u4 = −ct+u2bt−at+1y−t, u5 = −u2(ct+a2t+1)−b,
u6 = −c+ u3ct − u2b2t − at+1(bty−t + a2t+1)和 u7 = −c2t + u2c− (u2bt − y−tat+1)ct +

bu3 − a2t+1btu2 + a3t+2(at + y−t).
显然 |U1| = q, |U2| = q3. 我们现在往证 |U3| = (q − 1)q3.
根据 U3的表达式进行计算,我们得到两个等式:

(u5 − u2(u4 + u2u3))
t − u3 = −(a− y−1)u2 + y−(t+1), (3.45)

(
u6 + u4u3 − u2u

2
3

)t − u4 − u2u3 = −(a− y−1)u2
2 − y−(t+1)(at + y−t). (3.46)

令 φ 表示一个从 Fq × Fq × Fq × F∗
q 到 PG(7, q) 的映射使得 φ(a, b, c, y) = u, 其中

a, b, c, y 和 u是与 U3 中的点的定义相同. 我们只需证明映射 φ是单射即可. 现假设
φ(a1, b1, c1, y1) = φ(a2, b2, c2, y2). 由

at1 − y−t
1 = at2 − y−t

2 , (3.47)

我们有 a1 − y−1
1 = a2 − y−1

2 . 结合等式(3.45)和 (3.46),我们推得 y−(t+1)
1 = y−(t+1)

2 和

at1 + y−t
1 = at2 + y−t

2 . (3.48)

由等式(3.47)和(3.48)可得 a1 = a2和 y1 = y2. 由 u3和 u4的表达式,我们有 b1 = b2和

c1 = c2. 从而我们证明了该论断,因此 |O2| = |O(e6)|,即, O2 = O(e6).
令 B 表示等式(3.43)定义的二次型所对应的双线性型. 对于任意的 x ∈ PG(6, q),

定义 x⊥ = {z ∈ PG(6, q) : B(x, z) = 0}. 容易看出

e⊥6 = {x ∈ PG(6, q) : x2 = 0}.

现在我们计算 |e⊥6 ∩O(e6)|. 显然, U1 ⊆ e⊥6 且 e⊥6 ∩ U2 = ∅. 由以上关于 U3的分析,我
们有

e⊥6 ∩ U3 = {φ(a, b, c, a−1) : a ∈ F∗
q, b, c ∈ Fq}

我们知道 φ是双射从而 |e⊥6 ∩ U3| = (q − 1)q2. 因此,

|e⊥6 ∩O(e6)| = q + (q − 1)q2

= q(q2 + 1)− (q2 + 1) + 1. (3.49)
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由于O(e7)是Q(6, q)的一个 ovoid,则有 |z⊥∩O(e7)| = q2+1对任意的 z ∈ O(e6)

成立. 通过用两种方式重复计算集合 {(x, z) : x ∈ O(e7), z ∈ O(e6), x ∈ z⊥}的大小,
我们推得对任意的 x ∈ O(e7),

|x⊥ ∩O(e6)| = q(q2 + 1). (3.50)

对任意的 x ∈ Q(6, q),我们有

|x⊥ ∩Q(6, q)| = (q2 + 1)(q + 1)q + 1.

从而,对任意的 x ∈ O(e6),我们有

|x⊥ ∩O(e5)| = |x⊥ ∩Q(6, q)|− |x⊥ ∩O(e7)|− |x⊥ ∩O(e6)|

= (q2 + 1)q2.

进一步地,通过用两种方式重复计算集合 {(x, z) : x ∈ O(e5), z ∈ O(e6), x ∈ z⊥}的
大小,我们得出,对任意的 x ∈ O(e5),

|x⊥ ∩O(e6)| = q(q2 + 1). (3.51)

根据等式(3.49), (3.50)和(3.51), 我们有 O(e6) 是一个 Q(6, q) 的 q-ovoid. 因此,
O(e5)作为 O(e6) ∪O(e7)在 Q(6, q)中的补,是 Q(6, q)的一个 q2-ovoid. 证毕.

3.4 小结

在本章中,我们在第 3.1节对于 q ≡ 1(mod 4), q > 5的情形构造了 Q(4, q)中的
q−1
2 -ovoids. 再结合文献 [7] 和 [35] 中的结果, 说明了对所有的奇素数幂 q, 广义四边形

Q(4, q)中都存在 q−1
2 -ovoids. 我们的方法与文献 [35] 中的相类似, 我们的主要贡献是

找到了合适的自同构群,以使得文献 [35] 中的技术手段适用于我们所研究的情形. 由
于 PGO(5, q) 具有丰富的子群结构, 因此找到合适的自同构群确实是一个很大的挑
战. 而确定 Q(4, q)中m-ovoids的谱,即确定对于哪些m在 Q(4, q)中存在m-ovoids,
似乎目前还无法实现. 我们在第 3.2节给出了 q ≡ 2(mod 3) 时, Q+(7, q) 中自同构

群为 PGU3(q) 的 (q2 + q)-ovoid 和 q3-ovoid 的结构和证明. 我们在第 3.3节给出了
q = 32k+1 且 k ≥ 1时, Q(6, q)中自同构群为 2G2(q)的 q-ovoid和 q2-ovoid的结构和
证明.
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4 由偏差集构造极小线性码

4.1 极小线性码及本章主要结果

令 q是一个素数幂, Fq 是一个有 q个元素的有限域. 令 C 是有限域 Fq 上的一个

[n, k]线性码,即,一个 Fn
q 的 k维子空间. 码字 c = (c1, c2, . . . , cn) ∈ C的支撑 (support)

定义为

supp(c) = {1 ≤ i ≤ n : ci %= 0}.

码字 c 的 Hamming 重量为 wt(c) := |supp(c)|, 即为 supp(c) 的大小. 对于两个码字
u, v ∈ C,如果 supp(u) ⊆ supp(v),那么我们称 v 覆盖 (covers) u并记作 u 9 v. 显然,
如果 u 9 v,则 au 9 v 对所有的 a ∈ Fq 成立. 一个码字 c ∈ C 如果满足 c只覆盖码

字 λc,这里 λ ∈ Fq,而不覆盖 C 中的其他码字,则我们称 c是极小的 (minimal). 一个
线性码 C 若满足每个码字 c ∈ C 都是极小的,则我们称 C 是极小的 (minimal).

Ashikhmin 和 Barg 在文献 [2] 中给出了线性码 C 是否是极小的一个简单有效的
判据,该判别方法在文献 [12]中被称为 AB条件.

引理 4.1：[2] 令 C 是 Fq 上的线性码. 设 ωmin 和 ωmax 分别为 C 的最小和最大的非零
重量. 如果

ωmin

ωmax
>

q − 1

q
, (4.1)

那么 C 是一个极小线性码.

这个条件对于判别极小线性码是充分而非必要条件. Heng等人在文献 [42] 中给

出了如下的充分必要的条件:

引理 4.2：[42]一个 Fq上的线性码 C ⊆ Fn
q 是极小的当且仅当对于 C的任意两个 Fq-线

性无关的码字 c和 c′,都满足
∑

a∈F∗
q

wt(c′ + ac) %= (q − 1)wt(c′)− wt(c).

在文献 [42]中,作者运用引理 4.2构造了不满足 AB条件的三元线性码. 迄今为止,
已经有许多不满足 AB条件的极小线性码被构造出来. 一些已知的构造可参考绪论
中的表 1.2以及表中相应的参考文献.
在文献 [12]中, Bonini和Borello利用切块集 (cutting blocking set)构造了极小线性

码. 一个仿射 k-分块集 (blocking set)是 n维仿射空间中与所有 (n−k)维仿射子空间

都相交的子集. 仿射 1-分块集也称为仿射分块集 (affine blocking set). 一个向量 k-分
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块集 (vectorial k-blocking set)是 n维仿射空间的一个子集,不包含原点,并且与所有
通过原点 (n − k)维仿射子空间相交. 向量 1-分块集也被称为向量分块集 (vectorial
blocking set). 向量 (k, s)-分块集 (vectorial (k, s)-blocking set) 是一个向量 k-分块集,
它不包含通过原点的 s维仿射子空间. 如果向量 k-分块集与每个通过原点的 (n− k)

维仿射子空间的交集不包含在任何其他过原点的 (n− k)维仿射子空间中,则称之为
切割的 (cutting).

引理 4.3：[12]令 f : Fm
q → Fq 是一个非线性函数。如果

1) V (f)∗ = {x ∈ Fm
q \ {0} : f(x) = 0} 是仿射空间 Fm

q 中的一个 m 维切向量

(1,m− 1)-分块集 (cutting vectorial (1,m− 1)-blocking set);

2) 对于每个非 0向量 v,若存在 x使得 f(x) + v · x = 0并且 f(x)不等于 0,

则 C(f) = {(uf(x) + v · x)x∈Fm
q \{0} : u ∈ Fq, v ∈ Fm

q }是 Fq 上的一个 [qm − 1,m + 1]

极小线性码.

令 m是一个正整数且 F∗
qm 是有限域 Fqm 的乘法群. 注意本章此处的符号 m仅

表示一个正整数,与第 3章中的术语m-ovoids中的m无关. 取 F∗
qm 的真子集D定义

它的特征函数为

fD(x) =

{
1, 如果x ∈ D,
0, 如果x ∈ F∗

qm \D.

我们定义线性码

C(fD) =
{(

ufD(x) + TrFqm/Fq(vx)
)
x∈F∗

qm
: (u, v) ∈ V

}
, (4.2)

这里 V = Fq × Fqm 表示 Fq 上的 m + 1维向量空间, TrFqm/Fq 表示从 Fqm 到 Fq 的迹

函数.
以下是本章主要结果的一个简要总结. 我们在定理 4.9中给出了 C(fD)是极小线

性码的一个充要条件. 通过取 D作为 F∗
q-不变的偏差集,我们在定理 4.12中给出了关

于 D的参数的充分条件以使得 C(fD)是极小线性码. 我们还表明,如果 D的参数满

足某些条件,则码 C(fD)不满足 AB条件. 我们的构造方法所得到的极小线性码不是
由切块集产生的,请参见例 4.20,和例 4.21. 在 D是 F∗

q-不变的偏差集的情况下,我们
确定了 C(fD)的重量分布. 在 4.3.3小节中,我们展示了集合 D 的每个自同构会诱导

码 C(fD)的自同构. 特别地,在某些情况下,我们获得具有较大自同构群的极小线性
码 C(fD),这可能使得 C(fD)具有快速的译码算法.

本章的结构如下. 在 4.2节, 我们回顾了有关特征与多项式的一些基本结果. 在
4.3节,我们利用偏差集构造极小线性码,并研究其性质. 在 4.4节中,我们介绍了由我
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们的构造方法得到的极小线性码在秘密共享方案中的应用. 最后,我们在 4.5节对本
章进行总结.

4.2 关于有限域的一些基本事实

在本节中,我们仍令 q是一个素数幂,m是一个正整数. 令 Fq和 Fqm 分别表示有

q个元素和 qm 个元素的有限域. 令 F∗
q (对应.F∗

qm)为 Fq (对应. Fqm)的非 0元素构成
的乘法群. 对于 Fqm 的任一子集 S,我们将由 S 张成的 Fq-线性子空间记为 〈S〉. 如果
对于每个 λ ∈ F∗

q , s ∈ S 都有 λs ∈ S,则我们称 S 是 F∗
q-不变的. 对于有限域 F的次

数为 [E : F]的有限扩张 E,我们用 TrE/F来表示来表示从 E到 F的迹 (trace)函数.
令 G为一个有限交换群. 回顾一下,群 (G,+)的特征 φ是一个群同态 φ : G →

C×,这里 C×表示非 0复数构成的乘法群. 群 G的平凡特征 (trivial character) φ0定义

为 φ0(g) = 1对所有的 g ∈ G成立. 群 G的特征集 Ĝ构成一个单位元为 φ0 的交换

群,且 Ĝ与 G同构,参考 [51]第 5章. 群 Ĝ称为 G特征群.
一个 Fq 的加法特征 (additive character) ψ 是加法群 (Fq,+) 的特征. 对于每个

a ∈ Fq,我们定义 Fq 的加法特征 ψa为

ψa(x) = ζ
TrFq/Fp (ax)
p ,

这里 ζp = e
2πi
p 是一个 p 次本元单位根. 特征 ψ1 被称为标准加法特征 (canonical

additive character),我们将其表示为 ψ. (Fq,+)的特征群是由 (̂Fq,+) = {ψa : a ∈ Fq}
给出. 对于 Fq 的扩张 Fqm ,它的标准加法特征 Ψ可由 ψ得到,即,

Ψ(x) = ψ(TrFqm/Fq(x)).

群 (Fqm ,+)的特征群为 ̂(Fqm ,+) = {Ψa : a ∈ Fqm},这里 Ψa(x) = Ψ(ax)对于每个

x ∈ Fqm 成立. 关于加法特征有一个非常重要的性质,参考 [51]:
∑

λ∈Fq

Ψ(λx) =
∑

λ∈Fq

ψ(λTrFqm/Fq(x)) =

{
q, 如果TrFqm/Fq(x) = 0,
0, 否则.

(4.3)

对于每个 a ∈ Fqm 和子集 A ⊆ Fqm ,我们定义

Ψa(A) :=
∑

x∈A

Ψ(ax). (4.4)

我们将 Fqm 看作一个m维的 Fq-线性的向量空间. 对于每个 a ∈ F∗
qm ,我们定义

L(a) := {x ∈ Fqm : TrFqm/Fq(xa) = 0},

这是一个 Fqm 的m− 1维 Fq-线性子空间. 对于 F∗
qm 的子集 S,我们定义

L(S) := {x ∈ Fqm : TrFqm/Fq(xs) = 0, ∀ s ∈ S}. (4.5)
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由于 L(S)是所有使得 s ∈ S 的 L(s)的交,所以它也是一个 Fqm 的 Fq-线性子空间.

引理 4.4：令 L为等式(4.5)所定义的运算. 令 V1 是一个 Fqm 的 Fq-线性子空间且 U1

是 V1的子集. 则 〈U1〉 = V1当且仅当 L(U1) ⊆ L(V1),这里 〈U1〉是由 U1张成的 Fq-线
性子空间.

证明. 对于任意的子集 S ⊆ Fqm , 可直接验证 L(〈S〉) = L(S) 并且通过比较它们的

维数可知 L(L(S)) = 〈S〉. 因此, V1 ⊆ 〈U1〉 当且仅当 L(U1) = L(〈U1〉) ⊆ L(V1), 证
毕.

引理 4.5：令 a ∈ Fqm 并且 A ⊆ Fqm . 则有 A ⊆ L(a)当且仅当 Ψλa(A) = |A|对所
有的 λ ∈ Fq 成立,这里 Ψλa(A)由等式(4.4)所定义. 特别地,如果 A是 F∗

q-不变的,则
L(A) = {a ∈ Fqm : Ψa(A) = |A|}.

证明. 假设 A ⊆ L(a). 则有 TrFqm/Fq(xa) = 0对所有的 x ∈ A成立, 因此 Ψλa(x) =

ψ
(
λTrFqm/Fq(ax)

)
= 1对所有的 x ∈ A和 λ ∈ Fq 成立. 由等式(4.4)所给出的 Ψλa(A)

的定义可得 Ψλa(A) = |A|对所有的 λ ∈ Fq 成立. 反之,假设 Ψλa(A) = |A|对所有的
λ ∈ Fq 成立,我们计算可得

q|A| =
∑

λ∈Fq

Ψλa(A) =
∑

x∈A

∑

λ∈Fq

Ψ(λax)

=
∑

x∈A

∑

λ∈Fq

ψ
(
λTrFqm/Fq(ax)

)
.

由等式(4.3),我们推得 TrFqm/Fq(ax) = 0对所有的 x ∈ A成立,即, A ⊆ L(a). 在 A是

F∗
q-不变的情况下,我们有 Ψλa(A) = Ψa(λA) = Ψa(A)对任意的 λ ∈ F∗

q 成立. 此外,
显然有 Ψ0(A) = |A|. 从而

L(A) = {a ∈ Fqm : TrFqm/Fq(xa) = 0, ∀ x ∈ A}

= {a ∈ Fqm : A ⊆ L(a)}

= {a ∈ Fqm : Ψa(A) = |A|}.

证毕.

多项式 f(X) ∈ Fqm [X]如果满足其相应的函数 f : a +→ f(a)是从 Fqm 到自身的

一个置换,则称该多项式为置换多项式. 一个形如 f(X) =
∑n

i=0 aiX
qi 使得 ai ∈ Fqm

的多项式被称为 Fqm 上的 q-多项式; 如果 n ≤ m − 1, 则称其为约化的 (reduced).
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在 Fqm 上的约化 q-多项式和 Fqm 的 Fq-线性变换之间存在一一对应, 请参考 [51]. 令
f(X) =

∑m−1
i=0 aiXqi 为 Fqm 上的一个约化 q-多项式, 则 f(X) 的迹对偶 (trace dual)

是唯一的约化的 q-多项式 f̃(X) 使得 TrFqm/Fq(f(x)y) = TrFqm/Fq(f̃(y)x) 对所有的

x, y ∈ Fqm 成立. 直接计算可得

f̃(X) =
m−1∑

i=0

aq
i

m−iX
qi . (4.6)

4.3 由偏差集构造极小线性码

设 V = Fq ×Fqm ,并将其视作 Fq 上的m+1维向量空间. 令 B是 V 上的一个双

线性型使得

B((u, v), (x, y)) = ux+ TrFqm/Fq(vy) (4.7)

对于 (u, v), (x, y) ∈ V 成立. 对于 (a, b) ∈ V ,我们定义

(a, b)⊥ = {(x, y) ∈ V : B((a, b), (x, y)) = 0}.

相应地,对于 V 的任意子集 S,我们有

S⊥ = {(x, y) ∈ V : B((a, b), (x, y)) = 0, ∀ (a, b) ∈ S}.

取 V 的一个子集M ,我们可以通过M 构造如下的线性码:

C(M) := {c(u, v) = (B((u, v), (ai, bi)))1≤i≤n : (u, v) ∈ V }, (4.8)

这里M = {(a1, b1), (a2, b2), . . . , (an, bn)}称作码 C(M)的定义集 (defining set).
令 C(fD)是由等式(4.2)所定义的线性码. 显然有

C(fD) = {(B((u, v), (fD(x), x)))x∈F∗
qm

: (u, v) ∈ V }.

由等式(4.7)中 B 的定义可知,码 C(fD)可由定义集构造得到. 我们定义 V 的子集如

下:
MD := {(1, r) : r ∈ D} ∪ {(0, r) : r ∈ D}, (4.9)

这里D = F∗
qm \D. 容易验证 C(fD) = C(MD). 如果 fD是非线性的,那么码 C(fD),即

码 C(MD),的维数已经被确定了.

引理 4.6：[12]令D是 F∗
qm的真子集使得特征函数 fD是非线性的. 那么由等式(4.2)所

定义的 Fq 上的线性码 C(fD)的长度为 qm − 1,维数为m+ 1.

引理 4.7：令 D是 F∗
qm 的 F∗

q-不变真子集, fD 是等式(4.2)中的特征函数. 如果 q > 2,
则 fD 是非线性的.
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证明. 假设 fD 是线性的,即, fD(x + y) = fD(x) + fD(y)对任意的 x, y ∈ F∗
qm 成立.

我们取任意的 x ∈ D并选择 λ ∈ Fq使得 λ %∈ {0,−1}. 由于D是 F∗
q-不变的,则 λx和

(λ+ 1)x都落在 D中. 由 fD((λ+ 1)x) = fD(λx) + fD(x)可得在 Fq 中, 1 + 1 = 1,这
是不可能的.证毕.

4.3.1 码 C(MD)为极小码的充要条件

对于 F∗
qm 的一个子集 D, 设 D = F∗

qm \ D. 对于 F∗
qm 的一个子集 S, L(S) 由等

式(4.5)所定义. 对于 y ∈ Fq, z ∈ F∗
qm ,我们定义

Dz := {x ∈ D : TrFqm/Fq(xz) = 0}, (4.10)

D(y,z) := {x ∈ D : TrFqm/Fq(xz) = −y}, (4.11)

P(y,z) := L
(
D(y,z)D

(−1)
(y,z) ∪Dz

)
, (4.12)

这里 D(y,z)D
(−1)
(y,z) = {di − dj : di, dj ∈ D(y,z)}.

回顾一下对于 Fqm 的一个子集 S, 〈S〉是一个由 S 张成的 Fq-线性空间. 事实上,
可以利用文献 [52] 中的定理 3.2和定理 3.3直接得到下面的定理, 我们在这里用我们
的语言再简要地给一下证明过程.

定理 4.8：采用上述符号. 假设D是 F∗
qm的一个子集,MD的定义由等式(4.9)给出. 令

C(MD)为一个由等式(4.8)所给出的线性码使得其定义集为MD. 对于每个 (y, z) ∈ V

使得 (y, z) %= (0, 0),码字 c(y, z) ∈ C(MD)是极小的当且仅当 〈(y, z)⊥∩MD〉 = (y, z)⊥.
特别地, C(MD) 是极小码当且仅当 〈(y, z)⊥ ∩ MD〉 = (y, z)⊥ 对所有的 (y, z) ∈ V \
{(0, 0)}成立.

证明. 对于任意两个码字 c(y1, z1), c(y2, z2) ∈ C(MD), 根据等式(4.8)中 C(MD) 的

定义, 我们有 c(y1, z1) 9 c(y2, z2), 即, supp(c(y1, z1)) ⊆ supp(c(y2, z2)), 当且仅当
(y2, z2)⊥ ∩MD ⊆ (y1, z1)⊥ ∩MD.

假设 (y, z) ∈ V \ {(0, 0)}使得 〈(y, z)⊥ ∩MD〉 = (y, z)⊥,我们证明 c(y, z)是极小

的. 取 (y1, z1) ∈ V 使得 c(y1, z1) 9 c(y, z),我们有

(y, z)⊥ = 〈(y, z)⊥ ∩MD〉 ⊆ 〈(y1, z1)⊥ ∩MD〉 ⊆ (y1, z1)
⊥.

如果 (y1, z1) %= (0, 0), 则 dim(y, z)⊥ = dim(y1, z1)⊥, 因此 (y, z)⊥ = (y1, z1)⊥. 如果
(y1, z1) = (0, 0),那么有 c(y1, z1) = 0. 因此 c(y1, z1) = µc(y, z)对于某个 µ ∈ Fq 成立.

反之,假设对于某个 (y, z) ∈ V \{(0, 0)},码字 c(y, z)是极小的并且使得 〈(y, z)⊥∩
MD〉 %= (y, z)⊥. 则我们有 dim〈(y, z)⊥ ∩MD〉 < dim(y, z)⊥,即,

dim〈(y, z)〉 < dim〈(y, z)⊥ ∩MD〉⊥.
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因此,存在 (y1, z1) ∈ 〈(y, z)⊥∩MD〉⊥使得 (y1, z1)与 (y, z)线性无关. 从而有 (y, z)⊥∩
MD ⊆ (y1, z1)⊥ ∩ MD,即, c(y1, z1) 9 c(y, z),这与 c(y, z)的极小性矛盾. 因此,如果
c(y, z)是极小的,必然有 〈(y, z)⊥ ∩MD〉 = (y, z)⊥. 则第一个论断得证.

由于一个码是极小的当且仅当它的所有码字都是极小的, 则该定理的最后一个
论断成立.

定理 4.9：采用与定理 4.8相同的符号. 码 C(MD)是极小线性码当且仅当下列两个条

件成立:

1. 集合 D在 Fq 上张成 Fqm ,即, 〈D〉 = Fqm .

2. 对任意的 y ∈ Fq 和 z ∈ F∗
qm ,都有D(y,z) %= ∅且 P(y,z) ⊆ 〈z〉,这里D(y,z)和 P(y,z)

分别由等式 (4.11)和等式(4.12)所定义.

证明. 由定理 4.8可知,对于每个码字 c(y, z) ∈ C(MD)使得 (y, z) ∈ V \ {(0, 0)},它是
极小的当且仅当 〈(y, z)⊥ ∩MD〉 = (y, z)⊥. 根据 z = 0与否,我们将证明分为下面两
种情况.

情况 1. y ∈ F∗
q 且 z = 0;在该种情形下,我们计算

(y, 0)⊥ = {(u, v) ∈ V : uy + TrFqm/Fq(v · 0) = 0} = {(0, v) : v ∈ Fqm}.

从而 (y, 0)⊥ ∩MD = {(0, v) : v ∈ D}.因此,码字 c(y, 0)是极小的当且仅当 〈(y, 0)⊥ ∩
MD〉 = (y, 0)⊥,即, D在 Fq 上张成 Fqm .

情况 2. (y, z) ∈ V 使得 z %= 0;在该种情形下,我们有

(y, z)⊥ = {(u, v) ∈ V : uy + TrFqm/Fq(vz) = 0}.

由于 (y, z)⊥是m维 Fq-线性的,则它有如下分解:

(y, z)⊥ = 〈(1, v0)〉 ⊕ 〈{(0, v) : v ∈ L(z)}〉, (4.13)

这里 v0 ∈ Fqm 满足 y + TrFm
q /Fq(v0z) = 0. 此外,显然有

(y, z)⊥ ∩MD = {(1, r) : r ∈ D(y,z)} ∪ {(0, r) : r ∈ Dz}. (4.14)

我们往证 〈(y, z)⊥ ∩MD〉 = (y, z)⊥ 当且仅当 D(y,z) %= ∅且 〈D(y,z)D
(−1)
(y,z) ∪Dz〉 =

L(z). 假设 〈(y, z)⊥ ∩MD〉 = (y, z)⊥. 我们有 D(y,z) %= ∅,否则 (y, z)⊥ ∩MD = {(0, r) :
r ∈ Dz}且 (1, v0) /∈ 〈(y, z)⊥ ∩MD〉,这与等式(4.13)中 (y, z)⊥ 的分解矛盾. 对于每个
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d0 ∈ D(y,z),由于 TrFqm/Fq(z(v0 − d0)) = −y + y = 0,我们有

(1, v0)− (1, d0) = (0, v0 − d0) ∈ 〈{(0, v) : v ∈ L(z)}〉.

必要时可用 d0代替 v0,则分解式(4.13)可由

(y, z)⊥ = 〈(1, d0)〉 ⊕ 〈{(0, v) : v ∈ L(z)}〉. (4.15)

来代替. 因为 (1, d0) ∈ (y, z)⊥ ∩MD,则 〈(y, z)⊥ ∩MD〉 = (y, z)⊥当且仅当

〈{(0, di − d0) : di ∈ D(y,z)} ∪ {(0, d) : d ∈ Dz}〉 = 〈{(0, v) : v ∈ L(z)}〉.

这对于D(y,z)中的所有 d0都成立,从而我们推得 〈D(y,z)D
(−1)
(y,z) ∪Dz〉 = L(z). 反之,假

设D(y,z) %= ∅和 〈D(y,z)D
(−1)
(y,z) ∪Dz〉 = L(z)成立,我们取 d0 ∈ D(y,z). 根据以上的论断,

我们可在分解式(4.13)中用 d0 代替 v0, 从而得到分解式(4.15). 由 (1, d0) ∈ (y, z)⊥ ∩
MD, 等式 (4.14), (4.15)和 〈D(y,z)D

(−1)
(y,z) ∪ Dz〉 = L(z) 等条件可得, 〈(y, z)⊥ ∩ MD〉 =

(y, z)⊥. 则该结论成立.

我们现在往证 〈D(y,z)D
(−1)
(y,z)∪Dz〉 = L(z)当且仅当P(y,z) ⊆ 〈z〉. 注意D(y,z)D

(−1)
(y,z)∪

Dz 是 L(z) 的一个子集. 通过运用引理 4.4到 U1 = D(y,z)D
(−1)
(y,z) ∪ Dz 和 V1 = L(z),

我们推得 〈D(y,z)D
(−1)
(y,z) ∪ Dz〉 = L(z)当且仅当 L(D(y,z)D

(−1)
(y,z) ∪ Dz) ⊆ L(L(z)). 由等

式(4.12)中 P(y,z)的定义和 L(L(z)) = 〈z〉的事实可知,该结论成立.

综上所述,我们结合以上两种情况完成了该定理的证明.

假设 D ⊆ F∗
qm 是 F∗

q-不变的. 可直接验证 D,Dz 和 D0,z 对于任意的 z ∈ F∗
qm 也

都是 F∗
q-不变的. 将引理 4.5运用到等式 (4.12),我们有

P(y,z) = L
(
D(y,z)D

(−1)
(y,z)

)
∩ L

(
Dz

)

= {a ∈ Fqm : Ψa(Dz) = |Dz|, Ψaλ

(
D(y,z)D

(−1)
(y,z)

)
= |D(y,z)|2, ∀λ ∈ F∗

q}.

由于

Ψaλ

(
D(y,z)D

(−1)
(y,z)

)
= Ψaλ

(
D(y,z)

)
Ψaλ

(
D(y,z)

)
= |Ψaλ

(
D(y,z)

)
|2,

我们推得

P(y,z) = {a ∈ Fqm : Ψa(Dz) = |Dz|, |Ψaλ

(
D(y,z)

)
| = |D(y,z)|, ∀λ ∈ F∗

q}. (4.16)

基于上述论断和定理 4.9,我们可以得到下面的推论.
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推论 4.10：采用和定理 4.9相同的符号,设 D ⊆ F∗
qm 是 F∗

q-不变的. 则 C(MD)是极小

线性码当且仅当下列两个条件成立:

1. 集合 D在 Fq 上张成 Fqm ,即, 〈D〉 = Fqm .

2. 对于任意的 y ∈ Fq 和 z ∈ F∗
qm ,有 D(y,z) %= ∅和 P(y,z) ⊆ 〈z〉成立,这里 D(y,z)和

P(y,z)分别由等式(4.11)和等式 (4.16)所定义.

4.3.2 偏差集构造极小线性码的方法

在本小节中, 我们利用 F∗
q-不变的偏差集来构造极小线性码. 假设 D ⊆ F∗

qm 是

F∗
q-不变的. 令 ψ 和 Ψ 分别为 Fq 和 Fqm 的标准加法特征. 回顾一下, 对于性质 X ,

Kronecker delta函数 [[X ]]的定义如下:

[[X ]] =

{
1, 如果性质 X 成立,
0, 否则.

对于任意的 (y, z) ∈ V 使得 z %= 0,我们现计算集合 D(y,z)的大小:

|D(y,z)| =
∑

x∈D

[[TrFqm/Fq(xz) + y = 0]] =
1

q

∑

x∈D

∑

λ∈Fq

ψ(λ(TrFqm/Fq(xz) + y))

=
1

q



|D|+
∑

λ∈F∗
q

ψ(λy)Ψ(λzD)



 =

{
1
q (|D|−Ψ(zD)) , 如果y %= 0,
1
q (|D|+ (q − 1)Ψ(zD)) , 如果y = 0.

(4.17)

最后一个等式成立是因为 D 是 F∗
q-不变的,从而 Ψ(λzD) = Ψ(zD)对于任意的

λ ∈ F∗
q 成立.

引理 4.11：令 D 是 F∗
qm 的一个 F∗

q-不变的子集, 对于任一给定的 (y, z) ∈ V 使得

z ∈ F∗
qm ,令 P(y,z)由等式(4.16)所定义. 如果存在 a ∈ P(y,z)使得 a /∈ 〈z〉,则

|D| = qm +
∑

λ1∈Fq

Ψ ((λ1z + a)D)− (q − 1)Ψ(zD), (4.18)

|D(y,z)| =
1

q
|
∑

λ1∈Fq

ψ(λ1y)Ψ ((λ1z + a)D) |, (4.19)

这里 ψ和 Ψ分别为 Fq 和 Fqm 的标准加法特征.
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证明. 由等式(4.10)和 D的定义可知

|Dz| = qm−1 − 1− |D(0,z)|. (4.20)

我们进一步计算

Ψ(aDz) =
∑

x∈F∗
qm

Ψ(ax)[[TrFqm/Fq(xz) = 0]]−
∑

x∈D

Ψ(ax)[[TrFqm/Fq(xz) = 0]]

=
1

q

∑

x∈F∗
qm

Ψ(ax)
∑

λ1∈Fq

ψ
(
λ1TrFqm/Fq(xz)

)
− 1

q

∑

x∈D

Ψ(ax)
∑

λ1∈Fq

ψ
(
λ1TrFqm/Fq(xz)

)

=
1

q

∑

λ1∈Fq

∑

x∈F∗
qm

Ψ ((a+ λ1z)x)−
1

q

∑

λ1∈Fq

Ψ ((a+ λ1z)D)

由于 a /∈ 〈z〉,则有 a+ λ1z %= 0对所有的 λ1 ∈ Fq 都成立. 因此,我们有

1

q

∑

λ1∈Fq

∑

x∈F∗
qm

Ψ ((a+ λ1z)x) = −1

从而

Ψ(aDz) = −1− 1

q

∑

λ1∈Fq

Ψ ((a+ λ1z)D) . (4.21)

由等式(4.16)和 a ∈ P(y,z) 可知 Ψ(aDz) = |Dz|. 我们运用等式(4.20)和等式
(4.21)可得

|D(0,z)| = qm−1 +
1

q

∑

λ1∈Fq

Ψ ((a+ λ1z)D) . (4.22)

结合等式(4.17)和等式(4.22),我们推得等式(4.18)成立.

由于 a ∈ P(y,z),我们有 |D(y,z)| = |Ψ(aλD(y,z))|对任意的 λ ∈ F∗
q 成立. 不失一般

性,设 λ = 1. 从而有

|D(y,z)| = |Ψ(aD(y,z))| = |
∑

x∈D

Ψ(ax)[[TrFqm/Fq(xz) + y = 0]]|

= |1
q

∑

λ1∈Fq

∑

x∈D

Ψ(ax)ψ(λ1(TrFqm/Fq(zx) + y))|

=
1

q
|
∑

λ1∈Fq

ψ(λ1y)Ψ ((λ1z + a)D) |.

综上,我们完成了该引理的证明.

在上述准备的基础上,我们现在利用 F∗
q-不变的偏差集给出极小线性码的构造.
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定理 4.12：令 D ⊆ F∗
qm 是一个参数为 (qm, k,λ, µ) 的 F∗

q-不变的偏差集. 令 θ1, θ2

是凯莱图 Cay(Fqm , D)的两个限制特征值使得 θ1 > 0 > θ2, 令 θ0 = max{|θ1|, |θ2|}.
假设 C(MD)是由等式(4.8)所定义的线性码, 这里定义集 MD 由等式(4.9)给出. 如果
Cay(Fqm , D)的特征值 k, θ1和 θ2满足:

1) k − θ2 %= qm;

2) k > θ1且 k > −(q − 1)θ2;

和下列条件之一

3a) k < qm + qθ2 − (q − 1)θ1;

3b) k > max{qθ0 + θ1, qθ0 − (q − 1)θ2};

3c) qm−1 + θ2 − θ1 > θ0.

则 C(MD)是一个极小线性码.

证明. 回顾 2.2小节, 我们有 k = Ψ0(D) = |D| 且对于任意的 a ∈ F∗
qm , 我们有

Ψa(D) ∈ {θ1, θ2}. 假设该定理的条件成立, 我们采用三个步骤来证明推论 4.10的
两个条件成立,从而得出 C(MD)是极小的.

步骤 1: 我们往证D在 Fq上张成 Fqm . 采用反证法,假设 〈D〉 %= Fqm ,即, L(D) %=
{0}. 注意到 D是 F∗

q-不变的,则对于 a ∈ L(D) \ {0},我们可从引理 4.5中推得

|D| = Ψa(D) =
∑

x∈F∗
qm

Ψ(ax)−Ψ(aD) = −1−Ψ(aD).

结合 |D| = qm − 1 − |D| = qm − 1 − k 的事实, 我们有 k − Ψ(aD) = qm. 由于
k − θ1 < k < qm,则 Ψ(aD) = θ2,这与条件 1)矛盾. 因此, L(D) = {0},即 D在 Fq 上

张成 Fqm .

步骤 2: 我们往证 |D(y,z)| > 0对任意的 z ∈ F∗
qm 都成立. 由于 z %= 0,则 Ψ(zD) =

θ1或 θ2. 由等式(4.17)和条件 2)可知,该结论成立.

步骤 3: 我们往证 P(y,z) ⊆ 〈z〉对任意的 y ∈ Fq, z ∈ F∗
qm 都成立, 这里 P(y,z) 由

等式(4.16)所定义. 我们通过反证法来证明. 假设对于某个给定的 (y, z) ∈ V 使得

z ∈ F∗
qm ,存在 a ∈ P(y,z) \ 〈z〉. 我们只需要证明三个条件 3a), 3b), 3c)均不成立即可.

由于 a /∈ 〈z〉,则对所有的 λ1 ∈ Fq,我们有 λ1z + a %= 0,从而 Ψ ((λ1z + a)D)等于 θ1
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或 θ2. 设 ; = 1
q

∑
λ1∈Fq

ψ(λ1y)Ψ ((λ1z + a)D). 由引理 4.11中的等式(4.18), (4.19)和
三角不等式,我们有

|D| = qm +
∑

λ1∈Fq

Ψ ((λ1z + a)D)− (q − 1)Ψ(zD) ≥ qm + qθ2 − (q − 1)θ1, (4.23)

|D(y,z)| = |;| ≤ 1

q

∑

λ1∈Fq

|Ψ((λ1z + a)D)| ≤ θ0. (4.24)

由不等式(4.23)可知,条件 3a)不成立.

接下来考虑等式(4.17),我们推得

|D| =
{

q|D(y,z)|+Ψ(zD), 如果y %= 0,

q|D(y,z)|− (q − 1)Ψ(zD), 如果y = 0.
(4.25)

将不等式(4.24)运用到等式(4.25)中,根据 y %= 0或 y = 0可得

k ≤ qθ0 + θ1或k ≤ qθ0 − (q − 1)θ2.

因此,条件 3b)不成立.

通过比较等式(4.25)和等式(4.18),我们有

|D(y,z)| =
{

qm−1 + 1
q

∑
λ∈Fq

Ψ ((a+ λz)D)−Ψ(zD), 如果y %= 0,

qm−1 + 1
q

∑
λ∈Fq

Ψ ((a+ λz)D) , 如果y = 0.
(4.26)

将不等式(4.24)应用到等式(4.26)中,根据 y %= 0或 y = 0可得

qm−1 + θ2 − θ1 ≤ θ0或qm−1 + θ2 ≤ θ0.

则条件 3c)不成立. 从而该结论得证.

综上所述,我们已经确定推论 4.10的两个条件成立,因此 C(MD)是极小线性码,
证毕.

注 4.13：现在, 我们对定理 4.12的条件 2) 作进一步的说明. 为了使 C(MD) 为极小

线性码, D 必须满足对任意的 y ∈ Fq 和 z ∈ F∗
qm , 都有 |D(y,z)| ≥ 1, 请参阅推论

4.10. 因此,定理 4.12的条件 2)对于 C(MD)是极小线性码而言是必要的. 特别地,由
于 |D(y,z)| ≥ 0,对于定理 4.12的条件 2),只需验证 k %= θ1和 k %= −(q − 1)θ2即可.

定理 4.14：采用与定理 4.12相同的符号和定义. 令m1和m2分别为两个限制特征值

θ1和 θ2的重数. 则码 C(MD)的重量分布如表 4.1所示.
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表 4.1 码 C(MD)的重量分布

重量 个数
0 1
k q − 1

qm − qm−1 qm − 1
qm − qm−1 + θ1 m1(q − 1)
qm − qm−1 + θ2 m2(q − 1)

证明. 对于每个 u ∈ Fq, v ∈ Fqm , 我们用 ωu,v 来表示码字 c(u, v) 的重量. 由等
式(4.8)和等式 (4.9),我们可算得

ωu,v =(qm − 1)− |{x ∈ D : u+ TrFqm/Fq(vx) = 0}|− |{x ∈ D : TrFqm/Fq(vx) = 0}|.

情况 1. 如果 u = v = 0,则 ω0,0 = (qm − 1)− (|D|+ |D|) = 0,重量为 0的码字个
数为 1.
情况 2. 如果 u %= 0且 v = 0,则

ωu,0 = (qm − 1)− |D| = |D| = k,

这样的码字的个数为 q − 1.
情况 3. 如果 u = 0且 v %= 0,则

ω0,v = (qm − 1)− |{x ∈ F∗
qm : TrFqm/Fq(vx) = 0}|

= (qm − 1)− (qm−1 − 1) = qm − qm−1,

这样的码字个数为 qm − 1.
情况 4. 如果 u %= 0且 v %= 0,我们通过计算可得

ωu,v = (qm − 1)− |D(u,v)|−
(
(qm−1 − 1)− |D(0,v)|

)

= (qm − qm−1)− 1

q
(|D|−Ψ(vD)) +

1

q
(|D|+ (q − 1)Ψ(vD))

= qm − qm−1 +Ψ(vD),

回顾一下,这里 Ψ是 Fqm 的标准加法特征. 在情况 4的第二个等式处我们运用了等
式(4.17). 回顾一下,凯莱图 Cay(Fqm , D)的两个限制特征值 θ1和 θ2的重数分别为m1

和m2,它们在引理 2.3中已经被确定了. 由 2.2小节关于强正则图的描述可知,对任意
的 v ∈ F∗

qm , Ψ(vD) = θ1或 θ2,它们的重数分别为m1或m2. 由于 ωu,v 与第一个坐标

u无关,我们有

ωu,v =

{
qm − qm−1 + θ1, 个数为m1(q − 1),
qm − qm−1 + θ2, 个数为m2(q − 1),

这里u ∈ F∗
q, v ∈ F∗

qm .

综上,我们确定了码 C(MD)的重量分布,如表 4.1所示.
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推论 4.15：采用与定理 4.12相同的符号并假设 C(MD)是极小线性码. 如果 k ∈ {qm−
qm−1, qm − qm−1 + θ1, qm − qm−1 + θ2},则 C(MD)是三重码;否则, C(MD)是四重码.

证明. 我们首先证明 qm − qm−1 + θ2 %= 0. 取 z ∈ F∗
qm 使得 Ψ(zD) = θ2. 由等

式(4.17), 我们得到 k = q|D(y,z)| + θ2 对所有的 y ∈ F∗
q 都成立. 根据注 4.13, 定理

4.12的条件 2)对于 C(MD)是极小码而言是必要条件,从而我们有 k > −(q− 1)θ2. 因
此，对每个 y ∈ F∗

q , 有 −θ2 < |D(y,z)|成立. 由等式(4.11)可得 |D(y,z)| ≤ qm−1. 因为
qm − qm−1 ≥ qm−1,所以得到了我们想要的 qm − qm−1 + θ2 %= 0.

再结合表 4.1可以看出 C(MD)恰有 3个非零重量当且仅当 k ∈ {qm−qm−1, qm−
qm−1 + θ1, qm − qm−1 + θ2}. 证毕.

推论 4.16：假设定理 4.12中的条件 1), 2)成立,且条件 3a), 3b), 3c)中的至少一个成
立. 如果 k ≤ (q − 1)2qm−2 且集合 D 的特征函数 fD 是非线性的,则 C(MD)是一个

[qm − 1,m+ 1]极小线性码且不满足 AB条件.

证明. 在本节的开头我们展示了 C(MD) = C(fD), 这里 C(fD) 是由等式(4.2)所定义
的. 在我们的假设条件下, 由引理 4.6和定理 4.12可得: C(fD) 是 [qm − 1,m + 1] 极

小线性码. 令 ωmin 和 ωmax 分别表示 C(MD) 的最小和最大的非零重量. 因为 k ≤
(q− 1)2qm−2 < qm − qm−1,根据定理 4.14,我们有 ωmin ≤ k < qm − qm−1 ≤ ωmax. 从而
ωmin
ωmax

≤ k
qm−qm−1 ≤ q−1

q . 证毕.

在接下来,我们将关注拉丁方和负拉丁方型的偏差集,并考虑由它们得到的极小
线性码.

定理 4.17：令 p 是素数, q = pe 且 Fqm 为 qm 个元素的有限域, 它们满足 m ≥ 4,
(m, q) %= (4, 2)且 2整除 em. 假设 D # F∗

qm 是一个 F∗
q-不变的偏差集,并且它的参数

为

(qm, r(
√
qm − ε), ε

√
qm + r2 − 3εr, r2 − εr).

当 ε = 1 时, 它是拉丁方型的; 当 ε = −1 时, 它是负拉丁方型的. 令 C(MD) 是等

式(4.8)中定义的线性码. 如果下列条件之一成立,则 C(MD)是极小线性码.

1. ε = 1, r %=
√
qm且 r > 1;

2. ε = −1, r %=
√
qm − 1且 r > (q−1)

√
qm√

qm+q .
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证明. 根据引理 2.3,图 Cay(Fqm , D)的特征值如下:

k = r(
√
qm − ε),

θ1 =
1

2

(
ε
√
qm − 2εr +

√
qm
)
,

θ2 =
1

2

(
ε
√
qm − 2εr −

√
qm
)
.

(4.27)

回顾一下,我们设 θ0 = max{|θ1|, |θ2|}. 在这种情形下,我们有

θ0 =
1

2

(
|
√
qm − 2r|+

√
qm
)
. (4.28)

现在我们证明,在我们的假设下,定理 4.12的三个条件 1), 2)和 3c)成立.

步骤 1: 我们首先证明 k − θ2 %= qm成立. 经计算得

k − θ2 − qm = r
√
qm +

1

2
(1− ε)

√
qm − qm

=
√
qm
(
r +

1

2
(1− ε)−

√
qm
)
.

很容易看出在 ε = 1或 −1两种情况下,该值都是非零的.

步骤 2: 接下来我们证明 k > θ1和 k > −(q − 1)θ2成立. 经计算,我们有

k − θ1 =

(
r − 1

2
ε− 1

2

)√
qm =

{
(r − 1)

√
qm, 当ε = 1时,

r
√
qm, 当ε = −1时.

和

k + (q − 1)θ2 = r(
√
qm − ε) +

q − 1

2
(ε
√
qm − 2εr −

√
qm)

=

{
r(
√
qm − q), 当ε = 1时,

r(
√
qm + q)−

√
qm(q − 1), 当ε = −1时.

可直接验证在我们的假设下,这两个值均为正数.

步骤 3: 最后,我们证明 qm−1+θ2−θ1−θ0 > 0. 由等式 (4.27),我们推得 θ1−θ2 =
√
qm.

再结合等式 (4.28),我们有

qm−1 + θ2 − θ1 − θ0 = qm−1 −
√
qm − 1

2
(|
√
qm − 2r|+

√
qm)

=

{
qm−1 − 2

√
qm + r, 如果

√
qm ≥ 2r;

qm−1 −
√
qm − r, 否则.

由于 D 是 F∗
qm 的一个真子集, 我们有 0 < k < qm − 1, 则 0 < r <

√
qm + ε. 再由

m ≥ 4可得 qm−1 − 2
√
qm + r > 0. 因为 r <

√
qm + ε ≤

√
qm + 1,根据 (m, q) %= (4, 2)
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的假设,我们有 qm−1 −
√
qm − r > qm−1 − 2

√
qm − 1 > 0. 从而定理 4.12的条件 3c)

成立.
综上, 我们证明了定理 4.12中的条件 1), 2)和 3c)在我们的假设下成立, 由定理

4.12可知,码 C(MD)是极小的.

定理 4.18：令 p是素数, q = pe, Fqm为 qm个元素的有限域,它们满足m ≥ 4, (m, q) %=
(4, 2) 且 2 整除 em. 采用与引理 2.6相同的符号, 取大小为 u 的真子集 J ⊂ ZN . 如
果 q 是奇数,我们进一步假设 N | qm−1

2 并且 J + qm−1
2 = J(mod N). 令 D =

⋃
j∈J Cj ,

令 C(MD) 是等式(4.8)所定义的线性码, 其中 MD 由等式(4.9)给出. 如果 J 在映射

ρ : j → j + qm−1
q−1 (mod N)下是不变的,且下列条件之一成立,则 C(MD)是极小线性

码.

1. t是奇数, u %=
√
qmN√
qm+1 且 u > N√

qm+1 ;

2. t是偶数, u > (q−1)
√
qmN

(
√
qm+q)(

√
qm−1) .

证明. 由引理 2.6可知,强正则凯莱图 Cay(Fqm , D)的参数为

(qm, r(
√
qm − ε), ε

√
qm + r2 − 3εr, r2 − εr),

这里 ε = (−1)t+1 且 r = u
N (

√
qm + ε). 当 t是奇数时,它是拉丁型的;当 t是偶数时,

它是负拉丁型的. 由于 J 在 ρ下是不变的,根据引理 2.7可知: D是 F∗
q-不变的. 则由

定理 4.17可得该结论成立.

注 4.19：在定理 4.18中,我们考虑m是偶数且 t是奇数的情形. 在该情形下,
√
qm =

p"1t ≡ −1(mod N),从而 N |(
√
qm + 1). 由于 qm−1

q−1 =
√
qm−1
q−1 · (

√
qm + 1),则有 N | qm−1

q−1 .
进而有 ZN 的任一子集 J 在映射 ρ : j → j + qm−1

q−1 (mod N) 下都是不变的. 由引
理 2.7可知, D 是 F∗

q-不变的. 如果 q 是奇数, 那么在上述定理中的条件 N | qm−1
2 和

J + qm−1
2 ≡ J(mod N)自动成立. 因此,在定理 4.18中,集合 J 在该情况下只需满足

|J | %=
√
qmN√
qm+1 且 |J | > N√

qm+1 即可. 因为 N |(
√
qm + 1),我们有 N√

qm+1 ≤ 1,若 |J | > 1,
就有条件 |J | > N√

qm+1 成立. 因此,这种构造可得到许多极小线性码.

由定理 2.4可知有限极空间 H(2r, q2), Q−(2r−1, q)和 W (2r−1, q)中的 m-ovoids
会产生负拉丁型强正则图, 其参数为 (u2, s(u + 1),−u + s2 + 3s, s2 + s). 当 P =

H(2r, q2),Q−(2r−1, q)或W (2r−1, q)时,分别有 (u, s) = (q2r+1,m(q2−1)), (qr,m(q−
1)) 或 (qr,m(q − 1)). 由于定理 4.17的条件较为宽松, 我们可以选取适当的 r, q 和
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m, 有很多 H(2r, q2), Q−(2r−1, q) 和 W (2r−1, q) 中的 m-ovoids 可以用来进行极小
线性码的构造, 可以参考文献 [5–7,23,25,36] 等对这 3 类有限极空间中的 m-ovoids 的构
造. 同样地, 由定理 2.5可知, 有限极空间 H(2r − 1, q2), Q+(2r−1, q) 和 W (2r−1, q)
中的 i-tight sets会产生拉丁型强正则图,其参数为 (u2, s(u − 1), u + s2 − 3s, s2 − s),
这里当 P = H(2r − 1, q2), Q+(2r−1, q) 或 W (2r−1, q) 时, 分别有 (u, s) = (q2r, i),
(qr, i)或 (qr, i). 同样根据定理 4.17,我们可以选取适当的 r, q 和 i,有很多 H(2r, q2),
Q−(2r−1, q) 和 W (2r−1, q) 中的 i-tight sets 可以用来构造极小线性码, 可以参考文
献 [6,7,23,25,32,33,60,61]等对这 3类有限极空间中的 i-tight sets的构造.

文献 [12]的作者提出了一种有效的方法,可以根据引理 4.3,通过向量切块集来得
到极小线性码. 但是引理 4.3的条件 1)对于线性码的极小性而言不是必要条件. 下列
由定理 4.18得到的例子说明存在极小线性码 C(fD)使得 D不是向量切块集. 从而说
明了,定理 4.18的构造不能被切块集的构造方法所涵盖.

例 4.20：令 p = 2, e = 2, q = pe = 4, m = 4. 设 γ 是 F44 的一个本原元. 取
!1 = 2和 N = p"1 + 1, 则 Ci = {γjN+i : 0 ≤ j ≤ qm−1

N − 1}对于 0 ≤ i ≤ N − 1.
我们设 J = ZN \ {0} 且 D = DJ =

⋃
j∈J Cj . 则有 D = C0. 令 C(MD) 是由等

式(4.8)定义的线性码, 其中 MD 由等式(4.9)所给出. 经计算可得 N = p"1 + 1 = 5

和 t = em/(2!1) = 2. 因为 N 整除 qm−1
q−1 , 再根据引理 2.6和引理 2.7, 我们有 D 是

一个 F∗
q-不变的偏差集. 由引理 4.7可知函数 fD 是非线性的. 可直接验证 u = 4 >

(q−1)
√
qmN

(
√
qm+q)(

√
qm−1) , k = 204, θ1 = 12 且 θ2 = −4. 根据定理 4.18, 我们有 C(MD) 是一

个 [255, 5] 极小线性码. 容易验证 qm − qm−1 + θ1 = k, 由推论 4.15可知, C(MD) 是

一个三重码. 现考虑两个过原点的仿射超平面 H1 = {x ∈ F44 : TrF44/F4(x) = 0}
和 H2 = {x ∈ F44 : TrF44/F4(γ

7x) = 0}. 通过计算可得 D ∩ H1 = {1, γ170, γ85} 和
D ∩H2 = {1, γ170, γ85, γ190, γ20, γ105, γ145, γ230, γ60, γ180, γ10, γ95, γ45, γ130, γ215}. 可以
看出 D ∩H1 ⊆ D ∩H2,因此 D不是 (1, 3)-向量切块集.

关于 F∗
q-不变的偏差集,有许多的构造. 在表 4.2中,我们列出了 5个具体的例子,

这几个例子来自文献 [64]的表 1. 关于更多构造,请参阅文献 [34,37,39,53,62,64].

例 4.21：令 N 是 qm − 1 的一个真因子, γ 是 Fqm 的一个给定的本原元, 设 D =

{γiN : 0 ≤ i ≤ qm−1
N − 1}. 我们考虑表 4.2的每个例子. 很容易验证在每个例子中都

有 N | qm−1
q−1 ,由引理 2.7可得 D 是 F∗

q-不变的. 根据引理 4.7可知,特征函数 fD 是非线

性的. 在表 4.2 的每个例子中, 我们验证定理 4.12的条件 1), 2), 3a) 成立, 从而每个
例子对应的码 C(MD)是一个 [qm − 1,m + 1]极小线性码. 在每个例子中,我们验证
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了 k ≤ (q − 1)2qm−2 且 k /∈ {qm − qm−1, qm − qm−1 + θ1, qm − qm−1 + θ2},则由推论
4.15可知 C(MD)有四个非零重量;由推论 4.16可知 C(MD)不满足 AB条件.

根据文献 [64],在表 4.2的第一行,我们有 D = {γ11i : 0 ≤ i ≤ 35−1
11 − 1},这里 γ

是 F35 的一个给定的本原元. 设 D := F∗
qm \D,它是 F∗

3-不变的. 图 Cay(Fqm , D)的特

征值分别为 k = 220, θ1 = 4, θ2 = −5. 由引理 4.7可知,函数 fD 是非线性的. 对于 D,
我们验证了定理 4.12的条件 1), 2), 3b)成立. 因此, C(MD)是一个 [35 − 1, 6]极小线

性码. 我们还检验了 k /∈ {qm − qm−1, qm − qm−1 + θ1, qm − qm−1 + θ2},从而由推论
4.15得到 C(MD)有四个非零重量. 通过Magma[13],我们检验了 D不是一个 (1, 4)-向
量切块集. 因此,码 C(MD)并不是由引理 4.3得到.

表 4.2 一些偏差集 D的例子和 Cay(Fqm , D)的特征值

No. q m N k θ1 θ2
1 3 5 11 22 4 -5
2 5 9 19 102796 296 -329
3 3 12 35 15184 118 -125
4 7 9 37 1090638 584 -1817
5 11 7 43 453190 650 -681

4.3.3 码 C(MD)的自同构群

令 D是 Fqm 的一个 F∗
q-不变的真子集. 集合 D的自同构 (automorphism)是 Fqm

的一个 Fq-线性变换 g使得 g是双射且保持集合D不变,即, {g(x) : x ∈ D} = D. 我
们令 Aut(D)表示 D的所有自同构所构成的集合. 对于每个 g ∈ Aut(D)和 c(u, v) ∈
C(MD),我们定义

c(u, v)g :=
(
ufD(g(x)) + TrFqm/Fq(vg(x))

)
x∈F∗

qm
.

因为 g ∈ Aut(D), 我们有 fD(g(x)) = fD(x) 对每个 x ∈ F∗
qm 都成立. 回顾一下

g 可以被看作 Fqm 上的一个约化 q-多项式, 参考 4.2节. 取 g̃ 为 g 的迹对偶. 从而
c(u, v)g = c(u, g̃(v)). 很容易验证 g̃ 也是一个 Fqm 上的 Fq-线性变换,且其为双射. 因
此, g诱导了码 C(MD)的一个自同构.

当 |Aut(D)|很大的情形,所得到的码 C(MD)也会拥有一个大的自同构群. 因此,
在这种情况下 C(MD)可能具有快速的译码算法. 下面是一个示例,其中 D拥有较大

的自同构群,并且对应的码 C(MD)是极小线性码.

例 4.22：令 Q : Fm
q → Fq 是一个非退化的二次型使得 m ≥ 4 为偶数, q = ph

且 (m, q) %= (4, 2). 由文献 [53] 的定理 2.6 可知, D = {x ∈ Fm
q \ {0} : Q(x) = 0}

是一个参数为 (qm, s(
√
qm − ε), ε

√
qm + s2 − 3εs, s2 − εs) 的 F∗

q-不变偏差集. 如果
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Q 定义的是一个双曲二次曲面, 则 ε = 1, s = qm/2−1 + 1 并且 D 是一个拉丁方

型的偏差集. 在这种情况下, D 的自同构群是 ΓO+(m, q), 由注 2.9可知, 它的阶为
2hqm(m−2)/4(q − 1)Πm/2

i=1 (q
2i − 1); 如果 Q 定义的是一个椭圆二次曲面, 则 ε = −1,

s = qm/2−1 − 1并且 D是一个负拉丁方型的偏差集. 在这种情况下, D的自同构群是
ΓO−(m, q),由注 2.9可知,它的阶为 2hqm(m−2)/4(q − 1)(qm/2 + 1)Πm/2−1

i=1 (q2i − 1). 在
这两种情形下,由定理 4.17可知码 C(MD)是极小的.

4.4 极小线性码和秘密共享方案

在文献 [54] 和文献 [55] 中, Massey证明了极小线性码可以用于构建秘密共享方案
(secret sharing scheme). 后来，Yuan 和 Ding 在文献 [80] 中对基于线性码的秘密共享

方案进行了更详细的描述,我们将在下面进行简要介绍. 令 C 是一个 [n, k, d; q]线性

码, 它的生成矩阵为 G = (g1, g2, . . . , gn). 秘密 s 是 Fq 中的一个元素. 在该方案
中, 共有 n − 1 个参与者 P2, . . . , Pn 和一个值得信赖的人作为分发者. 分发者随机
选取一个向量 u ∈ Fk

q 使得 s = t1 = ug1, 并计算向量 t = (t1, t2, . . . , tn) = uG.
对于 i ≥ 2, 分发者将每个 ti 分配给参与者 Pi 作为共享. 我们称该方案为基于
码 C 的秘密共享方案. 在这个方案中, 秘密 s = t1 = ug1, 那么一个共享的集合
{ti1 , ti2 , . . . , ti!}, 这里 2 ≤ i1 < i2 < . . . < i" ≤ n 能够确定出这个秘密当且仅当

g1 是 gi1 , gi2 , . . . , gi! 的线性组合. 因此,一个参与者的集合 P = {Pi1 , Pi2 , . . . , Pi!},
这里 2 ≤ i1 < i2 < . . . < i" ≤ n能够确定出秘密当且仅当在对偶码 C⊥ 中存在码字

(1, 0, . . . , 0, ci1 , 0, . . . , 0, ci! , 0, . . . , 0). 详情请参阅文献 [80] 中的命题 1 或文献 [54].
如果一组参与者中的所有参与者可以使用其共享恢复秘密, 但是任何该组参与者的
真子集都无法恢复秘密,则称该组参与者为最小访问集 (minimal access set). 显然,如
果 C⊥ 是极小线性码,则最小访问集的集合与 C⊥ 中的第一个坐标为 1的码字集之间
存在一一对应关系. 如果每 t (t ≥ 1)个参与者构成的组都具有相同数量的最小访问
集,则称该秘密共享方案为 t度民主 (democratic of degree t).

接下来, 我们考虑基于 C(MD)⊥ 的秘密共享方案, 这里 C(MD) 是 4.3节中得到
的 [qm − 1,m + 1] 极小线性码. 这样的秘密共享方案有许多有趣的结构, 请参考
文献 [80] 的命题 2. 回顾一下, 码 C(MD) = C(fD), 且 C(MD) 的码字由 c(u, v) =

(H(xj))j=1,...,qm−1 给出, 这里 H(x) = ufD(x) + Trqm/q(vx) 且 x1, · · · , xqm−1 是 F∗
qm

中元素的有序集. 令 Pi 是与由 xi, 2 ≤ i ≤ qm − 1标记的坐标相对应的参与者. 由上
一段的内容可知,最小访问集的数量 (即 C(MD)中使得 H(x1) = 1的极小码字的数

量)为 (qm+1 − qm)/(q − 1) = qm. 参与者 Pi (i ≥ 2)所在的最小访问集的数量为

Nxi = |{(u, v) ∈ V : H(x1) = 1, H(xi) %= 0}|.
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通过基本的线性代数计算,我们得到

Nxi =

{
qm, 如果x1 ∈ D, xi ∈ {ax1 : a ∈ F∗

q},
qm − qm−1,否则.

例如,在 x1 ∈ D和 xi ∈ {ax1 : a ∈ F∗
q}对于某个 2 ≤ i ≤ qm − 1成立的情况下,我们

有 Nxi = |{(u, v) ∈ V : TrFqm/Fq(vx1) = 1}| = q · qm−1 = qm. 在其他情况下,与该计
算方法类似,因此我们在这里省略细节. 事实上,关于 Nxi 的结果与文献

[80] 的命题 2
一致,主要步骤是检验在哪种情况下 (fD(x1), x1)和 (fD(xi), xi)是 Fq-线性相关的.

根据 x1 的选取, C(MD)⊥ 会产生两种可能的方案类型. 如果我们取 x1 ∈ D, 则
满足 xi = ax1 对某个 a ∈ F∗

q 成立的相应参与者 Pi 会出现在每个最小访问集中,这
种参与者称为独裁者 (dictatorial). 这种方案在老板必须参与每个决策的情况下是很
有效的. 如果我们选取 x1 ∈ D,则在此方案中,每个参与者 Pi, 2 ≤ i ≤ qm − 1位于

qm − qm−1个最小访问权限集中. 这样的方案是度至少为 1的民主方案.

4.5 小结

在本节中, 我们介绍了由 F∗
q-不变的偏差集得到极小线性码的一般性构造, 并研

究了它们的性质. 我们的构造得到了许多不满足 AB条件的极小线性码和一些不是
通过切块集得到的极小线性码的例子. 我们还表明,偏差集的自同构会引起相应的极
小线性码的自同构. 在集合具有较大的自同构群的情况下,相应的码也将具有较大的
自同构群,因此可能具有快速的译码算法. 最后,我们根据我们得到的线性码的对偶
码来考虑相应的秘密共享方案的性质.
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5 讨论与展望

本章简要介绍一下作者在攻读博士学位期间的其它工作, 并列出与本文工作相
关的一些展望和进一步可行的问题.

LCD码的构造

一个线性码和其对偶码的交称为该码的包 (hull). 在确定线性码自同构群的计算
复杂性方面,包起着十分重要的作用 [70]. 如果一个线性码的包的维数是 0,则称该码
为线性互补对偶码 (LCD码). LCD码被广泛应用于通信系统,密码学,数据存储等领
域. 关于 LCD码的构造和讨论的工作,请参阅文献 [19–21,49,50,57,65,71]. 我们关于这方面
的工作主要是利用结合方案的工具对 LCD 码进行构造. 对于很多特定的结合方案,
如分圆结合方案, 它的第一特征矩阵 (first eigenmatrix) 已经由文献 [10] 给出, 则对应
Bose-Mesner代数中的矩阵的特征值也很容易计算, 从而可以利用其来进行 LCD码
的构造. 我们利用分圆结合方案得到的 LCD码的构造结果推广了文献 [19] 中通过计

算高斯周期得出的 LCD码的构造. 该部分成果被期刊《Advances in Mathematics of
Communications》录用.

Intriguing Sets的构造

在第 3章中,我们对 q ≡ 1(mod 4)且 q > 5构造了 Q(4, q)的 q−1
2 -ovoids的无穷

类. 而群 PGO(5, q)有着丰富的子群结构,在 q比较小的时候我们借助Magma得到了
大量的例子,如果可以将其中的一些例子推广成新参数的无穷类,那将会是很有趣的
结果. 此外,在厄尔米特有限极空间 H(n − 1, q2)中,我们运用 Singer群的作用也得
到了一些 m-ovoids的例子,能够利用这类群得到厄尔米特空间中新参数的 m-ovoids
的无穷类是值得挑战和研究的问题.

关于 i-tight sets,最具典型的构造是双曲二次曲面 Q+(5, q)中的 i-tight sets,在克
莱因对应法则下, Q+(5, q)中的 i-tight set与 PG(3, q)上的 Cameron-Liebler线有着一
一对应关系. 关于这方面的构造性工作请参考文献 [16,26,28,32,33] 等,其中大部分结果都
是利用典型群的子群作用在 Q+(5, q)的点上得到的轨道所构造出的.

在高维情形下已知的 intriguing sets 的构造比较少, 比较典型的例子包括: 利用
超平面进行的构造,可参见文献 [6] 的引理 7,该种构造所对应的自同构群是可约子群
(reducible subgroups),详见文献 [46] 的 4.1节;利用域的扩张得到的构造 [44],该种构造
所对应的自同构群是域扩张子群 (field extension subgroups), 详见文献 [46] 的 4.3 节;
近期, 在文献 [36] 中, 作者利用强正则图的方法得到了高维情形 W (n − 1, q)中的 m-
ovoids的一些构造, 这篇文章中所用的群大多是可解群. 一般而言, 对于高维情形的
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有限极空间,点的个数太多,而且典型群的阶非常大，受计算能力的影响, Magma的
搜索范围十分受限,不能提供很多的例子. 所以在这种情况下,从群的结构角度来分
析并给出 intriguing sets 的无穷类的构造将会是很有意义的工作. 由于高维情形下,
对应的有限典型群有着丰富的子群结构, 同时也有着很多的对应不同类型自同构群
的 intriguing sets. 而探索 intriguing sets的代数表示和自同构群之间的联系可便于我
们更好的去理解典型群的子群结构及相应的几何构型之间的联系, 这个工作是非常
有意义而且十分有趣的.

Intriguing Sets的分类
因为有限极空间中存在大量的 intriguing sets 的例子, 包括 m-ovoids 和 i-tight

sets. 因此, 想要进行完全分类是非常困难的. 结合文献 [7], [35] 和本文第 3.1节的结论
可以知道,对于每个奇素数幂 q, Q(4, q)中都存在 q−1

2 -ovoids. 但对于 q 是奇数时,除
q−1
2 和

q+1
2 外, 其余参数的分类现在看来还是遥不可及. 最典型的情形之一, Q(4, q)

中的 ovoid 的分类问题几十年都没有得到完全的解决. 此外, 正如 Bamberg 等人在
文献 [6] 中提到的一样, 当 q > 5 时, Q(4, q) 中是否存在 2-ovoids 的无穷类仍然是未
知的. 由此可见, 在更高维数的有限极空间的 m-ovoids的分类工作是十分繁琐复杂
的. 关于有限极空间中的 i-tight sets,很显然有限极空间中的每个极大完全迷向或极
大完全奇异子空间都是一个 1-tight set. 近些年, Klaus 和 Gavrilyuk 等人对 Q+(5, q)

中的 i-tight sets 的参数 i 给出了具体的限制条件, 很大程度上推进了 Q+(5, q) 中 i-
tight sets的分类工作,详情可参阅文献 [38,58,59] 等. 此外,他们对其他有限极空间中小
参数的 tight sets 也做出了杰出的分类和构造工作, 具体请参阅文献 [11,60,61] 等. 但对
于高维情形参数较大的 tight sets 的分类还尚未有很好的结论. 需要特别提及的是,
Aschbacher 在文献 [1] 中给出了关于典型群的重要分类结论. 他证明了, 一个典型群
的子群要么落在八类用几何方法定义的子群 C1 − C8 中, 要么是几乎单群 (almost
simple group). Aschbacher和有限单群的分类结果,可以为我们从自同构群的角度分
类 intriguing sets奠定一个非常好的理论基础,这也是我们下一阶段将要重点研究的
问题.

其它在研工作目前仍处于初步阶段,这里就不作介绍.
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