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摘 要

摘 要
现代社会离不开数据的存储。现实生活中，根据应用场景的不同，人们对数

据存储设备的要求是多种多样的，例如高存储密度、高存取速度、高可靠性、低
功耗、存储时间长等等。闪存是一种电子非易失性计算机存储介质（即断电数据
也不会丢失），可进行电擦除和重新编程。其因为具有存储密度高、读写速度快、
功耗低、成本较低等特点而被广泛地应用到现实生活中。另一方面，由于具有远
大于如今所有存储设备的存储密度以及能长时间存储数据这两个特点，DNA存
储在近些年得到国内外研究人员的大量研究。因为各种客观原因，数据在存储或
读取过程中不可避免地会发生错误。因此，有必要将编码技术应用到数据存取
中。本学位论文的主旨是利用代数、数论以及组合的工具来研究与闪存和 DNA
存储中编码有关的数学问题。
在第一章绪论部分，我们介绍本文所涉及课题的研究背景，并简要陈述本文

对该领域所做的贡献。
在第二章中，我们研究分解集，其与闪存中的编码问题密切相关。闪存设备

单元编程（电荷注入）和单元擦除（电荷移除）之间固有的不对称性，以及电荷
的缓慢流失，是导致闪存中数据发生错误的两类常见原因。根据这两个错误类型
的特点，我们可以把非平衡有限量级错误模型应用到多级闪存技术上。在这个模
型下，多级闪存中的编码问题就转换成了分解集的构造问题，并且完美分解集就
对应着完美码，而完美码是应用中一个十分感兴趣的码类。对于这个问题，我们
推进了已有的工作。首先，我们用代数工具给出了非奇异完美 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集存
在的充要条件，其中 0 ⩽ 𝑘1 ⩽ 𝑘2 = 4，从而完全解决了 𝑘2 = 4的情形。当存在
性的条件满足时，我们给出了较为简单的具体的构造方法。其次，我们利用数论
中的工具，在满足特定条件的参数下，给出了非奇异完美分解集存在性的更加简
单的刻画。然后，我们给出了准完美分解集的四种新无穷类的构造。最后，我们
将分解集和凯莱图联系起来，这对我们使用数学软件计算最大的分解集十分有
帮助。
第三章中，我们考虑序列重构问题，其与 DNA存储相关。序列重构问题是

Levenshtein于 2000年左右开始研究的，作为传统纠错码的推广，其旨在用多个
噪声读取重构出原来的序列。基于序列重构问题在赛道内存和 DNA存储中的潜
在应用价值，Cai和 Yaakobi等人于 2020年开始研究 Levenshtein问题的反问题：
在噪声读取的数目𝑁 给定时，构造冗余尽可能小的码。在本章中，我们考虑恰好
发生两个插入错误的信道。首先，我们完全确定两个错误球相交的大小等于某些
给定值的充要条件。然后我们再用这些条件来构造相应的码：对所有的 𝑁 > 6，
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摘 要

我们给出了码的渐近最优冗余；对于 𝑁 = 6，我们将冗余的已知最好的上界从
4𝑙𝑜𝑔2(𝑛)改进到了 2𝑙𝑜𝑔2(𝑛)，其中 𝑛是码长。
第四章中，我们对其他工作进行简单的汇报。

关键词：闪存；分解集；插入信道；重构码；DNA存储
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Abstract

ABSTRACT

Data storage can be seen everywhere in modern society. In real life, according
to different application scenarios, people have various requirements for data storage
devices, such as high storage density, high access speed, high reliability, low power
consumption and long storage time. Flash memory is a non-volatile storage device and
it can be electrically erased and re-programmed. It is widely used in reality because of
its high storage density, fast reading and writing speed, low power consumption and low
cost. On the other hand, DNA storage has been studied by many researchers in recent
years because of its two characteristics: the storage density is much higher than that of
all existing storage devices and it is capable of storing data for an extremely long time.
Due to various reasons, there may be inevitable errors in the process of data storage.
Therefore, it is necessary to apply coding technique to data storage. The main purpose
of this thesis is to utilize tools form algebra, number theory and combinatorics to study
mathematical problems related to coding schemes in flash memory and DNA storage.

In Chapter 1, we introduce the research backgrounds of the subjects involved in
this thesis, and briefly state our contributions to these fields.

In Chapter 2, we study splitter sets, which have a close connection with cod-
ing problems in flash memories. The inherent asymmetry between cell programming
(charge injection into cells) and cell erasure (charge removal from cells), as well as the
slow process of charge leakage in cells, are two common reasons for data errors in flash
memory. Taking into account these two error types and their properties, it is reasonable
for us to apply the unbalanced limited-magnitude error model to the multi-level flash
memory technology. In this model, the coding problem in multi-level flash memory is
transformed into the problem of constructing splitter sets. Besides, perfect splitter sets
correspond to perfect codes, which is of interest in practice. As for this problem, we for-
ward the existing works. Firstly, we use tools from algebra to determine the necessary
and sufficient conditions under which there exists a nonsingular perfect 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)
set, where 0 ⩽ 𝑘1 ⩽ 𝑘2 = 4, and thus completely solve the problem for the case 𝑘2 = 4.
When the conditions are satisfied, we present explicit constructions of perfect splitter
sets. Secondly, using the tools from number theory, we give a simpler characterization
of the existence of nonsingular perfect splitter sets when the parameters satisfy certain
conditions. Thirdly, we give four new constructions of quasi-perfect splitter sets. Lastly,
we connect splitter sets with Cayley graphs, which is helpful for us to find the maximum
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Abstract

splitter sets via mathematical software.
In Chapter 3, we study the sequence reconstruction problem, which has a close

connection with DNA storage. The study of sequence reconstruction problem was ini-
tiated by Levenshtein in 2001. As a generalization of the classical error-correction, the
reconstruction problem aims to correct errors by several noisy reads. In 2020, motivated
by applications in racetrack memeories and DNA storages, Cai and Yaakobi et al. began
to study the dual problem, that is, designing codes with redundancy as small as possible
for a given number 𝑁 of noisy reads. In this chapter, the minimum redundancy of such
codes for binary channels with exactly two insertions are determined asymptotically for
all values of 𝑁 > 6. For 𝑁 = 6, we reduce the current best known upper bound on the
redundancy from 4𝑙𝑜𝑔2(𝑛) to 2𝑙𝑜𝑔2(𝑛) for length-𝑛 binary codes. The explicit construc-
tions of codes are based on completely characterizing the conditions under which two
binary sequences have a fixed number of common supersequences.

In Chapter 4, we briefly introduce the author’s other research works when pursuing
his PhD degree.

Key Words: flash memory; splitter set; insertion channel; reconstruction code; DNA
storage
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第 1章 绪 论

第 1章 绪 论
现代社会是一个信息社会，数据存储在现代社会中无处不在。根据应用场景

的不同，人们对数据存储设备性能的要求是多种多样的，例如高存储密度、高存
取速度、高可靠性、低功耗、存储时间长等等。闪存是一种电子非易失性计算机
存储介质（即断电数据也不会丢失），可进行电擦除和重新编程。自从 1980年被
日本东芝公司发明以来，闪存技术得到了极大的发展。此外，闪存因为具有较高
的存储密度、较快的读写速度、低功耗、较低的成本等优点而被广泛地应用到现
实生活中，例如个人电脑、数字视频播放器、数码相机、移动电话和嵌入系统，
等等。这些应用场景都有一个共同特点，即数据会被经常使用。现实中我们也会
碰到一些不常用却需要长时间保存的数据，譬如政府文件、历史档案等。此时被
广泛使用的存储设备包括机械硬盘、磁带等等。但是现代社会的数据量是指数级
增长的，现有的存储设备的存储密度将会越来越满足不了实际需求 [1]。因此，寻
找下一代信息存储设备和研究相关的存储技术越来越重要。因具有远大于如今
所有存储设备的存储密度以及能长时间存储数据这两个特点，DNA存储在近些
年得到国内外研究人员的大量研究 [2-7]。

因为许多客观原因，数据在存储或读取过程中不可避免地会发生错误。因
此，我们有必要将编码技术应用到数据存取中。本学位论文中，我们针对闪存和
DNA存储中特定的错误类型，利用代数、数论以及组合的工具来研究与闪存和
DNA存储中编码有关的数学问题。下面我们具体介绍这两个子课题的研究背景，
并简要介绍本文在各个课题上所做的研究工作。

1.1 分解集及其在多级闪存技术中的应用
1.1.1 闪存及其错误类型
闪存（flash memory）是一种电子非易失性计算机存储介质（即断电数据也

不会丢失），可进行电擦除和重新编程，其在现实中有着非常广泛的应用。闪存
单元（cell）采用浮栅技术，利用捕获的电荷来存储信息。通过测量单个闪存单
元中的电荷水平并将其与预定的阈值水平集进行比较，人们可以将电荷水平量
化为 𝑞个值之一。一般从数学角度而言，我们用 ℤ𝑞 中的元素表示这些量化的值。
起初，𝑞只限定成 2，即每个闪存单元只存储一个比特的信息。为了提高闪存的
存储密度，B. Eitan和 A. Roy在 1999年提出了多级（multi-level）闪存单元这个
概念 [8]，用以增加每个单元中存储的信息比特的数目。多级闪存技术允许 𝑞取更
大的值，从而使得每个闪存单元能存储 log2(𝑞)个比特的信息。和所有的存储设

1



第 1章 绪 论

备一样，由于客观因素，闪存中存储的信息可能会发生错误。为了纠正可能发生
的错误，许多已有的编码方案已经被应用到了闪存技术中 [9-10]。然而，这些方案
的主要缺点就是它们并不是针对闪存中特有的错误类型设计的，因此这些码的
效率并不高。
闪存设备表现出多种复杂的错误类型和行为，但所有类型的闪存存储都有

一个共同点，那就是单元编程（电荷注入到存储单元中去）和单元擦除（电荷从
存储单元移除）之间固有的不对称性。前者很容易在单个的存储单元上操作，但
是后者必须是对多个单元一起操作。因此，为了让一个存储单元能存事先设定好
的比特数目的数据，人们会将电荷分多次注入到某个存储单元中，且每次注入的
电荷都很少，直到该存储单元的电荷量达到预定的值为止。然而在这个过程中，
存储单元可能会出现电荷注入过多的情况。如果没有应用编码技术，当遇到这
种情况的时候，我们只能将这个存储单元以及和它相邻的多个存储单元中的电
荷全部移除，然后再对它们重新注入电荷。这样一来，闪存设备的工作效率就很
低。闪存中另一种常见的错误是由电荷的缓慢流失造成的，其会导致存储单元中
的电荷量减少 [11]。在第一种情形下，存储单元发生的错误指的就是注入了超过
预设的值的电荷量；在第二种情形下，存储单元发生的错误指的就是电荷量的流
失。根据前面的描述我们可知，这两种错误的量级都非常小，而且和字母集的大
小无关。
根据以上两个错误类型及其特性，我们有理由把非平衡有限量级错误模

型 [12] 应用到多级闪存技术上。在这个模型下，一个码字 𝒙 ∈ ℤ𝑛
𝑞，被一个错

误向量 𝒆 ∈ ℤ𝑛
𝑞 作用后变成了向量 𝒚 = 𝒙 + 𝒆。这里 𝒆的汉明重量是 0或者 1（这

里我们只考虑至多有一个存储单元发生错误的情况）；当 𝒆的汉明重量等于 1的
时候，其非零分量 𝑒𝑖满足 −𝑘1 ⩽ 𝑒𝑖 ⩽ 𝑘2（其中 𝑘1, 𝑘2是给定的非负整数，且比 𝑞
要小得多）。

1.1.2 分解集及其在闪存中的应用
设 𝑞, 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℤ且满足 𝑞 ⩾ 2，0 ⩽ 𝑘1 ⩽ 𝑘2，设 𝐵 是 ℤ𝑞 的一个子集。如果

对每一个 𝑏 ∈ 𝐵，集合 {𝑏𝑚 (mod 𝑞) ∣ −𝑘1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑘2且𝑚 ≠ 0}都有 𝑘1 + 𝑘2个非
零元素，并且这 |𝐵|个集合两两不相交，则称 𝐵 是一个分解集。我们把这样的
分解集记作 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑞)集。如果 |𝐵| = 𝑞−1

𝑘1+𝑘2
，我们称 𝐵是完美的；如果 𝑞 ≢ 1

(mod 𝑘1 + 𝑘2)且 |𝐵| = ⌊ 𝑞−1
𝑘1+𝑘2

⌋，则称 𝐵是准完美的。
假设 𝐵 = {𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑛}是一个 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑞)集，我们用

𝐻 = (𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑛)

2
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作为一个校验矩阵构造码

𝒞 =
{

𝒄 = (𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑛) ∈ ℤ𝑛
𝑞 ∣

𝑛

∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑐𝑖 ≡ 0 (mod 𝑞)
}

.

因为 𝐵 是一个 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑞) 集且 𝐻𝒚𝑇 = 𝐻(𝒙 + 𝒆)𝑇 = 𝐻𝒆𝑇，所以我们能根据
𝐻𝒚𝑇 唯一的解出 𝒆。这样一来，我们就能够解出 𝒙，即完成了解码。

一方面，应用了这个码以后，在注入电荷的过程中，我们不需要严格的达到
预定的值，即使注入的电荷稍微过量也没关系，而具体能超过多少取决于所构造
的码的纠错能力，即 𝑘2 的大小。另一方面即使长时间存放导致了电荷流失，我
们也能恢复原来的数据，而能容忍流失的电荷量取决于 𝑘1的大小。

1.1.3 我们的结果
本小节中，我们简单陈述我们的主要贡献。如果 gcd(𝑘2!, 𝑞) = 1，我们称一个

𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑞)集是非奇异的。首先，我们应用代数工具得到了非奇异完美分解集
存在的充要条件，即如下主要结果。

定理 1.1 (i) 令 𝑝 ≡ 1 (mod 6) 是一个素数，则存在一个非奇异完美
𝐵[−2, 4](𝑝)集当且仅当 ord𝑝(−3

4)是奇数，并且 2 ∉ ⟨6, 8⟩。
(ii) 设 𝑝 ≡ 1 (mod 8)是一个素数，则存在一个非奇异完美 𝐵[−4, 4](𝑝)集当且仅
当 ±4 ∉ ⟨6, 16⟩。

(iii) 设 𝑝 ≡ 1 (mod 4)是一个素数，则存在一个非奇异完美 𝐵[0, 4](𝑝)集当且仅
当 4 ∉ ⟨6, 16⟩。
当这些条件满足的时候，我们给出了分解集的具体构造方法，具体的内容可

参见上述定理的证明过程以及文中相应的例子。对于上面的三种情形，当 𝑝−1
𝑘1+𝑘2

和 𝑘1 + 𝑘2互素的时候（其中 (𝑘1, 𝑘2) ∈ {(2, 4), (0, 4), (4, 4)}），我们能得到更简单
的充要条件。然后我们利用这个更简单的条件以及数论中的知识，得到了下面更
精确的结果。
定理 1.2 设 𝑝 ≡ 1 (mod 6)是一个素数，并且 gcd(𝑝−1

6 , 6) = 1。则存在一个
非奇异完美 𝐵[−2, 4](𝑝)集当且仅当存在整数 𝑘, 𝑙，使得下面三个条件之一成立：
1) 𝑝 = 1296𝑘2 − 648𝑘𝑙 + 324𝑙2 + 36𝑘 + 72𝑙 + 7。
2) 𝑝 = 1296𝑘2 − 648𝑘𝑙 + 324𝑙2 + 1764𝑘 − 360𝑙 + 607。
3) 𝑝 = 36𝑘2 − 108𝑘𝑙 + 324𝑙2 − 102𝑘 + 558𝑙 + 241，其中 𝑘 + 3𝑙 ≡ 1或3 (mod 6)。
除了完美分解集外，我们还研究了准完美分解集，并给出了下面四种新的构

造。相关概念请见第二章。
定理 1.3 设 𝑘, 𝑚 是两个正整数，且满足 gcd(𝑘!, 𝑚) = 1。令 𝑎 = (−𝑘)−1

(mod 𝑚)，则
𝐵 = {𝑖𝑘 + 1 ∣ 𝑖 ∈ [0, 𝑚 − 1]并且𝑖 ≠ 𝑎}

3
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是一个准完美 𝐵[0, 𝑘](𝑘𝑚)集。
定理 1.4 令 𝑘 > 0是一个整数，𝑝是一个素数且满足 𝑘 < 𝑝 < 2𝑘，则

𝐵 = {𝑘 + 1} ∪ {1 + (2𝑘 + 2)𝑖 ∣ 𝑖 ∈ [0, 𝑝 − 1]}

是一个准完美 𝐵[−𝑘, 𝑘](𝑝(2𝑘 + 2))集。
定理 1.5 设 𝑘 ⩾ 2 是一个偶数，𝑚 ⩾ 1 是一个正整数。对于 𝑖 = 0, 1，令

𝑇𝑖 = {𝑥 ∣ 𝑥 ≡ 𝑖 (mod 2), 𝑥 ∈ [1, 𝑘]}, 则 |𝑇𝑖| = 𝑘
2。设 𝑝 ≡ 1 (mod 2𝑚𝑘) 是一个

素数，令 𝑔 是一个模 𝑝的本原根且满足 𝑔 ≡ 1 (mod 2)，记 𝑣 ≜ 2𝑚−1𝑘。如果存
在 ℤ𝑣 的一个大小为 2𝑚 的子集 𝐴，使得对每一个 𝑖 = 0, 1，ℤ𝑣 = 𝐴 + {ind𝑔(𝑥)
(mod 𝑣) ∣ 𝑥 ∈ 𝑇𝑖}都是一个唯一分解，则

𝐵 ≜ {𝑔𝑖+𝑗𝑣 ∣ 𝑖 ∈ 𝐴, 𝑗 ∈ [0, 𝑛 − 1]}

是一个准完美 𝐵[−𝑘, 𝑘](2𝑝)集，其中 𝑛 = 𝑝−1
2𝑚𝑘 = 𝑝−1

2𝑣 。
定理 1.6 设 𝑘是一个正整数，𝑝是一个素数且满足 𝑘 < 𝑝 < 4𝑘−1

3 ，则集合

𝐵 = {𝑘 + 1} ∪ {1 + (2𝑘 + 2)𝑖 ∶ 𝑖 ∈ [0, 𝑝 − 1]}

是一个准完美 𝐵[−(𝑘 − 1), 𝑘](𝑝(2𝑘 + 2))集。
最后，当 𝑝是素数的时候，我们在非奇异 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集和凯莱（Cayley）

图之间建立起联系。利用这个联系，我们可以用一些数学软件（比如Maple）来
计算最大的分解集。

1.2 重构码及其应用
序列的有效重构问题是由 V.I. Levenshtein于 2000年左右开始研究的 [13-15]。

他研究这个问题的动机是其在许多科学领域中都有应用，例如信息科学、分子
生物学、化学等等。在这些应用场景中，我们除了将要传输的信息重复多次传
输以外，别无他法。这个问题模型可描述为：信息的发送方将信息通过 𝑁 个不
同的噪声信道传输出去；信息的接收方能够接收到所有 𝑁 个信道的输出（我们
称为有噪声的读取（noisy read）），然后接收方的目标是利用这𝑁 个有噪声读取
𝒚1, ⋯ , 𝒚𝑁 来重构发送方发送的信息，见图1.1。注意，当𝑁 = 1时，这个问题就
是经典的纠错码问题。因此，序列重构问题可以看成纠错码问题的一个推广。一
般而言，序列重构问题可以划分为两大类：概率模型和组合模型。在概率模型中，
被传输的序列 𝒙的每个位置都按照一定的概率分布发生错误；接收方的目标是
使得成功重构出 𝒙的概率尽可能地大，并同时使得噪声读取的个数（即𝑁 的值）
尽可能地小。在组合模型中，我们假设信息在每个信道中都发生最大数目的错

4
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𝒙

𝒙

𝒙

信道 𝐶1

信道 𝐶2

信道 𝐶𝑁

𝒚1

𝒚2

𝒚𝑁

重构过程 𝐹
𝒛 = 𝐹 (𝒚1,…,𝒚𝑁 )

输出

图 1.1 序列重构问题模型

误；此时接收方的目标是找到最小的能够精确重构出 𝒙所需要的噪声读取的个
数（即𝑁 的值）。本学位论文中只考虑组合信道模型下的序列重构问题，关于概
率信道模型下此类问题的研究情况，感兴趣的读者可以查看文献 [14,16-21]，以
及这些文献所引用的参考文献。
对于组合信道，我们要求每个信道的输出都是不同的 [14]。如此一来，这个

问题就转换成了求两个不同的错误球（error ball）相交的大小的最大值的问题。
在文献 [14-15] 中，Levenshtein 针对很多种错误类型解决了该问题，例如替换
（substitutions）、换位（transpositions）、非对称错误（asymmetric errors）、删除错误
（deletions）以及插入错误（insertions）。文献 [22-24]分析了置换错误。关于一般
的错误图（error graphs），读者可以查看文献 [14,25-26]。注意，上述提到的研究
工作中，被传输的序列是从整个空间中选取的，即被研究的都是未编码的情形。
最近一些年，由于在 DNA存储和无限感知网络等场景中的应用，这个问题

又吸引了大量研究人员的兴趣 [27-29]。许多研究者开始在编码的情形下考虑这个
问题，即被传输的序列是从某个具有一定纠错能力的码中选取的。在文献 [30]中，
作者考虑了最小 Kendall 𝜏 距离等于 1, 2, 2𝑟的置换码（permutation code）。Gabrys
和 Yaakobi等人在文献 [28,31] 中研究了这样的情形：被传输的序列是从一个单
删除纠错码中选取的，并且每个信道恰好发生 𝑡个删除错误。他们成功地推导出
了两个不同的 𝑡-删除球（deletion ball）相交大小的最大值的递归公式（假定这两
个球的中心之间的 Levenshtein距离大于等于 2）。他们研究这个问题的一个动机
就是其在无限感知网络中的应用 [28,32]。在 2017 年，Sala 等人在文献 [27] 研究
了插入信道——对任何的 𝑙 ⩾ 0，他们找到了当两个不同的插入球（insertion ball）
的中心之间的编辑距离（edit distance）大于等于 2𝑙时，这两个球相交大小的最
大值的一个精确公式（事实上，他们得到了更加一般的结果），这个公式推广了
文献 [14-15] 中的结果。此外，对于删除信道，他们改进了文献 [28,31] 中的结
果，即他们给出了一个精确的公式，而不是一个递归型的公式。他们研究这个问
题的动机是：这个问题在系统基因学（phylogenomics）和数据存储中有应用（例
如 DNA存储）。到目前为止，我们提到的工作都是假设每个信道造成的最大错

5
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误的个数是相同的。然而，现实中碰到的情况并不都是如此。例如，当读取存储
在 DNA链中的数据时，可能会出现这种情况——有些读取发生的错误要比其他
读取所发生的错误要多 [33]。受此启发，Horovitz和 Yaakobi在文献 [29]中推广了
Levenshtein的模型。在那篇文章中，他们考虑了这样的一个组合信道模型：每个
信道不一定是同性的，即每个信道能发生的最大错误的个数不一定相同。
以上所提到的所有研究工作都有一个共同的特点，即他们考虑的都是先给

定一个码，然后研究以不同码字为中心的两个不同的错误球相交大小的最大值。
然而，在大多数应用场景中，噪声读取的个数（即 𝑁 的值）是一个预先给定的
系统参数。在 2020年，受 DNA数据存储和赛道内存（racetrack memory）中的
应用启发，Cai和 Nguyen等人 [34-35]以及 Chrisnata和 Yaakobi等人 [36]率先研究
了这个问题：设计一个码（称为重构码），使得以它的不同码字为中心的两个不
同的错误球相交的大小的最大值小于𝑁，其中𝑁 给定。在文献 [35-36]中，作者
主要考虑了发生一个编辑错误（edit error）的信道 (即一个替换错误、一个插入
错误或一个删除错误）以及它们的变种，并对所有的 𝑁 都给出了码的构造。特
别地，当字母表大小为 2的时候，他们确定了码的冗余的渐近最优值。
本学位论文中，我们继续推进文献 [34-36]的研究工作，并且我们只考虑插

入信道且字母表大小是 2的情形。对所有的 𝑁 > 6，我们完全解决了这个问题；
对于𝑁 = 6，我们成功构造出了一个码，并且这个码的冗余很小。我们的主要工
作分为以下三个个方面，其中涉及到的符号和定义请见第三章。
首先，我们研究了当两个 1-插入球相交的大小恰好为 1的时候，它们 𝑡-插入

球相交的大小，其中 𝑡 ⩾ 2。然后利用这个结果，我们完全刻画了两个错误球相
交的大小恰好等于 𝑛 + 4, 𝑛 + 5或 6的充要条件，即下面的定理1.7和定理1.8。
定理 1.7 设 𝒙 = 𝒖𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏𝒘和 𝒚 = 𝒖 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘是长度为 𝑛的两个不同序列，其中

𝒖, 𝒗, 𝒘 ∈ 𝛴∗
2，𝑎, 𝑏 ∈ 𝛴2，并且 𝒗不满足以下两个条件中的任何一个：

𝒗 = (𝑎 ̄𝑎)𝑚(𝑚 ⩾ 0)且𝑎 = 𝑏,
𝒗 = (𝑎 ̄𝑎)𝑚𝑎(𝑚 ⩾ 0)且𝑎 = ̄𝑏.

则我们有如下结论：
(i) |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 𝑛 + 5当且仅当

• 如果 𝑎 = 𝑏，则存在 𝑖, 𝑗 ⩾ 0，使得 𝒗 ∈ {(𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗 , (𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎)𝑗 ̄𝑎}。
• 如果 𝑎 = ̄𝑏，则存在 𝑖, 𝑗 ⩾ 0，使得 𝒗 ∈ {(𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎)𝑗 , (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗}。

(ii) |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 𝑛 + 4当且仅当 𝑎, 𝑏和 𝒗满足表3.1中所列的条件之一。
定理 1.8 令 𝑛 ⩾ 2，设 𝒙和 𝒚是𝛴𝑛

2 中两个不同的序列。则 |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 6
当且仅当存在满足条件 𝑎𝒅 ≠ 𝒆 ̄𝑏和 𝒅𝑏 ≠ ̄𝑎𝒆的 𝒖, 𝒘, 𝒅, 𝒆 ∈ 𝛴∗

2 以及 𝑎, 𝑏 ∈ 𝛴2，使

6



第 1章 绪 论

得

{
𝒙 = 𝒖𝑎𝒅𝑏𝒘
𝒚 = 𝒖 ̄𝑎𝒆 ̄𝑏𝒘

,

这里 𝒅和 𝒆满足下面的条件：
(i) 当 𝑎 = 𝑏时，𝒅和 𝒆必须满足表A.1中某一行的条件（见附录A）。
(ii) 当 𝑎 = ̄𝑏时，𝒅和 𝒆必须满足表A.2中某一行的条件（见附录A）。
最后，我们利用上面的结论给出了码的构造。
定理 1.9 对任何的 𝑛 ⩾ 3, 𝑃 ⩾ 12，其中 6 ∣ 𝑃，令 𝑐 ∈ ℤ1+ 𝑃

2
以及 𝑑 ∈ ℤ2。

我们将 𝐶(𝑛; 𝑐, 𝑑)定义为满足下面所有条件的序列 𝒙 = 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛 ∈ 𝛴𝑛
2 的全体构成

的集合：
• Inv (𝒙) ≡ 𝑐 (mod 1 + 𝑃

2 )；
•

𝑛
∑
𝑖=1

𝑥𝑖 ≡ 𝑑 (mod 2)；
• 𝒙 ∈ 𝑅(𝑛, 2, 𝑃

3 ).
则𝐶(𝑛; 𝑐, 𝑑)是一个 (𝑛, 𝑛+5; 𝐵𝐼(2)

2 )-重构码。进一步地，如果我们取 𝑃
3 = ⌈log2(𝑛)⌉+3，

则可以取到 𝑐和 𝑑，使得𝐶(𝑛; 𝑐, 𝑑)的冗余至多为 1+log2(𝑃 +2) = log2 log2(𝑛)+𝑂(1)。
运用类似的方法，我们也成功构造出了 (𝑛, 𝑛 + 4; 𝐵𝐼(2)

2 )-重构码和 (𝑛, 6; 𝐵𝐼(2)
2 )-

重构码。特别地，当𝑁 = 𝑛 + 4和 𝑛 + 5的时候，我们构造的码的冗余是渐近最优
的；当𝑁 = 6的时候，我们将冗余已知的最好的上界 4 log2(𝑛)改进到了 2 log2(𝑛)。
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第 2章 分解集及其在存储编码中的应用
2.1 介绍
闪速存储器（闪存）是一种电子非易失性存储介质（即断电数据也不会丢

失），可进行电擦除和重新编程。因为存储密度高、功耗低以及可靠性高等特点，
其目前在现实生活中有着非常广泛的应用，例如个人电脑、数字视频播放器、数
码相机、移动电话和嵌入系统，等等。
为了提高闪存的存储密度，人们采用了多级闪存单元技术来增加每个单元

中存储的信息比特的数目。如果一个存储单元有 𝑞级，则这个单元中存储的电荷
数可量化成 𝑞个值（例如与 ℤ𝑞 中的值对应）之一。这样一来，每个存储单元可
以存储 log2(𝑞)个比特的数据。电荷的缓慢注入（在读写数据的时候发生）和电
荷擦除这两个过程的不对称性，以及长期存放导致的电荷缓慢流失，是闪存可能
发生的错误的两大来源。此外，实验结果表明这些错误的量级远小于字母集的大
小，即 𝑞的大小。因此，为了纠正这种错误，我们可以应用非平衡有限量级错误
模型 [12,37-39]。
分解集这个概念是上个世纪 S. Stein、D．Hickerson 和 S. Sabó 等人在研究

欧氏空间的格镶嵌问题的时候提出的 [40-46]。近十年来，由于其在多级闪存技
术上的应用，分解集又吸引了研究人员的广泛的关注，详细内容可见参考文献
[12,37,39,47-55]。利用分解集 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑞)得到的校验矩阵构造得到的码，我们
能够纠正字符 𝑥 ∈ ℤ𝑞 变成字符 𝑥 + 𝑒的错误，这里 𝑒 ∈ [−𝑘1, 𝑘2]。
就在闪存中的应用而言，人们在研究分解集的时候，主要关注三个方面：完

美分解集的存在性及其构造；准完美分解集的存在性及其构造；给定参数时，最
大的分解集的构造。当 𝑘1 = 0时，文献 [37] 给出了一个完美分解集的构造。文
献 [43,48] 对 𝑘1 = 𝑘2 时的一些完美分解集做了研究。当 1 ⩽ 𝑘1 < 𝑘2 时，文
献 [12,47,52] 构造了一些完美分解集。Wodar在 1991年给出了当 𝑘1 = 0时，纯
奇异完美分解集存在的必要条件。在文献 [12,50] 中，Moshe Schwartz对一般的
1 ⩽ 𝑘1 < 𝑘2 给出了完美分解集存在的必要条件。张韬等人在文献 [51-53] 中证
明了当 1 ⩽ 𝑘1 < 𝑘2 并且 𝑘1 + 𝑘2 是奇数的时候，非奇异完美分解集是不存在的。
2020 年，袁平之等人给出了当 𝑘1 = 1, 𝑘2 = 3 时，非奇异完美分解集存在的充
分必要条件。当 𝑘1 = 𝑘2 = 4 时，Tamm [46] 列出了很多使得完美分解集存在的
素数 𝑞。2011年，T. Kløve等人 [56] 给出了当 𝑘1 = 0时，准完美分解集的一种构
造。2012年，T. Kløve和罗金权等人 [48] 构造了几类满足条件 𝑘1 = 𝑘2 的准完美
分解集。文献 [51]给出了一些满足条件 1 ⩽ 𝑘1 < 𝑘2的准完美分解集的构造。当
0 ⩽ 𝑘1 ⩽ 𝑘2 ⩽ 4时，一些最大分解集的构造可以在文献 [39,47-48,55-56]中找到。
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本章中，我们首先给出三大类完美分解集的存在性的充分必要条件并给出
具体的构造方法——具体地说，我们彻底解决了当 𝑘2 = 4的时候，非奇异完美分
解集的存在性及其构造的问题。其次，我们给出准完美分解集的四种新的构造方
法。

2.2 准备工作
本节中，我们给出必要的记号、定义以及一些在后续内容中会用到的结论。

2.2.1 一些记号
• 给定两个整数 𝑚, 𝑛，满足条件 𝑚 ⩽ 𝑛，我们用 [𝑚, 𝑛] 表示集合 {𝑥 ∣

𝑥是整数且𝑚 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑛}。此外，我们用 [𝑚, 𝑛]∗表示 [𝑚, 𝑛] ⧵ {0}。
• 对任何一个大于等于 2的整数 𝑞，用 ℤ𝑞 表示模 𝑞的剩余类环。
• 我们用 ℤ表示所有整数构成的集合。
• 如果 𝑎 ∈ ℤ𝑞 且 𝑆 ⊆ ℤ，我们用 𝑎𝑆 表示集合 {𝑎𝑠 (mod 𝑞) ∣ 𝑠 ∈ 𝑆}。
• 对于一个群 𝐺以及它的一个子集 𝑆，我们用 ⟨𝑆⟩表示 𝐺的由 𝑆 生成的子
群。

• 设 𝑝是素数，令 ℤ∗
𝑝 ≜ ℤ𝑝 ⧵ {0}。众所周知，ℤ∗

𝑝 是一个循环群；若 ℤ∗
𝑝 = ⟨𝑔⟩，

即 ℤ∗
𝑝 由 𝑔生成，则称 𝑔是一个模 𝑝的本原根。此时对于任何一个 𝑏 ∈ ℤ∗

𝑝，
必存在唯一的整数 𝑖 ∈ [0, 𝑝 − 1]使得 𝑔𝑖 = 𝑏，我们将这样的 𝑖记为 ind𝑔(𝑏)。
对任意的 𝑥 ∈ ℤ∗

𝑝，令 ord𝑝(𝑥)表示 𝑥在群 ℤ∗
𝑝 中的阶数。

• 给定任一个有限集 𝐴，我们用 |𝐴|表示 𝐴的大小，即 𝐴所包含的元素的个
数。

2.2.2 一些定义
定义 2.1 (分解集) 设 𝑞, 𝑘1, 𝑘2 ∈ ℤ且满足 𝑞 ⩾ 2，0 ⩽ 𝑘1 ⩽ 𝑘2，设 𝐵 是 ℤ𝑞

的一个子集。如果对每一个 𝑏 ∈ 𝐵，集合 𝑏 [−𝑘1, 𝑘2]
∗都有 𝑘1 + 𝑘2个非零元素，并

且这些集合两两不相交，则称 𝐵是一个分解集（splitter set）。我们把这样的分解
集记作 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑞)集。
由以上定义可知，若 𝐵是一个 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑞)集，则 |𝐵| ⩽ 𝑞−1

𝑘1+𝑘2
。如果 |𝐵| =

𝑞−1
𝑘1+𝑘2

，我们称 𝐵 是完美的（perfect）。很显然，只有当 𝑞 ≡ 1 (mod 𝑘1 + 𝑘2)时，
完美 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑞)集才存在。如果 𝑞 ≢ 1 (mod 𝑘1 + 𝑘2)，且 |𝐵| = ⌊ 𝑞−1

𝑘1+𝑘2
⌋，则

我们称 𝐵 是准完美的（quasi-perfect）。当 gcd(𝑞, 𝑘2!) = 1 的时候，我们称一个
𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑞)集是非奇异的（nonsingular）；否则的话，我们称 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑞)集是
奇异的（singular）。

9
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分解集的概念与下面这个群论中的概念有着密切的联系。
定义 2.2 设 (𝐺, ⋅)是一个有限交换群，𝐴, 𝐵是𝐺的两个子集。如果给定𝐺中

任一个元素 𝑔，都存在唯一的 𝑎 ∈ 𝐴以及 𝑏 ∈ 𝐵使得 𝑔 = 𝑎 ⋅ 𝑏，则我们称𝐺 = 𝐴 ⋅ 𝐵
是 𝐺的一个唯一分解，并称 𝐴（或 𝐵）是 𝐺的一个分解因子。

注 当 𝑝 > 𝑘1 + 𝑘2 是一个素数时，我们可以将 [−𝑘1, 𝑘2]∗ 看作 ℤ∗
𝑝 的子集。

根据分解集和唯一分解的定义，我们可以看出 𝐵 是一个完美 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集当
且仅当 ℤ∗

𝑝 = 𝐵[−𝑘1, 𝑘2]∗是一个唯一分解。

2.2.3 一些有用的结论
下面两个定理来自于文献 [47,50]。
定理 2.1 [50] 假设存在一个完美 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑞)集，则对于 𝑞 的任何一个与

𝑘2!互素的正因子 𝑑，存在一个完美的 𝐵[−𝑘1, 𝑘2]( 𝑞
𝑑 )集。

定理 2.2 [47] 设 𝐵1 是一个 𝐵 [−𝑘1, 𝑘2] (𝑞1) 集，𝐵2 是一个 𝐵 [−𝑘1, 𝑘2] (𝑞2)
集，其中 gcd (𝑞2, 𝑘2!) = 1。令

𝐵1 ⊙ 𝐵2 = {𝑐 + 𝑟𝑞1 ∶ 𝑐 ∈ 𝐵1, 𝑟 ∈ [0, 𝑞2 − 1]} ∪ {𝑞1𝑐 ∶ 𝑐 ∈ 𝐵2} .

则
1) 𝐵1 ⊙ 𝐵2是一个 𝐵 [−𝑘1, 𝑘2] (𝑞1𝑞2)集；
2) |𝐵1 ⊙ 𝐵2| = 𝑞2 |𝐵1| + |𝐵2|；
3) 若 𝐵1和 𝐵2都是完美的，则 𝐵1 ⊙ 𝐵2也是完美的。
由以上两个定义，我们很容易看出：存在一个非奇异完美 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑞)集当

且仅当对 𝑞的每个素因子 𝑝，存在一个非奇异 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集。因此本章接下来
的内容中，当谈及非奇异完美 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集的时候，我们总假设 𝑝是一个素
数。
我们在后面的内容中会经常用到下面这个关于非奇异完美 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集

存在性的必要条件。
引理 2.3 [51]设 𝑘1, 𝑘2是两个满足 0 ⩽ 𝑘1 ⩽ 𝑘2的整数，𝑝是一个素数。如果

𝐵 是一个完美 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集，则对于任何的 𝑎 ∈ ℤ∗
𝑝，|𝐵 ∩ 𝑎[−𝑘1, 𝑘2]∗| = 1都

成立。

2.3 完美分解集存在性的等价条件及其构造
在本节中，我们将给出非奇异完美 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集存在的充分必要条件，其

中 (𝑘1, 𝑘2) ∈ {(0, 4), (2, 4), (4, 4)}，且 𝑝 ≡ 1 (mod 𝑘1 + 𝑘2) 是一个素数。由于当
1 ⩽ 𝑘1 < 𝑘2 且 𝑘1 + 𝑘2 时不存在非奇异完美 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集 [53]，因此我们完全
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解决了当 𝑘2 = 4的时候，非奇异完美 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集存在性的问题。

2.3.1 完全刻画
首先，我们有下面这个引理。这个引理告诉我们非奇异完美分解集要满足的

一个必要条件。
引理 2.4 设 𝑘是一个正整数，𝑝 ≡ 1 (mod 2𝑘 + 2)是一个素数。设 𝐵是一个

非奇异的完美 𝐵[−𝑘, 𝑘 + 2](𝑝)集。如果 𝑖 ∈ 𝐵，则

𝑖 ⟨−𝑘 + 1
𝑘 + 2⟩ ⊆ 𝐵,

这里 ⟨−𝑘+1
𝑘+2⟩表示乘法群 ℤ∗

𝑝中由 −𝑘+1
𝑘+2 生成的子群。特别地，元素 −𝑘+1

𝑘+2 在群 ℤ∗
𝑝

中的阶数是奇数。
证明 因为 𝐵是一个非奇异的完美 𝐵[−𝑘, 𝑘 + 2](𝑝)集，所以根据引理2.3，对

于任意的 𝑎 ∈ ℤ∗
𝑝，等式 |𝐵 ∩ 𝑎[−𝑘, 𝑘 + 2]∗| = 1都成立。对 𝐵中任何一个给定的

元素 𝑖，取 𝑎 = 𝑖，我们得到

|𝐵 ∩ 𝑖[−𝑘, 𝑘 + 2]∗| = 1. (2.1)

因为 𝑖 ∈ 𝐵 ∩ 𝑖[−𝑘, 𝑘 + 2]∗ 并且 −𝑖 ∈ 𝑖[−𝑘, 𝑘 + 2]∗，所以 −𝑖 ∉ 𝐵。接下来，取
𝑎 = ± 𝑖

𝑘+2，则可以得到下面的式子

|𝐵 ⋂
𝑖

𝑘 + 2[−𝑘, 𝑘 + 2]∗
| = 1, (2.2)

|𝐵 ⋂ (− 𝑖
𝑘 + 2) [−𝑘, 𝑘 + 2]∗

| = 1. (2.3)

根据式子 (2.2)以及 𝑖 ∈ 𝐵 ⋂ 𝑖
𝑘+2[−𝑘, 𝑘 + 2]∗这个事实，我们得到 𝐵 ⋂ 𝑖

𝑘+2[−𝑘, 𝑘 +
1]∗ = ∅。注意到 (− 𝑖

𝑘+2) [−𝑘, 𝑘 + 2]∗ = (
𝑖

𝑘+2[−𝑘, 𝑘]∗
) ⋃{−𝑘+1

𝑘+2 𝑖, −𝑖}，于是利用
（2.3）我们能推出 −𝑘+1

𝑘+2 𝑖 ∈ 𝐵。接下来用 −𝑘+1
𝑘+2 𝑖替换（2.1），（2.2），（2.3）中的

𝑖,然后重复上述推导过程，我们可得到 𝑖 ⟨−𝑘+1
𝑘+2⟩ ⊆ 𝐵。若 ord𝑝(−𝑘+1

𝑘+2)是偶数，则
−1 ∈ ⟨−𝑘+1

𝑘+2⟩。所以 −𝑖 ∈ 𝐵，矛盾。因此 ord𝑝(−𝑘+1
𝑘+2)是奇数。 ∎

下面的引理可以由文献 [57]中的引理 2.3和引理 2.5推出。在这里我们简略
地陈述其证明过程，因为这个过程告诉了我们怎么得到一个分解集。
引理 2.5 设 𝑘2 ⩾ 𝑘1 ⩾ 0是两个非负整数，𝑝 ≡ 1 (mod 𝑘1 + 𝑘2)是一个素数，

以及𝑀 = [−𝑘1, 𝑘2]∗，则存在一个非奇异完美 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集当且仅当𝑀 是子
群𝐻 = ⟨−1, 2, ⋯ , 𝑘2⟩ ⊂ ℤ∗

𝑝 的一个分解因子。
证明 设 𝐵是一个非奇异完美 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集。令 𝐵′ = 𝐵 ∩ 𝐻，则容易验

证𝐻 = 𝑀𝐵′是一个唯一分解。
11



第 2章 分解集及其在存储编码中的应用

现在设 𝐻 = 𝑀𝐵′ 是一个唯一分解。令 {𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑠}是 𝐻 在 ℤ∗
𝑝 中的所有陪

集代表元构成的集合，则 𝐵 =
𝑠
∪

𝑖=1
𝑏𝑖𝐵′是一个非奇异完美 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集。 ∎

现在，我们可以给出本节中的主要结果了。
定理 2.6 令 𝑝 ≡ 1 (mod 6)是一个素数，则存在一个非奇异完美 𝐵[−2, 4](𝑝)

集当且仅当 ord𝑝(−3
4)是奇数，并且 2 ∉ ⟨6, 8⟩。

证明 必要性可以由引理2.4和文献 [51] 中的定理 5.8直接得到。下面我们
来证明充分性。首先，很容易验证下面的式子（2.4）：

(−1)𝑥2𝑦3𝑧 =

⎧⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

(−1)𝑥+ 𝑦−𝑧
3 ⋅ 6

𝑦+2𝑧
3 (−4

3)
𝑦−𝑧

3 , 若𝑦 ≡ 𝑧 (mod 3),

(−1)𝑥+ 𝑦−𝑧−1
3 ⋅ 2 ⋅ 6

𝑦+2𝑧−1
3 (−4

3)
𝑦−𝑧−1

3 , 若𝑦 ≡ 𝑧 + 1 (mod 3),

3 ⋅ 6
𝑦+2𝑧−2

3 (−4
3)

𝑦−𝑧+1
3 , 若𝑦 ≡ 𝑧 + 2 (mod 3)且𝑥 + 𝑦−𝑧+1

3 是偶数,

4 ⋅ 6
𝑦+2𝑧−2

3 (−4
3)

𝑦−𝑧−2
3 , 若𝑦 ≡ 𝑧 + 2 (mod 3)且𝑥 + 𝑦−𝑧+1

3 是奇数.

(2.4)

式子（2.4）说明 ⟨−1, 2, 3⟩ ⊆ 𝑀⟨6, −4
3⟩，这里𝑀 = [−2, 4]∗。另一方面，对任何

的 𝑠, 𝑡 ⩾ 0，等式 6𝑠
(−4

3)
𝑡

= (−1)𝑡2𝑠+2𝑡3𝑠−𝑡均成立。因此根据引理2.5，我们只需
要验证 ⟨−1, 2, 3⟩ = 𝑀𝐵是一个唯一分解即可，其中

𝐵 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

⟨6, −4
3⟩ , 如果ord𝑝(6)是奇数,

⟨6, −4
3⟩ / {1, −1} , 如果ord𝑝(6)是偶数.

注意到当 ord𝑝(6)是偶数的时候，−1 ∈ ⟨6, −4
3⟩。因此式子 𝐵 = ⟨6, −4

3⟩ /{1, −1}

的含义为：对任何一个 𝑖 ∈ ⟨6, −4
3⟩，𝐵都恰好包含 𝑖和 −𝑖中的一个。

因为 𝑝 ≡ 1 (mod 6)，我们可以假设 𝑝 = 2𝑎3𝑏𝑐 + 1，其中 𝑎, 𝑏, 𝑐 ⩾ 1且满足
gcd (𝑐, 6) = 1。令 𝑔是一个模 𝑝的本原根，并假设

2 ≡ 𝑔2𝑢13𝑣1𝑟1 (mod 𝑝),

3 ≡ 𝑔2𝑢23𝑣2𝑟2 (mod 𝑝),

−1 ≡ 𝑔2𝑎−13𝑏𝑐 (mod 𝑝),

其中 𝑢1 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2 ⩾ 0, 𝑟1, 𝑟2 ⩾ 1，2 ∤ 𝑟1𝑟2, 3 ∤ 𝑟1𝑟2,以及 2𝑢13𝑣1𝑟1, 2𝑢23𝑣2𝑟2 < 𝑝 − 1。
容易看出

ind𝑔(4) ≡ 2 × ind𝑔(2) (mod 𝑝 − 1)

以及
ind𝑔(−3

4) ≡ 2𝑢23𝑣2𝑟2 − ind𝑔(4) + 2𝑎−13𝑏𝑐 (mod 𝑝 − 1),

12
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所以 ord𝑝(−3
4)是奇数当且仅当

2𝑢23𝑣2𝑟2 − 2𝑢1+13𝑣1𝑟1 + 2𝑎−13𝑏𝑐 ≡ 0 (mod 2𝑎). (2.5)

根据同余式（2.5），如果min{𝑢1 + 1, 𝑢2} ⩾ 𝑎，则 2𝑎 ∣ 2𝑎−13𝑏𝑐，这不可能。类似地，
如果max{𝑢1 + 1, 𝑢2} ⩾ 𝑎，则min{𝑢1 + 1, 𝑢2} = 𝑎 − 1；如果max{𝑢1 + 1, 𝑢2} ⩽ 𝑎 − 1，
则 𝑢1 + 1 = 𝑢2 ⩽ 𝑎 − 2。因此，𝑢1和 𝑢2的取值只有以下三种可能性：

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑢2 = 𝑎 − 1, 如果𝑢1 ⩾ 𝑎 − 1;

𝑢2 ⩾ 𝑎, 如果𝑢1 = 𝑎 − 2;

𝑢2 = 𝑢1 + 1, 其他情况。
(2.6)

因为 6 = 2 × 3且 8 = 23，所以

6 ≡ 𝑔2𝑢13𝑣1𝑟1+2𝑢23𝑣2𝑟2 (mod 𝑝)

以及
8 ≡ 𝑔2𝑢13𝑣1+1𝑟1 (mod 𝑝).

令 𝑑 = gcd (2𝑢13𝑣1𝑟1 + 2𝑢23𝑣2𝑟2, 2𝑢13𝑣1+1𝑟1)， 则 ⟨6, 8⟩ =
⟨𝑔2𝑢13𝑣1𝑟1+2𝑢23𝑣2𝑟2 , 𝑔2𝑢13𝑣1+1𝑟1⟩ = ⟨𝑔𝑑⟩。在下面的证明中，我们将频繁地用到
这个事实。

断言 2.6.1 𝑣1 = 𝑣2。
断言2.6.1的证明：我们将这个证明分成四种情况讨论。

如果 𝑢1 ⩾ 𝑢2且 𝑣1 > 𝑣2，则

𝑑 = 2𝑢23𝑣2 gcd (2𝑢1−𝑢23𝑣1−𝑣2𝑟1 + 𝑟2, 2𝑢1−𝑢23𝑣1−𝑣2+1𝑟1) .

令 𝑟 = gcd (2𝑢1−𝑢23𝑣1−𝑣2𝑟1 + 𝑟2, 2𝑢1−𝑢23𝑣1−𝑣2+1𝑟1)。容易看出 2 ∤ 𝑟且 3 ∤ 𝑟，所以
𝑟 ∣ 𝑟1。这样一来我们能得到 𝑑 ∣ 2𝑢23𝑣2𝑟1，于是 𝑑 ∣ 2𝑢13𝑣1𝑟1。所以 2 ∈ ⟨6, 8⟩，矛盾。
如果 𝑢1 ⩾ 𝑢2且 𝑣1 < 𝑣2，则

𝑑 = 2𝑢23𝑣1 gcd (2𝑢1−𝑢2𝑟1 + 3𝑣2−𝑣1𝑟2, 2𝑢1−𝑢23𝑟1) .

如果 𝑢1 < 𝑢2且 𝑣1 > 𝑣2，则

𝑑 = 2𝑢13𝑣2 gcd (3𝑣1−𝑣2𝑟1 + 2𝑢2−𝑢1𝑟2, 3𝑣1−𝑣2+1𝑟1) .

如果 𝑢1 < 𝑢2且 𝑣1 < 𝑣2则

𝑑 = 2𝑢13𝑣1 gcd (𝑟1 + 2𝑢2−𝑢13𝑣2−𝑣1𝑟2, 3𝑟1) .

和第一种情况推导过程类似，从后面三种情况的每一种情况我们都能够推出 2 ∈
⟨6, 8⟩，矛盾。到此，我们完成了断言2.6.1的证明。

13
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断言 2.6.2 𝑣1 = 𝑣2 ⩽ 𝑏 − 1。
断言2.6.2的证明：通过计算，我们得到

| ⟨−1, 2, 3⟩ | = 𝑝 − 1
gcd (ind𝑔(−1), ind𝑔(2), ind𝑔(3), 𝑝 − 1)

= 𝑝 − 1
gcd (2𝑢13𝑣1𝑟1, 2𝑢23𝑣2𝑟2, 2𝑎−13𝑏𝑐)

,

以及

| ⟨6, 8⟩ | = 𝑝 − 1
gcd(𝑑, 𝑝 − 1)

= 𝑝 − 1
gcd (2𝑢13𝑣1𝑟1 + 2𝑢23𝑣2𝑟2, 2𝑢13𝑣1+1𝑟1, 2𝑎3𝑏𝑐)

.

根据断言2.6.1，𝑣1 = 𝑣2 恒成立。下面我们用反证法来证明断言2.6.2。如果 𝑣 ≜
𝑣1 = 𝑣2 ⩾ 𝑏，则

| ⟨−1, 2, 3⟩ |
| ⟨6, 8⟩ |

=
gcd (2𝑢13𝑣𝑟1 + 2𝑢23𝑣𝑟2, 2𝑢13𝑣+1𝑟1, 2𝑎3𝑏𝑐)

gcd (2𝑢13𝑣𝑟1, 2𝑢23𝑣𝑟2, 2𝑎−13𝑏𝑐)

=
gcd (2𝑢13𝑣−𝑏𝑟1 + 2𝑢23𝑣−𝑏𝑟2, 2𝑢13𝑣−𝑏+1𝑟1, 2𝑎𝑐)

gcd (2𝑢13𝑣−𝑏𝑟1, 2𝑢23𝑣−𝑏𝑟2, 2𝑎−1𝑐)
.

若 𝑢1 + 1 = 𝑢2 ⩽ 𝑎 − 2，则
| ⟨−1, 2, 3⟩ |

| ⟨6, 8⟩ |

=
gcd (3𝑣−𝑏𝑟1 + 2 ⋅ 3𝑣−𝑏𝑟2, 3𝑣−𝑏+1𝑟1, 2𝑎−𝑢1𝑐)

gcd (3𝑣−𝑏𝑟1, 2 ⋅ 3𝑣−𝑏𝑟2, 2𝑎−1−𝑢1𝑐)

=
gcd (𝑟1 + 𝑟2, 𝑟1, 𝑐)

gcd (𝑟1, 𝑟2, 𝑐)
= 1.

另一方面，容易看出 ⟨6, 8⟩ ⊆ ⟨−1, 2, 3⟩，所以 ⟨6, 8⟩ = ⟨−1, 2, 3⟩，这与 2 ∉ ⟨6, 8⟩
矛盾。
类似地，如果 𝑢1 ⩾ 𝑎 − 1, 𝑢2 = 𝑎 − 1，则

| ⟨−1, 2, 3⟩ |
| ⟨6, 8⟩ |

=
gcd (2𝑢1−𝑢23𝑣−𝑏𝑟1 + 3𝑣−𝑏𝑟2, 2𝑢1−𝑢23𝑣−𝑏+1𝑟1, 2𝑐)

gcd (2𝑢1−𝑢23𝑣−𝑏𝑟1, 3𝑣−𝑏𝑟2, 𝑐)
=1.

14
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如果 𝑢1 = 𝑎 − 2, 𝑢2 ⩾ 𝑎，则
| ⟨−1, 2, 3⟩ |

| ⟨6, 8⟩ |

=
gcd (3𝑣−𝑏𝑟1 + 2𝑢2−𝑢13𝑣−𝑏𝑟2, 3𝑣−𝑏+1𝑟1, 4𝑐)

gcd (3𝑣−𝑏𝑟1, 2𝑢2−𝑢13𝑣−𝑏𝑟2, 2𝑐)
=1.

所以对于以上两种情况而言，我们都能得出 ⟨6, 8⟩ = ⟨−1, 2, 3⟩，这与 2 ∉ ⟨6, 8⟩矛
盾。
至此，我们完成了断言2.6.2的证明。
根据断言2.6.1和断言2.6.2，从现在开始，我们令 𝑣 ≜ 𝑣1 = 𝑣2，则 𝑣 ⩽ 𝑏 − 1。

注意到
ord𝑝(6) = 𝑝 − 1

gcd(2𝑢13𝑣𝑟1 + 2𝑢23𝑣𝑟2, 𝑝 − 1),

所以容易看出 ord𝑝(6)是奇数当且仅当 2𝑢13𝑣𝑟1 + 2𝑢23𝑣𝑟2 ≡ 0 (mod 2𝑎)。我们还能
通过计算得到下面的式子（2.7）和（2.8）：

| ⟨−1, 2, 3⟩ |
| ⟨6, −3

4⟩ |
=

gcd (2𝑢13𝑣𝑟1 + 2𝑢23𝑣𝑟2, 2𝑢23𝑣𝑟2 − 2𝑢1+13𝑣𝑟1 + 2𝑎−13𝑏𝑐, 2𝑎3𝑏𝑐)
gcd (2𝑢13𝑣𝑟1, 2𝑢23𝑣𝑟2, 2𝑎−13𝑏𝑐)

(2.7)

=
gcd (2𝑢1𝑟1 + 2𝑢2𝑟2, 2𝑢2𝑟2 − 2𝑢1+1𝑟1 + 2𝑎−13𝑏−𝑣𝑐, 2𝑎3𝑏−𝑣𝑐)

gcd (2𝑢1𝑟1, 2𝑢2𝑟2, 2𝑎−13𝑏−𝑣𝑐)
. (2.8)

接下来，我们将证明分成两大类情况讨论。
情形 1：ord𝒑(6)是奇数。
这种情形下，容易看出同余式 2𝑢13𝑣𝑟1 + 2𝑢23𝑣𝑟2 ≡ 0 (mod 2𝑎) 恒成立。所

以要么 𝑢1, 𝑢2 ⩾ 𝑎，要么 𝑢1 = 𝑢2 ⩽ 𝑎 − 1。但是式子（2.6）迫使我们只能取到
𝑢1 = 𝑢2 = 𝑎 − 1。这样一来，式子（2.8）就变成了

| ⟨−1, 2, 3⟩ |
| ⟨6, −3

4⟩ |
=

gcd (𝑟1 + 𝑟2, 𝑟2 + 3𝑏−𝑣𝑐 − 2𝑟1, 2 × 3𝑏−𝑣𝑐)
gcd (𝑟1, 𝑟2, 3𝑏−𝑣𝑐)

=
gcd (𝑟1 + 𝑟2, 𝑟2 + 3𝑏−𝑣𝑐 − 2𝑟1, 2 × 3𝑏−𝑣𝑐)

gcd (𝑟1, 𝑟2, 𝑐)
.

因为 𝑢1 = 𝑢2 = 𝑎 − 1，所以

𝑑 = 2𝑢23𝑣 gcd (𝑟1 + 𝑟2, 3𝑟1) .

如果 3 ∤ gcd (𝑟1 + 𝑟2, 3𝑟1)，则 𝑑 ∣ ind𝑔(2)，所以 2 ∈ ⟨6, 8⟩，矛盾。
于是同余式 𝑟1 + 𝑟2 ≡ 0 (mod 3) 必然成立。这样一来，很容易验证
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以下两个整除关系：2 ∣ gcd (𝑟1 + 𝑟2, 𝑟2 + 3𝑏−𝑣𝑐 − 2𝑟1, 2 ⋅ 3𝑏−𝑣𝑐) 以及 3 ∣
gcd (𝑟1 + 𝑟2, 𝑟2 + 3𝑏−𝑣𝑐 − 2𝑟1, 2 ⋅ 3𝑏−𝑣𝑐)。因此，考虑到 2 ∤ 𝑟1𝑟2，3 ∤ 𝑟1𝑟2 以及
gcd(𝑐, 6) = 1，我们可推出

gcd (𝑟1 + 𝑟2, 𝑟2 + 3𝑏−𝑣𝑞 − 2𝑟1, 2 ⋅ 3𝑏−𝑣𝑐)
gcd (𝑟1, 𝑟2, 𝑐)

⩾ 6.

上面这个不等式表明 |⟨−1,2,3⟩|
|⟨6,− 3

4 ⟩|
⩾ 6。另一方面，

| ⟨−1, 2, 3⟩ | = |𝑀 ⟨6, −3
4⟩| ⩽ |𝑀| |⟨6, −3

4⟩| = 6 |⟨6, −3
4⟩| .

所以，⟨−1, 2, 3⟩ = 𝑀𝐵是一个唯一分解。
情形 2：ord𝒑(6)是偶数。

对于这种情况，只需要证明
| ⟨−1, 2, 3⟩ |
| ⟨6, −3

4⟩ |
⩾ 3.

我们分成以下三种子情形讨论。
子情形 1: 𝑢1 ⩾ 𝑎 − 1, 𝑢2 = 𝑎 − 1。

这时候，容易得到

𝑑 = 2𝑢23𝑣 gcd (2𝑢1−𝑢2𝑟1 + 𝑟2, 2𝑢1−𝑢23𝑟1) .

如果 3 ∤ gcd (2𝑢1−𝑢2𝑟1 + 𝑟2, 2𝑢1−𝑢23𝑟1)，则 2 ∈ ⟨6, 8⟩，矛盾。于是 𝑟2 + 2𝑢1−𝑢2𝑟1 ≡ 0
(mod 3)，因此 𝑟2 − 2𝑢1−𝑢2+1𝑟1 ≡ 0 (mod 3)。则从式子（2.8）可以得到

| ⟨−1, 2, 3⟩ |
| ⟨6, −3

4⟩ |
⩾ 3.

子情形 2: 𝑢1 = 𝑎 − 2, 𝑢2 ⩾ 𝑎。
这时候，等式

𝑑 = 2𝑢13𝑣 gcd (𝑟1 + 2𝑢2−𝑢1𝑟2, 3𝑟1) .

成立。如果 3 ∤ gcd (𝑟1 + 2𝑢2−𝑢1𝑟2, 3𝑟1)，则 2 ∈ ⟨6, 8⟩，矛盾。于是 𝑟1 + 2𝑢2−𝑢1𝑟2 ≡ 0
(mod 3)，所以 2𝑢2−𝑢1𝑟2 − 2𝑟1 ≡ 0 (mod 3)。则从式子（2.8）我们得到

| ⟨−1, 2, 3⟩ |
| ⟨6, −3

4⟩ |
⩾ 3.

子情形 3: 𝑢1 + 1 = 𝑢2 ⩽ 𝑎 − 2。
这时候，易得到

𝑑 = 2𝑢13𝑣 gcd (𝑟1 + 2𝑟2, 3𝑟1) .
16
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如果 3 ∤ gcd (𝑟1 + 2𝑟2, 3𝑟1)，则 2 ∈ ⟨6, 8⟩，矛盾。于是 𝑟1 + 2𝑟2 ≡ 0 (mod 3)，因
此 𝑟2 − 𝑟1 ≡ 0 (mod 3)。则从式子（2.8）我们得到

| ⟨−1, 2, 3⟩ |
| ⟨6, −3

4⟩ |
⩾ 3.

∎

定理 2.7 设 𝑝 ≡ 1 (mod 8)是一个素数，则存在一个非奇异完美 𝐵[−4, 4](𝑝)
集当且仅当 ±4 ∉ ⟨6, 16⟩。
证明 我们先证明必要性。假设 𝐵 是一个非奇异完美 𝐵[−4, 4](𝑝) 集。令

±𝐵 = 𝐵 ∪ (−𝐵)，𝑀 = {±1, ±2, ±3, ±4}以及𝑀′ = {1, 2, 3, 4}。因为 𝐵是一个完
美 𝐵[−4, 4](𝑝)集，所以根据引理2.3，对于任何一个 𝑎 ∈ ℤ∗

𝑝，等式 |𝐵 ∩ 𝑎𝑀| = 1
都成立。容易验证 |𝐵 ∩ 𝑎𝑀| = 1当且仅当 |(±𝐵) ∩ 𝑎𝑀′| = 1。类似地，ℤ∗

𝑝 = 𝑀𝐵
是一个唯一分解当且仅当 ℤ∗

𝑝 = 𝑀′(±𝐵)是唯一分解。
注意到，如果 ℤ∗

𝑝 = 𝑀𝐵 是唯一分解，则 ℤ∗
𝑝 = 𝑀𝐵′ 也是唯一分解，其中

𝐵′ = 𝑏−1𝐵（对某个 𝑏 ∈ 𝐵）。因此不失一般性，我们可以假设 1 ∈ ±𝐵。如果
𝑟 ∈ ±𝐵，则由 |±𝐵∩𝑟𝑀′| = 1，我们可以得到 2𝑟, 3𝑟, 4𝑟 ∉ ±𝐵；由 |±𝐵∩ 1

2𝑟𝑀′| = 1，
我们可以得到 3

2𝑟 ∉ ±𝐵；由 | ± 𝐵 ∩ 1
3𝑟𝑀′| = 1，我们能得到 2

3𝑟, 4
3𝑟 ∉ ±𝐵。因为

6𝑟 = 1 ⋅ (6𝑟) = 2 ⋅ (3𝑟) = 3 ⋅ (2𝑟) = 4 ⋅ (3
2𝑟)，但是 2𝑟, 3𝑟, 3

2𝑟 ∉ ±𝐵，所以 6𝑟 ∈ ±𝐵。
由 | ± 𝐵 ∩ 2𝑟𝑀′| = 1，| ± 𝐵 ∩ 3𝑟𝑀′| = 1以及 | ± 𝐵 ∩ 4𝑟𝑀′| = 1，我们可推出
8𝑟, 9𝑟, 12𝑟 ∉ ±𝐵，16𝑟 ∈ ±𝐵。
根据以上讨论以及 1 ∈ ±𝐵 这个事实，容易看出 ⟨6, 16⟩ ⊆ ±𝐵 且 ⟨6, 16⟩ ∩

{±2, ±3, ±4, ±8, ±2
3 , ±4

3} = ∅。由此可导出 ±4 ∉ ⟨6, 16⟩。
接下来我们证明充分性。假设±4 ∉ ⟨6, 16⟩，则 2, 4, 8 ∉ ⟨6, 16⟩（若 8 ∈ ⟨6, 16⟩，

则 2 ∈ ⟨6, 16⟩）以及 16 ∈ ⟨6, 16⟩。所以 2⟨6, 16⟩在商群 ⟨−1, 2, 3⟩/⟨6, 16⟩中的阶
数是 4。因为 3 × 16 = 8 × 6，所以 3⟨6, 16⟩ = 8⟨6, 16⟩。这样一来，2⟨6, 16⟩ 在
⟨−1, 2, 3⟩/⟨6, 16⟩中生成的子群就是

⟨2⟨6, 16⟩⟩ = {⟨6, 16⟩, 2⟨6, 16⟩, 3⟨6, 16⟩, 4⟨6, 16⟩}.

特别地，|⟨−1, 2, 3⟩| ⩾ 4|⟨6, 16⟩|。
断言 −1 ∈ ⟨6, 16⟩。
对该断言的证明：因为 𝑝 ≡ 1 (mod 8)，我们可以假设 𝑝 = 2𝑏𝑐 + 1，其中 𝑏, 𝑐

是正整数并且满足 𝑏 ⩾ 3以及 gcd(𝑐, 2) = 1。令 𝑔 是一个模 𝑝的本原根，并做如
下假设

2 ≡ 𝑔2𝑢1𝑟1 (mod 𝑝)以及3 ≡ 𝑔2𝑢2𝑟2 (mod 𝑝).
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其中 𝑢1, 𝑢2 ⩾ 0, 𝑟1, 𝑟2 ⩾ 1是整数并且 2 ∤ 𝑟1𝑟2。令 𝑑 = gcd(2𝑢1𝑟1 + 2𝑢2𝑟2, 2𝑢1+2𝑟1)，
则 ⟨6, 16⟩ = ⟨𝑔𝑑⟩。
如果 𝑢1 > 𝑢2，则 𝑑 = 2𝑢2 gcd(2𝑢1−𝑢2𝑟1 + 𝑟2, 2𝑢1−𝑢2+2𝑟1) = 2𝑢2 gcd(𝑟1, 𝑟2)。这样

的话，容易看出 𝑑 ∣ 2𝑢1𝑟1以及 2 ∈ ⟨6, 16⟩，矛盾。类似地，如果 𝑢1 < 𝑢2，我们也
能够推出 2 ∈ ⟨6, 16⟩。因此，𝑢1 = 𝑢2。接下来我们总假设 𝑢 ≜ 𝑢1 = 𝑢2。这样的话，
𝑑 = 2𝑢 gcd(𝑟1 + 𝑟2, 4𝑟1)。若 4 ∤ (𝑟1 + 𝑟2)，则 𝑑 = 2𝑢+1 gcd(𝑟1, 𝑟2)。所以 𝑑 ∣ 2𝑢+1𝑟1并
且 4 ∈ ⟨6, 16⟩，矛盾。这说明 4 ∣ (𝑟1 + 𝑟2)一定成立。于是，𝑑 = 2𝑢+2 gcd(𝑟1, 𝑟2)。
如果 𝑢 ⩾ 𝑏 − 1，则

|⟨−1, 2, 3⟩|
|⟨6, 16⟩| = gcd(2𝑢+2𝑟1, 2𝑢+2𝑟2, 2𝑏𝑐)

gcd(2𝑢𝑟1, 2𝑢𝑟2, 2𝑏−1𝑐)

= gcd(2𝑢−𝑏+3𝑟1, 2𝑢−𝑏+3𝑟2, 2𝑐)
gcd(2𝑢−𝑏+1𝑟1, 2𝑢−𝑏+1𝑟2, 𝑐)

= 2 × gcd(2𝑢−𝑏+2𝑟1, 2𝑢−𝑏+2𝑟2, 𝑐)
gcd(𝑟1, 𝑟2, 𝑐)

= 2 × gcd(𝑟1, 𝑟2, 𝑐)
gcd(𝑟1, 𝑟2, 𝑐) = 2.

这与 |⟨−1, 2, 3⟩| ⩾ 4|⟨6, 16⟩| 矛盾。若 𝑢 = 𝑏 − 2，则 |⟨−1,2,3⟩|
|⟨6,16⟩| = 4。所以

⟨−1, 2, 3⟩ = {1, 2, 3, 4}⟨6, 16⟩是一个唯一分解。这意味着存在某个 𝑖 ∈ {1, 2, 3, 4}，
使得 −⟨6, 16⟩ = 𝑖⟨6, 16⟩，即 −𝑖 ∈ ⟨6, 16⟩。注意 ±4 ∉ ⟨6, 16⟩，所以 𝑖 ≠ 2, 3, 4。另
一方面，根据 𝑢 = 𝑏 − 2可以推出

|⟨6, 16⟩| = 𝑝 − 1
gcd(𝑑, 𝑝 − 1) = 𝑐

gcd(𝑟1, 𝑟2, 𝑐)
是一个奇数。这意味着 −1 ∉ ⟨6, 16⟩，于是 𝑢 ⩽ 𝑏 − 3。这样的话，

|⟨6, 16⟩| = 𝑝 − 1
gcd(2𝑢+2𝑟1, 2𝑢+2𝑟2, 2𝑏𝑐)

= 2𝑏−𝑢−2𝑐
gcd(𝑟1, 𝑟2, 2𝑏−𝑢−2𝑐)

是一个偶数，所以 −1 ∈ ⟨6, 16⟩。到此，我们完成了该断言的证明。
现在我们继续定理的证明。因为 −1 ∈ ⟨6, 16⟩，所以 ⟨−1, 2, 3⟩ = ⟨2, 6, 16⟩ =

{1, 2, 3, 4}⟨6, 16⟩ 是一个唯一分解。令 𝑎 = gcd (
𝑝−1

2 , ind𝑔(6), ind𝑔(16))，则我们
有 ⟨6, 16⟩ = ⟨𝑔𝑎⟩。设 𝑢 是最小的满足 2𝑢𝑎 ∤ 𝑝−1

2 的正整数，则 −1 ∉ ⟨𝑔2𝑢𝑎
⟩。

令 𝑆 是 ⟨𝑔2𝑢𝑎
⟩ 在 ⟨6, 16⟩ 中所有陪集代表元构成的集合。因为 −1 ∈ ⟨6, 16⟩ 并

且 −1 ∉ ⟨𝑔2𝑢𝑎
⟩，我们可以这样取 𝑆：当 𝑠 ∈ 𝑆 时，必有 −𝑠 ∈ 𝑆。令 𝑆′ =

{𝑠 ∣ 𝑠 ∈ 𝑆 且0 ⩽ ind𝑔(𝑠) < 𝑝−1
2 }，则

⟨−1, 2, 3⟩ = {±1, ±2, ±3, ±4}
( ⋃

𝑠∈𝑆′
𝑠 ⟨𝑔2𝑢𝑎

⟩)
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是一个唯一分解。因此根据引理2.5，存在一个完美 𝐵[−4, 4](𝑝)集。 ∎

注 我们注意到完美 𝐵[−4, 4](𝑝)集在文献 [46,58]已经被研究过。但我们的
构造更具体，计算过程也更简单。
与定理2.7类似，我们有如下定理。因为其证明过程和定理2.7的证明类似，所

以我们简略陈述之。
定理 2.8 设 𝑝 ≡ 1 (mod 4)是一个素数，则存在一个非奇异完美 𝐵[0, 4](𝑝)

集当且仅当 4 ∉ ⟨6, 16⟩。
证明 首先假设 𝐵 是一个非奇异完美 𝐵[0, 4](𝑝) 集，并令 𝑀 = {1, 2, 3, 4}。

在定理 2.7的证明中，将𝑀′和 𝐵′分别取成𝑀 和 𝐵，然后用相同的过程我们可
得到 ⟨6, 16⟩ ⊆ 𝐵以及 4 ∉ ⟨6, 16⟩。
关于充分性，和定理 2.7的证明一样，4 ∉ ⟨6, 16⟩这个事实意味着

⟨2⟨6, 16⟩⟩ = {⟨6, 16⟩, 2⟨6, 16⟩, 3⟨6, 16⟩, 4⟨6, 16⟩}.

因此 ⟨1, 2, 3, 4⟩ = ⟨2, 6, 16⟩ = {1, 2, 3, 4}⟨6, 16⟩是一个唯一分解。根据引理2.5，存
在一个完美 𝐵[0, 4](𝑝)集。 ∎

从引理2.5和定理2.6（定理2.7，定理2.8）的证明过程可以看出，如果存在完
美 𝐵[−2, 4](𝑝)集（完美 𝐵[−4, 4](𝑝)集，完美 𝐵[0, 4](𝑝)集），则我们可以将其明
确地计算出来。
例 2.1 我们用三个例子来展示怎样利用上述几个定理来构造完美分解集，

这里我们沿用上面讨论时所用的记号。
1) 在定理2.7中，取 𝑝 = 97，则通过计算可以得到 𝑔 = 5, ind𝑔(6) = 8, ind𝑔(4) = 68,

ind𝑔(−4) = 20, ind𝑔(16) = 40以及 𝑎 = 8。因为 8𝑥 ≡ 68 (mod 96)没有解，所以
4 ∉ ⟨6, 16⟩。类似地，可以证明 −4 ∉ ⟨6, 16⟩。于是根据定理2.7，存在一个完
美完美 𝐵[−4, 4](97)集。更进一步地，我们有

⟨6, 16⟩ = {1, 6, 16, 22, 35, 36, 61, 62, 75, 81, 91, 96}

以及（这里 𝑢 = 2）
⟨𝑔2𝑢𝑎

⟩ = ⟨532⟩ = {1, 35, 61}.

取 𝑆 = {1, 6, 91, 96}，𝑆′ = {1, 6}。另外，𝑇 = {1, 5}是 ⟨−1, 2, 3⟩在 ℤ∗
97 里面

的所有陪集代表元。所以集合

⋃
𝑡∈𝑇

⋃
𝑠∈𝑆′

{𝑠𝑡𝑖 (mod 97) ∣ 𝑖 ∈ ⟨𝑔2𝑢𝑎
⟩}

={1, 5, 6, 14, 16, 30, 35, 61, 75, 78, 80, 84}
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是一个完美 𝐵[−4, 4](97)集。根据定理2.7，我们通过跑程序算出了当 𝑝 ⩽ 5000
的时候，存在完美 𝐵[−4, 4](𝑝)集当且仅当 𝑝 = 97, 1873, 2161, 3457。

2) 在定理2.6中，取 𝑝 = 139，则 𝑔 = 2, ind𝑔(2) = 1，ind𝑔(6) = 42以及 ind𝑔(8) = 3，
因此 2 ∉ ⟨6, 8⟩。容易看出，在 ℤ139中，−4

3 = 45且 ord𝑝(45) = 23。因此根据定
理2.6，存在一个完美𝐵[−2, 4](139)集。此时 ord𝑝(6) = 23是奇数，ind𝑔(45) = 30
以及 gcd(ind𝑔(6), ind𝑔(45)) = 6。于是根据定理2.6的证明可知，集合

⟨6, 45⟩ = {26𝑖 (mod 139) ∣ 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 22}

是一个完美 𝐵[−2, 4](139)集。
3) 在定理2.6中，取 𝑝 = 181，则 𝑔 = 2, ind𝑔(2) = 1，ind𝑔(6) = 57以及 ind𝑔(8) = 3，
因此 2 ∉ ⟨6, 8⟩。容易看出，在 ℤ181中，−4

3 = 59且 ord𝑝(59) = 5。因此根据定
理2.6，存在一个完美𝐵[−2, 4](181)集。此时 ord𝑝(6) = 60是偶数，ind𝑔(59) = 36
以及 gcd(ind𝑔(6), ind𝑔(59)) = 3。则 ⟨6, 59⟩ = {23𝑖 (mod 181) ∣ 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 59}。于
是根据定理2.6的证明可知，集合

{23𝑖 (mod 181) ∣ 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 29}

是一个完美𝐵[−2, 4](181)集。根据定理2.6，我们通过跑程序算出了当 𝑝 ⩽ 1000
的时候，除了文献中 [47]给的 10个构造外，存在完美 𝐵[−2, 4](𝑝)集当且仅当
𝑝 = 181, 313, 421, 541, 919, 937。

2.3.2 特殊参数下更简单的刻画
当 𝑝−1

𝑘1+𝑘2
和 𝑘1 + 𝑘2 互素的时候，对于完美分解集的存在性，我们能给出更

简单的刻画。在给出我们的结果之前，我们需要两个简单的引理。
引理 2.9 [51] 设 𝑚 和 𝑛 是两个互素的正整数。如果 𝐴 = {𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑚} 和

𝐵 = {𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑛}是两个整数集，并且集合

𝐴 + 𝐵 ∶= {𝑎𝑖 + 𝑏𝑗 ∣ 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛}

模 𝑚𝑛的完全代表元集，则 𝐴是模 𝑚的完全代表元集，并且 𝐵 是模 𝑛的完全代
表元集。
引理 2.10 设 𝑘2 ⩾ 𝑘1 ⩾ 0是整数，𝑝是一个素数且满足 𝑝 ≡ 1 (mod 𝑘1 + 𝑘2)

和 gcd (𝑘1 + 𝑘2, 𝑝−1
𝑘1+𝑘2 ) = 1。令 𝑔 是一个模 𝑝的本原元，记 𝑁 = {ind𝑔(𝑗) ∣ 𝑗 ∈

[−𝑘1, 𝑘2]∗}。则存在一个非奇异完美𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集当且仅当𝑁是一个模 𝑘1 +𝑘2

的完全代表元集。
证明 我们先证明必要性。令 𝐵 是一个非奇异完美 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝) 集，𝐴 =

{ind𝑔(𝑏) ∣ 𝑏 ∈ 𝐵}，则ℤ𝑝−1 = 𝑁 +𝐴是一个唯一分解。因为 gcd (𝑘1 + 𝑘2, 𝑝−1
𝑘1+𝑘2 ) =

1，所以根据引理2.9，𝑁 是一个模 𝑘1 + 𝑘2的完全代表元集。
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充分性由文献 [47]中的定理 3得到。 ∎

下面我们会将引理2.10应用到 (𝑘1, 𝑘2) ∈ {(2, 4), (0, 4), (4, 4)}。首先，容易观
察到以下事实：𝑝 ≡ 1 (mod 6)且 gcd (6, 𝑝−1

6 ) = 1当且仅当 𝑝 ≡ 7, 31 (mod 36)；
gcd (4, 𝑝−1

4 ) = 1等价于 𝑝 ≡ 5 (mod 8)；gcd (8, 𝑝−1
8 ) = 1等价于 𝑝 ≡ 9 (mod 16)。

定理 2.11 1) 设 𝑝 ≡ 7, 31 (mod 36) 是一个素数，则存在非奇异完美
𝐵[−2, 4](𝑝) 集当且仅当 6 在 ℤ𝑝 中是一个三次剩余，并且 2, 3 在 ℤ𝑝 中不是
三次剩余。

2) 设 𝑝 ≡ 5 (mod 8)是一个素数，则存在非奇异完美 𝐵[0, 4](𝑝)集当且仅当 6是
一个模 𝑝的四次剩余。

3) 设 𝑝 ≡ 9 (mod 16)是一个素数，则不存在非奇异完美 𝐵[−4, 4](𝑝)集。
证明 设 𝑔是一个模 𝑝的本原根。
1). 先证必要性。假设存在一个非奇异完美 𝐵[−2, 4](𝑝)集。根据引理2.10可

知，𝑁 = {ind𝑔(𝑗) (mod 6) ∣ 𝑗 ∈ [−2, 4]∗} = ℤ6。因为 ind𝑔(−𝑗) ≡ ind𝑔(𝑗) + 𝑝−1
2

(mod 𝑝 − 1)，所以 ind𝑔(−𝑗) ≡ ind𝑔(𝑗) + 3 (mod 6)。ind𝑔(𝑗)模 6的所有可能的值如
下：

情形 1 情形 2 情形 3 情形 4

ind𝑔(1) (mod 6) 0 0 0 0
ind𝑔(−1) (mod 6) 3 3 3 3
ind𝑔(2) (mod 6) 1 2 4 5

ind𝑔(−2) (mod 6) 4 5 1 2
ind𝑔(3) (mod 6) 5 1 5 1
ind𝑔(4) (mod 6) 2 4 2 4

所以无论是哪一种情况，整数 2和 3不可能是模 𝑝的三次剩余，并且 6一定是模
𝑝的三次剩余。
再证充分性。设 ind𝑔(2) = 𝑥，ind𝑔(3) = 𝑦，则 ind𝑔(6) ≡ 𝑥 + 𝑦 (mod 𝑝 − 1)。

由 6是模 𝑝的三次剩余可知 𝑥 + 𝑦 ≡ 0 (mod 3)。此外，因为 2和 3都不是模 𝑝的
三次剩余，所以 {𝑥, 𝑦} ≡ {1, 2}或{1, 5}或{2, 4}或{4, 5} (mod 6)。因为 𝑝 ≡ 7, 31
(mod 36)，所以 3不是 ℤ𝑝中的平方元（见文献 [59]第 55页）。综上讨论，我们
推出 𝑥和 𝑦的取值只能有以下四种可能性。无论是哪一种情况，都很容易看出
{ind𝑔(𝑗) (mod 6) ∣ 𝑗 ∈ [−2, 4]∗} = ℤ6。再根据引理2.10，我们完成了充分性的
证明。
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情形 1 情形 2 情形 3 情形 4

𝑥 (mod 6) 2 1 5 4
𝑦 (mod 6) 1 5 1 5

2). 先证明必要性。假设存在一个非奇异完美𝐵[0, 4](𝑝)集，则根据引理2.10可
以得出 {ind𝑔(𝑗) (mod 4) ∣ 𝑗 ∈ [0, 4]∗} = ℤ4。因为 𝑝 ≡ 5 (mod 8)，所以 2不是一个
模 𝑝的二次剩余（见文献 [59]的命题 5.1.3）。注意到 ind𝑔(4) ≡ 2× ind𝑔(2) (mod 4)，
所以只有两个可能性：ind𝑔(2) ≡ 1 (mod 4), ind𝑔(3) ≡ 3 (mod 4), ind𝑔(4) ≡ 2
(mod 4)或者 ind𝑔(2) ≡ 3 (mod 4), ind𝑔(3) ≡ 1 (mod 4), ind𝑔(4) ≡ 2 (mod 4)。无论
哪种情况，我们都有 ind𝑔(6) ≡ ind𝑔(2) + ind𝑔(3) ≡ 0 (mod 4)，即 6是一个模 𝑝的
四次剩余。
再证充分性，设 ind𝑔(2) = 𝑥，ind𝑔(3) = 𝑦。因为 6 是模 𝑝 的四次剩余，所

以 ind𝑔(6) ≡ 𝑥 + 𝑦 ≡ 0 (mod 4)。此外，由于 2不是模 𝑝的二次剩余，我们得到
𝑥 ≡ 1或3 (mod 4)。因此我们有如下两种情形：

情形 1 情形 2

ind𝑔(1) (mod 4) 0 0
ind𝑔(2) (mod 4) 1 3
ind𝑔(3) (mod 4) 3 1
ind𝑔(4) (mod 4) 2 2

无论哪种情形，{ind𝑔(𝑗) (mod 4) ∣ 𝑗 ∈ [0, 4]∗} = ℤ4都成立。证明完成。
3).因为 𝑝−1

2 ≡ 4 (mod 8)，所以 ind𝑔(1) ≡ 0 (mod 8)和 ind𝑔(−1) ≡ 4 (mod 8)
总是成立。因为 𝑝 ≡ 1 (mod 8)，所以 2是模 𝑝的二次剩余。ind𝑔(2)的取值有以
下四种情形：

• ind𝑔(2) ≡ 0 (mod 8)；
• ind𝑔(2) ≡ 2 (mod 8)，则 ind𝑔(4) ≡ 4 (mod 8)；
• ind𝑔(2) ≡ 4 (mod 8)；则 ind𝑔(−2) ≡ 0 (mod 8)；
• ind𝑔(2) ≡ 6 (mod 8)，则 ind𝑔(4) ≡ 4 (mod 8)。

无论哪一种情形，{ind𝑔(𝑗) (mod 8) ∣ 𝑗 ∈ [−4, 4]∗} = ℤ8都不可能成立。所以不
存在非奇异完美 𝐵[−4, 4](𝑝)集。 ∎

对于非奇异完美 𝐵[−2, 4](𝑝)集的存在性，我们可以借助数论的工具给出更
具体的刻画。下面讨论中用到的关于数论的术语都可以在文献 [59]中找到。

令 𝜔 = −1+√−3
2 ，即复数域上的三次本原单位根。设 𝑝是一个模 6余 1的素

数，则我们可以假设 𝑝 = 𝜋 ̄𝜋，其中 𝜋 = 3𝑚 − 1 + 3𝑛𝜔是环 ℤ[𝜔]中的初等素元
（primay prime），而 ̄𝜋是 𝜋的复共轭。由三次互反律和文献 [59]第九章的习题 5，
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可以得到
𝜒𝜋(2) = 𝜒2(𝜋) ≡ 𝜋 (mod 2) 以及 𝜒𝜋(3) = 𝜔2𝑛.

因为 2和 3不是模 𝑝的三次剩余（因此也不是模 𝜋的三次剩余），所以𝜒𝜋(2), 𝜒𝜋(3) ≠
1。这样的话，6是模 𝑝的三次剩余当且仅当

{
𝜒𝜋(2) = 𝜔
𝜒𝜋(3) = 𝜔2 或者

{
𝜒𝜋(2) = 𝜔2

𝜒𝜋(3) = 𝜔,

即，当且仅当

{
𝑚是奇数, 𝑛是奇数
𝑛 ≡ 1 (mod 3)

或者
{

𝑚是偶数, 𝑛是奇数
𝑛 ≡ 2 (mod 3)

. (2.9)

对于式子（2.9）的左边的条件，令 𝑚 = 2𝑘 + 1，其中 𝑘是整数。因为 𝑛是奇数
并且 𝑛 ≡ 1 (mod 3)，所以 𝑛只能具有形式 6𝑙 + 1，其中 𝑙是整数。此时，我们有
𝑝 = 𝜋 ̄𝜋 = 36𝑘2 − 108𝑘𝑙 + 324𝑙2 + 6𝑘 + 72𝑙 + 7，于是 𝑝−1

6 ≡ 𝑘 + 1 (mod 6)。所以
gcd(𝑝−1

6 , 6) = 1当且仅当 𝑘 ≡ 0或4 (mod 6)，即，𝑚 ≡ 1或9 (mod 12)。
对于式子（2.9）的右边的条件，令 𝑚 = 2𝑘其中 𝑘是整数。因为 𝑛是奇数并

且 𝑛 ≡ 2 (mod 3)，所以 𝑛只能具有形式 6𝑙 + 5，其中 𝑙 是整数。此时，我们有
𝑝 = 𝜋 ̄𝜋 = 36𝑘2 − 108𝑘𝑙 + 324𝑙2 − 102𝑘 + 558𝑙 + 241，于是 𝑝−1

6 ≡ 𝑘 + 3𝑙 + 4 (mod 6)。
所以 gcd(𝑝−1

6 , 6) = 1当且仅当 𝑘 + 3𝑙 ≡ 1或3 (mod 6)。
综上所述，我们得到以下推论。
推论 2.12 设 𝑝 ≡ 1 (mod 6)是一个素数，并且 gcd(𝑝−1

6 , 6) = 1，则存在一个
非奇异完美 𝐵[−2, 4](𝑝)集当且仅当存在整数 𝑘, 𝑙，使得下面三个条件之一成立：
1) 𝑝 = 1296𝑘2 − 648𝑘𝑙 + 324𝑙2 + 36𝑘 + 72𝑙 + 7。这对应着式子 (2.9)的左边的条件，
且 𝑚 ≡ 1 (mod 12)。

2) 𝑝 = 1296𝑘2 − 648𝑘𝑙 + 324𝑙2 + 1764𝑘 − 360𝑙 + 607。这对应着式子 (2.9)左边的
条件，且 𝑚 ≡ 9 (mod 12)。

3) 𝑝 = 36𝑘2 − 108𝑘𝑙 + 324𝑙2 − 102𝑘 + 558𝑙 + 241，其中 𝑘 + 3𝑙 ≡ 1或3 (mod 6)。
这对应着式子 (2.9)右边的条件。
下面我们看两个例子。
例 2.2 我们给出一些应用推论2.12的例子。

1) 让 𝑘, 𝑙 跑遍从 −100 到 100 的所有整数，则 8 个最小的形如 𝑝 = 1296𝑘2 −
648𝑘𝑙 + 324𝑙2 + 36𝑘 + 72𝑙 + 7的素数如表2.1中所列。特别地，若令 𝑙 = 0，则
𝑝 = 1296𝑘2 + 36𝑘 + 7。Bunyakovsky猜想 [60]（至今仍未被证明）表明有无穷多
个这样的素数。

2) 让 𝑘, 𝑙跑遍从−100到 100的所有整数，则 8个最小的形如 𝑝 = 1296𝑘2−648𝑘𝑙+
324𝑙2 + 1764𝑘 − 360𝑙 + 607的素数如表2.2中所列。
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表 2.1 例2.2 1)算得的值

𝑝 7 1087 1123 1447 1483 2239 2311 2707
𝑘 0 1 −1 0 1 1 −1 0
𝑙 0 1 −2 2 2 −1 1 −3

表 2.2 例2.2 2)算得的值

𝑝 139 571 607 751 859 1291 2011 2371
𝑘 −1 0 0 −1 −1 0 −1 −2
𝑙 0 1 0 1 −2 −1 2 −3

2.4 准完美分解集的四种构造
在本节中，我们给出准完美分解集的四种新的构造。
定理 2.13 设 𝑘, 𝑚 是两个正整数，且满足 gcd(𝑘!, 𝑚) = 1。令 𝑎 = (−𝑘)−1

(mod 𝑚)，则
𝐵 = {𝑖𝑘 + 1 ∣ 𝑖 ∈ [0, 𝑚 − 1]且𝑖 ≠ 𝑎}

是一个准完美 𝐵[0, 𝑘](𝑘𝑚)集。
证明 设 𝑟(𝑖𝑘 + 1) ≡ 0 (mod 𝑘𝑚)，其中 𝑟 ∈ [1, 𝑘]并且 𝑖 ∈ [0, 𝑚 − 1] ⧵ {𝑎}。因

为 𝑖𝑘+1 ≢ 0 (mod 𝑘)，所以 𝑟 ≡ 0 (mod 𝑘)，因此，𝑟 = 𝑘。于是 𝑖𝑘+1 ≡ 0 (mod 𝑚)。
这与 𝑖 ≢ (−𝑘)−1 (mod 𝑚)矛盾。所以对任意的 𝑏 ∈ 𝐵以及任意的 𝑡 ∈ [1, 𝑘]，均有
𝑏𝑡 ≢ 0 (mod 𝑘𝑚)。
现在我们设 𝑟(𝑖𝑘 + 1) ≡ 𝑠(𝑗𝑘 + 1) (mod 𝑘𝑚)，这里 𝑟, 𝑠 ∈ [1, 𝑘]且 𝑖, 𝑗 ∈ [0, 𝑚 −

1] ⧵ {𝑎}。对这个式子两边模 𝑘，可以得到 𝑟 ≡ 𝑠 (mod 𝑘)。又因为 𝑟, 𝑠 ∈ [1, 𝑘]，所
以 𝑟 = 𝑠。由此可得 𝑟𝑖𝑘 ≡ 𝑟𝑗𝑘 (mod 𝑘𝑚)，这等价于 𝑟𝑖 ≡ 𝑟𝑗 (mod 𝑚)。注意到我们
有条件 gcd(𝑚, 𝑘!) = 1，于是 𝑖 ≡ 𝑗 (mod 𝑚)。又因为 𝑖, 𝑗 ∈ [0, 𝑚 − 1] ⧵ {𝑎}，所以
𝑖 = 𝑗。
根据以上分析，我们可知 𝐵 是一个 𝐵[0, 𝑘](𝑘𝑚)集，且 𝐵 的大小为 𝑚 − 1 =

⌊𝑘𝑚−1
𝑚 ⌋，所以 𝐵是一个准完美 𝐵[0, 𝑘](𝑘𝑚)集。 ∎

我们先看两个例子。
例 2.3 1) 令 𝑘 = 5，𝑚 = 7。根据定理2.13，集合

{1, 6, 11, 16, 26, 31}

是一个准完美 𝐵[0, 5](35)集。
2) 令 𝑘 = 6，𝑚 = 7。根据定理2.13，集合

{1, 13, 19, 25, 31, 37}
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是一个准完美 𝐵[0, 6](42)集。
注 定理2.13是文献 [56]中定理 1的一个推广。上面的例子并不能通过文献

[56] 中定理 1中的构造得到。此外，定理2.13表明给定任意的正整数 𝑘，对所有
的满足素因子均大于 𝑘的正整数 𝑚，都存在准完美 𝐵[0, 𝑘](𝑘𝑚)集。
定理 2.14 令 𝑘 > 0是一个整数，𝑝是一个素数且满足 𝑘 < 𝑝 < 2𝑘，则

𝐵 = {𝑘 + 1} ∪ {1 + (2𝑘 + 2)𝑖 ∣ 𝑖 ∈ [0, 𝑝 − 1]}

是一个准完美 𝐵[−𝑘, 𝑘](𝑝(2𝑘 + 2))集。
证明 首先，我们要证明对任意的 𝑏 ∈ 𝐵 以及任意的 𝑚 ∈ [−𝑘, 𝑘]∗，𝑏𝑚 ≢ 0

(mod 𝑝(2𝑘+2)))均成立。我们用反证法。若 (𝑘+1)𝑚 ≡ 0 (mod 𝑝(2𝑘+2))，则𝑚 ≡ 0
(mod 𝑝)，这与 𝑘 < 𝑝 < 2𝑘矛盾。若存在 𝑖 ∈ [0, 𝑝 − 1]，使得 (1 + (2𝑘 + 2)𝑖)𝑚 ≡ 0
(mod 𝑝(2𝑘 + 2))，则 𝑚 ≡ 0 (mod 𝑘 + 1)，这与 𝑚 ∈ [−𝑘, 𝑘]∗矛盾。
其次，我们要证明对任意的 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐵以及任意的 𝑟, 𝑠 ∈ [−𝑘, 𝑘]∗，若 𝑏1𝑟 ≡ 𝑏2𝑠

(mod 𝑝(2𝑘 + 2))，则必有 𝑏1 = 𝑏2 且 𝑟 = 𝑠。同样地，我们将用反证法证明之。设
𝑟(𝑘 + 1) ≡ 𝑠(𝑘 + 1) (mod 𝑝(2𝑘 + 2))，则 𝑟 − 𝑠 ≡ 0 (mod 2𝑝)。由 𝑘 < 𝑝 < 2𝑘以及
𝑟, 𝑠 ∈ [−𝑘, 𝑘]∗，我们得到 𝑟 = 𝑠。
设 𝑟(1 + (2𝑘 + 2)𝑖) ≡ 𝑠(1 + (2𝑘 + 2)𝑗) (mod 𝑝(2𝑘 + 2))，其中 𝑖, 𝑗 ∈ [0, 𝑝 − 1]，则

𝑟 ≡ 𝑠 (mod 2𝑘+2)。再根据 𝑟, 𝑠 ∈ [−𝑘, 𝑘]∗，可以得到 𝑟 = 𝑠。于是从 𝑟(1+(2𝑘+2)𝑖) ≡
𝑠(1 + (2𝑘 + 2)𝑗) (mod 𝑝(2𝑘 + 2))，我们可以推出 𝑠𝑖 ≡ 𝑠𝑗 (mod 𝑝)。由 𝑠 ∈ [−𝑘, 𝑘]∗以
及 𝑘 < 𝑝 < 2𝑘可知 𝑝与 𝑠互素，所以 𝑖 ≡ 𝑗 (mod 𝑝)。另一方面，因为 𝑖, 𝑗 ∈ [0, 𝑝−1]，
所以 𝑖 = 𝑗。
设 𝑟(𝑘 + 1) ≡ 𝑠(1 + (2𝑘 + 2)𝑖) (mod 𝑝(2𝑘 + 2))，其中 𝑖 ∈ [0, 𝑝 − 1]，则 𝑠 ≡ 0

(mod 𝑘 + 1)，这与 𝑠 ∈ [−𝑘, 𝑘]∗，矛盾。
根据以上分析，我们可知 𝐵 是一个 𝐵[−𝑘, 𝑘](𝑝(2𝑘 + 2))集，且 𝐵 的大小为

𝑝 + 1 = ⌊𝑝(2𝑘+2)−1
2𝑘 ⌋。所以 𝐵是一个准完美 𝐵[−𝑘, 𝑘](𝑝(2𝑘 + 2))集。 ∎

我们有以下两个例子。
例 2.4 1) 令 𝑘 = 3，𝑝 = 5。根据定理2.14，集合

{1, 4, 9, 17, 25, 33}

是一个准完美 𝐵[−3, 3](40)集。
2) 令 𝑘 = 4，𝑝 = 7。根据定理2.14，集合

{1, 5, 11, 21, 31, 41, 51, 61}

是一个准完美 𝐵[−4, 4](70)集。
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定理 2.15 令 𝑘 ⩾ 2是一个偶数，且 𝑚 ⩾ 1是一个正整数。对于 𝑖 = 0, 1，令
𝑇𝑖 = {𝑥 ∣ 𝑥 ≡ 𝑖 (mod 2), 𝑥 ∈ [1, 𝑘]}, 则 |𝑇𝑖| = 𝑘

2。设 𝑝 ≡ 1 (mod 2𝑚𝑘) 是一个
素数。令 𝑔 是一个模 𝑝的本原根，且满足 𝑔 ≡ 1 (mod 2)。记 𝑣 ≜ 2𝑚−1𝑘。如果
存在 ℤ𝑣 的一个大小为 2𝑚 的子集 𝐴，使得对每一个 𝑖 = 0, 1，ℤ𝑣 = 𝐴 + {ind𝑔(𝑥)
(mod 𝑣) ∣ 𝑥 ∈ 𝑇𝑖}都是一个直和分解，则

𝐵 ≜ {𝑔𝑖+𝑗𝑣 ∣ 𝑖 ∈ 𝐴, 𝑗 ∈ [0, 𝑛 − 1]}

是一个准完美 𝐵[−𝑘, 𝑘](2𝑝)集，其中 𝑛 = 𝑝−1
2𝑚𝑘 = 𝑝−1

2𝑣 。
证明 容易看出对任意的 𝑖 ∈ 𝐴和任意的 𝑗 ∈ [0, 𝑛−1]，𝑖+𝑗𝑣 ⩽ 𝑛𝑣−1 < 𝑝−1

均成立，所以 𝐵是 ℤ2𝑝的子集。
首先，因为 𝑝 > 𝑘且 𝑝与 𝑔 互素，所以对于任意的 𝑟 ∈ [−𝑘, 𝑘]∗ 以及任意的

𝑖 ∈ 𝐴，𝑗 ∈ [0, 𝑛 − 1]，𝑟𝑔𝑖+𝑗𝑣 ≢ 0 (mod 𝑝)均成立。这表明 𝑟𝑏 ≢ 0 (mod 2𝑝)对任
意的 𝑟 ∈ [−𝑘, 𝑘]∗和任意的 𝑏 ∈ 𝐵都成立。
接下来我们要证明对任意的 𝑖1, 𝑖2 ∈ 𝐴，任意的 𝑗1, 𝑗2 ∈ [0, 𝑛 − 1]以及任意的

𝑠, 𝑙 ∈ [−𝑘, 𝑘]∗，若
𝑠𝑔𝑖1+𝑗1𝑣 ≡ 𝑙𝑔𝑖2+𝑗2𝑣 (mod 2𝑝), (2.10)

则必有 𝑠 = 𝑙，𝑖1 = 𝑖2以及 𝑗1 = 𝑗2。给定式子（2.10），我们得到

𝑠𝑔𝑖1+𝑗1𝑣 ≡ 𝑙𝑔𝑖2+𝑗2𝑣 (mod 𝑝).

因此
ind𝑔(𝑠) + 𝑖1 + 𝑗1𝑣 ≡ ind𝑔(𝑙) + 𝑖2 + 𝑗2𝑣 (mod 𝑝 − 1). (2.11)

对上面的式子两边模 𝑣 = 2𝑚−1𝑘，则有

ind𝑔(𝑠) + 𝑖1 ≡ ind𝑔(𝑙) + 𝑖2 (mod 𝑣).

因为 𝑔 ≡ 1 (mod 2)，所以由式子（2.10）可以得到 𝑠 ≡ 𝑙 (mod 2)，这说明 𝑠, 𝑙 ∈
𝑇0 ∪ (−𝑇0)或者 𝑠, 𝑙 ∈ 𝑇1 ∪ (−𝑇1)。然而，由于 ind𝑔(−1) ≡ 𝑝−1

2 (mod 𝑣) ≡ 0 (mod 𝑣)，
容易看出 ind𝑔(𝑠) (mod 𝑣)和 ind𝑔(𝑙) (mod 𝑣)这两个值总是在 {ind𝑔(𝑥) (mod 𝑣) ∶
𝑥 ∈ 𝑇𝑖}中（𝑖 = 0或 1）。即便当 𝑠 ∈ −𝑇𝑖 或 𝑙 ∈ −𝑇𝑖 的时候，这个结论也是成立
的。于是根据 𝐴的定义，我们有 𝑖1 = 𝑖2以及 𝑠 = 𝑙或 𝑠 = −𝑙。
若 𝑠 = 𝑙，则式子（2.11）表明 𝑗1 − 𝑗2 ≡ 0 (mod 𝑛)。又因为 𝑗1, 𝑗2 ∈ [0, 𝑛 − 1]，

所以 𝑗1 = 𝑗2。
若 𝑠 = −𝑙，则式子（2.11）表明 𝑝−1

2 +𝑗1𝑣 ≡ 𝑗2𝑣 (mod 𝑝−1)，所以 𝑝−1
2 ∣ 𝑣(𝑗1 −𝑗2)。

也就是说，𝑛 ∣ (𝑗1 − 𝑗2)，这意味着 𝑗1 = 𝑗2。
由以上讨论我们可以知道 𝐵的确是一个 𝐵[−𝑘, 𝑘](2𝑝)集。另一方面，容易看

出 |𝐵| = 2𝑚 × 𝑛 = 𝑝−1
𝑘 = ⌊2𝑝−1

2𝑘 ⌋。所以 𝐵是一个准完美 𝐵[−𝑘, 𝑘](2𝑝)集。 ∎
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注 我们很难将定理2.15中的构造推广到准完美 𝐵[−𝑘, 𝑘](𝑡𝑝)集，其中 𝑡 > 2。
事实上，设 𝑘是 𝑡的倍数。我们根据模 𝑡的剩余类将 [1, 𝑘]划分成 𝑡个子集。运用和定
理2.15中相同的证明方法，我们能推导出 𝑠 ≡ 𝑙 (mod 𝑡)。由此可得出 𝑠, 𝑙 ∈ 𝑇𝑖∪𝑇𝑡−𝑖。
然而我们并不能够由此得出关键的结论：ind𝑔(𝑠) (mod 𝑣)和 ind𝑔(𝑙) (mod 𝑣)这两
个值总是在 {ind𝑔(𝑥) (mod 𝑣) ∣ 𝑥 ∈ 𝑇𝑖}中。
例 2.5 如表2.3所示，我们找到了一些满足定理2.15中条件的参数 𝑘, 𝑚, 𝑝。
下面我们给出一个例子来比较定理2.15中的构造和文献 [51] 中定理 5 中的

构造。令 𝑝 = 13729，𝑘 = 8，𝑚 = 1，则 𝑔 = 23是一个模 𝑝本原根。此外，通过
计算得到

ind𝑔(−8) = 6654, ind𝑔(−7) = 11084, ind𝑔(−6) = 6376,
ind𝑔(−5) = 9594, ind𝑔(−4) = 11300, ind𝑔(−3) = 11022,
ind𝑔(−2) = 2218, ind𝑔(−1) = 6864, ind𝑔(1) = 0,
ind𝑔(2) = 9082, ind𝑔(3) = 4158, ind𝑔(4) = 4436,
ind𝑔(5) = 2730, ind𝑔(6) = 13240, ind𝑔(7) = 4220,
ind𝑔(8) = 13518.

容易看出

{ind𝑔(𝑖) (mod 8) ∣ 𝑖 = 1, 3, 5, 7}

={ind𝑔(𝑖) (mod 8) ∣ 𝑖 = 2, 4, 6, 8} = {0, 2, 4, 6}.

则根据定理2.15可知，{23𝑖+8𝑗 (mod 27458) ∣ 𝑖 ∈ [0, 1], 𝑗 ∈ [0, 857]}是一个准完
美 𝐵[−8, 8](27458)集。
在参考文献 [51]的定理 5中，令 𝑡 = 2，𝜃 = gcd{ind𝑔(𝑘) ∣ 𝑘 ∈ [−8, 8]∗}，我

们得到

{
ind𝑔(𝑖)

2 (mod 8) ∣ 𝑖 = ±1, ±3, ±5, ±7} = {0, 5, 6, 7}

和

{
ind𝑔(𝑖)

2 (mod 8) ∣ 𝑖 = ±2, ±4, ±6, ±8} = {2, 4, 5, 7}.

然而这两个集合的大小都是 4 ≠ 𝑘1+𝑘2
𝑡 = 8，因此准完美 𝐵[−8, 8](27458)集并不

能由文献 [51]的定理 5中得到。
定理 2.16 设 𝑘是一个正整数，𝑝是一个素数且满足 𝑘 < 𝑝 < 4𝑘−1

3 ，则集合

𝐵 = {𝑘 + 1} ∪ {1 + (2𝑘 + 2)𝑖 ∣ 𝑖 ∈ [0, 𝑝 − 1]}

是一个准完美 𝐵[−(𝑘 − 1), 𝑘](𝑝(2𝑘 + 2))集。
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表 2.3 由定理2.15得到的准完美 𝐵[−𝑘, 𝑘](2𝑝)集的例子

𝑘 𝑚 𝑝
4 1 97, 241, 409, 457, 1009, 1129, 1489, 1873, 2017, 2161

4 2 577, 1201, 4801, 5233, 7393, 10513, 14401, 14449, 14593

4 3 13441, 49633, 122497, 136993, 147457, 149377

8 1 12721, 13729, 33889, 65809

证明 这个定理的证明和定理2.14的证明类似，因此我们简略地叙述之。
设 𝑟(𝑘 + 1) ≡ 𝑠(𝑘 + 1) (mod 𝑝(2𝑘 + 2))，其中 𝑟, 𝑠 ∈ [−(𝑘 − 1), 𝑘]∗，则 𝑟 ≡ 𝑠

(mod 2𝑝)，因此 𝑟 = 𝑠。
设 𝑟(𝑘 + 1) ≡ 𝑠(1 + (2𝑘 + 2)𝑖) (mod 𝑝(2𝑘 + 2))，其中 𝑟, 𝑠 ∈ [−(𝑘 − 1), 𝑘]∗以及

𝑖 ∈ [0, 𝑝 − 1]，则 𝑠 ≡ 0 (mod 𝑘 + 1)，矛盾。
设 𝑟(1+(2𝑘+2)𝑖) ≡ 𝑠(1+(2𝑘+2)𝑗) (mod 𝑝(2𝑘+2))，其中 𝑟, 𝑠 ∈ [−(𝑘−1), 𝑘]∗以

及 𝑖, 𝑗 ∈ [0, 𝑝−1]，则 𝑟 ≡ 𝑠 (mod 2𝑘+2)，因此 𝑟 = 𝑠。这意味着 𝑟(2𝑘+2)𝑖 ≡ 𝑟(2𝑘+2)𝑗
(mod 𝑝(2𝑘+2))，于是 𝑟𝑖 ≡ 𝑟𝑗 (mod 𝑝)。注意到 𝑝 > 𝑘是一个素数，所以 gcd(𝑟, 𝑝) = 1。
于是 𝑖 ≡ 𝑗 (mod 𝑝)，所以 𝑖 = 𝑗。
综上所述，我们可以看出 𝐵 是一个大小为 𝑝 + 1 = ⌊

𝑝(2𝑘+2)−1
2𝑘−1 ⌋ 的 𝐵[−(𝑘 −

1), 𝑘](𝑝(2𝑘 + 2))集。所以 𝐵是一个准完美 𝐵[−(𝑘 − 1), 𝑘](𝑝(2𝑘 + 2))集。 ∎

例 2.6 1) 令 𝑘 = 6，𝑚 = 7。根据定理2.16，集合

{1, 7, 15, 29, 43, 57, 71, 85}

是一个准完美 𝐵[−5, 6](98)集。
2) 令 𝑘 = 9，𝑚 = 11。根据定理2.16，集合

{1, 10, 21, 41, 61, 81, 101, 121, 141, 161, 181, 201}

是一个准完美 𝐵[−8, 9](220)集。

2.5 分解集和凯莱图的联系
在这一节中，我们将建立起分解集和凯莱图（Cayley graph）的联系。本节当

中所涉及到的关于图论的术语均可以在文献 [61-62]中找到。为了读者方便，我
们在这里简单的介绍其中的一些概念。
设𝐻 是一个有限的乘法交换群，其单位元为 𝑒。令 𝑆 是𝐻 的一个不包含 𝑒

的子集，且满足以下条件：对𝐻 中任意的非单位元 𝑠，要么 𝑠和 𝑠−1同时在 𝑆中，
要么 𝑠和 𝑠−1同时不在 𝑆 中。这样，由𝐻 和 𝑆 可以定义一个凯莱图 𝐺 ≜ (𝑉 , 𝐸)。
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其中 𝑉 = 𝐻被称为𝐺的顶点集，𝑉 中的每个元素被称为𝐺的顶点，𝐸 ⊆ 𝑉 ×𝑉 被
称为 𝐺的边集。对任意两个不同的顶点 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉，{𝑥, 𝑦} ∈ 𝐸当且仅当 𝑥𝑦−1 ∈ 𝑆。
我们将由这样的方式构造得到的图记为 𝐺 = 𝐶𝑎𝑦(𝐻, 𝑆)。凯莱图已经被广泛的研
究了，关于其详细内容可见参考文献 [63-65]。
给定一个图 𝐺 = (𝑉 , 𝐸)以及 𝑉 的一个子集 𝐼，若对于 𝐼 中任意两个不同顶

点 𝑥, 𝑦，均有 {𝑥, 𝑦} ∈ 𝐸，则称 𝐼 是 𝐺的一个独立集。𝐺的独立集的最大的大小
被称为图 𝐺的独立数，记为 𝛼(𝐺)。若对 𝐺的任一个顶点 𝑥 ∈ 𝑉，都恰好存在 𝑑
个其他顶点 𝑦 ∈ 𝑉，使得 {𝑥, 𝑦} ∈ 𝐸，则称 𝐺是 𝑑-正则的。设 𝑃 = 𝑥0𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛，其
中 𝑛 ⩾ 1。若 {𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1} ∈ 𝐸对任意的 𝑖 = 0, ⋯ , 𝑛 − 1都成立，则称 𝑃 是图 𝐺中一
条连接顶点 𝑥0和顶点 𝑥𝑛的路。如果对于 𝐺的任意两个不同顶点 𝑥和 𝑦，𝐺中都
存在一条路连接它们，则称 𝐺是一个连通图。𝐺的任意一个极大连通子图被称
为 𝐺的一个连通分支。一个 2-正则的连通图称为圈。给定两个（不一定不同）图
𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1)和 𝐺2 = (𝑉2, 𝐸2)，若存在一个双射 𝑓 ∶ 𝑉1 ⟶ 𝑉2 使得 {𝑥, 𝑦} ∈ 𝐸1

当且仅当 {𝑓(𝑥), 𝑓 (𝑦)} ∈ 𝐸2，则称图 𝐺1和图 𝐺2是同构的。
在本节接下来的内容中，我们一直假设 𝑘2 ⩾ 𝑘1 ⩾ 0 是两个整数，𝑀 =

[−𝑘1, 𝑘2]∗。因为完美 𝐵[0, 1](𝑝)集和完美 𝐵[−1, 1](𝑝)集是平凡的，且对任意的整
数 𝑞，最大的 𝐵[−𝑘1, 2](𝑞)集已经被完全求出来了 [47-48,56]，所以在这一节中我们
总假设 𝑘2 ⩾ 3。对任一个大于 𝑘1 + 𝑘2的素数 𝑝，我们可以将𝑀 看成 ℤ∗

𝑝的一个子
集。令 𝑆 = {𝑥𝑦−1 ∣ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 且𝑥 ≠ 𝑦}，𝐺 = 𝐶𝑎𝑦(ℤ∗

𝑝, 𝑆)以及 𝐺′ = 𝐶𝑎𝑦(⟨𝑀⟩, 𝑆)。
令 ⟨𝑆⟩和 ⟨𝑀⟩分别表示 ℤ∗

𝑝 的由 𝑆 和𝑀 生成的子群。容易验证 ⟨𝑆⟩ = ⟨𝑀⟩。于
是我们有以下结论：𝐺′是 𝐺的一个连通分支 [65]且 𝐺的任一个连通分支都和 𝐺′

同构。
首先，我们观察到以下一个简单的结论。
命题 2.17 ℤ∗

𝑝 的一个子集 𝐵 是一个 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集当且仅当 𝐵 是图 𝐺的
一个独立集。

证明 我们首先证明必要性。设 𝐵是一个 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集。如果 𝐵中存在
两个不同的元素 𝑏1, 𝑏2 使得 {𝑏1, 𝑏2} ∈ 𝐸(𝐺)，则 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 中存在两个不同的元
素 𝑥, 𝑦使得 𝑏1𝑏−1

2 = 𝑥𝑦−1，即 𝑥𝑏2 = 𝑦𝑏1。因为 𝐵 是一个 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集，所以
𝑥 = 𝑦且 𝑏1 = 𝑏2，矛盾。因此 𝐵是图 𝐺的一个独立集。
现在我们证明充分性。设 𝐵 是图 𝐺的一个独立集。若存在 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐵 以及

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 使得 𝑥𝑏1 = 𝑦𝑏2，则 𝑏1𝑏−1
2 = 𝑦𝑥−1。如果 𝑏1 ≠ 𝑏2，则根据 𝐺的定义可知

{𝑏1, 𝑏2} ∈ 𝐸(𝐺)，这与设 𝐵是图 𝐺的一个独立集矛盾。所以 𝑏1 = 𝑏2且 𝑥 = 𝑦，从
而可知 𝐵是一个 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集。 ∎

由命题2.17可知，一个𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集等价于图𝐺中的一个独立集。下面的引
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理是 Brooks定理 [66]的一个推论。我们可以用这个引理给出最大的 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)
集的大小的一个下界。其中 𝑝 > 𝑘1 + 𝑘2 + 1，0 ⩽ 𝑘1 ⩽ 𝑘2 且 𝑘2 ⩾ 3。据我们所
了解，之前并没有人给出过最大的 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集的大小的一个一般的下界。在
陈述下面的引理之前，我们先回忆一下两个需要用到的概念。给定一个图 𝛤，若
𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 (𝛤 )对 𝛤 的任意两个不同的顶点都成立，则称 𝛤 是一个完全图。一个奇
圈指的是有奇数个顶点的圈。

引理 2.18 设 𝛤 是一个 𝑑-正则图。如果 𝛤 的任何一个连通分支既不是完全
图也不是奇圈，则

𝛼(𝛤 ) ⩾ |𝑉 (𝛤 )|
𝑑 .

否则，
𝛼(𝛤 ) ⩾ |𝑉 (𝛤 )|

𝑑 + 1 .

根据定义，我们很容易验证 𝐺和 𝐺′ 都是 |𝑆|-正则图。如果 𝑝 > 𝑘1 + 𝑘2 + 2
且 𝑘2 ⩾ 3，则 |𝑆| > 2。因此 𝐺′ 不是一个奇圈。因为 𝐺′ 是 |𝑆|-正则图，所以
|⟨𝑀⟩| ⩾ |𝑆| + 1。更进一步地，如果 |⟨𝑀⟩| ⩾ |𝑆| + 2，则 𝐺′ 不可能是一个完全
图。于是，我们有下面的推论。
推论 2.19 令 𝐵 是一个最大的 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝) 集。如果 𝑝 > 𝑘1 + 𝑘2 + 1 且

𝑘2 ⩾ 3，则
|𝐵| ⩾ ⌈

𝑝 − 1
|𝑆| + 1⌉ .

进一步地，如果 |⟨𝑀⟩| ⩾ |𝑆| + 2且 𝑝 > 𝑘1 + 𝑘2 + 2，则

|𝐵| ⩾ ⌈
𝑝 − 1
|𝑆| ⌉ .

将分解集和凯莱图联系起来还有另一个好处：我们可以用一些数学软件
（比如 Maple）来计算出一个图的最大的独立集，从而能够直接算出一个最大的

𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集。下面我们给出一个例子。
例 2.7 取 𝑘1 = 0, 𝑘2 = 3，我们算得了表2.4中列出的一些值。其中第三行

是根据推论 2.19得到的下界；第四行是用 Maple中的 IndependenceNumber命令
算到的值；最后一行是用Maple中的MaximumIndependentSet命令算出的最大独
立集（即一个最大的分解集）。

2.6 小结
本章中，我们考虑了分解集的存在性问题。我们给出了非奇异完美

𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝) 集存在的充分必要条件，其中 (𝑘1, 𝑘2) ∈ {(0, 4), (2, 4), (4, 4)}。为
了方便读者参考，我们将已有的结果列在了表 2.5中，其中 𝑝 是一个素数，𝑔
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表 2.4 例2.7：𝑘1 = 0, 𝑘2 = 3

𝑝 7 11 13 17 19 23 29 31 37

|𝑆| 4 6 6 6 6 6 6 6 6

推论
2.19

2 2 2 3 3 4 5 5 6

𝛼(𝐺) 2 2 3 4 5 5 8 8 12

最大独立集
（最大分解集）

{1,6} {1,5} {1,4,11} {1,4,13,16} {1,6,8,14,15} {1,4,5,6,7}
{1,5,6,
7,8,11,
19,26}

{1,4,9,
10,14,23,
25,26}

{1,6,8,
10,11,14,
23,26,27,
29,31,36}

表 2.5 非奇异完美分解集的存在性
非奇异完美分解集 充要条件 参考文献

𝐵[−𝑘, 𝑘](𝑝)，其中 𝑘是奇素数 𝑝 ≡ 1 (mod 2𝜇𝑘)且 |{
ind𝑔(𝑗)

𝜇 (mod 𝑘) ∶ 𝑗 ∈ [1, 𝑘]}| = 𝑘 [53]定理 3.2

𝐵[0, 𝑘](𝑝)，其中 𝑘是奇素数 𝑝 ≡ 1 (mod 𝜇𝑘)且 |{
ind𝑔(𝑗)

𝜇 (mod 𝑘) ∶ 𝑗 ∈ [1, 𝑘]}| = 𝑘 [53]定理 3.3

𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)，gcd( 𝑝−1
𝑘1+𝑘2

, 𝑘1 + 𝑘2) = 1
𝑝 ≡ 1 (mod 𝜇(𝑘1 + 𝑘2))且
|{

ind𝑔(𝑗)
𝜇 (mod 𝑘) ∶ 𝑗 ∈ [−𝑘1, 𝑘2]∗

}| = 𝑘1 + 𝑘2
[53]定理 3.5

𝐵[0, 2](𝑝) 𝑝 ≡ 1 (mod 2)且 ord𝑝(2)是偶数 [37]定理 2

𝐵[−2, 2](𝑝) 𝑝 ≡ 1 (mod 4)且 𝑣2(ord𝑝(2)) ⩾ 2 [48]推论 3

𝐵[−1, 3](𝑝)
𝑝 ≡ 5 (mod 8)，6是一个模 𝑝的四次剩余 [54]定理 4.4
𝑝 ≡ 1 (mod 8)，ord𝑝(−3

2)是奇数且 4 ∣ ord𝑝(2) [54]定理 4.5

𝐵[−2, 4](𝑝) 𝑝 ≡ 1 (mod 6)，ord𝑝(−3
4)是奇数且 2 ∉ ⟨6, 8⟩ 定理2.6

𝐵[−4, 4](𝑝) 𝑝 ≡ 1 (mod 8)且 ±4 ∉ ⟨6, 16⟩ 定理2.7

𝐵[0, 4](𝑝) 𝑝 ≡ 1 (mod 4)且 4 ∉ ⟨6, 16⟩ 定理2.8

是一个模 𝑝 的本原根，𝜇 = gcd{ind𝑔(𝑗) ∶ 𝑗 ∈ [−1, 𝑘]∗} （对于 𝐵[−𝑘, 𝑘](𝑝)
集），或 𝜇 = gcd{ind𝑔(𝑗) ∶ 𝑗 ∈ {2, ⋯ , 𝑘, 𝑝 − 1}} （对于 𝐵[0, 𝑘](𝑝) 集），或
𝜇 = gcd{ind𝑔(𝑗) ∶ 𝑗 ∈ [−1, 𝑘2]∗}（对于 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集）。
此外，我们也给出了准完美分解集的四种新的构造。最后，通过将分解集和

凯莱图联系起来，对任何的素数 𝑝 > 𝑘1 + 𝑘2 + 1和任何的 𝑘2 ⩾ 𝑘1 ⩾ 0，我们给出
了最大 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集大小的一个一般性的下界。

对于以后的研究，我们给出以下几个问题
1. 证明文献 [53,67]中关于纯奇异完美分解集不存在性的猜想。
2. 构造最大的 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑛)集。当 0 ⩽ 𝑘1 ⩽ 𝑘2 ⩽ 2时，这个问题已经被完全
解决了，详见文献 [37,47-48]。

3. 给出更多的关于非奇异完美 𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝) 集的存在性的结果。文献 [53]
的作者证明了当 1 ⩽ 𝑘1 < 𝑘2 且 𝑘1 + 𝑘2 是奇数时，不存在非奇异完美
𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集。其他的结果请见表2.5。本章中，我们完全给出了非奇异完美
𝐵[−𝑘1, 𝑘2](𝑝)集存在性的充分必要条件，其中 (𝑘1, 𝑘2) ∈ {(0, 4), (2, 4), (4, 4)}。
接下来可以考虑的情形是 (𝑘1, 𝑘2) = (1, 5)。

4. 给出更多的准完美分解集的构造。
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5. 给出更多的最大分解集的构造——可以试着将文献 [48]中表 V所列出的分
解集推广到一般情形。
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第 3章 重 构 码
3.1 介绍
本章的研究主题是重构码，其在 DNA存储中有潜在的应用。序列的有效重

构问题是由 V.I. Levenshtein于 2000年左右开始研究的 [13-15]。他研究这个问题的
动机是其在许多科学领域中都有应用，例如信息科学、分子生物学、化学，等
等。在这些应用场景中，我们除了将要传输的信息重复多次传输以外，别无他法。
这个问题模型可描述为：信息的发送方将信息 𝒙通过 𝑁 个不同的噪声信道传输
出去；信息的接收方能够接收到所有 𝑁 个信道的输出（我们称为有噪声的读取
（nosiy read）），然后接收方的目标是利用这 𝑁 有噪声读取来重构发送方发送的
信息。最近一些年，由于在 DNA存储、无限感知网络和赛道内存等场景中的应
用，这个问题又吸引了大量研究人员的兴趣。许多研究者开始在编码的情形下考
虑这个问题，即被传输的序列是从某个具有一定纠错能力的码中选取的 [27-33]。

在 2020年，受 DNA数据存储和赛道内存（racetrack memory）中的应用启
发，Cai和 Nguyen等人 [34-35]以及 Chrisnata和 Yaakobi等人 [36]率先研究了这个
问题：设计一个码（称为重构码），使得以它的不同码字为中心的两个不同的错
误球相交的大小的最大值小于 𝑁，其中 𝑁 给定。在文献 [35-36] 中，作者主要
考虑了发生一个编辑错误（edit error）的信道 (即一个替换错误、一个插入错误
或一个删除错误）以及它们的变种，并对所有的𝑁 都给出了码的构造。特别地，
当字母表大小为 2的时候，他们确定了码的冗余的渐近最优值。
我们在本章目的是研究每个信道发生两个插入错误的时候，相应的重构码

的构造。

3.2 准备工作
本节中，我们介绍一些必要的概念和已有的结果。
我们用 𝛴2 表示二元字母表 {0, 1}。对任何的非负整数 𝑛，令 𝛴𝑛

2 ≜ {𝒙 =
𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛 ∣ 𝑥𝑖 ∈ 𝛴2对任意的 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛都成立}。𝛴𝑛

2 中的一个元素 𝒙被称为一个
序列；称 𝑛为序列 𝒙的长度并记作 |𝒙|。需要指出的是，如果 𝑛 = 0，则 𝒙 = ∅是
空序列。令 𝛴∗

2 ≜
∞
∪

𝑛=0
𝛴𝑛

2，即由所有长度有限的序列构成的集合。
令 𝑡是一个满足 1 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑛的正整数。设 𝒙 = 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛 ∈ 𝛴𝑛

2 和 𝒚 = 𝑦1 ⋯ 𝑦𝑡 ∈ 𝛴𝑡
2

是两个序列。如果存在 1 ⩽ 𝑖1 < ⋯ < 𝑖𝑡 ⩽ 𝑛使得 𝑦𝑗 = 𝑥𝑖𝑗 对所有的 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑡都成
立，则我们说 𝒚是 𝒙的一个子序列（subsequence），或者说 𝒙是 𝒚的一个超序列
（supersequence）。特别地，如果 𝑖𝑗+1 = 𝑖𝑗 + 1对所有的 1 ⩽ 𝑗 < 𝑡都成立，我们称
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𝒚是 𝒙的一个子字（subword）.
对任何的 𝒙 ∈ 𝛴𝑛

2 和任何的 𝑡 ⩾ 0，令 𝐼𝑡(𝒙) ≜ {𝒚 ∈ 𝛴𝑛+𝑡
2 ∣ 𝒚是𝒙的超序列}。

我们称 𝐼𝑡(𝒙)是一个以 𝒙为中心的 𝑡-插入球。众所周知，|𝐼𝑡(𝒙)|与 𝒙的选取无关
（请看下面的推论3.2）。于是,我们可以定义 𝐼2(𝑛, 𝑡) ≜ |𝐼𝑡(𝒙)|。对任何的 1 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑛，
令 𝐷𝑠(𝒙) ≜ {𝒚 ∈ 𝛴𝑛−𝑠

2 ∣ 𝒚是𝒙的子序列}。我们称 𝐷𝑠(𝒙)是一个以 𝒙为中心的
𝑠-删除球。与插入的情形不同的是，𝐷𝑠(𝒙)的大小是依赖于 𝒙的选取的，详见文
献 [68-71]。
定义 3.1 如果序列 𝒙 = 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛 ∈ 𝛴𝑛

2（𝑛 ⩾ 2）满足 𝑥1 ≠ 𝑥2，且当 𝑛 ⩾ 3时，
𝑥𝑖 = 𝑥𝑖+2对所有的 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 2都成立，则称 𝒙是一个交错序列。为了方便，我
们也把空序列和长度等于 1的序列看成交错序列。

例 3.1 根据定义3.1可知，∅，1，0，10，01，101，101010，0101010都是
交错序列。
定义 3.2 对两个不同的序列 𝒙, 𝒚 ∈ 𝛴𝑛

2，令 𝑑𝐿(𝒙, 𝒚)表示最小的使得 𝐼ℓ(𝒙) ∩
𝐼ℓ(𝒚)非空（等价地，𝐷ℓ(𝒙) ∩ 𝐷ℓ(𝒚)非空）的非负整数 ℓ，并称 𝑑𝐿(𝒙, 𝒚)是 𝒙和 𝒚
之间的 Levenshitein距离。
由定义可知，0 ⩽ 𝑑𝐿(𝒙, 𝒚) ⩽ 𝑛以及 𝑑𝐿(𝒙, 𝒚) = 0当且仅当 𝒙 = 𝒚。
对给定的满足条件 𝑛, 𝑡 ⩾ ℓ ⩾ 0的整数 𝑛, 𝑡, ℓ令

𝑁+
2 (𝑛, 𝑡, ℓ) ≜ max{|𝐼𝑡(𝒙) ∩ 𝐼𝑡(𝒚)| ∣ 𝒙, 𝒚 ∈ 𝛴𝑛

2 且𝑑𝐿(𝒙, 𝒚) ⩾ ℓ}.

我们有以下公式。
引理 3.1 [27]对任何满足条件 𝑛, 𝑡 ⩾ ℓ ⩾ 0的整数 𝑛, 𝑡, ℓ，以下公式都成立：

𝑁+
2 (𝑛, 𝑡, ℓ) =

𝑡

∑
𝑗=ℓ

𝑡−𝑗

∑
𝑖=0 (

2𝑗
𝑗 )(

𝑡 + 𝑗 − 𝑖
2𝑗 )(

𝑛 + 𝑡
𝑖 )(−1)𝑡+𝑗−𝑖.

推论 3.2 [27]在引理3.1中取 ℓ = 0，则对所有的 𝑛, 𝑡 ⩾ 0，下面的式子成立：

𝐼2(𝑛, 𝑡) =
𝑡

∑
𝑖=0 (

𝑛 + 𝑡
𝑖 ).

对所有的整数 𝑛, 𝑡 ⩾ 0令

𝑁+
2 (𝑛, 𝑡) ≜ max{|𝐼𝑡(𝒙) ∩ 𝐼𝑡(𝒚)| ∣ 𝒙, 𝒚 ∈ 𝛴𝑛

2且𝒙 ≠ 𝒚}.

由定义可知𝑁+
2 (𝑛, 0) = 0。当 𝑡 ⩾ 1时，有以下结果。

推论 3.3 [15,27] 在引理3.1中取 ℓ = 1，则对所有的 𝑛, 𝑡 ⩾ 1，下面的式子成
立：

𝑁+
2 (𝑛, 𝑡) =

𝑡−1

∑
𝑖=0 (

𝑛 + 𝑡
𝑖 )(1 − (−1)𝑡−𝑖).
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为了引入下面的定义，我们先介绍一些记号。设 𝒙, 𝒚 ∈ 𝛴∗
2 以及 𝑆 ⊆ 𝛴∗

2。我
们用 𝒙𝒚表示由 𝒙和 𝒚串联得到的序列；类似地，𝒙𝑆 ≜ {𝒙𝒚 ∣ 𝒚 ∈ 𝑆}。如果
𝒖 = 𝑢1 ⋯ 𝑢𝑛 ∈ 𝛴∗

2，我们定义 𝒖 = (1 − 𝑢1) ⋯ (1 − 𝑢𝑛)。
定义 3.3 (A类易混淆)设 𝒙, 𝒚 ∈ 𝛴𝑛

2，如果存在 𝒖, 𝒗，𝒘 ∈ 𝛴∗
2 使得下面两个

条件同时成立：
(𝑖) 𝒙 = 𝒖𝒘𝒗以及 𝒚 = 𝒖𝒘𝒗，

(𝑖𝑖) 𝒘是长度至少为 1的交错序列，
则称 𝒙, 𝒚是 A类易混淆的。

注 “A类易混淆”（Type-A confusability）这个概念首先出现在 [35]的定义
8中。然而，定义3.3和文献 [35] 的定义 8中给的定义稍微有一点差别。具体地
说，我们在定义3.3中包含了汉明距离等于 1的情形，但是文献 [35] 的定义 8中
并没有包含这种情形。
根据推论3.3我们知道 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| ⩽ 2对任何 𝒙, 𝒚 ∈ 𝛴𝑛

2 都成立。下面的引
理能告诉我们更多的信息。
引理 3.4 [35]设 𝒙和 𝒚是 𝛴𝑛

2 中两个不同的序列，则 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 2当且
仅当 𝒙, 𝒚是 A类易混淆的。
对 𝛴𝑛

2 的任何至少包含 2个元素的子集 𝒞，令

𝜈𝑡(𝒞) ≜ max{|𝐼𝑡(𝒙) ∩ 𝐼𝑡(𝒚)| ∣ 𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞且𝒙 ≠ 𝒚}.

很显然，如果 𝜈𝑡(𝒞) < 𝑁，则给定 𝒞 中任一个序列 𝒄，我们能用 𝒄 的任意 𝑁
个不同的超序列来唯一的重构 𝒄。因此，当 𝜈𝑡(𝒞) < 𝑁 的时候，我们称 𝒞 是一
个 (𝑛, 𝑁; 𝐵𝐼(𝑡)

2 )-重构码。对于删除信道，我们能给出类似的定义。此时，我们用
“(𝑛, 𝑁; 𝐵𝐷(𝑡)

2 )-重构码”来称呼这样的码。
特别地，当 𝑁 = 1时，一个 (𝑛, 1; 𝐵𝐼(𝑡)

2 )-重构码（(𝑛, 1; 𝐵𝐷(𝑡)
2 )-重构码也被称

为 𝑡-插入纠错码（𝑡-删除纠错码）。众所周知，一个码是 𝑡-删除纠错码当且仅当它
是一个 𝑡-插入纠错码。最近几年，这类码得到了大量的研究，详细内容可见文献
[72-76]。对于 𝑡 = 1，我们有如下著名的 Varshmov-Tenengolts码（VT码）[68,77]：

𝑉 𝑇𝑎(𝑛) ≜
{

𝒙 = 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛 ∈ 𝛴𝑛
2 ∣

𝑛

∑
𝑖=1

𝑖𝑥𝑖 ≡ 𝑎 (mod 𝑛 + 1)
}

,

其中 𝑎是一个在 0和 𝑛之间的整数。当 𝑎 = 0的时候，这个码能达到渐近最优冗
余 log2(𝑛 + 1)。
当研究重构码的时候，下面的量非常重要。

𝜌(𝑛, 𝑁; 𝐵𝐼(𝑡)
2 ) ≜ min{𝑛 − log2 |𝒞| ∣ 𝒞 ⊆ 𝛴𝑛

2且𝜈𝑡(𝒞) < 𝑁}.
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这是一个 (𝑛, 𝑁; 𝐵𝐼(𝑡)
2 )-重构码能达到的最小的冗余。𝑁 的值和冗余的大小是判断

一个码好坏的两个非常重要的量：实际应用中希望𝑁 和冗余都尽可能的小。
在文献 [35] 定理 24中，Kui Cai等人对所有的 𝑁 ⩾ 1找到了 𝜌(𝑛, 𝑁; 𝐵𝐼(1)

2 )
的渐近最优值。为了方便读者参考，我们将他们的结果列在下面的定理3.5中。

定理 3.5 在 [35]定理 24中，取 𝑞 = 2，我们有

𝜌(𝑛, 𝑁; 𝐵𝐼(1)
2 ) =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

log2(𝑛) + 𝛩(1), 如果𝑁 = 1,

log2 log2(𝑛) + 𝛩(1), 如果𝑁 = 2,

0, 如果𝑁 ⩾ 3.

因此，我们本章的目标就是对尽可能多的 𝑁 和 𝑡 = 2，构造 (𝑛, 𝑁; 𝐵𝐼(𝑡)
2 )-重

构码，使得其冗余尽可能小。

3.3 t-插入球的相交大小
本节中的主要结果是定理3.10，其对于我们在下一节中的分析非常有用。这

个定理给出了当 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 1时，|𝐼𝑡(𝒙) ∩ 𝐼𝑡(𝒚)|的一个上界，其中 𝑡 ⩾ 2。
定义 3.4 [36]（B类易混淆）设 𝒙, 𝒚 ∈ 𝛴𝑛

2。如果存在 𝒖, 𝒗, 𝒘 ∈ 𝛴∗
2 使得

𝒙 = 𝒖𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏𝒘, 𝒚 = 𝒖 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘,

（其中 𝑎, 𝑏 ∈ 𝛴2），则称 𝒙, 𝒚是 B类易混淆的。
注 根据定义3.3和定义3.4，我们容易验证以下结论：

• 如果 𝒙 = 𝒖𝒘𝒗 和 𝒚 = 𝒖𝒘𝒗 ∈ 𝛴𝑛
2 是 A 类易混淆的，则它们是 B 类易混

淆的当且仅当存在 𝑚 ⩾ 2 使得 𝒘 ∈ {(10)𝑚, (01)𝑚}，或存在 𝑚 ⩾ 1 使得
𝒘 ∈ {(10)𝑚1, (01)𝑚0}。

• 如果 𝒙 = 𝒖𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏𝒘, 𝒚 = 𝒖 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘 ∈ 𝛴𝑛
2 是 B类易混淆的，则它们是 A类易混

淆的当且仅当下面两个条件有一个成立：
(1) 𝒗 = (𝑎 ̄𝑎)𝑚 (𝑚 ⩾ 0)且 𝑎 = 𝑏；
(2) 𝒗 = (𝑎 ̄𝑎)𝑚𝑎 (𝑚 ⩾ 0)且 𝑎 = ̄𝑏。

引理 3.6 设 𝒙, 𝒚 ∈ 𝛴𝑛
2。如果 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 1，则 𝒙, 𝒚是 B类易混淆的；

特别地，𝑛 ⩾ 3。
证明 根据引理3.4可知 𝑑𝐻 (𝒙, 𝒚) ⩾ 2，于是我们可以假设

{
𝒙 = 𝒖𝑎𝒅𝑏𝒘
𝒚 = 𝒖 ̄𝑎𝒆 ̄𝑏𝒘

,

其中 𝑎, 𝑏 ∈ 𝛴2且 𝒖, 𝒅, 𝒆, 𝒘 ∈ 𝛴∗
2。设 𝑖, 𝑗 分别是最左边和最右边的使得 𝒙和 𝒚不

相等的下标。
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首先，假设 𝒅 = 𝒆 = ∅。若 𝑎 = ̄𝑏，则 𝒙和 𝒚是 A类易混淆的，矛盾。若 𝑎 = 𝑏，
则 |𝑤𝑡(𝒙) − 𝑤𝑡(𝒚)| = 2。所以 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 0，矛盾。所以 𝒅和 𝒆都是非空的。
令 {𝒛} = 𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)。

设 𝑘和 ℓ分别是 𝒙和 𝒚中插入发生的位置，则只能有两种可能性：𝑘 ⩽ 𝑖且
ℓ > 𝑗，或者 𝑘 > 𝑗 且 ℓ ⩽ 𝑖。
如果 𝑘 ⩽ 𝑖且 ℓ > 𝑗，则 𝒛 = 𝒖 ̄𝑎𝑎𝒅𝑏𝒘 = 𝒖 ̄𝑎𝒆 ̄𝑏𝑏𝒘。这表明存在 𝒗 ∈ 𝛴∗

2 使得
𝒅 = 𝒗 ̄𝑏和 𝒆 = 𝑎𝒗同时成立，因此 𝒙和 𝒚是 B类易混淆的。

当 𝑘 > 𝑗 且 ℓ ⩽ 𝑖时，证明与上面类似，我们不再赘述。 ∎

结合推论3.3，我们可以将引理3.4和引理3.6总结为以下推论。这个推论在本
章会被经常使用。
推论 3.7 设 𝒙, 𝒚 ∈ 𝛴𝑛

2 是两个不同的序列。
• |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 0当且仅当 𝒙和 𝒚既不是 A类易混淆的，也不是 B类易混
淆的。

• |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 1当且仅当 𝒙和 𝒚是 B类易混淆的，但不是 A类易混淆
的。

• |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 2当且仅当 𝒙和 𝒚是 A类易混淆的。
在本章接下来的内容中，对任意的 𝑆 ⊆ 𝛴∗

2 以及任意的 𝑎, 𝑏 ∈ 𝛴2 我们定
义 𝑆𝑎 ≜ {𝒙 ∈ 𝑆 ∣ 𝒙的第一位是𝑎}，𝑆𝑏 ≜ {𝒙 ∈ 𝑆 ∣ 𝒙的最后一位是𝑏}，
𝑆𝑎

𝑏 ≜ {𝒙 ∈ 𝑆 ∣ 𝒙的第一位是𝑎且最后一位是𝑏}。
引理 3.8 令 𝑛 ⩾ 3，𝒙, 𝒚 ∈ 𝛴𝑛

2。设存在 𝑎, 𝑏 ∈ 𝛴2以及 𝒗 ∈ 𝛴𝑛−3
2 使得

𝒙 = 𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏, 𝒚 = ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏.

如果 𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚) = {𝒛}，则

|𝐼𝑡(𝒙) ∩ 𝐼𝑡(𝒚)| ⩽ |𝐼𝑡−1(𝒛)| + 𝑁+
2 (𝑛 − 1, 𝑡 − 1) = 𝐼2(𝑛 + 1, 𝑡 − 1) + 𝑁+

2 (𝑛 − 1, 𝑡 − 1),

对任意的 𝑡 ⩾ 2 都成立。特别地，当 𝑡 = 2 的时候，我们有：|𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| ∈
{𝑛 + 3, 𝑛 + 4, 𝑛 + 5}。更进一步地，

• |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 𝑛 + 5当且仅当 𝑎 ̄𝑎𝒗和 𝒗𝑏 ̄𝑏是 A类易混淆的。
• |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 𝑛 + 4当且仅当 𝑎 ̄𝑎𝒗和 𝒗𝑏 ̄𝑏是 B类易混淆的，但不是 A类
易混淆的。

• |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 𝑛 + 3当且仅当 𝑎 ̄𝑎𝒗和 𝒗𝑏�̄�既不是 B类易混淆的，也不是
A类易混淆的
证明 容易看出 𝒛 = 𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏。
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令 𝑆 = 𝐼𝑡(𝒙) ∩ 𝐼𝑡(𝒚)，则 𝑆 = 𝑆𝑎 ∪ 𝑆 ̄𝑏 ∪ 𝑆 ̄𝑎
𝑏 且

𝑆𝑎 = 𝑎 (𝐼𝑡( ̄𝑎𝒗𝑏) ∩ 𝐼𝑡−1( ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏)) = 𝑎𝐼𝑡−1( ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏) ⊆ 𝐼𝑡−1(𝒛),
𝑆 ̄𝑏 = (𝐼𝑡−1(𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏) ∩ 𝐼𝑡( ̄𝑎𝒗𝑏)) ̄𝑏 = 𝐼𝑡−1(𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏) ̄𝑏 ⊆ 𝐼𝑡−1(𝒛),
𝑆 ̄𝑎

𝑏 = ̄𝑎 (𝐼𝑡−1(𝑎 ̄𝑎𝒗) ∩ 𝐼𝑡−1(𝒗𝑏 ̄𝑏)) 𝑏.

如果 𝑎 ̄𝑎𝒗 = 𝒗𝑏 ̄𝑏，则 𝒗 = (𝑎 ̄𝑎)𝑚（𝑚 ⩾ 0）且 𝑎 = 𝑏，或者 𝒗 = (𝑎 ̄𝑎)𝑚𝑎（𝑚 ⩾ 0）且
𝑎 = �̄�。这两种情形都和 |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 1矛盾，所以 𝑎 ̄𝑎𝒗 ≠ 𝒗𝑏 ̄𝑏。这样一来我们
可以得到 |𝐼𝑡(𝒙) ∩ 𝐼𝑡(𝒚)| = |𝑆| = |𝑆𝑎 ∪ 𝑆 ̄𝑏| + |𝑆 ̄𝑎

𝑏 | ⩽ |𝐼𝑡−1(𝒛)| + 𝑁+
2 (𝑛 − 1, 𝑡 − 1)，等

式成立当且仅当 𝐼𝑡−1(𝒛) = 𝑆𝑎 ∪ 𝑆 ̄𝑏且 𝐼𝑡−1(𝑎 ̄𝑎𝒗) ∩ 𝐼𝑡−1(𝒗𝑏 ̄𝑏)的大小达到最大值。
若 𝑡 = 2，容易看出 𝐼1(𝒛) = 𝑆𝑎 ∪ 𝑆 ̄𝑏。因此，𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚) = 𝐼1(𝒛) ∪ 𝑆 ̄𝑎

𝑏 并且
|𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = |𝐼1(𝒛)| + |𝑆 ̄𝑎

𝑏 | = 𝑛 + 3 + |𝐼1(𝑎 ̄𝑎𝒗) ∩ 𝐼1(𝒗𝑏 ̄𝑏)|。此时，根据推论3.7我
们可得到结论。 ∎

引理 3.9 令 𝑛 ⩾ 3，设 𝒙, 𝒚 ∈ 𝛴𝑛
2 是 B类易混淆的。如果 𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚) = {𝒛}，

则
𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚) = 𝐼1(𝒛) ∪ 𝐽(𝒙, 𝒚),

其中 |𝐽 (𝒙, 𝒚)| ⩽ 2。特别地，

|𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| ⩽ 𝐼2(𝑛 + 1, 1) + 𝑁+
2 (𝑛 − 1, 1).

证明 因为 𝒙, 𝒚 ∈ 𝛴𝑛
2 是 B 类易混淆的，所以我们可以假设 𝒙 = 𝒖𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏𝒘，

𝒚 = 𝒖 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘，其中 𝑎, 𝑏 ∈ 𝛴2且 𝒖, 𝒗, 𝒘 ∈ 𝛴∗
2。则 𝒛 = 𝒖𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘。令𝑆 = 𝐼2(𝒙)∩𝐼2(𝒚)。

下面我们对 𝑛用归纳法。
初始情形为 𝒖 = 𝒘 = ∅。此时在引理3.8的证明中，我们可令 𝐽(𝒙, 𝒚) = 𝑆 ̄𝑎

𝑏，
于是结论成立。
假设我们已经对所有的 𝑛 ⩽ 𝑘−1证明了结论的正确性。现在我们要证明 𝑛 = 𝑘

的情形。不失一般性，我们可以假设存在 𝑐 ∈ 𝛴2 和 𝒖∗ ∈ 𝛴∗
2 使得 𝒖 = 𝑐𝒖∗，则

𝑆 ̄𝑐 = { ̄𝑐𝒛} = 𝐼1(𝒛) ̄𝑐 并且 𝑆𝑐 = 𝑐 (𝐼2(𝒖∗𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏𝒘) ∩ 𝐼2(𝒖∗ ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘))。记 𝑿 = 𝒖∗𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏𝒘，
𝒀 = 𝒖∗ ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘，则根据归纳可知，𝐼2(𝑿) ∩ 𝐼2(𝒀 ) = 𝐼1(𝒖∗𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘) ∪ 𝐽(𝑿, 𝒀 )，其
中 |𝐽 (𝑿, 𝒀 )| ⩽ 2。因为 𝑆𝑐 = 𝑐 (𝐼2(𝑿) ∩ 𝐼2(𝒀 )) = 𝑐𝐼1(𝒖∗𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘) ∪ 𝑐𝐽(𝑿, 𝒀 ) =
𝐼1(𝒛)𝑐 ∪ 𝑐𝐽(𝑿, 𝒀 )，所以 𝑆 = 𝑆 ̄𝑐 ∪ 𝑆𝑐 = 𝐼1(𝒛) ∪ 𝑐𝐽(𝑿, 𝒀 )。令 𝐽(𝒙, 𝒚) = 𝑐𝐽(𝑿, 𝒀 )，
则证明完成。 ∎

定理 3.10 令 𝑛 ⩾ 3并设 𝒙, 𝒚 ∈ 𝛴𝑛
2。如果 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 1，则

|𝐼𝑡(𝒙) ∩ 𝐼𝑡(𝒚)| ⩽ 𝐼2(𝑛 + 1, 𝑡 − 1) + 𝑁+
2 (𝑛 − 1, 𝑡 − 1),

对任何的 𝑡 ⩾ 2都成立。
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证明 因为 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 1，所以我们可以假设存在 𝑎, 𝑏 ∈ 𝛴2和 𝒖, 𝒗, 𝒘 ∈
𝛴∗

2 使得 𝒙 = 𝒖𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏𝒘，𝒚 = 𝒖 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘。令 𝑛0 = |𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏|，则 𝑛 ⩾ 𝑛0。令 𝑆 = 𝐼2(𝒙)∩𝐼2(𝒚)。
我们通过对 𝑛和 𝑡进行归纳来证明这个定理。
初始情形是 𝑛 = 𝑛0或 𝑡 = 2，此时分别由引理3.8和引理3.9可知结论正确。现

在我们假设对所有的 𝑛′ < 𝑛以及 𝑡′ < 𝑡，定理都是正确的。不失一般性，我们可
以假设存在 𝑐 ∈ 𝛴2以及 𝒖∗ ∈ 𝛴∗

2 使得 𝒖 = 𝑐𝒖∗。很显然，𝑆 = 𝑆 ̄𝑐 ∪ 𝑆𝑐 且

𝑆 ̄𝑐 = ̄𝑐 (𝐼𝑡−1(𝒙) ∩ 𝐼𝑡−1(𝒚)) ,
𝑆𝑐 = 𝑐 (𝐼𝑡(𝒖∗𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏𝒘) ∩ 𝐼𝑡(𝒖∗ ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘)) .

根据归纳，我们有 |𝑆 ̄𝑐| ⩽ 𝐼2(𝑛 + 1, 𝑡 − 2) + 𝑁+
2 (𝑛 − 1, 𝑡 − 2)以及 |𝑆𝑐| ⩽ 𝐼2(𝑛, 𝑡 − 1) +

𝑁+
2 (𝑛 − 2, 𝑡 − 1)。根据推论3.2和推论3.3中的公式，我们可以得到下面两个恒等式

𝐼2(𝑛 + 1, 𝑡 − 1) = 𝐼2(𝑛 + 1, 𝑡 − 2) + 𝐼2(𝑛, 𝑡 − 1),
𝑁+

2 (𝑛 − 1, 𝑡 − 1) = 𝑁+
2 (𝑛 − 1, 𝑡 − 2) + 𝑁+

2 (𝑛 − 2, 𝑡 − 1).

证明完成。 ∎

3.4 2-插入信道
本节中，我们考虑恰好发生两个插入错误的信道。除非特别申明，我们总假

设 𝑛 ⩾ 2是一个整数。
首先，根据推论3.3可知 𝑁+

2 (𝑛, 2) = 2𝑛 + 4。所以对任何的 𝑁 > 𝑛 + 4，均有
𝜌(𝑛, 𝑁; 𝐵𝐼(2)

2 ) = 0。
其次，若两个不同的 𝒙, 𝒚 ∈ 𝛴𝑛

2 满足 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| ⩾ 1，则推论3.2表明
|𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| ⩾ 𝑛 + 3。这说明，当 1 ⩽ 𝑁 ⩽ 𝑛 + 3时，如果 𝒞是一个 (𝑛, 𝑁; 𝐵𝐼(2)

2 )-
重构码，则 𝒞一定是一个 (𝑛, 1; 𝐵𝐼(1)

2 )-重构码。于是，𝜌(𝑛, 𝑁; 𝐵𝐼(2)
2 ) = 𝛺(log2(𝑛))对

任意的 1 ⩽ 𝑁 ⩽ 𝑛+3都成立（见定理3.5）。进一步地，当 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 0时，引
理3.1表明 |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| ⩽ 𝑁+

2 (𝑛, 2, 2) = 6。因此，当 6 < 𝑁 ⩽ 𝑛 + 3时，𝜈2(𝒞) < 𝑁
当且仅当 𝒞 是一个 (𝑛, 1; 𝐵𝐼(1)

2 )-重构码。所以 𝜌(𝑛, 𝑁; 𝐵𝐼(2)
2 ) = log2(𝑛) + 𝛩(1)（见

定理3.5）。
引理 3.11 设 𝒙 ≠ 𝒚 ∈ 𝛴𝑛

2，其中 𝑛 ⩾ 2，则 |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 2𝑛 + 4当且仅当
|𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 2。
证明 如果 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 0，在引理3.1中令 ℓ = 2，我们得到

|𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| ⩽ 6 < 2𝑛 + 4。如果 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 1，则定理3.10表明
|𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| ⩽ 𝑛 + 5 < 2𝑛 + 4。因此必要性得证。
现在我们证明充分性。首先显然有 |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| ⩽ 2𝑛+4。因为 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)|

39



第 3章 重 构 码

= 2，所以一定存在 𝒖, 𝒘 ∈ 𝛴∗
2，𝑎 ∈ 𝛴2以及 𝑚 ⩾ 0，使得

{
𝒙 = 𝒖(𝑎 ̄𝑎)𝑚+1𝒘
𝒚 = 𝒖( ̄𝑎𝑎)𝑚+1𝒘

或者
{

𝒙 = 𝒖(𝑎 ̄𝑎)𝑚𝑎𝒘
𝒚 = 𝒖( ̄𝑎𝑎)𝑚 ̄𝑎𝒘

.

对于左边的情形，容易验证 𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚) = {𝒖( ̄𝑎𝑎)𝑚+1 ̄𝑎𝒘, 𝒖(𝑎 ̄𝑎)𝑚+1𝑎𝒘}
以及 𝐼1(𝒖( ̄𝑎𝑎)𝑚+1 ̄𝑎𝒘) ∩ 𝐼1(𝒖(𝑎 ̄𝑎)𝑚+1𝑎𝒘) = {𝒖( ̄𝑎𝑎)𝑚+2𝒘, 𝒖(𝑎 ̄𝑎)𝑚+2𝒘}。又因为
|𝐼1(𝒖( ̄𝑎𝑎)𝑚+1 ̄𝑎𝒘)| = |𝐼1(𝒖(𝑎 ̄𝑎)𝑚+1𝑎𝒘)| = 𝑛 + 3，所以 |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| ⩾ 2𝑛 + 4 。
因此，|𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 2𝑛 + 4。充分性得证。
对于右边的情形，证明与上述类似，我们不再赘述。 ∎

第三，如果 𝒙, 𝒚 ∈ 𝛴𝑛
2 是两个不同的序列，并且满足 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| ⩽ 1，

则根据定理3.10，我们可以得到 |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| ⩽ 𝑛 + 5。因此根据引理3.11，当
𝑛 + 5 < 𝑁 ⩽ 2𝑛 + 4时，𝜈2(𝒞) < 𝑁 当且仅当 𝒞 是一个 (𝑛, 2; 𝐵𝐼(1)

2 )-重构码。所以，
𝜌(𝑛, 𝑁; 𝐵𝐼(2)

2 ) = log2 log2(𝑛) + 𝛩(1)（见定理3.5）。
最后，设 𝑛+3 < 𝑁 ⩽ 𝑛+5，则一个 (𝑛, 𝑁; 𝐵𝐼(2)

2 )-重构码一定是一个 (𝑛, 2; 𝐵𝐼(1)
2 )-

重构码。因此，𝜌(𝑛, 𝑁; 𝐵𝐼(2)
2 ) = log2 log2(𝑛) − 𝑂(1)（见文献 [35]定理 24的证明）。

我们将上述讨论结果总结为以下命题。
命题 3.12

𝜌(𝑛, 𝑁; 𝐵𝐼(2)) =

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

0, 若𝑁 > 2𝑛 + 4,

log2 log2(𝑛) + 𝛩(1), 若𝑛 + 5 < 𝑁 ⩽ 2𝑛 + 4,

log2 log2(𝑛) − 𝑂(1), 若𝑁 = 𝑛 + 4, 𝑛 + 5,

log2(𝑛) + 𝛩(1), 若6 < 𝑁 ⩽ 𝑛 + 3,

𝛺(log2(𝑛)), 若2 ⩽ 𝑁 ⩽ 6,

𝛩(log2(𝑛)), 若𝑁 = 1.

最后一个情形，即𝑁 = 1，对应着一个 2-插入纠错码，目前最新的结果由文
献 [76]定理 I.1给出。这篇文章的作者给出了目前最好的构造性的（冗余的）上
界 4 log2(𝑛) + 𝑂(log2 log2(𝑛))。另一方面，目前已知最好的下界是 2 log2(𝑛) − 𝑂(1)
（详见文献 [68]）。

综上所述，非平凡的情形有𝑁 ∈ {𝑛 + 4, 𝑛 + 5}和 2 ⩽ 𝑁 ⩽ 6。

3.4.1 𝑁 = 𝑛 + 4, 𝑛 + 5的情形
设 𝒙和 𝒚是 𝛴𝑛

2 中两个不同的序列，其中 𝑛 ⩾ 3。因为当 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 0
时，|𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| ⩽ 6，所以我们只需要搞清楚当 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 1时，在什么
条件下 |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)|分别等于 𝑛 + 3, 𝑛 + 4以及 𝑛 + 5即可。本小节中，我们总
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假设 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 1，则根据引理3.6和注3.3，不失一般性，我们可以取

{
𝒙 = 𝒖𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏𝒘
𝒚 = 𝒖 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘

.

其中 𝒖, 𝒗, 𝒘 ∈ 𝛴∗
2，𝑎, 𝑏 ∈ 𝛴2，并且 𝒗不满足以下两个条件中的任何一个：

𝒗 = (𝑎 ̄𝑎)𝑚(𝑚 ⩾ 0)且𝑎 = 𝑏,
𝒗 = (𝑎 ̄𝑎)𝑚𝑎(𝑚 ⩾ 0)且𝑎 = ̄𝑏.

(3.1)

当 𝒙和 𝒚是 B类易混淆的但不是 A类易混淆的时候，下面的结果告诉我们更多
的关于 𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)的信息，这个信息可以很大程度上简化我们后续的分析。
引理 3.13 对任何的 𝑎, 𝑏 ∈ 𝛴2 以及任何的 𝒖, 𝒗, 𝒘 ∈ 𝛴∗

2，如果 𝒖𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏𝒘 和
𝒖 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘是 A类易混淆的，则

𝐼2(𝒖𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏𝒘) ∩ 𝐼2(𝒖 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘)
= 𝐼1(𝒖𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘) ∪ 𝒖 (𝐼2(𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏) ∩ 𝐼2( ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏) ⧵ 𝐼1(𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏)) 𝒘.

此外，这是一个无交并。
证明 为了方便叙述，我们记 𝒙 = 𝒖𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏𝒘，𝒚 = 𝒖 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘，

�̃� = 𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏 以及 ̃𝒚 = ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏。很显然，集合 𝐼1(𝒖𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘) 和集合
𝒖 (𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2( ̃𝒚) ⧵ 𝐼1(𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏)) 𝒘 是 不 相 交 的， 于 是 我 们 只 需 要 证 明
𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚) = 𝐼1(𝒖𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘) ∪ 𝒖 (𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2( ̃𝒚) ⧵ 𝐼1(𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏)) 𝒘。容易看出
𝐼1(𝒖𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘) ∪ 𝒖 (𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2( ̃𝒚) ⧵ 𝐼1(𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏)) 𝒘 ⊆ 𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)，因此我们只要证
明相反方向的包含关系成立即可。令 𝒛 ∈ 𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)。设 𝑘1 < 𝑘2 是 𝒙中的两
个插入位，ℓ1 < ℓ2 是 𝒚中两个插入位置。令 𝑖和 𝑗 分别是令 𝒙和 𝒚不相同的最
左边下标和最右边的下标。比较 𝑘1, 𝑘2和 𝑖的大小，我们分成三种情况讨论：(1)
𝑘1, 𝑘2 ⩽ 𝑖；(2) 𝑘1 ⩽ 𝑖, 𝑘2 > 𝑖；(3) 𝑘1, 𝑘2 > 𝑖。
情形（1）：𝑘1, 𝑘2 ⩽ 𝑖，则 ℓ1, ℓ2 > 𝑗 或 ℓ1 ⩽ 𝑗, ℓ2 > 𝑗。

子情形（1）：若 ℓ1, ℓ2 > 𝑗，则

𝒛 ∈ 𝒖 (𝐼2(�̃�) ∩ 𝐼2( ̃𝒚)) 𝒘.

子情形（2）：若 ℓ1 ⩽ 𝑗, ℓ2 > 𝑗，则

𝒛 ∈ 𝐼2(𝒖)𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏𝒘 ∩ 𝐼1(𝒖 ̄𝑎𝒗𝑏) ̄𝑏𝑏𝒘
= (𝐼2(𝒖)𝑎 ̄𝑎𝒗 ∩ 𝐼1(𝒖 ̄𝑎𝒗𝑏) ̄𝑏) 𝑏𝒘.

对于 𝐼2(𝒖)𝑎 ̄𝑎𝒗 ∩ 𝐼1(𝒖 ̄𝑎𝒗𝑏) ̄𝑏，显然有
𝐼2(𝒖)𝑎 ̄𝑎𝒗 ∩ 𝐼1(𝒖 ̄𝑎𝒗𝑏) ̄𝑏
= (𝐼2(𝒖)𝑎 ̄𝑎𝒗 ∩ 𝒖𝐼1( ̄𝑎𝒗𝑏) ̄𝑏) ∪ (𝐼2(𝒖)𝑎 ̄𝑎𝒗 ∩ 𝐼1(𝒖) ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏)
= (𝐼2(𝒖)𝑎 ̄𝑎𝒗 ∩ 𝒖𝐼1( ̄𝑎𝒗𝑏) ̄𝑏) ∪ (𝐼1(𝒖) ̄𝑎𝑎 ̄𝑎𝒗 ∩ 𝐼1(𝒖) ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏) .
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如果 𝐼1(𝒖) ̄𝑎𝑎 ̄𝑎𝒗 ∩ 𝐼1(𝒖) ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏不是空集，则 𝑎 ̄𝑎𝒗 = 𝒗𝑏 ̄𝑏。这等价于存在 𝑚 ⩾ 0，使得
𝒗 = (𝑎 ̄𝑎)𝑚且 𝑎 = 𝑏，或 𝒗 = (𝑎 ̄𝑎)𝑚𝑎且 𝑎 = ̄𝑏。两种情况均意味着 𝒙和 𝒚是 A类易
混淆的，矛盾。因此，𝐼1(𝒖) ̄𝑎𝑎 ̄𝑎𝒗 ∩ 𝐼1(𝒖) ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏是空集。于是

𝒛 ∈ (𝐼2(𝒖)𝑎 ̄𝑎𝒗 ∩ 𝒖𝐼1( ̄𝑎𝒗𝑏) ̄𝑏) 𝑏𝒘 ⊆ 𝒖𝐼1( ̄𝑎𝒗𝑏) ̄𝑏𝑏𝒘 ⊆ 𝒖𝐼2( ̃𝒚)𝒘.

这意味着 𝒛 ∈ 𝒖 (𝐼2(�̃�) ∩ 𝐼2( ̃𝒚)) 𝒘。
情形（2）：𝑘1 ⩽ 𝑖, 𝑘2 > 𝑖。

子情形（1）：若 ℓ1, ℓ2 ⩽ 𝑖，则必然有 𝑘2 > 𝑗。所以我们得到

𝒛 ∈ 𝐼1(𝒖)𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏𝐼1(𝒘) ∩ 𝐼2(𝒖) ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘
= 𝐼1(𝒖)𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘 ∩ 𝐼1(𝒖)𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘
⊆ 𝐼1(𝒖𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘).

子情形（2）：若 ℓ1, ℓ2 > 𝑖，则

𝒛 ∈ 𝐼1(𝒖)𝑎𝐼1( ̄𝑎𝒗𝑏𝒘) ∩ 𝒖 ̄𝑎𝐼2(𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘)
= 𝒖 ̄𝑎𝑎𝐼1( ̄𝑎𝒗𝑏𝒘) ∩ 𝒖 ̄𝑎𝐼2(𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘)
= 𝒖 ̄𝑎 (𝑎𝐼1( ̄𝑎𝒗𝑏𝒘) ∩ 𝐼2(𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘)) .

注意到 𝐼1( ̄𝑎𝒗𝑏𝒘) = 𝐼1( ̄𝑎𝒗𝑏)𝒘 ∪ ̄𝑎𝒗𝑏𝐼1(𝒘)。于是我们得到
𝑎𝐼1( ̄𝑎𝒗𝑏𝒘) ∩ 𝐼2(𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘)
= (𝑎𝐼1( ̄𝑎𝒗𝑏)𝒘 ∩ 𝐼2(𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘)) ∪ (𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏𝐼1(𝒘) ∩ 𝐼2(𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘))
= (𝑎𝐼1( ̄𝑎𝒗𝑏)𝒘 ∩ 𝐼2(𝒗𝑏 ̄𝑏)𝒘) ∪ (𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏𝐼1(𝒘) ∩ 𝐼1(𝒗𝑏 ̄𝑏)𝐼1(𝒘)) .

最后一个等式成立是因为 𝐼2(𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘) = 𝐼2(𝒗𝑏 ̄𝑏)𝒘 ∪ 𝒗𝑏 ̄𝑏𝐼2(𝒘) ∪ 𝐼1(𝒗𝑏 ̄𝑏)𝐼1(𝒘)。如果
𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏𝐼1(𝒘) ∩ 𝐼1(𝒗𝑏 ̄𝑏)𝐼1(𝒘)不是空集，则 𝑎 ̄𝑎𝒗 = 𝒗𝑏 ̄𝑏。因此 𝒙和 𝒚是 A类易混淆的，
矛盾。所以，𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏𝐼1(𝒘) ∩ 𝐼1(𝒗𝑏 ̄𝑏)𝐼1(𝒘)是空集，并且

𝒛 ∈ 𝒖 ̄𝑎 (𝑎𝐼1( ̄𝑎𝒗𝑏)𝒘 ∩ 𝐼2(𝒗𝑏 ̄𝑏)𝒘) ⊆ 𝒖 ̄𝑎𝐼2(𝒗𝑏 ̄𝑏)𝒘 ⊆ 𝒖𝐼2( ̃𝒚)𝒘.

这意味着 𝒛 ∈ 𝒖 (𝐼2(�̃�) ∩ 𝐼2( ̃𝒚)) 𝒘。
情形（3）：𝑘1, 𝑘2 > 𝑖。此时我们必有 ℓ1, ℓ2 ⩽ 𝑖或 ℓ1 ⩽ 𝑖, ℓ2 > 𝑖。应用前两种情
形的证明思路，我们可以得到 𝒛 ∈ 𝒖 (𝐼2(�̃�) ∩ 𝐼2( ̃𝒚)) 𝒘或 𝒛 ∈ 𝐼1(𝒖𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘)。
结合情形（1）、（2）、（3），我们可以得到 𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚) ⊆ 𝐼1(𝒖𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘) ∪

𝒖 (𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2( ̃𝒚) ⧵ 𝐼1(𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏)) 𝒘。至此，证明完成。 ∎

令 𝒙, 𝒚如前所述，令 𝑛′ = |𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏| = 𝑘 + 3，其中 𝒗 ∈ 𝛴𝑘
2 且 𝑘 ⩾ 0。引理3.13表

明 |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 𝑛 + 3, 𝑛 + 4, 𝑛 + 5当且仅当 |𝐼2(𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏) ∩ 𝐼2( ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏)|相应地分别
等于 𝑛′ + 3, 𝑛′ + 4, 𝑛′ + 5。所以，我们可进一步地假设

{
𝒙 = 𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏
𝒚 = ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏

,
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表 3.1 定理3.14的情形 (ii)

𝒗 条件

𝑎 = 𝑏

(𝑎 ̄𝑎)𝑖 ̄𝑎𝑗(𝑎 ̄𝑎)𝑘 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 2, 𝑘 ⩾ 0
(𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎𝑗(𝑎 ̄𝑎)𝑘 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 2, 𝑘 ⩾ 0

(𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎 ̄𝑎)𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑘 ̄𝑎 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1, 𝑘 ⩾ 0
(𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎(𝑎 ̄𝑎𝑎)𝑗(𝑎 ̄𝑎)𝑘 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1, 𝑘 ⩾ 0

𝑎 = ̄𝑏

(𝑎 ̄𝑎)𝑖 ̄𝑎𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑘 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1, 𝑘 ⩾ 0
(𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑘 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 3, 𝑘 ⩾ 0

(𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎 ̄𝑎)𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑘 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1, 𝑘 ⩾ 0
(𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎(𝑎 ̄𝑎𝑎)𝑗(𝑎 ̄𝑎)𝑘𝑎 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1, 𝑘 ⩾ 0

其中 𝒗不满足式子 (3.1)所列的条件。
在本章后续内容中，我们作如下约定：给定一个序列 𝒙 = 𝑥𝑖 ⋯ 𝑥𝑗，如果

𝑖 = 𝑗 + 1，则我们将 𝒙看成空序列。
到这里，我们可以给出本节的第一个主要结果（即定理3.14）了。这个定理

告诉我们在什么样的条件下，|𝐼2(𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏) ∩ 𝐼2( ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏)| = 𝑛′ + 3, 𝑛′ + 4, 𝑛′ + 5成立。
定理 3.14 在上述假设条件下，我们有如下结论：

(i) |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 𝑛′ + 5当且仅当
• 如果 𝑎 = 𝑏，则存在 𝑖, 𝑗 ⩾ 0，使得 𝒗 ∈ {(𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗 , (𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎)𝑗 ̄𝑎}。
• 如果 𝑎 = ̄𝑏，则存在 𝑖, 𝑗 ⩾ 0，使得 𝒗 ∈ {(𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎)𝑗 , (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗}。

(ii) |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 𝑛′ + 4当且仅当 𝑎, 𝑏和 𝒗满足表3.1中所列的条件之一。
(iii) 上述两条都不满足的时候，|𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 𝑛′ + 3（其中 𝒗不满足式子 (3.1)
所列的条件）。
证明 我们只需要证明 (i) 和 (ii) 即可。为了叙述简便，我们记 �̃� = 𝑎 ̄𝑎𝒗，

̃𝒚 = 𝒗𝑏 ̄𝑏。则因为 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 1，所以 �̃� ≠ ̃𝒚（见引理3.8的证明）。
(i). 根据引理3.8，我们可知 |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 𝑛′ + 5当且仅当 𝑎 ̄𝑎𝒗和 𝒗𝑏 ̄𝑏是 A

类易混淆的。这意味着存在 𝒖, 𝒄, 𝒘 ∈ 𝛴∗
2，使得

𝑎 ̄𝑎𝒗 = 𝒖𝒄𝒘且𝒗𝑏 ̄𝑏 = 𝒖 ̄𝒄𝒘, (3.2)

其中 𝒄 是一个长度大于等于 1的交错序列。设 |𝒖| = 𝑠, |𝒘| = 𝑡以及 𝒗 = 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑘，
其中 𝑠, 𝑡, 𝑘 ⩾ 0。因为 𝑤𝑡𝐻 (𝑎 ̄𝑎𝒗) = 𝑤𝑡𝐻 (𝒗𝑏 ̄𝑏)，所以 |𝒄| = 𝑑𝐻 (𝑎 ̄𝑎𝒗, 𝒗𝑏 ̄𝑏) ⩾ 2，因此
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𝑠 + 𝑡 = 𝑘 + 2 − |𝒄| ⩽ 𝑘。从式子 (3.2)我们能够看出

�̃�1 ⋯ �̃�𝑠 = ̃𝑦1 ⋯ ̃𝑦𝑠,
�̃�𝑠+1 ⋯ �̃�𝑘+2−𝑡 = ̃𝑦𝑠+1 ⋯ ̃𝑦𝑘+2−𝑡,
�̃�𝑘+3−𝑡 ⋯ �̃�𝑘+2 = ̃𝑦𝑘+3−𝑡 ⋯ ̃𝑦𝑘+2,

�̃�𝑠+1 ⋯ �̃�𝑘+2−𝑡是交错序列.

(3.3)

如果 𝑘 ⩾ 𝑠 + 𝑡 + 1，则 𝑘 + 2 − 𝑡 ⩾ 𝑠 + 3。式子 (3.3)表明

�̃�𝑠+1�̃�𝑠+2�̃�𝑠+3是交错序列

并且
�̃�𝑠+1 = ̃𝑦𝑠+1, �̃�𝑠+2 = ̃𝑦𝑠+2.

如果 𝑠 = 0，则 𝑘 ⩾ 1。此时 �̃�1�̃�2�̃�3 = 𝑎 ̄𝑎𝑣1, 𝑣1 = ̃𝑦1 = ̄𝑎。但是这时候 �̃�1�̃�2�̃�3 = 𝑎 ̄𝑎 ̄𝑎
不是交错的。
如果 𝑠 = 1，则 𝑘 ⩾ 2。此时 �̃�2�̃�3�̃�4 = ̄𝑎𝑣1𝑣2，𝑣1 = ̃𝑦1 = 𝑎，𝑣2 = ̃𝑦2 = 𝑎。但

这时候 �̃�2�̃�3�̃�4 = ̄𝑎𝑎𝑎不是交错序列。
如果 𝑠 ⩾ 2，则 𝑘 ⩾ 𝑠 + 1，此时 �̃�𝑠+1�̃�𝑠+2�̃�𝑠+3 = 𝑣𝑠−1𝑣𝑠𝑣𝑠+1。从式子（3.3）的第

一个等式我们知道 𝑣1𝑣2 ⋯ 𝑣𝑠是交错序列。另一方面，𝑣𝑠+1 = ̃𝑦𝑠+1 = �̃�𝑠+1 = ̄𝑣𝑠−1。
再一次地，可以看出 �̃�𝑠+1�̃�𝑠+2�̃�𝑠+3 = 𝑣𝑠−1𝑣𝑠𝑣𝑠不是交错序列。

综上所述，𝑘 = 𝑠 + 𝑡对所有的 𝑠, 𝑡 ⩾ 0都成立。另一方面，𝑠 + 𝑡 = 𝑘 + 2 − |𝒄|，
所以 |𝒄| = 2。这样一来，式子 (3.3)就变成了

�̃�1 ⋯ �̃�𝑠 = ̃𝑦1 ⋯ ̃𝑦𝑠,
�̃�𝑠+1�̃�𝑠+2 = ̃𝑦𝑠+1 ̃𝑦𝑠+2,

�̃�𝑠+3 ⋯ �̃�𝑘+2 = ̃𝑦𝑠+3 ⋯ ̃𝑦𝑘+2,
�̃�𝑠+1�̃�𝑠+2是交错序列.

(3.4)

接下来，我们将根据 𝑠和 𝑘的取值来确定 𝒗的值。在这之前，令 𝑣−1 = 𝑎, 𝑣0 = ̄𝑎。
事实上，𝑣−1, 𝑣0分别表示 �̃�1, �̃�2。有了这个规定之后，容易看出 �̃�𝑖 = 𝑣𝑖−2对任何
的 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘 + 2都成立。式子 (3.4)中的前两个条件表明 𝑣−1𝑣0 ⋯ 𝑣𝑠 是交错序列
且对任何的 𝑠 ⩾ 0，𝑣𝑠+1 = ̄𝑣𝑠−1 = 𝑣𝑠 都成立, 𝑣𝑠+2 = ̄𝑣𝑠 = 𝑣𝑠−1。因此，对所有的
𝑠 ⩾ 0，下面的式子都成立：

𝑣−1𝑣0 ⋯ 𝑣𝑠 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠+2

2 若𝑠是偶数,
(𝑎 ̄𝑎)

𝑠+1
2 𝑎 若𝑠是奇数.

(3.5)

注意到 𝑘 = 𝑠 + 𝑡以及 𝑡 ⩾ 0。所以，我们分成三种情形进行讨论。
首先，假设 𝑘 ⩾ 𝑠 + 2。这种情况下，𝑘 + 2 ⩾ 𝑠 + 4并且 𝑡 ⩾ 2。然后根据式子

(3.4)中的第三个恒等式，我们得出 𝑣𝑘−1 = ̃𝑦𝑘+1 = 𝑏以及 𝑣𝑘 = ̃𝑦𝑘+2 = ̄𝑏。此外，式
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子 (3.4)的第三个等式以及 𝑣𝑠+1 ≠ 𝑣𝑠+2表明 𝑣𝑠+1𝑣𝑠+2 ⋯ 𝑣𝑘是交错序列。现在，根
据上述讨论以及式子 (3.5)，我们可以得到：对所有的 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑘 − 2，当 𝑎 = ̄𝑏时，

𝒗 = 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑘 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠
2 ( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑠
2 若𝑘, 𝑠都是偶数,

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠−1

2 𝑎𝑎( ̄𝑎𝑎)
𝑘−1−𝑠

2 若𝑠是奇数且𝑘是偶数,

以及当 𝑎 = 𝑏时，

𝒗 = 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑘 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠
2 ( ̄𝑎𝑎)

𝑘−1−𝑠
2 ̄𝑎 若𝑠是偶数且𝑘是奇数,

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠−1

2 𝑎(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑠

2 若𝑘, 𝑠都是奇数.

其次，当 𝑘 = 𝑠 + 1时，𝑣𝑠+1 = 𝑣𝑠 = ̄𝑏。因此，当 𝑠是偶数的时候，𝒗 = (𝑎 ̄𝑎)
𝑠
2 ̄𝑎

且 𝑎 = 𝑏；当 𝑠是奇数的时候，𝒗 = (𝑎 ̄𝑎)
𝑠−1

2 𝑎𝑎且 𝑎 = ̄𝑏。
最后，当 𝑘 = 𝑠时，必然有 𝑣𝑠 = 𝑏以及 𝑣𝑠−1 = ̄𝑏。因此，当 𝑠是偶数的时候，

𝒗 = (𝑎 ̄𝑎)
𝑠
2 并且 𝑎 = ̄𝑏；当 𝑠是奇数的时候，𝒗 = (𝑎 ̄𝑎)

𝑠−1
2 𝑎并且 𝑎 = 𝑏。

至此，(i)的证明已完成。
(ii). 根据引理3.8，|𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 𝑛′ + 4当且仅当 𝑎 ̄𝑎𝒗和 𝒗𝑏 ̄𝑏是 B类易混

淆的，但不是 A类易混淆的。也就是说，存在 𝒖, ̃𝒗, 𝒘 ∈ 𝛴∗
2 以及 𝛼, 𝛽 ∈ 𝛴2，使得

𝑎 ̄𝑎𝒗 = 𝒖𝛼�̄� ̃𝒗𝛽𝒘, 𝒗𝑏 ̄𝑏 = 𝒖�̄� ̃𝒗𝛽 ̄𝛽𝒘, (3.6)

或者
𝑎 ̄𝑎𝒗 = 𝒖�̄� ̃𝒗𝛽 ̄𝛽𝒘, 𝒗𝑏 ̄𝑏 = 𝒖𝛼�̄� ̃𝒗𝛽𝒘. (3.7)

设 |𝒖| = 𝑠，|𝒘| = 𝑡。因为 𝑎 ̄𝑎𝒗和 𝒗𝑏 ̄𝑏的汉明重量的奇偶性相同，所以 𝛽 = �̄�。设
𝒗 = 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑘，则 𝑘 + 2 = 𝑠 + 𝑡 + 3 + | ̃𝒗|，所以 𝑘 ⩾ 𝑠 + 𝑡 + 1。
为了后面叙述的方便，令 𝑣−1 = 𝑎，𝑣0 = ̄𝑎，𝑣𝑘+1 = 𝑏以及 𝑣𝑘+2 = ̄𝑏。则容易

看出 �̃�𝑖 = 𝑣𝑖−2， ̃𝑦𝑖 = 𝑣𝑖对任何的 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘 + 2都成立。式子 (3.6)或式子 (3.7)表
明下面两个恒等式

𝑣−1 ⋯ 𝑣𝑠−2 = 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑠

𝑣𝑘−𝑡+1 ⋯ 𝑣𝑘 = 𝑣𝑘−𝑡+3 ⋯ 𝑣𝑘+2
, (3.8)

对任何的 𝑠, 𝑡 ⩾ 0以及任何的 𝑘 ⩾ 𝑠 + 𝑡 + 1都成立。根据式子 (3.8)的第一个等式，
我们可知 𝑣−1𝑣0 ⋯ ⋯ 𝑣𝑠和式子 (3.5)中给出的一模一样。式子 (3.8)中的第二个等
式表明

𝑣𝑘−𝑡+1 ⋯ 𝑣𝑘+2 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

(𝑣𝑘−𝑡+1𝑣𝑘−𝑡+2)
𝑡+2
2 若𝑡是偶数,

(𝑣𝑘−𝑡+1𝑣𝑘−𝑡+2)
𝑡+1
2 𝑣𝑘−𝑡+1 若𝑡是奇数.

(3.9)

由式子 (3.9)可以看出：如果 𝑡 ⩾ 2偶数或者 𝑡 ⩾ 1是奇数，则 ̄𝑏 = 𝑣𝑘+2 = 𝑣𝑘。然而，
如果 𝑡 = 0，我们并不能从式子 (3.9)得到任何有用的信息。进一步地，当 𝑡是偶
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数时，𝑣𝑘+1 = 𝑣𝑘−𝑡+1，𝑣𝑘+2 = 𝑣𝑘−𝑡+2；当 𝑡是奇数时，𝑣𝑘+1 = 𝑣𝑘−𝑡+2，𝑣𝑘+2 = 𝑣𝑘−𝑡+1。
因此根据 𝑣𝑘+1 ≠ 𝑣𝑘+2我们得出 𝑣𝑘−𝑡+1 ≠ 𝑣𝑘−𝑡+2。

现在根据式子 (3.6)或式子 (3.7)，我们把讨论分成两种情形。
• 首先，如果式子 (3.6)成立，则

𝑣𝑠−1 = 𝛼 = ̄𝑣𝑠 = ̄𝑣𝑠+1,
𝑣𝑘−𝑡 = 𝛽 = ̄𝑣𝑘−𝑡+2 = 𝑣𝑘−𝑡+1,
𝑣𝑠+1 ⋯ 𝑣𝑘−𝑡−1 = 𝑣𝑠+2 ⋯ 𝑣𝑘−𝑡.

(3.10)

上面的三个恒等式表明

̄𝑣𝑠−1 = 𝑣𝑠 = ⋯ = 𝑣𝑘−𝑡+1 = ̄𝑣𝑘−𝑡+2. (3.11)

所以，如果 𝑡 = 0，则 ̄𝑏 = 𝑣𝑘+2 = ̄𝑣𝑘. 。结合式子 (3.5)，(3.9)，(3.11)，可知
对所有的 𝑠, 𝑡 ⩾ 0以及所有的 𝑘 ⩾ 𝑠 + 𝑡 + 1，下面结论成立：

𝒗 = 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑘 =

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠
2 ̄𝑎𝑘−𝑠−𝑡( ̄𝑎𝑎)

𝑡
2 , 𝑠, 𝑡都是偶数，

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠
2 ̄𝑎𝑘−𝑠−𝑡( ̄𝑎𝑎)

𝑡−1
2 ̄𝑎, 𝑠是偶数，𝑡是奇数，

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠−1

2 𝑎𝑘+1−𝑠−𝑡(𝑎 ̄𝑎)
𝑡
2 , 𝑠是奇数，𝑡是偶数，

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠−1

2 𝑎𝑘+1−𝑠−𝑡(𝑎 ̄𝑎)
𝑡−1
2 𝑎, 𝑠, 𝑡都是奇数。

(3.12)

其中第一个和第四个等式对应着 𝑎 = ̄𝑏的情形，而第二个和第三个等式对
应着 𝑎 = 𝑏的情形。

• 其次，如果式子 (3.7)成立，与式子 (3.6)对应的情形比较可知，唯一的区
别在于式子 (3.10)变成了

𝑣𝑠−1 = 𝑣𝑠+2 = ̄𝑣𝑠+1,
̄𝑣𝑘−𝑡 = 𝑣𝑘−𝑡+2 = 𝑣𝑘−𝑡−1,

𝑣𝑠 ⋯ 𝑣𝑘−𝑡−2 = 𝑣𝑠+3 ⋯ 𝑣𝑘−𝑡+1.
(3.13)

所以，如果 𝑡 = 0，则 ̄𝑏 = 𝑣𝑘+2 = ̄𝑣𝑘。如前所述，𝑘 ⩾ 𝑠 + 𝑡 + 1。事实上，从
式子 (3.13)的前两个等式可以推出 𝑘 ⩾ 𝑠 + 𝑡 + 2。若不然，式子 (3.13)的
前两个等式会导致 𝑣𝑠−1 = ̄𝑣𝑠+1 = 𝑣𝑠，这与式子 (3.5)矛盾。这样一来，式
子 (3.13)的三个等式就表明 𝑣𝑠+1 ⋯ 𝑣𝑙−𝑡+1 是一个周期等于 3的序列，并且
𝑣𝑠+1 = ̄𝑣𝑠−1 = 𝑣𝑠 = 𝑣𝑠+3，𝑣𝑠+2 = 𝑣𝑠−1。
如果 𝑘 ≡ 𝑠+𝑡 (mod 3)，则 𝑘−𝑡+1 ≡ 𝑠+1 (mod 3)。于是根据序列 𝑣𝑠+1 ⋯ 𝑣𝑙−𝑡+1

的周期性我们得出 𝑣𝑘−𝑡+1 = 𝑣𝑠+1 = 𝑣𝑠 和 𝑣𝑘−𝑡+2 = 𝑣𝑠+2 = 𝑣𝑠−1 ≠ 𝑣𝑘−𝑡+1。其
中最后一个等式由式子 (3.5)得出。
如果 𝑘 ≡ 𝑠 + 𝑡 + 1 (mod 3)，则 𝑘 − 𝑡 + 1 ≡ (𝑠 + 1) + 1 (mod 3)。所以
𝑣𝑘−𝑡+1 = 𝑣𝑠+2 = 𝑣𝑠−1并且 𝑣𝑘−𝑡+2 = 𝑣𝑠+3 = 𝑣𝑠 ≠ 𝑣𝑘−𝑡+1。
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如果 𝑘 ≡ 𝑠 + 𝑡 + 2 (mod 3)，则 𝑘 − 𝑡 + 1 ≡ (𝑠 + 1) + 2 (mod 3)。所以
𝑣𝑘−𝑡+1 = 𝑣𝑠+3 = 𝑣𝑠 并且 𝑣𝑘−𝑡+2 = 𝑣𝑘−𝑡 = 𝑣𝑠+2 = 𝑣𝑠−1 = 𝑣𝑠，其中最后一个等
式根据式子 (3.5)得到。这与 𝑣𝑘−𝑡+2 ≠ 𝑣𝑘−𝑡+1矛盾。
由以上讨论，我们得出

𝑣𝑠+1 ⋯ 𝑣𝑙−𝑡 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

(𝑣𝑠𝑣𝑠−1𝑣𝑠)
𝑙−𝑠−𝑡

3 , 如果𝑙 ≡ 𝑠 + 𝑡 (mod 3),

(𝑣𝑠𝑣𝑠−1𝑣𝑠)
𝑙−𝑠−𝑡−1

3 𝑣𝑠, 如果𝑙 ≡ 𝑠 + 𝑡 + 1 (mod 3).
(3.14)

现在，结合式子 (3.5)，(3.9)，(3.14)，对于所有的 𝑠, 𝑡, ⩾ 0以及所有的 𝑘 ⩾ 𝑠+𝑡+2，
我们得到 𝒗的八个取值，并将其列在表3.2中。注意，在表3.2的第三行和第
七行中，𝑡 的取值不能为 0。否则的话，我们将得到 𝑣𝑙 = 𝑣𝑙−1，这与式子
(3.13)的第二个等式矛盾。

根据式子 (3.12)和表3.2，我们得到表3.1中的结果。容易验证当 𝒗取这些值的时
候，𝑎 ̄𝑎𝒗和 𝒗𝑏 ̄𝑏是 B类易混淆的。再将表3.1和 (i)中的结果比较可知，𝑎 ̄𝑎𝒗和 𝒗𝑏 ̄𝑏
不是 A类易混淆的。至此，我们完成了（ii）的证明。 ∎

表 3.2 式子 (3.7)推出的 𝒗的八个取值

𝒗
参数
𝑘, 𝑠, 𝑡的条件

𝑎 = 𝑏

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠
2 ( ̄𝑎𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑠−𝑡
3 ( ̄𝑎𝑎)

𝑡
2

𝑠偶, 𝑡奇,
𝑘 ≡ 𝑠 + 𝑡 (mod 3)

否

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠
2 ( ̄𝑎𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑠−𝑡
3 ( ̄𝑎𝑎)

𝑡−1
2 ̄𝑎

𝑠偶, 𝑡奇,
𝑘 ≡ 𝑠 + 𝑡 (mod 3)

是

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠
2 ( ̄𝑎𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑠−𝑡−1
3 ( ̄𝑎𝑎)

𝑡
2 ̄𝑎 𝑠偶, 𝑡 ⩾ 2偶

𝑘 ≡ 𝑠 + 𝑡 + 1 (mod 3)
是

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠
2 ( ̄𝑎𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑠−𝑡−1
3 ( ̄𝑎𝑎)

𝑡+1
2

𝑠偶, 𝑡奇
𝑘 ≡ 𝑠 + 𝑡 + 1 (mod 3)

否

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠−1

2 𝑎(𝑎 ̄𝑎𝑎)
𝑘−𝑠−𝑡

3 (𝑎 ̄𝑎)
𝑡
2

𝑠奇, 𝑡偶
𝑘 ≡ 𝑠 + 𝑡 (mod 3)

是

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠−1

2 𝑎(𝑎 ̄𝑎𝑎)
𝑘−𝑠−𝑡

3 (𝑎 ̄𝑎)
𝑡−1
2 𝑎 𝑠奇, 𝑡奇

𝑘 ≡ 𝑠 + 𝑡 (mod 3)
否

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠−1

2 𝑎(𝑎 ̄𝑎𝑎)
𝑘−𝑠−𝑡−1

3 (𝑎 ̄𝑎)
𝑡
2 𝑎

𝑠奇, 𝑡 ⩾ 2偶
𝑘 ≡ 𝑠 + 𝑡 + 1 (mod 3)

否

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠−1

2 𝑎(𝑎 ̄𝑎𝑎)
𝑘−𝑠−𝑡−1

3 (𝑎 ̄𝑎)
𝑡+1
2

𝑠奇, 𝑡奇
𝑘 ≡ 𝑠 + 𝑡 + 1 (mod 3)

是
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有了这些结果后，我们就可以构造相应的码了。我们先给出一些将会用得到
的结论。
定义 3.5 对任何的 𝒙 ∈ 𝛴𝑛

2，我们定义
Inv (𝒙) = |{(𝑖, 𝑗) ∣ 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝑛并且𝑥𝑖 > 𝑥𝑗}| .

注 根据这个定义，我们有以下两个简单的观察。
(𝑖) 对任何的 𝑎 ∈ 𝛴2 以及任何的 𝒖, 𝒗, 𝒘 ∈ 𝛴∗

2，容易验证 Inv (𝒖𝑎 ̄𝑎𝒗 ̄𝑎𝒘) −
Inv (𝒖 ̄𝑎𝒗 ̄𝑎𝑎𝒘) = Inv (𝑎 ̄𝑎𝒗 ̄𝑎) − Inv ( ̄𝑎𝒗 ̄𝑎𝑎)。

(𝑖𝑖) 对任何的 𝑎 ∈ 𝛴2和 𝒗 ∈ 𝛴∗
2，容易验证 |Inv (𝑎 ̄𝑎𝒗 ̄𝑎) − Inv ( ̄𝑎𝒗 ̄𝑎𝑎)| = 𝑁𝒗( ̄𝑎) + 2，

其中𝑁𝒗( ̄𝑎)表示 𝒗中 ̄𝑎的个数。
定义 3.6 设 ℓ和 𝑡是两个满足 ℓ < 𝑡的正整数。如果对所有的 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡 − ℓ

都成立 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖+𝑙，则我们称序列 𝒙 = 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑡 ∈ 𝛴𝑡
2 具有周期 ℓ。我们用 𝑅(𝑛, ℓ, 𝑡)

来表示 𝛴𝑛
2 中满足以下性质的序列 𝒙全体：𝒙的任何周期小于等于 ℓ的子字的长

度都不超过 𝑡。
引理 3.15 [78] 对所有的正整数 ℓ，如果 𝑡 ⩾ ⌈log2(𝑛)⌉ + ℓ + 1，则我们有

|𝑅(𝑛, ℓ, 𝑡)| ⩾ 2𝑛−1。
定理 3.16 (𝑁 = 𝑛 + 5) 对任何的 𝑛 ⩾ 3, 𝑃 ⩾ 12，其中 6 ∣ 𝑃，令 𝑐 ∈ ℤ1+ 𝑃

2
以

及 𝑑 ∈ ℤ2，我们将 𝐶(𝑛; 𝑐, 𝑑)定义为满足下面所有条件的序列 𝒙 = 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛 ∈ 𝛴𝑛
2

的全体构成的集合：
• Inv (𝒙) ≡ 𝑐 (mod 1 + 𝑃

2 ).

•
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖 ≡ 𝑑 (mod 2).

• 𝒙 ∈ 𝑅(𝑛, 2, 𝑃
3 ).

则 𝐶(𝑛; 𝑐, 𝑑)是一个 (𝑛, 𝑛 + 5; 𝐵𝐼(2)
2 )-重构码。进一步地，如果 𝑃

3 = ⌈log2(𝑛)⌉ + 3，则
可以取到 𝑐和 𝑑，使得𝐶(𝑛; 𝑐, 𝑑)的冗余至多为 1+ log2(𝑃 +2) = log2 log2(𝑛)+𝑂(1)。
证明 在 [35] 定理 17 中，该文作者对于 (𝑛, 2; 𝐵𝐼(1)

2 )-重构码给出了一个类
似的构造。我们的构造和他们的构造的唯一差别在于第三个条件：在第三个条
件中，我们要求任何一个 ℓ-周期 (ℓ ⩽ 2) 子字的长度都小于等于 𝑃

3，而它们的
要求是长度不超过 𝑃。因此，我们构造的码是他们构造的码的一个子码。所以，
|𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| ⩽ 1，即 |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| ⩽ 𝑛 + 5对任何不同的 𝒙, 𝒚 ∈ 𝐶(𝑛; 𝑐, 𝑑)都成
立。这样一来，我们只需要证明 𝐶(𝑛; 𝑐, 𝑑)中不存在两个不同的码字 𝒙和 𝒚，使得
|𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 𝑛 + 5。
我们用反证法证明。如果存在这样不同的 𝒙, 𝒚，则不失一般性，我们可以假

设

{
𝒙 = 𝒖𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏𝒘,
𝒚 = 𝒖 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘,
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其中 𝒗 满足定理3.14的第 (i) 条。因为 𝐶(𝑛; 𝑐, 𝑑) 所有码字的汉明重量的奇偶性
相同，所以 𝑎 = ̄𝑏。于是由注3.4.1我们可知存在 𝑖, 𝑗 ⩾ 0 满足 2𝑖, 2𝑗 ⩽ 𝑃

3，使得
|Inv (𝒙) − Inv (𝒚)| = |Inv (𝑎 ̄𝑎𝒗 ̄𝑎) − Inv ( ̄𝑎𝒗 ̄𝑎𝑎)| = 𝑖 + 𝑗 + 2，所以 2𝑖 + 2𝑗 + 4 ⩽ 2𝑃

3 + 4。
另一方面，因为 (1 + 𝑃

2 ) ∣ (𝑖 + 𝑗 + 2)，所以 2 + 𝑃 ⩽ 2𝑖 + 2𝑗 + 4。因此 𝑃
3 ⩽ 2，矛盾。

根据引理3.15，当 𝑃
3 = ⌈log2(𝑛)⌉ + 3时，|𝑅(𝑛, 2, 𝑃

3 )| ⩾ 2𝑛−1。所以根据鸽笼
原理，一定存在 𝑐 和 𝑑 使得 |𝐶(𝑛; 𝑐, 𝑑)| ⩾ 2𝑛−1

2(1+ 𝑃
2 )
。对于这样的 𝑐 和 𝑑，𝐶(𝑛; 𝑐, 𝑑)

的冗余至多为 1 + log2(𝑃 + 2) = log2 log2(𝑛) + 𝑂(1)（当 𝑛充分大的时候）。 ∎

注 在上面的定理中，如果 𝑃
3 = ⌈log2(𝑛)⌉ + 3且 𝑛充分大，则 log2 log2(𝑛) +

log2 3 + 1 < 1 + log2(𝑃 + 2) < log2 log2(𝑛) + 3。
定理 3.17 (𝑁 = 𝑛 + 4) 对任何的 𝑛 ⩾ 3, 𝑃 ⩾ 12，其中 6 ∣ 𝑃，令 𝑐 ∈ ℤ1+ 𝑃

2
以

及 𝑑 ∈ ℤ2。我们将 𝐷(𝑛; 𝑐, 𝑑)定义为满足下面所有条件的序列 𝒙 = 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛 ∈ 𝛴𝑛
2

的全体构成的集合：
• Inv (𝒙) ≡ 𝑐 (mod 1 + 𝑃

2 ).

•
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖 ≡ 𝑑 (mod 2).

• 𝒙 ∈ 𝑅(𝑛, 3, 𝑃
6 ).

则𝐷(𝑛; 𝑐, 𝑑)是一个 (𝑛, 𝑛 + 4; 𝐵𝐼(2)
2 )-重构码。进一步地，如果 𝑃

6 = ⌈log2(𝑛)⌉ + 4，则
可以取到 𝑐和 𝑑，使得𝐷(𝑛; 𝑐, 𝑑)的冗余至多为 1+ log2(𝑃 +2) = log2 log2(𝑛)+𝑂(1)。
这个值要比定理3.16中构造的码的冗余大 1个左右的比特。

证明 和定理3.16证明中的理由一样，我们可得出 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| ⩽ 1 对任
何两个不同的码字 𝒙和 𝒚都成立。注意到定理3.17和定理3.16之间唯一的区别是：
在定理3.17中我们要求 𝒙 ∈ 𝑅(𝑛, 3, 𝑃

6 )，但在定理3.16中我们要求 𝒙 ∈ 𝑅(𝑛, 2, 𝑃
3 )。

这说明 𝐷(𝑛; 𝑐, 𝑑)是定理3.16构造的码的一个子码。因此，|𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| ⩽ 𝑛 + 4
对任何不同的 𝒙, 𝒚 ∈ 𝐶(𝑛; 𝑐, 𝑑)都成立。现在我们只需要证明不存在两个不同的
码字 𝒙, 𝒚 ∈ 𝐶(𝑛; 𝑐, 𝑑)使得 |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 𝑛 + 4。
我们用反证法证明。如果存在这样不同的 𝒙, 𝒚，则不失一般性，我们可以假

设

{
𝒙 = 𝒖𝑎 ̄𝑎𝒗𝑏𝒘
𝒚 = 𝒖 ̄𝑎𝒗𝑏 ̄𝑏𝒘

,

其中 𝒗满足定理3.14的第 (ii)条。因为𝐷(𝑛; 𝑐, 𝑑)所有码字的汉明重量的奇偶性相
同，所以我们得出 𝑎 = ̄𝑏。用和定理3.16的证明中相同的过程，我们得到 𝑃

3 ⩽ 2，
2𝑃
9 ⩽ 1，11𝑃

18 ⩽ 4，13𝑃
18 ⩽ 2，5𝑃

9 ⩽ 2以及 2𝑃
3 ⩽ 2，矛盾。

根据引理3.15，当 𝑃
6 = ⌈log2(𝑛)⌉ + 4时，|𝑅(𝑛, 2, 𝑃

3 )| ⩾ 2𝑛−1。此时一定存在
𝑐 和 𝑑 使得 |𝐷(𝑛; 𝑐, 𝑑)| ⩾ 2𝑛−1

2(1+ 𝑃
2 )
。对于这样的 𝑐 和 𝑑，𝐷(𝑛; 𝑐, 𝑑) 的冗余至多为
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1 + log2(𝑃 + 2) = log2 log2(𝑛) + 𝑂(1)（当 𝑛充分大时）。这个值要比定理3.16中构
造的码的冗余大 1个左右的比特。 ∎

注 在上述定理中，如果 𝑃
6 = ⌈log2(𝑛)⌉ + 4 且 𝑛 充分大，则 log2 log2(𝑛) +

log2 3 + 2 < 1 + log2(𝑃 + 2) < log2 log2(𝑛) + log2 7 + 1。

3.4.2 𝑁 = 6的情形
此时，若 𝒞 是一个 (𝑛, 𝑁; 𝐵𝐼2(2)

2 )-重构码，则对任何不同的 𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞，𝐼1(𝒙) ∩
𝐼1(𝒚) = ∅均成立。此外，我们有下面的引理。
引理 3.18 设 𝒙, 𝒚 ∈ 𝛴𝑛

2，其中 𝑛 ⩾ 2，则 𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚) = ∅当且仅当存在满
足条件 𝑎𝒅 ≠ 𝒆 ̄𝑏和 𝒅𝑏 ≠ ̄𝑎𝒆的 𝒖, 𝒘, 𝒅, 𝒆 ∈ 𝛴∗

2 以及 𝑎, 𝑏 ∈ 𝛴2，使得

{
𝒙 = 𝒖𝑎𝒅𝑏𝒘,
𝒚 = 𝒖 ̄𝑎𝒆 ̄𝑏𝒘.

证明 首先，对任何的 𝒖, 𝒘, 𝒅, 𝒆 ∈ 𝛴∗
2 和任何的 𝑎, 𝑏 ∈ 𝛴2，容易验证

𝐼1(𝒖𝑎𝒅𝑏𝒘) ∩ 𝐼1(𝒖 ̄𝑎𝒆 ̄𝑏𝒘) = 𝒖 (𝐼1(𝑎𝒅𝑏) ∩ 𝐼1( ̄𝑎𝒆 ̄𝑏)) 𝒘,

以及 𝐼1(𝑎𝒅𝑏) ∩ 𝐼1( ̄𝑎𝒆 ̄𝑏) = ∅成立当且仅当 𝑎𝒅 ≠ 𝒆 ̄𝑏和 𝒅𝑏 ≠ ̄𝑎𝒆同时成立。于是，
充分性得证。
另一方面，如果 𝐼1(𝒙)∩𝐼1(𝒚) = ∅，则 𝑑𝐻 (𝒙, 𝒚) ⩾ 2。因此，存在 𝒖, 𝒘, 𝒅, 𝒆 ∈ 𝛴∗

2
和 𝑎, 𝑏 ∈ 𝛴2使得

{
𝒙 = 𝒖𝑎𝒅𝑏𝒘,
𝒚 = 𝒖 ̄𝑎𝒆 ̄𝑏𝒘.

于是必要性得证。 ∎

引理 3.19 沿用上面的记号，如果 𝐼1(𝒖𝑎𝒅𝑏𝒘) ∩ 𝐼1(𝒖 ̄𝑎𝒆 ̄𝑏𝒘) = ∅，则

𝐼2(𝒖𝑎𝒅𝑏𝒘) ∩ 𝐼2(𝒖 ̄𝑎𝒆 ̄𝑏𝒘) = 𝒖 (𝐼2(𝑎𝒅𝑏) ∩ 𝐼2( ̄𝑎𝒆 ̄𝑏)) 𝒘.

特别地，|𝐼2(𝒖𝑎𝒅𝑏𝒘) ∩ 𝐼2(𝒖 ̄𝑎𝒆 ̄𝑏𝒘)| = |𝐼2(𝑎𝒅𝑏) ∩ 𝐼2( ̄𝑎𝒆 ̄𝑏)|。
证明 与引理3.13的证明类似，因此我们不再赘述。 ∎

引理 3.20 令 𝑛 ⩾ 2，设 𝒙, 𝒚 ∈ 𝛴𝑛
2是两个不相同的序列。则 |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| ⩽ 6

当且仅当 𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚) = ∅.

证明 充分性由引理3.1（取 𝑡 = ℓ = 2）可得到。下面我们用反证法来证明必
要性。首先，如果 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 2，则引理3.11表明 |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 2𝑛 + 4 > 6，
矛盾。其次，如果 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 1，则根据引理3.6我们有 𝑛 ⩾ 3。另一方面，当
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𝑛 = 3且 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 1时，定理3.14表明 |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 𝑛 + 5 > 6，矛盾。
当 𝑛 ⩾ 4时，|𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| ⩾ 𝑛 + 3 > 6，矛盾。
综上，必要性成立。 ∎

有了上面的三个引理之后，我们现在可以完全地刻画 |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 6的条
件了。令𝑆 ≜ 𝐼2(𝑎𝒅𝑏)∩𝐼2( ̄𝑎𝒆 ̄𝑏)，其中 𝑎𝒅 ≠ 𝒆 ̄𝑏并且 𝒅𝑏 ≠ ̄𝑎𝒆。则𝑆 = 𝑆𝑎

𝑏 ∪𝑆𝑎
̄𝑏 ∪𝑆 ̄𝑎

𝑏 ∪𝑆 ̄𝑎
̄𝑏，

其中
𝑆𝑎

𝑏 = 𝑎 (𝐼2(𝒅) ∩ { ̄𝑎𝒆 ̄𝑏}) 𝑏,
𝑆𝑎

̄𝑏 = 𝑎 (𝐼1(𝒅𝑏) ∩ 𝐼1( ̄𝑎𝒆)) ̄𝑏,
𝑆 ̄𝑎

𝑏 = ̄𝑎 (𝐼1(𝑎𝒅) ∩ 𝐼1(𝒆 ̄𝑏)) 𝑏,
𝑆 ̄𝑎

̄𝑏 = ̄𝑎 ({𝑎𝒅𝑏} ∩ 𝐼2(𝒆)) ̄𝑏.

很显然，𝑆𝑎
𝑏 , 𝑆𝑎

�̄� 𝑆 ̄𝑎
𝑏 和 𝑆 ̄𝑎

̄𝑏 两两不相交。
定理 3.21 令 𝑛 ⩾ 2，设 𝒙和 𝒚是𝛴𝑛

2中两个不同的序列。则 |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 6
当且仅当存在满足条件 𝑎𝒅 ≠ 𝒆 ̄𝑏和 𝒅𝑏 ≠ ̄𝑎𝒆的 𝒖, 𝒘, 𝒅, 𝒆 ∈ 𝛴∗

2 以及 𝑎, 𝑏 ∈ 𝛴2，使
得

{
𝒙 = 𝒖𝑎𝒅𝑏𝒘
𝒚 = 𝒖 ̄𝑎𝒆 ̄𝑏𝒘

,

这里 𝒅和 𝒆满足下面的条件：
(i) 当 𝑎 = 𝑏时，𝒅和 𝒆必须满足表A.1中某一行的条件（见附录A）。
(ii) 当 𝑎 = ̄𝑏时，𝒅和 𝒆必须满足表A.2中某一行的条件（见附录A）。
证明 从引理3.18，引理3.19和引理3.20，我们可以看出 |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 6

当且仅当存在 𝒖, 𝒘, 𝒅, 𝒆 ∈ 𝛴∗
2 和 𝑎, 𝑏 ∈ 𝛴2，满足 𝑎𝒅 ≠ 𝒆 ̄𝑏和 𝒅𝑏 ≠ ̄𝑎𝒆，使得

{
𝒙 = 𝒖𝑎𝒅𝑏𝒘
𝒚 = 𝒖 ̄𝑎𝒆 ̄𝑏𝒘

,

并且 |𝑆| = 6。另一方面，因为 𝑎𝒅 ≠ 𝒆 ̄𝑏以及 𝒅𝑏 ≠ ̄𝑎𝒆，所以 |𝑆| = 6当且仅当

𝒅𝑏和 ̄𝑎𝒆是 A类易混淆的
𝑎𝒅和𝒆 ̄𝑏是 A类易混淆的

̄𝑎𝒆 ̄𝑏 ∈ 𝐼2(𝒅)
𝑎𝒅𝑏 ∈ 𝐼2(𝒆)

(3.15)

我们的思路就是利用上面的四个条件找出 𝒅和 𝒆的具体值。
设 𝒅 = 𝑑1 ⋯ 𝑑𝑘，𝒆 = 𝑒1 ⋯ 𝑒𝑘，其中 𝑘 ⩾ 0。记住当 𝑘 = 0时，𝒅和 𝒆都是空序

列。和之前一样，我们可以拓展 𝒅和 𝒆的下标至 𝑑𝑘+1 = 𝑏，𝑒−1 = 𝑎，𝑒0 = ̄𝑎以及
𝑒𝑘+1 = ̄𝑏。从式子 (3.15)的第一个等式我们可以看出存在 �̃�, �̃�, 𝒄 ∈ 𝛴∗

2 使得 𝒄是交
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错序列，并且

{
𝒅𝑏 = �̃�𝒄�̃�,

̄𝑎𝒆 = �̃� ̄𝒄�̃�,
(3.16)

令 |𝒖| = 𝑠，|𝒘| = 𝑡，其中 𝑠, 𝑡 ⩾ 0。则因为 𝒅𝑏 ≠ ̄𝑎𝒆，所以 𝑘 ⩾ 𝑠 + 𝑡。此时，式子
(3.16)就等价于

𝑑1 ⋯ 𝑑𝑠 = 𝑒0 ⋯ 𝑒𝑠−1,
𝑑𝑠+1 ⋯ 𝑑𝑘+1−𝑡 = 𝑒𝑠 ⋯ 𝑒𝑘−𝑡,
𝑑𝑘+2−𝑡 ⋯ 𝑑𝑘+1 = 𝑒𝑘+1−𝑡 ⋯ 𝑒𝑘,
𝑒𝑠 ⋯ 𝑒𝑘−𝑡是交错序列.

(3.17)

我们将证明分成两种情形：（i）𝑡 = 0和（ii）𝑡 ⩾ 1。正如下面的推导所表明的一
样，我们这样做的理由是当 𝑡 = 0时，我们有 𝑏 = ̄𝑒𝑘；当 𝑡 ⩾ 1时，我们有 𝑏 = 𝑒𝑘。
情形 (i): 𝑠 ⩾ 0并且 𝑡 = 0
在这种情况下，式子 (3.17)等价于

𝑑1 ⋯ 𝑑𝑠 = 𝑒0 ⋯ 𝑒𝑠−1,
𝑑𝑠+1 ⋯ 𝑑𝑘+1 = 𝑒𝑠 ⋯ 𝑒𝑘,
𝑒𝑠 ⋯ 𝑒𝑘是交错序列.

(3.18)

因此 𝒅 = 𝑒0 ⋯ 𝑒𝑠−1𝑒𝑠 ⋯ 𝑒𝑘−1并且 𝑒𝑘 = ̄𝑑𝑘+1 = ̄𝑏。
• 首先，假设 𝑘 = 𝑠，则 𝑎𝒅 = 𝑒−1 ⋯ 𝑒𝑠−1并且 𝒆 ̄𝑏 = 𝑒1 ⋯ 𝑒𝑠+1。令 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑠 + 1
是最大的使得 𝑒𝑖 ≠ 𝑒𝑖−2的整数。因为 𝑎𝒅 ≠ 𝒆 ̄𝑏，所以这样的 𝑖一定存在。由
𝑖的选取可知 𝑒𝑖−1 ⋯ 𝑒𝑠−1 = 𝑒𝑖+1 ⋯ 𝑒𝑠+1。现在，因为 𝑒𝑠 = 𝑒𝑠+1 = ̄𝑏，所以可以
得到 𝑒𝑖−1 = ⋯ = 𝑒𝑠+1。特别地，𝑒𝑖−1 = 𝑒𝑖。这样一来，𝑎𝒅和 𝒆 ̄𝑏的 A类易混
淆性表明 𝑒−1 ⋯ 𝑒𝑖−3 = 𝑒1 ⋯ 𝑒𝑖−1。另一方面我们有 𝑒−1 = 𝑎且 𝑒0 = ̄𝑎，所以
𝑒−1 ⋯ 𝑒𝑖−1是一个交错序列。因此，对任何的 𝑠 ⩾ 0以及任何的 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑠 + 1，
𝒆和 𝒅有下面的几种取值：

𝒆 𝒅 𝑖的条件 𝑎 = 𝑏
(𝑎 ̄𝑎)

𝑖−1
2 ̄𝑎𝑠−𝑖+1 ( ̄𝑎𝑎)

𝑖−1
2 ̄𝑎𝑠−𝑖+1 𝑖是奇数 是

(𝑎 ̄𝑎)
𝑖−2
2 𝑎𝑠−𝑖+2 ( ̄𝑎𝑎)

𝑖−2
2 ̄𝑎𝑎𝑠−𝑖+1 𝑖是偶数 否

当 𝑘 ⩾ 𝑠 + 1（即 𝑘 − 1 ⩾ 𝑠）时，因为 𝑒𝑠 ⋯ 𝑒𝑘 是交错序列，所以我们能推
出 ̄𝑒𝑘−1 = 𝑒𝑘 = 𝑒𝑘+1 = ̄𝑏以及 𝑒𝑠 ⋯ 𝑒𝑘−2 = 𝑒𝑠+2 ⋯ 𝑒𝑘（若 𝑘 ⩾ 𝑠 + 2）。

• 其次，假设 𝑘 ⩾ 𝑠 + 2，则 𝑎𝒅 = 𝑒−1 ⋯ 𝑒𝑠−1 ̄𝑒𝑠 ⋯ ̄𝑒𝑘−1并且 𝒆 ̄𝑏 = 𝑒1 ⋯ 𝑒𝑘+1。下
面，我们根据 𝑠的取值范围分成三种情况讨论。
如果 𝑠 = 0，因为 𝑒0 ⋯ 𝑒𝑘 是一个交错序列，所以 𝑒0 ≠ 𝑒1。另一方面，𝑒0 =

̄𝑎 ≠ 𝑒−1 = 𝑎，所以 𝑒1 = 𝑒−1 = 𝑎。这样一来，根据 𝑒0 ⋯ 𝑒𝑘 的交错性，我们
得到（对所有的 𝑘 ⩾ 2）：

52



第 3章 重 构 码

𝒆 𝒅 𝑘的条件 𝑎 = 𝑏
(𝑎 ̄𝑎)

𝑘
2 (𝑎 ̄𝑎)

𝑘
2 𝑘是偶数 是

(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−1

2 𝑎 (𝑎 ̄𝑎)
𝑘−1

2 𝑎 𝑘是奇数 否
如果 𝑠 = 1，由于 𝑒1 ≠ 𝑒2，所以 𝑒1 ≠ 𝑒−1 并且 𝑒2 ≠ 𝑒0，或者 𝑒1 = 𝑒−1 并且
𝑒2 = 𝑒0。因此，对所有的 𝑘 ⩾ 3，我们得到（记住 𝑒1 ⋯ 𝑒𝑘是交错序列）：

𝒆 𝒅 𝑘的条件 𝑎 = 𝑏
( ̄𝑎𝑎)

𝑘
2 ( ̄𝑎𝑎)

𝑘
2 𝑘是偶数 否

( ̄𝑎𝑎)
𝑘−1

2 ̄𝑎 ( ̄𝑎𝑎)
𝑘−1

2 ̄𝑎 𝑘是奇数 是
或者

𝒆 𝒅 𝑘的条件 𝑎 = 𝑏
(𝑎 ̄𝑎)

𝑘
2 ̄𝑎 ̄𝑎(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−2
2 𝑘是偶数 是

(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−1

2 𝑎 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)
𝑘−1

2 𝑘是奇数 否
现在我们假设 𝑠 ⩾ 2，即 𝑠 − 1 ⩾ 1。如果存在 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑠 + 1使得 𝑒𝑗 ≠ 𝑒𝑗−2，则
令 𝑖是 𝑗的最大值。如果不存在这样的 𝑗，则令 𝑖 = 0。无论那种情况，𝑖的取
值都是确定的。根据 𝑖的取法，可知 𝑒𝑖−1 ⋯ 𝑒𝑠−1 = 𝑒𝑖+1 ⋯ 𝑒𝑠+1。此外，因为
𝑎𝒅和 𝒆 ̄𝑏是 A类易混淆的，所以 𝑒𝑖−1 ⋯ 𝑒𝑠−1 = 𝑒𝑖+1 ⋯ 𝑒𝑠+1一定是交错序列。
如前所述，当 𝑘 ⩾ 𝑠 + 2时，𝑒𝑠 = 𝑒𝑠+2，因此 ̄𝑒𝑠 ≠ 𝑒𝑠+2。再根据 𝑎𝒅和 𝒆 ̄𝑏的 A
类易混淆的性质，我们得到 𝑒−1 ⋯ 𝑒𝑖−2 = 𝑒1 ⋯ 𝑒𝑖。因此由于 𝑒−1 ≠ 𝑒0，序列
𝑒−1 ⋯ 𝑒𝑖是一个交错序列。如果 𝑖 ⩽ 𝑠 − 2，由式子 𝑒𝑖−1 ⋯ 𝑒𝑠−1 = 𝑒𝑖+1 ⋯ 𝑒𝑠+1

我们可以得到 𝑒𝑖+1 = ̄𝑒𝑖−1 = ̄𝑒𝑖+1，这不可能。于是 𝑖 ∈ {𝑠 − 1, 𝑠, 𝑠 + 1}。如果
𝑖 = 𝑠 − 1，则 𝑒−1 ⋯ 𝑒𝑠−1 是一个交错序列并且 𝑒𝑠−1 = ̄𝑒𝑠+1 = 𝑒𝑠。如果 𝑖 = 𝑠，
则 𝑒𝑠 = ̄𝑒𝑠−1 = 𝑒𝑠+1，这与 𝑒𝑠 ⋯ 𝑒𝑘 是交错序列矛盾。如果 𝑖 = 𝑠 + 1，因为
𝑒−1 ⋯ 𝑒𝑠+1和 𝑒𝑠 ⋯ 𝑒𝑘都是交错序列，所以 𝑒−1 ⋯ 𝑒𝑘是一个交错序列。因此
对所有的 𝑠 ⩾ 2和所有的 𝑘 ⩾ 𝑠 + 2，我们得到表3.3中所列的 𝒆和 𝒅 的值。
这里前四行对应着 𝑖 = 𝑠 − 1的情形，而后面的四行对应着 𝑖 = 𝑠 + 1的情形。

• 最后，假设 𝑘 = 𝑠 + 1，则 𝑎𝒅 = 𝑒−1 ⋯ 𝑒𝑠−1 ̄𝑒𝑠并且 𝒆 ̄𝑏 = 𝑒1 ⋯ 𝑒𝑠+2。在这种情
况下，因为 𝑒𝑠 ≠ 𝑒𝑠+1 以及 𝑒𝑠+1 = ̄𝑏 = 𝑒𝑠+2，所以 ̄𝑒𝑠 = 𝑒𝑠+2。这时候，仅仅
依靠式子 (3.15)的前两个条件不足以让我们确定 𝒅和 𝒆的值。我们需要利
用式子 (3.15)的第四个等式。因为 ̄𝑒𝑠 = 𝑒𝑠+1 = 𝑒𝑘 = ̄𝑏，所以 𝑎𝒅𝑏 ∈ 𝐼2(𝒆)当
且仅当 𝑒−1 ⋯ 𝑒𝑠−1 ∈ 𝐼1(𝑒1 ⋯ 𝑒𝑠)。如果 𝑠 = 0，则 𝑒1 = 𝑑1 = 𝑎 = ̄𝑏。但是此时
一定成立 𝑎𝒅 = 𝒆 ̄𝑏，矛盾。因此，𝑠 ⩾ 1一定成立。

– 如果 𝑒𝑖 = 𝑒𝑖−1 对所有的 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑠都成立，则 𝑒0 = ⋯ = 𝑒𝑠。这种情况
下我们只能取 𝑠 = 1，因此 𝒆 = 𝒅 = ̄𝑎𝑎且 𝑎 = ̄𝑏。事实上，若 𝑠 ⩾ 2，
则 𝑒0 一定等于 𝑒2。另一方面，因为 𝑒𝑠+1 ≠ 𝑒𝑠 并且 𝑒𝑠−1 = 𝑒𝑠，所以
𝑒𝑠+1 ≠ 𝑒𝑠−1。这样的话，𝑎𝒅和 𝒆 ̄𝑏的易混淆性表明 𝑒1 = 𝑒−1 ≠ 𝑒0，矛盾。
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表 3.3 情形（i）中对应的 𝑠 ⩾ 2, 𝑘 ⩾ 𝑠 + 2的情形

𝒆 𝒅 𝑠和 𝑘的条件 𝑎 = 𝑏

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠−1

2 ( ̄𝑎𝑎)
𝑘−𝑠+1

2 ( ̄𝑎𝑎)
𝑘
2

𝑠是奇数
𝑘是偶数

否

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠−1

2 ̄𝑎(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑠

2 ( ̄𝑎𝑎)
𝑘−1

2 ̄𝑎
𝑠是奇数
𝑘是奇数

是

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠−2

2 𝑎(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑠+1

2 ( ̄𝑎𝑎)
𝑘−1

2 ̄𝑎 𝑠是偶数
𝑘是奇数

是

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠−2

2 𝑎(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑠

2 𝑎 ( ̄𝑎𝑎)
𝑘
2

𝑠是偶数
𝑘是偶数

否

(𝑎 ̄𝑎)
𝑘
2 ( ̄𝑎𝑎)

𝑠−1
2 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑠−1
2 ̄𝑎 𝑠是奇数

𝑘是偶数
是

(𝑎 ̄𝑎)
𝑘
2 ( ̄𝑎𝑎)

𝑠
2 (𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑠
2

𝑠是偶数
𝑘是偶数

是

(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−1

2 𝑎 ( ̄𝑎𝑎)
𝑠−1

2 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)
𝑘−𝑠

2
𝑠是奇数
𝑘是奇数

否

(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−1

2 𝑎 ( ̄𝑎𝑎)
𝑠
2 𝑎( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑠−1
2

𝑠是偶数
𝑘是奇数

否

– 如果存在 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑠 使得 𝑒𝑗 ≠ 𝑒𝑗−1，令 𝑖 表示其中最大的 𝑗。此时
𝑎𝒅𝑏 ∈ 𝐼2(𝒆)当且仅当 𝑒−1 ⋯ 𝑒𝑖−2 = 𝑒1 ⋯ 𝑒𝑖。因此 𝑒−1 ⋯ 𝑒𝑖 是交错序列，
并且 𝑒𝑖 = ⋯ = 𝑒𝑠。所以对所有的 𝑠 ⩾ 1以及所有的 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑠，我们得
到

𝒆 𝒅 𝑖的条件 𝑎 = 𝑏
(𝑎 ̄𝑎)

𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖𝑎 ( ̄𝑎𝑎)

𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖𝑎 𝑖是偶数 否

(𝑎 ̄𝑎)
𝑖−1
2 𝑎𝑠−𝑖+1 ̄𝑎 ( ̄𝑎𝑎)

𝑖−1
2 ̄𝑎𝑎𝑠−𝑖 ̄𝑎 𝑖是奇数 是

无论 𝑖是奇数还是偶数，为了保证 𝑎𝒅和 𝒆 ̄𝑏是 A类易混淆的，必须取
𝑖 = 𝑠 − 1。很显然，此时 𝑠 ⩾ 2。因此 𝒆和 𝒅的取值如下（其中 𝑠 ⩾ 2）：

𝒆 𝒅 𝑠的条件 𝑎 = 𝑏
(𝑎 ̄𝑎)

𝑠−1
2 ̄𝑎𝑎 ( ̄𝑎𝑎)

𝑠−1
2 ̄𝑎𝑎 𝑠是奇数 否

(𝑎 ̄𝑎)
𝑠−2

2 𝑎2 ̄𝑎 ( ̄𝑎𝑎)
𝑠−2

2 ̄𝑎𝑎 ̄𝑎 𝑠是偶数 是
现在我们将上述讨论的结果总结在表3.4中，这里 𝑖, 𝑗 是新的参数。容易验证当 𝒅
和 𝒆取表3.4中所列的值的时候，式子 (3.15)中的所有条件均得到满足。
情形 (ii) 𝑠 ⩾ 0, 𝑡 ⩾ 1
这种情况下，由式子 (3.17)可知 𝒅 = 𝑒0 ⋯ 𝑒𝑠−1 ̄𝑒𝑠 ⋯ ̄𝑒𝑘−𝑡𝑒𝑘−𝑡+1 ⋯ 𝑒𝑘−1以及 𝑒𝑘 =
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表 3.4 定理3.21证明中的情形（i）

𝒆 𝒅 𝑖, 𝑗 的条件

𝑎 = 𝑏

(𝑎 ̄𝑎)𝑖 ̄𝑎𝑗 ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎𝑗 𝑖, 𝑗 ⩾ 0
(𝑎 ̄𝑎)𝑖 ̄𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗 ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗 ̄𝑎 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
(𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗 ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗 ̄𝑎 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
(𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗+1 ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗 ̄𝑎 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
(𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗 ( ̄𝑎𝑎)𝑖(𝑎 ̄𝑎)𝑗 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1

𝑎 = ̄𝑏

(𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎𝑗+1 ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎𝑎𝑗 𝑖, 𝑗 ⩾ 0
(𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎)𝑗 ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1

(𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗𝑎 ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗+1 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
(𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗𝑎 ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
(𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗𝑎 ( ̄𝑎𝑎)𝑖𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1

𝑑𝑘+1 = 𝑏。此外，考虑到序列 𝑒𝑠 ⋯ 𝑒𝑘−𝑡的交错性质，我们很容易看出 𝑎𝒅𝑏 ∈ 𝐼2(𝒆)
当且仅当 𝑒−1 ⋯ 𝑒𝑠−1 ∈ 𝐼1(𝑒1 ⋯ 𝑒𝑠)，以及 ̄𝑎𝒆 ̄𝑏 ∈ 𝐼2(𝒅) 当且仅当 𝑒𝑘−𝑡+1 ⋯ 𝑒𝑘+1 ∈
𝐼1( ̄𝑒𝑘−𝑡𝑒𝑘−𝑡+1 ⋯ 𝑒𝑘−1)。

• 我们首先确定 𝒆的前 𝑘 − 𝑡项。为了达到这个目的，我们只需要条件 𝑎𝒅𝑏 ∈
𝐼2(𝒆)。
如果 𝑠 = 0，或者 𝑠 ⩾ 1 且 𝑒𝑖 = 𝑒𝑖−1 对所有的 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑠 都成立，则
𝑒0 = ⋯ = 𝑒𝑠。此时序列 𝑒𝑠 ⋯ 𝑒𝑘−𝑡的交错性质表明

𝑒1 ⋯ 𝑒𝑘−𝑡 =
{

̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑡−𝑠

2 , 若𝑘 ≡ 𝑠 + 𝑡 (mod 2), (3.19)

̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑡−𝑠−1

2 𝑎, 若𝑘 ≡ 𝑠 + 𝑡 + 1 (mod 2). (3.20)

对所有的 𝑠 ⩾ 0和所有的 𝑘 ⩾ 𝑠 + 𝑡都成立。
如果 𝑠 ⩾ 1 且存在 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑠 使得 𝑒𝑗 ≠ 𝑒𝑗−1，令 𝑖 是 𝑗 的最大值。此时
𝑒𝑖 = ⋯ = 𝑒𝑠。于是条件 𝑎𝒅𝑏 ∈ 𝐼2(𝒆)等价于 𝑒−1 ⋯ 𝑒𝑖−1 ∈ 𝐼1(𝑒1 ⋯ 𝑒𝑖)，这意味
着 𝑒−1 ⋯ 𝑒𝑖 是交错序列。再一次地，根据序列 𝑒𝑠 ⋯ 𝑒𝑘−𝑡 的交错性质，我们
得到

𝑒1 ⋯ 𝑒𝑘−𝑡 =

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

(𝑎 ̄𝑎)
𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠
2 , 𝑖, 𝑘 − 𝑠 − 𝑡都是偶数, (3.21)

(𝑎 ̄𝑎)
𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠−1
2 𝑎, 𝑖是偶数, 𝑘 − 𝑠 − 𝑡是奇数, (3.22)

(𝑎 ̄𝑎)
𝑖−1
2 𝑎𝑠+1−𝑖( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠
2 , 𝑖是奇数, 𝑘 − 𝑠 − 𝑡是偶数, (3.23)

(𝑎 ̄𝑎)
𝑖−1
2 𝑎𝑠+1−𝑖( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠−1
2 ̄𝑎, 𝑖是奇数, 𝑘 − 𝑠 − 𝑡是奇数. (3.24)

对所有的 𝑠 ⩾ 1，1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑠以及 𝑘 ⩾ 𝑠 + 𝑡都成立。
• 现在我们需要确定 𝒆的最后 𝑡项，此时我们只需要条件 ̄𝑎𝒆 ̄𝑏 ∈ 𝐼2(𝒅)。
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如果 𝑒𝑘−𝑡 = 𝑒𝑘−𝑡+1，则

𝑒𝑘−𝑡+1 ⋯ 𝑒𝑘是交错序列. (3.25)

现在设 𝑒𝑘−𝑡+1 = ̄𝑒𝑘−𝑡。如果 𝑡 = 1，或者 𝑡 ⩾ 2 但是 𝑒𝑗 = 𝑒𝑗−1 对所有的
𝑘 − 𝑡 + 2 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘都成立，则条件 ̄𝑎𝒆 ̄𝑏 ∈ 𝐼2(𝒅)自然成立。此时，

𝑒𝑘−𝑡+1 = ⋯ = 𝑒𝑘 (3.26)

如果 𝑒𝑘−𝑡+1 = ̄𝑒𝑘−𝑡，𝑡 ⩾ 2，并且且存在 𝑘 − 𝑡 + 2 ⩽ 𝑗1 ⩽ 𝑘使得 𝑒𝑗1 ≠ 𝑒𝑗1−1，
令 𝑗是 𝑗1的最小值。此时 ̄𝑎𝒆 ̄𝑏 ∈ 𝐼2(𝒅)当且仅当 𝑒𝑗 ⋯ 𝑒𝑘+1 ∈ 𝐼1(𝑒𝑗−1 ⋯ 𝑒𝑘−1)，
并且

𝑒𝑘−𝑡+1 = ⋯ = 𝑒𝑗−1,
𝑒𝑗−1 ⋯ 𝑒𝑘−1 = 𝑒𝑗+1 ⋯ 𝑒𝑘+1.

(3.27)

因为 𝑒𝑗 ≠ 𝑒𝑗−1，所以式子（3.27）中的第二个等式表明 𝑒𝑗−1 ⋯ 𝑒𝑘是一个交
错序列。
注意到式子 (3.19)–(3.24)唯一确定 𝒆的前 𝑘 − 𝑡项，而式子 (3.25)–(3.27)唯

一确定了 𝒆的最后 𝑡项。所以结合式子 (3.19)–(3.27)，我们能够唯一确定出 𝒆和
𝒅的值。比如，如果 𝑘 − 𝑠 − 𝑡和 𝑡都是偶数，则根据式子 (3.19)和式子 (3.25)我
们得到 𝒆 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠
2 ( ̄𝑎𝑎)

𝑡
2 以及 𝒅 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑠
2 。运用类似的思路，对于所有的

𝑠 ⩾ 0，𝑡 ⩾ 1，𝑘 ⩾ 𝑠 + 𝑡，1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑠和 𝑘 − 𝑡 + 2 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘，我们得到了 𝒅和 𝒆所有可
能的取值，并将它们列在了表B.1中（这个表格比较长，我们将其放在附录B中）。
表B.1的最后一列指出了我们应用了式子 (3.19)–(3.27)中的哪些来确定 𝒆的值。

注意，到目前为止我们只是利用了式子 (3.15)中的第一个和最后两个条件。
然而仅仅凭借这三个条件，我们并不能保证式子 (3.15)中的第二个条件成立。为
了保证 𝑎𝒅和 𝒆 ̄𝑏是 A类易混淆的，我们需要对参数 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑠, 𝑡加上额外的约束条
件。我们将这些额外的约束条件列在下面，它们的正确性均可直接地被验证。

• 在第 1，2行，当 𝑠 ⩾ 2时，取 𝑘 = 𝑠 + 𝑡；当 𝑠 = 0, 1时，取 𝑘 ⩾ 𝑠 + 𝑡。
• 在第 3，4行，我们只能够取 𝑠 = 0和 1。当 𝑠 = 0时，取 𝑘 > 𝑠 + 𝑡 + 1；当

𝑠 = 1时，取 𝑘 ⩾ 𝑠 + 𝑡 + 1。
• 在第 5行，我们只能够取 𝑠 = 0, 1。当 𝑠 = 0时，取 𝑘 = 𝑠 + 𝑡和 𝑡 ⩾ 1，或者
取 𝑘 > 𝑠 + 𝑡和 𝑡 = 1；当 𝑠 = 1时，我们只能够取 𝑡 = 1。

• 在第 6行，我们只能够取 𝑠 = 0, 1和 𝑡 = 1。
• 在第 7，8行，我们只能取 𝑠 = 0, 1。当 𝑠 = 0时，取 𝑘 = 𝑠+𝑡和 𝑘−𝑡+2 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘，
或者取 𝑘 > 𝑠 + 𝑡和 𝑗 = 𝑘 − 𝑡 + 2；当 𝑠 = 1时，取 𝑗 = 𝑘 − 𝑡 + 2。

• 在第 9，10行，我们只能够取 𝑠 = 0, 1以及 𝑗 = 𝑘 − 𝑡 + 2。
• 在第 11，12，21，22行，当 𝑠 − 𝑖 ⩾ 2时，取 𝑘 = 𝑠 + 𝑡；当 𝑠 − 𝑖 = 0, 1时，
取 𝑘 ⩾ 𝑠 + 𝑡。
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• 在第 13，23行，我们只能取 𝑠 − 𝑖 = 0, 1。当 𝑠 − 𝑖 = 0时，取 𝑘 = 𝑠 + 𝑡和
𝑡 ⩾ 1，或者取 𝑘 > 𝑠 + 𝑡和 𝑡 = 1；当 𝑠 − 𝑖 = 1时，我们只能取 𝑡 = 1。

• 在第 14，15，24，25行，𝑠 − 𝑖只能取 0和 1。当 𝑠 − 𝑖 = 0时，取 𝑘 = 𝑠 + 𝑡
和 𝑘 − 𝑡 + 2 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘，或者取 𝑘 > 𝑠 + 𝑡和 𝑗 = 𝑘 − 𝑡 + 2；当 𝑠 − 𝑖 = 1时，我
们只能够取 𝑗 = 𝑘 − 𝑡 + 2。

• 在第 18，28行，我们只能够取 𝑠 − 𝑖 = 0, 1和 𝑡 = 1。
• 在第 19，20，29，30行，我们只能够取 𝑠 − 𝑖 = 0, 1和 𝑗 = 𝑘 − 𝑡 + 2。
• 在第 16，17，26，27，我们只能够取 𝑠−𝑖 = 0, 1。当 𝑠−𝑖 = 0时，取 𝑘 > 𝑠+𝑡+1；
当 𝑠 − 𝑖 = 1时，取 𝑘 ⩾ 𝑠 + 𝑡 + 1。

有了这些额外的约束条件以后，很容易验证表B.1的任一行都满足式子 (3.15)中
所有的条件。
现在，结合表3.4和表B.1，我们就能够得到定理3.21中的结论。在定理3.21中，

𝑖, 𝑗 是新的参数，而不是证明中出现的。我们有必要指出表3.4的第三行和第四
行分别是表A.1的第 24 和 23 行的特殊情形，而表3.4的第八行和第九行分别是
表A.2的第 18行和第 17行的特殊情形。
至此，我们完成了定理3.21的证明。 ∎

接下来我们将给出 (𝑛, 6; 𝐵𝐼(2)
2 )-重构码的构造。在这之前，我们先给出一个

作用在所有有限长的序列上的函数的定义，这个函数非常有用。对任何的序列
𝒙 ∈ 𝛴∗

2，令 𝑓(𝒙) ≜
𝐿
∑
𝑖=1

𝑖2𝑥𝑖，其中 𝐿指的是 𝒙的长度。如果 𝐿 = 0，则我们规定
𝑓(𝒙) ≜ 0。设 𝑠 = |𝒖|，𝑡 = |𝒘|。下面这个简单的等式将会帮我们节省很多计算。

𝑓(𝒖𝑎𝒅𝑏𝒘) − 𝑓(𝒖 ̄𝑎𝒆 ̄𝑏𝒘) =
𝐿+1

∑
𝑖=0

(𝑖 + 𝑠 + 1)2(𝑑𝑖 − 𝑒𝑖), (3.28)

其中 𝐿 是 𝒅 的长度；此外，令 𝑑0 = 𝑎，𝑑𝐿+1 = 𝑏，𝑒0 = ̄𝑎，𝑑𝐿+1 = �̄�。作为文
献 [74] 中命题 1的推论，下面的这个引理给出了一个单个插入纠错码，即一个
(𝑛, 1; 𝐵𝐼(1)

2 )-重构码。虽然这个码不是最优的，但它在我们的 (𝑛, 6; 𝐵𝐼(2)
2 )-重构码的

构造中起到了至关重要的作用，而 VT码则起不到类似的作用。
引理 3.22 对任何大于等于 2 的整数 𝑛 以及任何的 𝑑 ∈ ℤ𝑛2+1，码

{𝒙 ∈ 𝛴𝑛
2 ∣ 𝑓 (𝒙) ≡ 𝑑 (mod 𝑛2 + 1)}是一个单个插入纠错码。

证明 在 [74]的命题 1中取 𝒗 = (1, 22, ⋯ , 𝑛2)，则可得到引理的结论。 ∎

定理 3.23 设 𝑛, 𝑃 ⩾ 2是整数，并且𝑃 是偶数。对任何的 𝑐 ∈ ℤ1+2𝑃，𝑑 ∈ ℤ𝑛2+1

以及 𝑒 ∈ ℤ4，我们将 𝐸(𝑛; 𝑐, 𝑑, 𝑒)定义为所有满足下面条件的序列 𝒙 = 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛 ∈
𝛴𝑛

2 构成的集合：
• Inv (𝒙) ≡ 𝑐 (mod 1 + 2𝑃 ).
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•
𝑛

∑
𝑖=1

𝑖2𝑥𝑖 ≡ 𝑑 (mod 𝑛2 + 1).

•
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖 ≡ 𝑒 (mod 4).

• 𝒙 ∈ 𝑅(𝑛, 2, 𝑃
2 ).

则 𝐸(𝑛; 𝑐, 𝑑, 𝑒)是一个 (𝑛, 6; 𝐵𝐼(2)
2 )-重构码。进一步地，若 𝑃

2 = ⌈log2(𝑛)⌉ + 3，则
存在 𝑐, 𝑑, 𝑒，使得 𝐸(𝑛; 𝑐, 𝑑, 𝑒) 的冗余至多为 3 + log2(𝑛2 + 1) + log2(2𝑃 + 1) =
2 log2(𝑛) + log2 log2(𝑛) + 𝑂(1)。

证明 第二个条件和引理3.22表明 𝐸(𝑛; 𝑐, 𝑑, 𝑒) 是一个 (𝑛, 1; 𝐵𝐼1(1))-重构码。
因此对任何两个不同的序列 𝒙, 𝒚 ∈ 𝐶(𝑛; 𝑐, 𝑑, 𝑒)，我们有 |𝐼1(𝒙) ∩ 𝐼1(𝒚)| = 0，
即 |𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| ⩽ 6。假设 𝐸(𝑛; 𝑐, 𝑑, 𝑒) 中存在两个不同的序列 𝒙, 𝒚 使得
|𝐼2(𝒙) ∩ 𝐼2(𝒚)| = 6，则不失一般性，我们可设存在 𝒖 ∈ 𝛴𝑠

2, 𝒘 ∈ 𝛴𝑡
2以及 𝒅, 𝒆 ∈ 𝛴𝐿

2，
使得

{
𝒙 = 𝒖𝑎𝒅𝑏𝒘,
𝒚 = 𝒖 ̄𝑎𝒆 ̄𝑏𝒘,

其中 𝑠 + 𝑡 + 𝐿 + 2 = 𝑛，且 𝒅, 𝒆由定理3.21给出。由观察可知

𝑤𝑡𝐻 (𝒙) − 𝑤𝑡𝐻 (𝒚) =
{

𝑤𝑡𝐻 (𝒅) − 𝑤𝑡𝐻 (𝒆) + 2(𝑎 − ̄𝑎), 若𝑎 = 𝑏,
𝑤𝑡𝐻 (𝒅) − 𝑤𝑡𝐻 (𝒆) 若𝑎 = ̄𝑏.

因为 𝑤𝑡𝐻 (𝒅) = 𝑁𝒅(𝑎)（如果 𝑎 = 1）或 𝑤𝑡𝐻 (𝒅) = |𝒅| − 𝑁𝒅(𝑎)（如果 𝑎 = 0），所
以第三个条件表明

{
𝑁𝒅(𝑎) − 𝑁𝒆(𝑎) ≡ 2 (mod 4), 若𝑎 = 𝑏,
𝑁𝒅(𝑎) − 𝑁𝒆(𝑎) ≡ 0 (mod 4) 若𝑎 = ̄𝑏.

(3.29)

当式子 (3.29)成立的时候，容易验证 Inv (𝒙) − Inv (𝒚) = Inv (𝑎𝒅𝑏) − Inv ( ̄𝑎𝒆 ̄𝑏)。
因此，当 𝑎 = 𝑏时，我们只需要考虑下面六种情形：
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表A.1
中对应的行

𝒆, 𝒅 |Inv (𝒙) − Inv (𝒚)|

17
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑙𝑎
𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗+𝑙 ̄𝑎

|𝑖 − 𝑙|

18
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑙

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+1𝑎𝑗−4(𝑎 ̄𝑎)𝑙+1 |𝑖 − 𝑙|

19
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑙𝑎
𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗+𝑙+1 ̄𝑎

|𝑖 − 𝑙|

20
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗+𝑙+1𝑎
𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑙 ̄𝑎

|𝑖 − 𝑙|

21
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗+𝑙𝑎
𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑙 ̄𝑎

|𝑖 − 𝑙|

22
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+1 ̄𝑎𝑗(𝑎 ̄𝑎)𝑙𝑎
𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎𝑗+2( ̄𝑎𝑎)𝑙 ̄𝑎

|𝑖 − 𝑙|

令 𝛥 = |𝑓(𝒙) − 𝑓(𝒚)|。如果 𝑖 = 𝑙，则根据式子（3.28），我们可算出这六种情形
对应的 𝛥的值分别为：2(2𝑖 + 𝑗)(𝑖 + 1)，4(𝑖 + 𝑗 + 1)(𝑖 + 1)，2(2𝑖 + 2𝑗 + 3)(𝑖 + 1)，
2(2𝑖 + 2𝑗 + 3)(𝑖 + 1)，4(𝑖 + 𝑗 + 2)(𝑖 + 1),2(2𝑖 + 𝑗 + 3)(𝑖 + 1)。因为 𝒙的长度 𝑛等于
𝑠 + 𝑡 + 𝐿 + 2，所以 𝑛2 + 1 > 𝛥 > 0总是成立的。但这与第二个条件矛盾，因此，
𝑖 ≠ 𝑙一定成立。这样一来，0 < |Inv (𝒙) − Inv (𝒚)| ⩽ 𝑖 + 𝑙在上述六种条件下都成
立。
当 𝑎 = ̄𝑏时，我们只需要考虑表3.5中所列的十二中情形。根据定理3.23的第一

个和第三个条件，再经过和定理3.16以及定理3.17的证明中相同的过程，我们可以
证明上述十八种情形都不可能发生。因此，𝐸(𝑛; 𝑐, 𝑑, 𝑒)的确是一个 (𝑛, 6; 𝐵𝐼(2)

2 )-重
构码。
证明完成。 ∎

3.5 小节
本章中，我们研究了 2-插入信道重构码。设𝑁 是信道的数目，𝑛是序列的长

度，则非平凡的情形是 1 ⩽ 𝑁 ⩽ 6和𝑁 ∈ {𝑛 + 4, 𝑛 + 5}。当两个不同序列的 2-插
入球相交大小分别是 6, 𝑛 + 4和 𝑛 + 5时，我们完全确定了它们的结构。然后，我
们给出了相应的码的构造。特别地，当 𝑁 = 𝑛 + 4和 𝑛 + 5时，我们构造的码有
渐近最优的冗余；当𝑁 = 6时，我们不清楚码的冗余是否最优。
对于未来的研究，我们提出下面几个问题。

(1) 在定理3.23，我们构造了 (𝑛, 6; 𝐵𝐼(2)
2 )-重构码，其冗余的主项和第二项分别是
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2 log2(𝑛)和 log2 log2(𝑛)。它们是不是最优的？若不是，我们能否构造出冗余
更小的码？

(2) 当 1 ⩽ 𝑁 ⩽ 5 时，本章的方法不适用。因此我们需要新的方法来研究 1 ⩽
𝑁 ⩽ 5的情形。

表 3.5 定理3.23证明中 𝑎 = ̄𝑏的情形

表A.2
中对应的行

𝒆, 𝒅 |Inv (𝒙) − Inv (𝒚)|

2
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎)𝑗

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗 𝑖 + 2𝑗 + 1

3
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗𝑎
𝒅 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗 2𝑖 + 3𝑗 + 2

4
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗

𝒅 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎)𝑗 2𝑖 + 𝑗 + 1

5
𝒆 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗 ̄𝑎
𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗 2𝑖 + 𝑗 + 2

12
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑙

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖(𝑎 ̄𝑎)𝑗+𝑙𝑎
𝑖 + 2𝑗 + 𝑙 + 2

13
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎)𝑗(𝑎 ̄𝑎)𝑙

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗+𝑙 𝑖 + 2𝑗 + 𝑙 + 1

14
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗+𝑙

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖(𝑎 ̄𝑎)𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑙 𝑖 + 2𝑗 + 𝑙 + 1

15
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎)𝑗+𝑙 ̄𝑎
𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗 𝑖 + 2𝑗 + 𝑙 + 2

22
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑙 ̄𝑎
𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗+𝑙 𝑖 + 𝑙 + 2

23
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑙 ̄𝑎
𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗+𝑙+1 𝑖 + 𝑙 + 2

24
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗+𝑙+1

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗(𝑎 ̄𝑎)𝑙𝑎
𝑖 + 𝑙 + 2

25
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗+𝑙+1

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗+1(𝑎 ̄𝑎)𝑙𝑎
𝑖 + 𝑙 + 2
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第 4章 其 他 工 作
本章补充了本人在攻读博士学位期间的其他研究工作。这里我们只对这些

工作做简要介绍而不展开论述。

4.1 自对偶极大距离可分码
极大距离可分码是编码领域里面一个非常重要的码类，因为在给定码长和

码的维数时，其具有最大的纠错能力。极大距离可分码在卫星通讯、量子码的构
造、分布式存储系统等实际场景中有着广泛的应用。此外极大距离可分码与很多
其他的领域，比如密码学中的理想门限方案（ideal threshold schemes）、组合学
中的正交阵列，都有密切联系。自正交码本身具有良好的代数结构以及在构造
量子码上面的应用，而一直受到研究人员的关注。极大距离可分自正交码因为
同时具有极大距离可分和自正交的性质，近些年吸引了很多人的研究兴趣 [79-82]。
作为一类特殊的极大距离可分自正交码，极大距离可分自对偶码本身也得到了
广泛的研究 [83-89]。人们关心当给定域的大小 𝑞 的时候，极大距离可分自对偶码
的长度 𝑛能取到的值有哪些。自从 2017年金玲飞和邢超平 [88] 第一次使用广义
Reed-Solomon码构造极大距离可分码后，这个问题的研究就得到飞速发展。设
𝑞 = 𝑟2，其中 𝑟是奇数幂，则我们对此问题的主要贡献为：

• 对任意的 2𝑟 ⩽ 𝑛 ⩽ 3𝑟 − 3且 𝑛是偶数，域 𝔽𝑞 上均存在长度为 𝑛的极大距离
可分自对偶码。此前被完整覆盖的区间只有 [2, 2𝑟]。

• 对任意的 3𝑟 − 1 ⩽ 𝑛 ⩽ 4𝑟且 𝑛模 4余 2，域 𝔽𝑞 上均存在长度为 𝑛的极大距
离可分自对偶码。

4.2 纠错码上的码字重构问题
码字重构问题有几个要素，一是传输的码字或者序列集合 𝑉，另一个是信道

的错误集合𝐻，即可以发生什么样的错误。给定 𝑉 和𝐻，码字重构问题可以看
成是以 𝑉 中任意两个序列为中心的等半径球的交的大小的确定。记𝑁 是这些相
交中最大的值，那么 𝑁 + 1个信道或失真信息就可以保证准确地恢复出传输的
码字。
从已有的成功的 DNA存储实验来看，在存储技术中加入纠错机制可以显著

降低信息的读取错误率。所研究当 𝑉 是某类纠错码时的码字重构问题是很自然
并有意义的。由于重构问题要和 𝑉 的具体结构有关，但有些纠错码的构造是很
稀少的。因此研究这类问题时，我们考虑任意两个序列满足一定距离时的球相交
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大小，这个值可以作为相应纠错码的码字重构参数 𝑁 的上界。目前已有学者研
究了当 𝑉 是纠删码，𝐻 是插入错误或删除错误的码字重构问题。当𝐻 为删除错
误时，现有的工作只考虑了两个序列之间的 Levenshtein距离至少为 2时的球相
交问题 [28]。因此我们考虑 Levenshtein距离至少为 𝑡（≥ 3）时的球相交问题。

这部分研究正在进行当中。

4.3 多重集码
2018年，Mladen和 Vincent在研究传输序列服从随机排列的通信信道和某

些 DNA存储系统的时候，考虑了以下问题模型：信息以给定的有限字母表上的
多重集的形式被存储或传输 [90]。在文献 [90]中，作者把问题转换成了度量空间
(ℤ𝑚, 𝑑𝑎)中码的构造问题，其中 𝑑𝑎是一个度量。设 𝒞 ⊆ ℤ𝑚是一个码。如果以 𝒞
中的码字为中心的半径等于 𝑟 的球两两不交，并且所有的球恰好填充整个空间
ℤ𝑚，则我们称 𝒞 是一个 𝑟-完美码。Mladen和 Vincent证明了当 𝑚 ∈ {1, 2}, 𝑟任
意，或者 𝑚 ⩾ 3且 𝑟 = 1的时候，𝑟-完美码是存在的。此外他们还证明了当 𝑚 ⩾ 3
且 𝑟充分大时，𝑟-完美码是不存在的。
我们猜想当 𝑚 ⩾ 3 且 𝑟 ⩾ 2 的时候，𝑟-完美码都是不存在的，并且考虑了

𝑟 = 2并且码是线性的情形。利用群环的知识，我们将线性 2-完美码的存在性问
题转换成了群环上面的某个方程成立与否的问题，并进一步将这个问题转换成
了整系数方程组非负整数解的存在性问题。借助计算机编程，我们得到以下初步
结论：当 16 ⩽ 𝑚 ⩽ 2000且 𝑚 ≡ 1 (mod 5)，或者 13 ⩽ 𝑚 ⩽ 2000且 𝑚 ≡ 3 (mod 5)
的时候，线性 2-完美码是不存在的。
这个问题目前还在研究当中。
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表 A.1 定理3.21中 𝑎 = 𝑏的情形

序号 𝒆 𝒅 条件
1 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖 ̄𝑎𝑗 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎𝑗 𝑖, 𝑗 ⩾ 0
2 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖(𝑎 ̄𝑎)𝑗 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
3 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖 ̄𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗 ̄𝑎 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
4 𝒆 = 𝑎𝑖( ̄𝑎𝑎)𝑗 𝒅 = 𝑎𝑖(𝑎 ̄𝑎)𝑗 𝑖 ⩾ 1, 𝑗 ⩾ 0
5 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗𝑎 𝒅 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗 𝑖 ⩾ 1, 𝑗 ⩾ 0
6 𝒆 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖(𝑎 ̄𝑎)𝑗 𝑖 ⩾ 1, 𝑗 ⩾ 0
7 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑙 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖(𝑎 ̄𝑎)𝑗+𝑙 𝑖, 𝑗 ⩾ 0, 𝑙 ⩾ 1
8 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎)𝑗 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑙 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗+𝑙 ̄𝑎 𝑖, 𝑗 ⩾ 0, 𝑙 ⩾ 1
9 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖 ̄𝑎𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑙 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎𝑗(𝑎 ̄𝑎)𝑙 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 2, 𝑙 ⩾ 1
10 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑙 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖𝑎𝑗(𝑎 ̄𝑎)𝑙 𝑖, 𝑗 ⩾ 1, 𝑙 ⩾ 0
11 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗+𝑙𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖(𝑎 ̄𝑎)𝑗𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑙 𝑖, 𝑗 ⩾ 1, 𝑙 ⩾ 0
12 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎)𝑗+𝑙 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗(𝑎 ̄𝑎)𝑙 𝑖, 𝑗 ⩾ 1, 𝑙 ⩾ 0
13 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑙𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖(𝑎 ̄𝑎)𝑗+𝑙+1 𝑖, 𝑙 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
14 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎)𝑗(𝑎 ̄𝑎)𝑙𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗+𝑙 ̄𝑎 𝑖, 𝑙 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
15 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗+𝑙𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖(𝑎 ̄𝑎)𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑙 ̄𝑎 𝑖, 𝑙 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
16 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎)𝑗+𝑙+1 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗 ̄𝑎 ̄𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑙 𝑖, 𝑙 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
17 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑙𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗+𝑙 ̄𝑎 𝑖, 𝑗, 𝑙 ⩾ 0
18 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑙 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+1𝑎𝑗−4(𝑎 ̄𝑎)𝑙+1 𝑖, 𝑙 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 4
19 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑙𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗+𝑙+1 ̄𝑎 𝑖, 𝑗, 𝑙 ⩾ 0
20 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗+𝑙+1𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑙 ̄𝑎 𝑖, 𝑗, 𝑙 ⩾ 0
21 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗+𝑙𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑙 ̄𝑎 𝑖, 𝑙 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
22 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+1 ̄𝑎𝑗(𝑎 ̄𝑎)𝑙𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎𝑗+2( ̄𝑎𝑎)𝑙 ̄𝑎 𝑖, 𝑗, 𝑙 ⩾ 0
23 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗+1( ̄𝑎𝑎)𝑙 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗+𝑙 ̄𝑎 𝑖, 𝑙 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
24 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑙 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗+𝑙 ̄𝑎 𝑖, 𝑙 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
25 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗+𝑙𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗(𝑎 ̄𝑎)𝑙 𝑖, 𝑙 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
26 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗+𝑙𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗+1(𝑎 ̄𝑎)𝑙 𝑖, 𝑙 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
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表 A.2 定理3.21中 𝑎 = ̄𝑏的情形

序号 𝒆 𝒅 条件
1 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎𝑗+1 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎𝑎𝑗 𝑖, 𝑗 ⩾ 0
2 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎)𝑗 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
3 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
4 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗 𝒅 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎)𝑗 𝑖 ⩾ 1, 𝑗 ⩾ 0
5 𝒆 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗 ̄𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗 𝑖 ⩾ 1, 𝑗 ⩾ 0
6 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖 ̄𝑎𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑙 ̄𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎𝑗(𝑎 ̄𝑎)𝑙𝑎 𝑖, 𝑙 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 2
7 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑙 ̄𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖(𝑎 ̄𝑎)𝑗+𝑙𝑎 𝑖, 𝑗, 𝑙 ⩾ 0
8 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎)𝑗 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑙 ̄𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗+𝑙+1 𝑖, 𝑗, 𝑙 ⩾ 0
9 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑙 ̄𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖𝑎𝑗(𝑎 ̄𝑎)𝑙𝑎 𝑖, 𝑙 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
10 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗+𝑙+1 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖(𝑎 ̄𝑎)𝑗𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑙𝑎 𝑖, 𝑙 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
11 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎)𝑗+𝑙 ̄𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗(𝑎 ̄𝑎)𝑙𝑎 𝑖, 𝑙 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
12 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑙 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖(𝑎 ̄𝑎)𝑗+𝑙𝑎 𝑖 ⩾ 0, 𝑗, 𝑙 ⩾ 1
13 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎)𝑗(𝑎 ̄𝑎)𝑙 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗+𝑙 𝑖 ⩾ 0, 𝑗, 𝑙 ⩾ 1
14 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗+𝑙 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖(𝑎 ̄𝑎)𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑙 𝑖, 𝑗 ⩾ 1, 𝑙 ⩾ 0
15 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖( ̄𝑎𝑎)𝑗+𝑙 ̄𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑙 𝑖, 𝑗 ⩾ 1, 𝑙 ⩾ 0
16 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎𝑗+1(𝑎 ̄𝑎)𝑙 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎𝑎𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑙 𝑖 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 2, 𝑙 ⩾ 1
17 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑙 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗+𝑙 𝑖, 𝑗, 𝑙 ⩾ 0
18 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑙 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗+𝑙+1 𝑖, 𝑗, 𝑙 ⩾ 0
19 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+1 ̄𝑎𝑗(𝑎 ̄𝑎)𝑙 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎𝑗+2( ̄𝑎𝑎)𝑙 𝑖, 𝑗, 𝑙 ⩾ 0
20 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗+𝑙+1 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑙 𝑖, 𝑙 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
21 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗+𝑙 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑙 𝑖, 𝑙 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
22 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑙 ̄𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗+𝑙 𝑖, 𝑙 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 2
23 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗( ̄𝑎𝑎)𝑙 ̄𝑎 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗+𝑙+1 𝑖, 𝑙 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
24 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖+𝑗+𝑙+1 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖 ̄𝑎( ̄𝑎𝑎)𝑗(𝑎 ̄𝑎)𝑙𝑎 𝑖, 𝑙 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
25 𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)𝑖𝑎(𝑎 ̄𝑎)𝑗+𝑙+1 𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)𝑖+𝑗+1(𝑎 ̄𝑎)𝑙𝑎 𝑖, 𝑙 ⩾ 0, 𝑗 ⩾ 1
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附录 B 定理3.21的证明中的表格

表 B.1 定理3.21证明中的情形 (ii)

序号 𝒆, 𝒅
参数 𝑘, 𝑠, 𝑡, 𝑖, 𝑗
的约束条件

𝑎 = 𝑏

1
𝒆 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠
2 ( ̄𝑎𝑎)

𝑡
2

𝒅 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑠

2

𝑡偶
𝑘 − 𝑠 − 𝑡偶

是

(3.19), (3.25)
2

𝒆 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑡−𝑠

2 ( ̄𝑎𝑎)
𝑡−1
2 ̄𝑎

𝒅 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑠−1

2 𝑎
𝑡奇
𝑘 − 𝑠 − 𝑡偶

否

3
𝒆 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑠−𝑡−1
2 𝑎(𝑎 ̄𝑎)

𝑡
2

𝒅 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑠−1

2 𝑎
𝑡偶
𝑘 − 𝑠 − 𝑡奇

否

(3.20), (3.25)
4

𝒆 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑠−𝑡−1

2 𝑎(𝑎 ̄𝑎)
𝑡−1
2 𝑎

𝒅 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑠

2

𝑡奇
𝑘 − 𝑠 − 𝑡奇

是

5
𝒆 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑠−𝑡
2 𝑎𝑡

𝒅 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑠−𝑡

2 𝑎𝑡
𝑘 − 𝑠 − 𝑡偶 是 (3.19), (3.26)

6
𝒆 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑠−𝑡+1
2 ̄𝑎𝑡−1

𝒅 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑠−𝑡+1

2 ̄𝑎𝑡−1
𝑘 − 𝑠 − 𝑡奇 否 (3.20), (3.26)

7
𝒆 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑠−𝑡
2 𝑎𝑗+𝑡−𝑘−1( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑗+1
2

𝒅 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑠−𝑡

2 𝑎𝑗+𝑡−𝑘−1(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑗+1

2

𝑡 ⩾ 2
𝑘 − 𝑠 − 𝑡偶
𝑘 − 𝑗 奇

是 (3.19), (3.27)

8
𝒆 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑠−𝑡
2 𝑎𝑗+𝑡−𝑘−1( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑗
2 ̄𝑎

𝒅 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑠−𝑡

2 𝑎𝑗+𝑡−𝑘−1(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑗

2 𝑎

𝑡 ⩾ 2
𝑘 − 𝑠 − 𝑡偶
𝑘 − 𝑗 偶

否 (3.19), (3.27)

9
𝒆 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑠−𝑡−1
2 𝑎 ̄𝑎𝑗+𝑡−𝑘−1(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑗+1
2

𝒅 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑠−𝑡+1

2 ̄𝑎𝑗+𝑡−𝑘−1(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑗−1

2 𝑎

𝑡 ⩾ 2
𝑘 − 𝑠 − 𝑡奇
𝑘 − 𝑗 奇

否

(3.20), (3.27)

10
𝒆 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑠−𝑡−1
2 𝑎 ̄𝑎𝑗+𝑡−𝑘−1(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑗
2 𝑎

𝒅 = ̄𝑎𝑠(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑠−𝑡+1

2 ̄𝑎𝑗+𝑡−𝑘−1(𝑎 ̄𝑎)
𝑘−𝑗

2

𝑡 ⩾ 2
𝑘 − 𝑠 − 𝑡奇
𝑘 − 𝑗 偶

是

11
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)

𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠
2 ( ̄𝑎𝑎)

𝑡
2

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)
𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑠
2

𝑡偶, 𝑖偶
𝑘 − 𝑠 − 𝑡偶

是 (3.21), (3.25)

表格未完，下页继续
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表 B.1 （续）

序号 𝒆, 𝒅
参数 𝑘, 𝑠, 𝑡, 𝑖, 𝑗
的约束条件

𝑎 = 𝑏

12
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)

𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠
2 ( ̄𝑎𝑎)

𝑡−1
2 ̄𝑎

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)
𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑠−1
2 𝑎

𝑡奇, 𝑖偶
𝑘 − 𝑠 − 𝑡偶

否 (3.21), (3.25)

13
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)

𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠
2 𝑎𝑡

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)
𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠
2 𝑎𝑡

𝑖偶
𝑘 − 𝑠 − 𝑡 e偶

是 (3.21), (3.26)

14
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)

𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠
2 𝑎𝑗+𝑡−𝑘−1( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑗+1
2

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)
𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠
2 𝑎𝑗+𝑡−𝑘−1(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑗+1
2

𝑖偶, 𝑡 ⩾ 2
𝑘 − 𝑠 − 𝑡偶
𝑘 − 𝑗 奇

是

(3.21), (3.27)

15
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)

𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠
2 𝑎𝑗+𝑡−𝑘−1( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑗
2 ̄𝑎

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)
𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠
2 𝑎𝑗+𝑡−𝑘−1(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑗
2 𝑎

𝑖偶, 𝑡 ⩾ 2
𝑘 − 𝑠 − 𝑡偶
𝑘 − 𝑗 偶

否

16
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)

𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑠−𝑡−1
2 𝑎(𝑎 ̄𝑎)

𝑡
2

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)
𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑠−1
2 𝑎

𝑡, 𝑖偶
𝑘 − 𝑠 − 𝑡奇

否

(3.22), (3.25)
17

𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)
𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠−1
2 𝑎(𝑎 ̄𝑎)

𝑡−1
2 𝑎

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)
𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑠
2

𝑡奇, 𝑖偶
𝑘 − 𝑠 − 𝑡奇

是

18
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)

𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠−1
2 𝑎 ̄𝑎𝑡

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)
𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠+1
2 ̄𝑎𝑡−1

𝑖偶
𝑘 − 𝑠 − 𝑡奇

否 (3.22), (3.26)

19
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)

𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠−1
2 𝑎 ̄𝑎𝑗+𝑡−𝑘−1(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑗+1
2

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)
𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠−1
2 𝑎 ̄𝑎𝑗+𝑡−𝑘−1( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑗+1
2

𝑖偶, 𝑡 ⩾ 2
𝑘 − 𝑠 − 𝑡奇
𝑘 − 𝑗 奇

否

(3.22), (3.27)

20
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)

𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠−1
2 𝑎 ̄𝑎𝑗+𝑡−𝑘−1(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑗
2 𝑎

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)
𝑖
2 ̄𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠+1
2 ̄𝑎𝑗+𝑡−𝑘−1(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑗
2

𝑖偶, 𝑡 ⩾ 2
𝑘 − 𝑠 − 𝑡奇
𝑘 − 𝑗 偶

是

21
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)

𝑖−1
2 𝑎𝑠−𝑖+1( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑠−𝑡
2 (𝑎 ̄𝑎)

𝑡
2

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)
𝑖−1
2 ̄𝑎𝑎𝑠−𝑖( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑠
2

𝑡偶, 𝑖奇
𝑘 − 𝑠 − 𝑡偶

否

(3.23), (3.25)
22

𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)
𝑖−1
2 𝑎𝑠−𝑖+1( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠
2 (𝑎 ̄𝑎)

𝑡−1
2 𝑎

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)
𝑖−1
2 ̄𝑎𝑎𝑠−𝑖( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑠−1
2 ̄𝑎

𝑡奇数, 𝑖奇
𝑘 − 𝑠 − 𝑡偶

是

23
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)

𝑖−1
2 𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠+2
2 ̄𝑎𝑡−1

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)
𝑖−1
2 ̄𝑎𝑎𝑠−𝑖( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠
2 ̄𝑎𝑡

𝑖奇
𝑘 − 𝑠 − 𝑡偶

否 (3.23), (3.26)

表格未完，下页继续
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表 B.1 （续）

序号 𝒆, 𝒅
参数 𝑘, 𝑠, 𝑡, 𝑖, 𝑗
的约束条件

𝑎 = 𝑏

24
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)

𝑖−1
2 𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠+2
2 ̄𝑎𝑗+𝑡−𝑘−2(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑗+1
2

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)
𝑖−1
2 ̄𝑎𝑎𝑠−𝑖( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠
2 ̄𝑎𝑗+𝑡−𝑘−1( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑗+1
2

𝑖奇, 𝑡 ⩾ 2
𝑘 − 𝑠 − 𝑡偶
𝑘 − 𝑗 奇

否 (3.23), (3.27)

25
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)

𝑖−1
2 𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠+2
2 ̄𝑎𝑗+𝑡−𝑘−2(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑗
2 𝑎

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)
𝑖−1
2 ̄𝑎𝑎𝑠−𝑖( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠
2 ̄𝑎𝑗+𝑡−𝑘(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑗
2

𝑖奇数, 𝑡 ⩾ 2
𝑘 − 𝑠 − 𝑡偶
𝑘 − 𝑗 偶

是 (3.23), (3.27)

26
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)

𝑖−1
2 𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑠−𝑡+1
2 ( ̄𝑎𝑎)

𝑡
2

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)
𝑖−1
2 ̄𝑎𝑎𝑠−𝑖( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑠−1
2 ̄𝑎

𝑡偶, 𝑖奇
𝑘 − 𝑠 − 𝑡奇数

是

(3.24), (3.25)
27

𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)
𝑖−1
2 𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠+1
2 ( ̄𝑎𝑎)

𝑡−1
2 ̄𝑎

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)
𝑖−1
2 ̄𝑎𝑎𝑠−𝑖( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑠
2

𝑡, 𝑖奇
𝑘 − 𝑠 − 𝑡奇

否

28
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)

𝑖−1
2 𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠+1
2 𝑎𝑡

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)
𝑖−1
2 ̄𝑎𝑎𝑠−𝑖( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠+1
2 𝑎𝑡−1

𝑖奇
𝑘 − 𝑠 − 𝑡奇

是 (3.24), (3.26)

29
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)

𝑖−1
2 𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠+1
2 𝑎𝑗+𝑡−𝑘−1( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑗+1
2

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)
𝑖−1
2 ̄𝑎𝑎𝑠−𝑖( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠+1
2 𝑎𝑗+𝑡−𝑘−2(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑗+1
2

𝑖奇, 𝑡 ⩾ 2
𝑘 − 𝑠 − 𝑡奇
𝑘 − 𝑗 奇

是

(3.24),(3.27)

30
𝒆 = (𝑎 ̄𝑎)

𝑖−1
2 𝑎𝑠−𝑖(𝑎 ̄𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠+1
2 𝑎𝑗+𝑡−𝑘−1( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑗
2 ̄𝑎

𝒅 = ( ̄𝑎𝑎)
𝑖−1
2 ̄𝑎𝑎𝑠−𝑖( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑡−𝑠+1
2 𝑎𝑗+𝑡−𝑘−1( ̄𝑎𝑎)

𝑘−𝑗
2

𝑖奇, 𝑡 ⩾ 2
𝑘 − 𝑠 − 𝑡奇
𝑘 − 𝑗 偶

否
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