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摘 要

摘 要
近年来，随着互联网的蓬勃发展，数字化和网络化的时代逐步到来。而由此

产生的海量数据，使得对大数据存储以及信息安全传输的需求日益增加，特别是
社交网络、自媒体和短视频以及视频通话等软件，要求对大量数据进行实时存
储、访问、传输和安全保护。为了保障数据安全，提高存储系统的数据可靠性以
及访问和更新数据的效率，避免网络拥堵，研究存储系统的可靠性技术、负载均
衡对于构造大规模的存储系统具有重要意义。另一方面，为了保障信息安全，防
止信息泄露，研究在信息传输过程中，如何变换使其不被窃取或攻击破坏，具有
重要价值。因此，本文主要从编码的角度出发，分别对经典存储系统下计算负载
均衡及其更新问题、DNA存储系统中纠正串联复制错误的纠错码以及可应用于
McEliece密码系统的（广义）扭 Reed-Solomon（RS）码三方面进行了研究。特
别地，前两点主要是针对于信息在存储时可靠性的研究，后一点是考虑信息在传
输过程中为保证安全而所需的防御措施的研究。本文的主要研究工作和贡献陈
述如下。

1. 针对数据计算负载均衡以及更新问题，我们研究了稀疏平衡的MDS码。为
了能够有效地应用到实际系统中，我们考虑在较小的有限域上构造稀疏平
衡的MDS码。虽然目前关于小域上稀疏平衡的 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS码存在性的研
究较多，但是 𝑞 被要求至少为 𝑛 + ⌈

𝑘(𝑘−1)
𝑛 ⌉。本文中，当 𝑛 ⩽ 2𝑘时，我们

将其改进到了 𝑞 ⩾ 𝑛 − 1。更具体地，首先，当有限域 𝔽𝑞 的大小满足 𝑞 ⩾ 𝑛
时，我们给出了一个由生成矩阵零模式刻画的稀疏 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS码存在的充
分条件。这个充分条件，将构造MDS码这一代数问题转化为了一个组合问
题（即构造满足条件 (𝑃1) − (𝑃3)的集族，具体定义见第2.4.1小节）。基于这
个条件，我们通过设计几个多项式时间算法，找到了满足要求的集族对应
的二元矩阵，从而构造出了码长满足 𝑛 ⩽ 2𝑘的所有稀疏平衡的 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS
码。进一步地，通过扩展坐标，我们将域的大小改进到 𝑞 ⩾ 𝑛 − 1。而当码长
𝑛 > 2𝑘时，对任意整数 𝑒, 𝑠, 𝑚，满足 𝑒 ⩽ 𝑠 − 2且 𝑚 ⩽ 𝑝 − 1，或者 𝑒 = 𝑠 − 1
且 𝑚 < 𝑝

2，我们利用平衡和集 𝐴 + 𝐵，其中 |𝐴| = 𝑘以及 |𝐵| = 𝑘 − 1，构造
出了所有稀疏平衡的 [𝑛 = 𝑞 = 𝑝𝑠, 𝑘 = 𝑝𝑒𝑚]𝑞 MDS码。

2. 在 DNA存储系统中，由于 DNA分子复制时容易发生串联复制突变，导致
数据丢失或出错，为了恢复原始信息，我们研究了能够纠正串联复制错误
的纠错码。特别地，这类纠错码的构造可以转化为构造一类 ℓ1度量下非负
整数集合 ℤ⩾0以及 𝐼𝑞 = {0, 1, ⋯ , 𝑞 − 1}上的常重码。但目前关于 ℓ1度量下
的常重码问题，相关的结果比较少，特别是非负整数 ℤ⩾0上的最优码，其
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摘 要

上下界都比较粗糙。本文中，给定一个常重码，我们利用其码字支集，一方
面，刻画出了一个通用的必要条件（称为 UNC条件），它表明了 ℓ1度量下
的码与填充集族之间的关系；另一方面，给出了一个距离公式，利用该公
式，可得到相应最大码字个数的上界。进一步地，根据 UNC条件以及距离
公式，我们将构造常重码问题转化为找到一个合适的填充集族，并在其每
个区组上合理分配码字元素问题。由于受到重量 𝑤的限制，我们分别针对
ℤ⩾0和 𝐼3这两种字母集，确定了重量 𝑤 ⩽ 4的所有最优常重码。而对于一
般的 𝑤，当码长 𝑛充分大且满足 𝑛 ≡ 1, 𝑤, −𝑤 + 2, −2𝑤 + 3 (mod 𝑤(𝑤 − 1))
时，我们确定了权重为 𝑤和距离为 2𝑤 − 2的三元常重码最大码字个数。

3. 针对（广义）扭 RS码问题，我们研究了（广义）扭 RS码 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)的
性质以及相关构造问题。虽然关于扭 RS码的构造性结果较多，但大多针对
于添加一个扭结的情况，即 ℓ = 1，且对于其对偶封闭性的研究较少。本文
中，我们具体刻画了这一点，特别是当其所有估值点构成某个多项式根集
合的时候，利用该多项式系数分布情况，我们给出了码 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)对
偶封闭的充分条件，并得到了相应的校验矩阵。基于这一结果，我们构造
了相应的自对偶码。特别是当 ℓ = 1时，所得自对偶码是MDS或近MDS
码。而当 ℓ = 3时，所得自对偶码的最小距离在 𝑛 − 𝑘 − 2和 𝑛 − 𝑘 + 1之间。

关键词：MDS 码；Reed-Solomon 码；DNA 存储；串联复制错误；常重码；扭
Reed-Solomon码
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Abstract

ABSTRACT
In recent years, with the vigorous development of the Internet, the digital and net-

worked world has gradually arrived. The resulting massive data has increased the de-
mand for big data storage and information transmission security, especially software
such as social networks, self-media, short videos, and video calls, which require real-
time storage, access, transmission, and security protection of large amounts of data.
On the one hand, in order to ensure data security, improve the data reliability of the
storage system and the efficiency of accessing and updating data, and avoid network
congestion, it is of great significance to study the reliability technology of storage sys-
tems and access data balance for constructing large-scale storage systems. On the other
hand, in order to ensure information security and prevent information leakage, it is of
great value to study how to transform it so that it will not be stolen or attacked during
the information transmission process. Therefore, this dissertation mainly carries out an
investigation starts from the point of view of coding theory in three aspects: computa-
tional load balancing and update problems in classic storage systems, error-correcting
codes for correcting tandem-duplication errors in DNA storage systems, and (general-
ized) twisted Reed-Solomon codes that can be applied to McEliece cryptosystems. In
particular, the first two points are mainly aimed at the research on the reliability of in-
formation during storage, and the latter point is the research on the defense measures
required to consider the security of information during transmission. The main research
work and contributions of this dissertation are listed as follows.

1. For the problems of updating and load balance on data computation, we study the
sparse and balanced MDS codes. In order to be effectively applied to practical
systems, we consider constructing sparse and balanced MDS codes over small fi-
nite fields. There are many studies on the existence of sparse and balanced [𝑛, 𝑘]𝑞

MDS codes, but the size of 𝑞 needs to be at least 𝑛 + ⌈
𝑘(𝑘−1)

𝑛 ⌉. In this disserta-
tion, we improve it to 𝑞 ⩾ 𝑛 − 1. Firstly, given a finite field 𝔽𝑞 which satisfies
𝑞 ⩾ 𝑛, a sufficient condition for the existence of a sparse [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS code over
𝔽𝑞 characterized by the zero pattern of the generator matrix is provided. This suf-
ficient condition transforms the algebraic problem of constructing an MDS code
into a combinatorial problem (that is, constructing a set system that satisfies the
conditions (𝑃1)−(𝑃3), see Section 2.4.1 for the specific definition). Based on this
condition, we find the binary matrices corresponding to the required set system
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Abstract

by designing several algorithms with complexity running in polynomial time in
𝑛 and 𝑘. And then using these matrices, we construct all sparse and balanced
[𝑛, 𝑘]𝑞 MDS codes provided that 𝑛 ⩽ 2𝑘. Further, by extending the coordinates,
the demand for field size can be relaxed to 𝑞 ⩾ 𝑛 − 1. For the case of 𝑛 > 2𝑘,
we give some constructions for 𝑞 = 𝑛 = 𝑝𝑠 and 𝑘 = 𝑝𝑒𝑚 based on sumsets, when
𝑒 ⩽ 𝑠 − 2 and 𝑚 ⩽ 𝑝 − 1, or 𝑒 = 𝑠 − 1 and 𝑚 < 𝑝

2 .
2. In the DNA-based storage system, data stored in this medium are subject to er-

rors such as tandem duplication arising from various mutations, which need to
be corrected to maintain data integrity. In order to restore the original informa-
tion, we study the error-correcting codes for errors caused by tandem duplica-
tions. Constructing this type of error-correcting codes are equivalent to building
a set of constant weight codes with ℓ1 metric over non-negative integers ℤ⩾0 or
𝐼𝑞 = {0, 1, ⋯ , 𝑞 − 1}. However, there are few results on the constant weight code
problem under ℓ1 metric, especially for the optimal code over ℤ⩾0, the upper and
lower bounds for its optimal code size are relatively rough. Thus we have consid-
ered them in this dissertation. More specifically, given a constant weight code,
we establish a universal necessary condition (the so called UNC condition) and a
distance formula for the collection of supports of all codewords, which reveals a
connection between packing set systems and ℓ1 metric codes. Therefore, by us-
ing group divisible designs and packings in combinatorial design theory, we give
constructions of optimal codes over non-negative integers and 𝐼3 with ℓ1 weight
𝑤 ⩽ 4 for all possible distances. In general, we also derive the size of the largest
ternary code with constant weight 𝑤 and distance 2𝑤 − 2 for sufficiently large
length 𝑛 satisfying 𝑛 ≡ 1, 𝑤, −𝑤 + 2, −2𝑤 + 3 (mod 𝑤(𝑤 − 1)).

3. For the problem of (generalized) twisted RS code , we study the properties of (gen-
eralized) twisted RS code 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼) and give some constructions. There
are many results for twisted RS codes, but most of them concentrate on one twist,
that is ℓ = 1, and only a fraction of them are related to their structural proper-
ties. In this dissertation, we focus on it, especially when all its evaluation points
form the root set of a polynomial, and then prove that the code 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼) is
closed under duality if the polynomial coefficients have certain distribution, and
the corresponding parity check matrix is given. Using this result, we construct
the corresponding self-dual code. Especially when ℓ = 1, the resulting self-dual
codes are either MDS codes or near MDS codes. And when ℓ = 3, the minimum
distance of the dual code is between 𝑛 − 𝑘 − 2 and 𝑛 − 𝑘 + 1.
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Key Words: MDS code; Reed-Solomon code; DNA storage; Tandem-duplication er-
ror; Constant-weight code; Twisted Reed-Solomon code
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第 1章 绪 论

第 1章 绪 论
1.1 研究背景
随着互联网的快速发展与信息技术的广泛应用，网络化、数字化以及智能化

时代逐渐来临。根据中国互联网络信息中心（CNNIC）2022年 2月发布的《第
49次中国互联网络发展状况统计报告》表明 [1]，截至 2021年 12月，中国网民
规模已达 10亿以上，且 20-49岁网民占比高达 55.6%，而 50岁及以上网民占比
也比 2020年有所增加，互联网正逐步融入各个群体的生活。随之而来的，各类
互联网应用用户规模也呈增长态势。据 CNNIC统计，即时通信、短视频、网络购
物以及搜索引擎等应用软件，其网民使用率均高达 80%以上，如图 1.1所示。这
些软件在使用的同时，要求对海量数据进行实时存储、访问、传输和安全保护。
由此，对网络空间实施安全保护，是非常重要和紧迫的。

2020.12 2021.12  

应用 
用户规模

（万） 
网民使用率 

用户规模

（万） 
网民使用率 增长率 

即时通信 98111 99.2% 100666 97.5% 2.6% 

网络视频 

（含短视频） 
92677 93.7% 97471 94.5% 5.2% 

短视频 87335 88.3% 93415 90.5% 7.0% 

网络支付 85434 86.4% 90363 87.6% 5.8% 

网络购物 78241 79.1% 84210 81.6% 7.6% 

搜索引擎 76977 77.8% 82884 80.3% 7.7% 

网络新闻 74274 75.1% 77109 74.7% 3.8% 

网络音乐 65825 66.6% 72946 70.7% 10.8% 

网络直播 61685 62.4% 70337 68.2% 14.0% 

网络游戏 51793 52.4% 55354 53.6% 6.9% 

网络文学 46013 46.5% 50159 48.6% 9.0%

网上外卖 41883 42.3% 54416 52.7% 29.9% 

网约车 36528 36.9% 45261 43.9% 23.9% 

在线办公 34560 34.9% 46884 45.4% 35.7% 

在线旅行预订 34244 34.6% 39710 38.5% 16.0% 

在线医疗 21480 21.7% 29788 28.9% 38.7% 

互联网理财 16988 17.2% 19427 18.8% 14.4% 

图 1.1 2020.12-2021.12中国各类互联网软件用户规模和网民使用率

网络空间安全的核心是信息安全，而对于信息安全，根据国际标准化组织
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第 1章 绪 论

ISO的定义：为数据处理系统建立和采取的技术及管理的安全保护，即保护计算
机软硬件和数据不因偶然或恶意的原因而遭到破坏、更改和泄漏。总的来说，信
息安全是确保数据存储或传输中，在未经授权时不被他人有意或无意地窃取和
破坏。据 CNNIC统计，我国网络安全问题主要集中于个人信息泄露、设备中病
毒或木马等，如图1.2所示。因此，一方面，随着网络数据海量增加，为防止各类
存储设备由于病毒或环境等因素而损坏，以及负载不均衡致使的网络拥堵，从而
导致的数据丢失，保障数据安全，研究存储系统的可靠性技术、负载均衡对于构
造大规模的存储系统具有重要意义。另一方面，为了防止信息泄露或被篡改，研
究在信息传输过程中，如何变换使其不被泄露或攻击破坏，具有重要价值。

21.9%

16.5%

10.8%

8.2%

61.7%

22.1%

16.6%

9.1%

6.6%

62.0%

个人信息泄露

网络诈骗

设备中病毒或木马

账号或者密码被盗

以上都没有

网民遭遇各类网络安全问题的比例

2020.12 2021.12

来源： 中国互联网络发展状况统计调查 2021.12

图 1.2 网络安全问题占比

基于上述问题，本文将从以下两个环节入手：数据存储和传输过程。在数据
存储过程中，当某个存储节点发生故障时，为了防止数据丢失，需要在存储系统
中引入冗余，从而提高节点故障时的可靠性。在经典的存储系统中，比较常见且
简单的添加冗余的方式是多副本策略，即将数据复制多份进行存储。而纠删码是
一种新型的添加冗余的存储策略，相对于多副本策略而言，其主要优点是在相同
的冗余下，能够实现更高的可靠性，即存储开销相对较小。因此，本文主要考虑
将编码技术应用于存储系统，即，采用纠删（错）码策略。另外一点，在数据传
输过程中，为了防止他人攻击而导致数据丢失或破坏，我们考虑将编码技术应用
其中，研究能够抵抗某些代数攻击的码。下面，我们将具体介绍应用于这两个课
题的编码技术研究背景与研究现状，简要说明本文的研究内容和创新点。

2



第 1章 绪 论

1.1.1 经典存储系统下的纠删码策略和稀疏平衡码
在经典的存储系统中，以分布式存储系统为例，信息通常是按某个固定大小

的块形式存储的，称其为信息块。为了提高存储系统可靠性，通常会对信息块采
取一定的策略，添加一些与其相关的冗余块，亦或称之为校验块。信息块和校验
块，统称为数据块。存放这些数据块的节点统称为存储节点，而存储开销，指的
是所有数据块的个数与信息块的个数之比。以一个长度为 𝑛，维数为 𝑘的线性纠
删码 𝒞 为例，我们首先给出它的具体定义。
定义 1.1 给定两个正整数 𝑛 ⩾ 𝑘，有限域 𝔽𝑞 上一个码长为 𝑛，维数为 𝑘的

线性码 𝒞 指的是 𝑛维向量空间 𝔽 𝑛
𝑞 的一个 𝑘维子空间。对任意 𝒙, 𝒚 ∈ 𝔽 𝑛

𝑞，定义向
量 𝒙 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛), 𝒚 = (𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑛)之间的汉明距离（Hamming distance）为

𝑑𝐻 (𝒙, 𝒚) = |{𝑖 ∈ [𝑛] ∶ 𝑥𝑖 ≠ 𝑦𝑖}|.

则 𝒞的最小汉明距离为 𝑑 = min𝒙≠𝒚∈𝒞 𝑑𝐻 (𝒙, 𝒚)，称 𝒞为 [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞 线性码。对于一
个 𝑘 × 𝑛阶矩阵 𝐺，若其行向量是 𝒞的一组基，则称 𝐺是 𝒞的一个生成矩阵。对
于一个 (𝑛 − 𝑘) × 𝑛阶矩阵𝐻，若满足

𝒞 = {𝒙 ∈ 𝔽 𝑛
𝑞 ∶ 𝐻𝒙𝑇 = 0},

则称𝐻 是 𝒞 的一个校验矩阵。
那么，在数据存储时，可将其过程抽象为以下模型。首先将信息划分为 𝑘个

固定大小的信息块，对应一个 𝑘长的向量 𝒄 = (𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑘)，通过 𝒞 对其进行编码，
产生 𝑛 − 𝑘个校验块，得到一个 𝑛长的向量 𝒎 = (𝑚1, ⋯ , 𝑚𝑛)。再将这 𝑛个数据块
分别存储到 𝑛个存储节点上。记 𝐺 = (𝑔1, ⋯ , 𝑔𝑛)，其中每一个 𝑔𝑖是一个 𝑘长的列
向量。那么具体的编码过程如下：

𝒄𝐺 = (𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑘)(𝑔1, ⋯ , 𝑔𝑛) = (𝑚1, ⋯ , 𝑚𝑛) = 𝒎. (1.1)

容易看出，利用 𝒞进行编码，其存储开销为 𝑛/𝑘倍。而对于 𝑛 − 𝑘 + 1副本策
略，在其冗余块个数也为 𝑛 − 𝑘的情况下，其存储开销为 𝑛 − 𝑘 + 1倍（大于 𝑛/𝑘
倍）。由此可看出，相对于多副本策略而言，在相同的冗余下，纠删码的存储开
销更小。特别地，在上述编码策略中，若在编码后，保持信息块不变，即，𝒄是
编码后的向量 𝒎的一个 𝑘长子向量，则称 𝒞 是一个系统码。
给定一个 [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞线性码 𝒞，Singleton界给出了其最小汉明距离的上界，即：

𝑑 ⩽ 𝑛−𝑘+1。当 𝑑 = 𝑛−𝑘+1时，称 𝒞是一个最大距离可分码（Maximum Distance
Separable code（MDS码））。由定义可以看出，MDS码在给定数据容量下，其码
字间的距离达到了最大，故其容错能力也相应达到最大。除此以外，MDS码的
生成矩阵 𝐺具有任意 𝑘列线性无关的性质，这在实际存储场景中，具有很大优
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势。具体是指，在某些存储节点发生故障导致存储在上面的数据无法获取时，只
要发生故障节点数量不超过 𝑛 − 𝑘个，就可以通过任意 𝑘个幸存节点中的数据将
这些故障节点处的数据恢复出来。而（Generalized）Reed-Solomon码（（G）RS
码）作为一种特殊的MDS码，因其结构简单、易于实现，且具有高效的解码算
法等特性，得到了广泛应用。
在衡量一个线性码作为一种存储策略时，其性能的优劣，除去上述所说的存

储开销、编解码复杂度，纠错能力之外，其编码速度也是一个值得考虑的指标。
特别是当有大量数据需要被存储时，编码速度的高低对其影响就显得尤为重要。
在某些特殊存储场景下，例如数据存档服务，为了提高编码速度，有时可以牺牲
其它性能来优化编码过程。而稀疏平衡的MDS码，能很好地权衡这些性能。以其
编码过程为例。给定一个稀疏平衡的 [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞 MDS码 𝒞，其生成矩阵为 𝐺。𝒞的
“稀疏性”指的是 𝐺的每一行具有最少的非零元素，即 𝑛 − 𝑘 + 1个，而“平衡性”
表示任意两列中非零元素的个数最多相差一个，即 𝑘 − ⌈

𝑘(𝑘−1)
𝑛 ⌉或 𝑘 − ⌊

𝑘(𝑘−1)
𝑛 ⌋

个。当系统中出现数据更新需求时，以式 (1.1)为例，假设需要更新数据 𝑐1，由
于系统存储的是编码后的数据 (𝑚1, ⋯ , 𝑚𝑛)，需要根据 𝑐1 的变动更新后续存储的
数据。在进行编码时，𝑐1 只与 𝐺的第一行元素进行运算，故第一行向量中的非
零元个数即为需要更新的数据块个数。当 𝒞 是稀疏码时，𝐺 的每行向量重量都
达到最小，即为 𝑛 − 𝑘 + 1，此时只需更新对应行非零元素所在位置上的 𝑛 − 𝑘 + 1
个 𝑚𝑖即可。因此，𝒞 的稀疏性保证了在更新单个数据时，影响的存储节点最少。
另一方面，从式 (1.1)可以看出，对任意 𝑖 ∈ [𝑛]，有 𝑚𝑖 = 𝒄𝑔𝑖。因此，在编码时，
生成第 𝑖个数据块的时间与 𝑔𝑖 的重量成正比。当 𝒞 是一个平衡码时，由于 𝐺中
每个列向量重量几乎相同，这保证了生成每个数据块时间大致相同。因此，𝒞 的
平衡性确保了整个存储系统的计算负载平衡，即没有存储节点成为瓶颈，降低了
网络拥堵的概率，使得因此而丢失数据的可能性降低。
本文研究的基于小域 𝔽𝑞 上的稀疏平衡的MDS码，由于 𝑞足够小，且提供了

有效的算法去构造相应码字，使得在实际应用中得以实现，且开销更小。

1.1.2 DNA存储系统下的编码以及串联复制纠错码
在经典的存储系统中，数据存储在一些固态介质中，例如磁盘，SSD，闪存

等。这些介质由于自身硬件条件所限制，数据密度低且需要消耗电能，且随着
使用时长的增加，磨损加剧，从而导致数据损坏或丢失，使用寿命较短。最近，
采用 DNA分子作为存储介质的存储系统在文献 [2]中被提出。微软宣布，开始
进行在 DNA中存储约 100兆字节数据的大规模实验，美国情报高级研究计划局
（IARPA）也表达了对这一领域的兴趣 [3]。

与传统介质相比，以活体 DNA 分子作为存储介质能够带来许多优点，如
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Flash
memory

Bacterial
DNA

~1 kg

WEIGHT
OF DNA 
NEEDED

TO STORE
WORLD’S 

DATA

Data density
(bits per cm3)

Estimates based on bacterial genetics suggest that digital DNA 
could one day rival or exceed today’s storage technology.

~0.01–0.04

~100

>10

~1016

<100

>100

~1019

<10–10

Hard
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~3,000–
5,000

>10

~0.04

~1013

S T OR A GE LI MIT S

Read–write speed
(µs per bit)

Data retention
(years)

Power usage
(watts per gigabyte)

图 1.3 传统存储介质与 DNA存储介质优缺点 [3]

图1.3所示。可以看出，DNA分子数据密度高，存活时间久且几乎无电能消耗。近
年来，伴随着 DNA合成与测序成本的降低，使得以 DNA为存储介质的系统，其
读写速度也有所提高，从而受到了人们广泛关注。

数据信息

编码

DNA编码

DNA合成

存储

编辑或访
问信息

图 1.4 基于 DNA存储系统原型框图 [4]

图1.4给出了基于 DNA存储系统的基本流程。在 DNA存储系统中，首先对
经典源信息（数据信息）进行编码，将其转化为 ASCII或者某些专门的字格式，
这期间可能会进行压缩，使得其可以在四元字母集上被表示成字符串。这四元字
母集可以对应于构成 DNA分子的 𝐴、𝑇、𝐶、𝐺四种脱氧核苷酸。其次，将所得
字符串按照标准 DNA规则并以一定策略添加冗余进行编码，合成相应的 DNA
码字。这里添加冗余的方式可以使用一些纠错码来进行，主要是为了克服 DNA
分子在合成复制过程中所发生的突变，例如串联复制 (tandem duplication)错误、
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点突变、插入、删除等。再将所得 DNA分子复制扩充，并存储起来。而编辑模
块指的是在存储的 DNA字符串中创建突变的过程（通过删除一个或多个子字符
串，并可能插入其它字符串），对于访问信息，实际上是对 DNA分子进行测序从
而确定存储内容的过程。
为了保证以活体 DNA为存储介质的存储系统可靠性，考虑能纠正上述突变

错误的纠错码尤为重要。与纠删码应用场景不同，这里并不确定发生错误的位
置，故考虑使用纠错码。在经典的存储系统中，由于存储介质的损坏往往导致擦
除错误，即明确错误的位置，因此，在上一小节中讨论的是纠删码。本工作比较
关心的是串联复制错误，这种突变指的是将一个 DNA片段复制至少一次并插入
到原始位置的过程。例如，对于一个序列 𝐴𝐺𝐶𝑇 𝐶𝑇，𝐶𝑇 𝐶𝑇 是 𝐶𝑇 上长度为 2
的 2-串联复制错误，也称字符串 𝐴𝐺𝐶𝑇 𝐶𝑇 可由 𝐴𝐺𝐶𝑇 发生 2次 2-串联复制错
误得到。串联复制错误约占人类基因组的 3% [5]，并可能导致一些疾病的产生，
例如染色体脆性（chromosome fragility）、扩张疾病（expansion diseases）、基因
沉寂（silencing genes）[6]和快速形态变异（rapid morphological variation）[7]等。
因此，考虑能够纠正这种串联复制错误的纠错码，对基于 DNA存储的系统而言
是比较关键的。

定义 1.2 给定字母集 𝛴，若存在一个集合 𝒞 ⊂ 𝛴𝑛且满足 |𝒞| = 𝑀，使得对
任意两个不同的向量 𝒙, 𝒚 ∈ 𝒞 有，

𝐷𝑡
𝑘(𝒙) ∩ 𝐷𝑡

𝑘(𝒚) = ∅,

则称码 𝒞 是一个可纠正 𝑡次 𝑘-串联复制错误的纠错码，记为 (𝑛, 𝑀; 𝑡)𝑘 码。这里
𝐷𝑡

𝑘(𝒙) = {𝒚 ∶ 𝒚可由 𝒙发生 𝑡次 𝑘-串联复制错误得到}，𝑡为任意非负整数，或不
限定复制次数。

2017年，Jain等人 [8]提出了一个基于 ℓ1 度量下非负整数上的常重码的编
码方案用以克服串联复制错误。更具体地，他们刻画了一个等价条件：ℓ1 度量
下的非负整数上的最优常重码可以用来构造最优的串联复制纠错码。这使得我
们去研究对应的常重码的性质和构造。另外，在 DNA分子发生串联复制时，如
果限制复制次数 𝑡 ⩽ 𝑞 − 1的话，那么考虑 ℓ1度量下 𝐼𝑞 = {0, 1, ⋯ , 𝑞 − 1}上常重
码的构造也是有意义的，这是因为在 𝐼𝑞 上，码字的每个分量最多为 𝑞 − 1，恰好
与 𝑡一一对应。特别地，当 𝑞充分大时，这类码字的性质可以作为研究非负整数
上的码的参考。基于此，本文第三部分致力于研究正整数和 𝐼𝑞 上常重码的性质
以及相应的构造。
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1.1.3 扭 Reed-Solomon码
扭（Twisted）Reed-Solomon（TRS）码是由 Beelen，Puchinger和 Rosenkilde né

Nielsen[9]在 2017年首次提出的，它是RS码的一种推广，主要是受到扭Gabidulin
码 [10]的启发。RS码和 TRS码都是多项式码，即其中的每个码字都可以看成一
个多项式。更具体地说，给定有限域 𝔽𝑞 上的一个 [𝑛, 𝑘] RS码 𝒞1，其定义如下，

𝒞1 = {(𝑓(𝑎1), ⋯ , (𝑓(𝑎𝑛)) ∶ 𝑓(𝑥) ∈ 𝔽𝑞[𝑥], deg(𝑓 (𝑥)) < 𝑘},

其中 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛 是 𝔽𝑞 上 𝑛 个互不相同的元素，称其为 𝒞1 的估值点（evaluation
point）。也就是说 𝒞1 可以看成是 𝔽𝑞 上所有度不超过 𝑘 − 1 的多项式集合。而
一个 [𝑛, 𝑘] TRS 码 𝒞2 可以看作是 𝒞1 中多项式的延伸，与 RS 码不同的是，它
的码字中允许出现次数大于 𝑘 − 1的多项式。更具体地，给定 𝒞1 中一个多项式
𝑓1(𝑥) = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + ⋯ + 𝑏𝑘−1𝑥𝑘−1，可唯一对应一个 𝒞2中的一个多项式

𝑓2(𝑥) = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + ⋯ + 𝑏𝑘−1𝑥𝑘−1 + 𝜂𝑏ℎ𝑥𝑘−1+𝑡,

这里 ℎ和 𝑡为两个给定的整数，满足 0 ⩽ ℎ ⩽ 𝑘 − 1, 1 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑛 − 𝑘，𝜂 ∈ 𝔽 ∗
𝑞。注意

到，𝑏ℎ是多项式 𝑓1(𝑥)中的第 ℎ次项系数，当 𝑏ℎ = 0时，𝑓1(𝑥) = 𝑓2(𝑥)，即 𝒞1和
𝒞2中的码字存在重叠部分。特别地，我们称 ℎ为钩（hook），𝑡为扭结（twist）。事
实上，在上述多项式的基础之上，可以进一步延拓，通过添加 ℓ ⩾ 1组 (ℎ𝑖, 𝑡𝑖, 𝜂𝑖)，
其中 𝑖 ∈ [ℓ]且 0 ⩽ ℎ𝑖 ⩽ 𝑘 − 1, 1 ⩽ 𝑡𝑖 ⩽ 𝑛 − 𝑘, 𝜂𝑖 ∈ 𝔽 ∗

𝑞，则称这种添加多个钩以及
扭结的码为广义 TRS（TGRS）码 [11]。

RS 码由于其良好的代数性质，可以被用来构造基于编码理论的密码方案。
第一个基于广义 RS码的密码方案是由 Niederreiter [12]于 1986年提出的，但被
文献 [13]中提出的攻击方案恢复了底层的 RS码，由此证明了此密码方案是不安
全的。在过去的几年里，有很多学者对这个方案进行了改良 [14-15]，使得其可
以避免文献 [16]中的针对 RS码的攻击。但随之，针对这几种改良方案的攻击也
陆续产生 [17]。而 TGRS码作为 RS码的一种推广，它既具有一些与 RS码类似
的好的性质，例如解码算法快、结构清晰（在给定条件下，对偶码也可确定）等，
又具有一些 RS码不具备的特性，例如可通过控制 𝑡, ℓ来达到某些特定的结构等。
利用这一特点，最近在文献 [11]中，TGRS码被提议作为 Goppa码的替代方案，
应用于 McEliece密码系统 [18]，从而可能减少密钥大小。McEliece密码系统是
一种公钥密码系统，应用于其中的码需要配备一个高效的解码算法。TGRS码恰
好能够满足这一点，在具有高效解码算法的同时，又能够抵抗针对 RS类型码的
攻击。因此，本文第四章旨在研究 TGRS码的相关构造，并利用其构造一些编码
理论中比较重要的自对偶码。
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第 1章 绪 论

1.2 国内外研究现状
近年来，为保障数据安全，关于将编码技术应用于数据存储和传输过程，有

很多研究工作。我们主要就稀疏平衡的MDS码、ℓ1度量下的最优常重码以及扭
RS码三个方面的工作来作归纳与总结。

（1）稀疏平衡的MDS码
稀疏平衡的MDS码，除去能在分布式存储系统编码过程保证计算负载均衡

以及更新数据时影响最少存储节点之外，在弱安全协作数据交换 [19-21]、多址
网络 [22-23]、无线传感器网络 [24]等方面也有着很强的应用。因此受到了广泛
的关注。如何在较小的有限域上构造稀疏平衡的MDS码，是大家比较关心的问
题。这个问题最初是在 [24]中考虑的，他们通过概率方法证明了在任何大小为
𝑞 > (𝑛−1

𝑘−1)的有限域上，总是存在一个稀疏平衡的MDS码。在文献 [25-26]中，对
于任何素数幂 𝑞 = 𝑛 + 1和任何正整数 𝑘满足 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛，他们构造了一个稀疏平
衡的循环 [𝑛, 𝑘]𝑞 RS码。但是，他们的方法仅适用于 𝑞 = 𝑛 + 1，而 𝑞 ⩾ 𝑛 − 1和
𝑞 ≠ 𝑛 + 1的情况尚未解决。Song和 Cai [27]进一步扩展了这一结果，给出了几
个算法，利用类似于 Schwartz-Zippel定理的方法，证明了对于任何正整数 𝑛和 𝑘，
以及 𝑞 ⩾ 𝑛 + ⌈

𝑘(𝑘−1)
𝑛 ⌉，满足 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛，都存在 [𝑛, 𝑘]𝑞 广义 RS码，且该码是稀疏

平衡的。但是 𝑘 ⩾ 3时，码长和域的大小 𝑞还是有差距的。故在 𝑞 < 𝑛 + ⌈
𝑘(𝑘−1)

𝑛 ⌉
的较小域上，稀疏平衡的 [𝑛, 𝑘]𝑞MDS码的存在性值得关注。

（2）ℓ1度量下的最优常重码
常重码是编码理论中的经典研究对象，其任一码字，在给定度量下，都具有

相同的重量。特别是对于汉明度量下的常重码，其在有效带宽信道（bandwidth-
efficient channels）上的编码 [28] 和 DNA 计算中寡核苷酸序列（oligonucleotide
sequence）的设计 [29-30]等领域具有广泛应用，从而受到了学者们的大量关注
和研究。而常重码研究的核心问题之一，是根据它们与组合设计理论的密切关
系，从而确定其码字大小以及相应的最优码，参见文献 [31-40]。尽管在编码理
论中，学者们已经考虑了几种不同度量下的常重码，但据我们所知，除了汉明距
离之外，其他度量下的结果并不多。
而关于 ℓ1 度量下的码，除去能够用来构造串联复制纠错码之外，它在闪存

的秩调制方案（rank modulation scheme）等领域 [41-46]也有着广泛的应用。然而，
大多数工作都集中在置换码或多重置换码上。2018年，Kovačević和 Tan [47]研
究了多重集码（multiset codes），它们适用于传输多组信息符号并可能伴随有插
入和删除等错误的信道。事实上，他们研究的多重集码本质上是一个 ℓ1 度量下
基于非负整数上的常重码，其重量为 𝑤 = 𝛩(𝑛)。借助 Sidon集和格理论（lattice）

8



第 1章 绪 论

等工具，他们给出了在给定最小距离的情况下，码长要么不变，要么随重量成比
例变化时一系列关于最大码字个数的渐近结果。特别是对于小距离或者小码长
时，这些界是渐近最优的。但是，他们的方法主要应用于码长和重量可比的情况，
若权重是固定值，结论还有较大的改进空间。Jinushi和 Sakaniwa [48]提出了一
种基于广义 Hadamard矩阵 [49]性质的 ℓ1 度量下纠错码的构造。他们使用的术
语绝对值和距离（absolute summation distance），我们认为其本质是 ℓ1距离。
综上，关于 ℓ1 度量下码的研究相对较少，因此，具有广阔的开拓空间，特

别是构造最优码问题，值得我们进一步去探索。

（3）扭 Reed-Solomon码以及自对偶码
扭（Twisted）Reed-Solomon（TRS）码是由 Beelen，Puchinger和 Rosenkilde né

Nielsen[9]在 2017年首次提出的，并提供了相应的丰富的构造。当 𝑡 = 1时，该码
字的最小距离极其接近于 Singleton界，因此，他们给出了 TRS码达到 Singleton
界，即是MDS码的充分必要条件，利用这一条件，他们证明了由 TRS码构成的
集合中，存在大量不同构于 (G)RS码的码。进一步地，在文献 [11]中，他们将
TRS码推广到了 TGRS码，并给出了相应 TGRS码对偶封闭的条件。结合这两点，
陆续有学者利用其构造自对偶的MDS码和线性互补对偶（LCD）码。且容易知
道，由这种方法构造出来的码，可以得到一些不与 RS码同构的码类。更具体地，
在 [50]中，作者给出了一些 ℎ = 𝑘 − 1和 𝑡 = 1时的 TGRS码，然后借助它们构
造了几类自对偶MDS或自对偶 NMDS码。在 [51]中，他们给出了 (ℎ, 𝑡) = (0, 1)
以及 (ℎ, 𝑡) = (𝑘 − 1, 1)时的 TGRS码，并用这些码来构造 LCD码。同时，在 [52]
中，作者利用不同的代数方法，也给出了一些 (ℎ, 𝑡) = (0, 1)时的 TGRS码，并进
一步用这些码构造了MDS或 NMDS LCD码。这两个 LCD码都是基于欧几里得
内积的。在 [53]中，作者基于 Beelen等人 [9]给出的 TGRS码，构造了不等价于
RS码的欧几里得 LCD MDS码和 Hermitian LCD MDS码。注意到，在上述构造
中，使用的都是添加一个扭结的 TGRS码，即 ℓ = 1。而关于多个扭结的 TGRS
码，相关的结果还不多，有待进一步研究。

1.3 本文的主要研究内容和贡献
本文主要从数据存储和传输过程入手，将编码技术应用其中，以保障数据的

安全性。主要研究了以下三种纠删（错）码。

1.3.1 基于小域上的稀疏平衡的 MDS码
在第1.2节 (1)中，我们知道，对于任何正整数 𝑛和 𝑘，以及 𝑞 ⩾ 𝑛 + ⌈

𝑘(𝑘−1)
𝑛 ⌉，

满足 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛，都存在稀疏平衡的 [𝑛, 𝑘]𝑞MDS码。这与MDS猜想中的 𝑞与 𝑛的

9
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约束还有很大改进空间。因此，对于稀疏平衡的MDS码，我们把对有限域 𝑞的
限制改进到了 𝑞 ⩾ 𝑛 − 1。更具体地，我们在一个大小满足 𝑞 ⩾ 𝑛 − 1的有限域 𝔽𝑞

上，且当 3 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛 ⩽ 2𝑘时，构造了一个稀疏平衡的 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS码。事实上，构
造这样的码，等价于寻找它的生成矩阵 𝐺，即在 𝔽𝑞 上找到一个具有稀疏平衡零
模式的 𝑘 × 𝑛阶矩阵 𝐺，满足 𝐺的所有 𝑘阶子式非零。这里矩阵 𝐺的零模式定义
为一个集族 𝒮 = {𝑆1, ⋯ , 𝑆𝑘}，其中 𝑆𝑖 = {𝑗 ⩽ 𝑛 ∶ 𝐺𝑖,𝑗 = 0} ⊂ {1, 2, ⋯ , 𝑛}。我们首
先给出一个由集族 𝒮 = {𝑆1, ⋯ , 𝑆𝑘}刻画的稀疏生成矩阵 𝐺存在的充分条件，参
见定理 2.4，它推广了 [54]中的定理 II.5。然后我们证明了只有当 𝑛 ⩽ 2𝑘时，满
足定理 2.4充分条件的集族 𝒮 才是平衡的。最后，我们通过设计几个算法证明了
只要 𝑛 ⩽ 2𝑘，对应于 𝒮 的二元矩阵就存在，即 𝒮 和 𝐺存在。主要结果如下。
定理 1.1 对任何正整数 𝑘 ⩾ 3，若 𝑘是偶数，则令 𝑛 ⩽ 2𝑘，若 𝑘是奇数，则

令 𝑛 ⩽ 2𝑘 − 1。那么在任何满足 𝑞 ⩾ 𝑛 − 1的有限域 𝔽𝑞 上，都存在一个具有稀疏
平衡生成矩阵的 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS码。
事实上，我们首先是在 𝑞 ⩾ 𝑛的情况下证明了定理 1.1，这是通过设计几个

复杂度关于 𝑘和 𝑛是多项式时间的算法来完成的①。这些算法均输出一个稀疏且
平衡的二元矩阵，它与满足定理 2.4的集族 𝒮 一一对应。然后我们再将这种构造
方法扩展到 𝑞 = 𝑛 − 1。
为了克服 𝑛 ⩽ 2𝑘的限制，我们利用和集构造了当码长 𝑛 = 𝑞 = 𝑝𝑠时的MDS

码。具体来说，我们需要找到 ℤ𝑠
𝑝 的 𝑘-子集 𝐴和 (𝑘 − 1)-子集 𝐵，使得它们的和

集 𝐴 + 𝐵 = {𝑎 + 𝑏 ∶ 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}满足，ℤ𝑠
𝑝 的每个元素在其中出现的次数几乎

相同，以确保码的稀疏性和平衡性。我们将结果总结为以下定理。
定理 1.2 对于任何正整数满足 𝑛 = 𝑞 = 𝑝𝑠, 𝑘 = 𝑝𝑒𝑚 与 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑝 − 1 和

0 ⩽ 𝑒 ⩽ 𝑠 − 1除了 𝑒 = 𝑠−1
2 ，在这种情况下 𝑚 = 1并且 𝑠必须是奇数，存在稀疏平

衡的 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS码。
注意到，在定理 1.2中，当 𝑒 ⩽ 𝑠 − 2或 𝑒 = 𝑠 − 1且 𝑚 < 𝑝

2 时，有 𝑛 > 2𝑘，此
时上述结果不包含在定理 1.1中。

1.3.2 基于 ℓ1 度量下的最优常重码
在 DNA存储系统下，为了能够纠正 DNA分子复制过程中发生的串联复制

错误，我们研究了能够用于构造串联复制纠错码的常重码，即 ℓ1 度量下非负整
数以及 𝐼3 = {0, 1, 2}上的最优常重码。
更具体地，我们通过使用填充集族（packing）和可分组设计（group divisible

design（GDD））来构造 ℓ1度量下，固定重量 𝑤和距离 𝑑的常重码，并确定了所
有重量 𝑤 ⩽ 4下，任意距离 𝑑 和码长 𝑛的最大码字个数。注意到，当 𝑤 = 1或 2
①开源代码链接见：https://github.com/ttchenday/Sparse_and_Balanced_MDS_Codes_over_Small_Fields。
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时，相应的最优码是平凡的。我们的主要贡献如下。
1. 考虑重量 𝑤 ∈ {3, 4}的非负整数上的常重码，在给定任意最小距离 𝑑 和码
长 𝑛时，我们完全确定了其最大码字个数 𝐴(𝑛, 𝑑, 𝑤)，并给出相应的最优码
构造。主要用到的工具是区组大小为 3的最优 2-填充 [55]，和区组大小为 4
的最优 3-填充。特别地，相比于文献 [47]中给出的特殊参数下 𝐴(𝑛, 𝑑, 𝑤)的
上下界：𝑛2

6 ≲ 𝐴(𝑛, 4, 3) ≲ 𝑛3

6，
𝑛3

24 ≲ 𝐴(𝑛, 4, 4) ≲ 𝑛4

24，以及 𝐴(𝑛, 6, 4) ≲ 𝑛4

24
①，我

们确定了它们具体阶数：𝐴(𝑛, 4, 3) ∼ 𝑛2

6 , 𝐴(𝑛, 4, 4) ∼ 𝑛3

24 以及 𝐴(𝑛, 6, 4) ∼ 𝑛2

12。
2. 考虑集合 {0, 1, 2}上的常重码，即三元常重码，通过 Steiner三元系 [56]以
及带有特殊剩余图的填充，我们构造出了所有重量 𝑤 = 3的最优常重码。
而当 𝑤 = 4时，利用 GDD，除去少数小码长的码外，我们给出了其余所有
参数最优码构造，而针对这些小码长的码，我们提供了相应的上下界。

3. 对于 𝑑 = 2𝑤 − 2 的三元常重码，我们使用 Alon 等人在文献 [57] 中给
出的图填充结果，得到了一个一般构造，且当码长 𝑛 充分大并满足 𝑛 ≡
1, 𝑤, −𝑤 + 2, −2𝑤 + 3 (mod 𝑤(𝑤 − 1))时，确定了最大码字个数。

此外，对于 ℓ1 度量下一般的 𝑞元常重码，我们用其码字支集刻画出了一个通用
必要条件（称其为 UNC条件），它展现了 ℓ1度量下的码与填充集族之间的联系。
这种联系为构造 ℓ1度量下的固定重量 𝑤的最优常重码提供了一些启示。

1.3.3 扭 Reed-Solomon码和自对偶码
针对（广义）扭 RS码问题，我们研究了（广义）扭 RS码 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)的

性质以及相关构造问题。在 [11]中，Beelen等人证明了，如果 TGRS码的估值
点集合是一个 𝔽 ∗

𝑞 的乘法子群，则 TGRS码在对偶下是封闭的。我们的结果放宽
了这个条件，并推广了这个结论，只需要其所有估值点构成某个多项式的根集合
即可。利用该多项式系数分布情况，我们刻画出了码 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)对偶封闭的
充分条件，并给出了相应的校验矩阵。基于这一结果，我们构造了相应的自对偶
码。特别是当 ℓ = 1时，所得自对偶码是MDS或近MDS码。而当 ℓ = 3时，所
得自对偶码的最小距离在 𝑛 − 𝑘 − 2和 𝑛 − 𝑘 + 1之间。

1.4 本文的组织结构
本文的组织结构以及各章节之间的联系如图1.5所示。
第一章绪论。介绍了本文的研究背景、研究现状以及研究内容，分析了本文

的创新点。
第二章基于小域上的稀疏平衡的MDS码。本章介绍了稀疏平衡的 MDS码

①𝑓(𝑛) ∼ 𝑔(𝑛)指的是 lim𝑛→∞ 𝑓(𝑛)/𝑔(𝑛) = 1，而 𝑓(𝑛) ≲ 𝑔(𝑛)指的是 lim inf𝑛→∞ 𝑔(𝑛)/𝑓 (𝑛) ⩾ 1。
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图 1.5 本学位论文组织结构

在数据存储中的一些应用，给出了其在任意小域 𝔽𝑞（𝑞 ⩾ 𝑛 − 1，这里 𝑛为码长）
上的构造。
第三章基于 ℓ1度量下的最优常重码。本章利用了组合设计里面的填充集族，

当重量 𝑤 ⩽ 4时，分别给出了非负整数上以及 𝐼3 = {0, 1, 2}上所有参数下的最
优常重码的构造；而针对一般的重量 𝑤和距离 2𝑤 − 2，利用图分解方法，给出
了相应最优码的渐近性结果。
第四章扭Reed-Solomon码和自对偶码。本章给出了部分对偶封闭的扭Reed-

Solomon码的构造，并利用该码构造出了编码理论中比较重要的自对偶码。
第五章总结与展望。本章总结了全文的主要研究工作和成果，并提出了可能

改进的方向和进一步的研究工作。
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第 2章 基于小域上的稀疏平衡的 MDS码
本章旨在满足 𝑞 ⩾ 𝑛 − 1的有限域上，构造稀疏平衡的 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS码。其出

发点是为了提高存储系统可靠性，更具体地，主要是为了避免由于负载不均衡而
导致的网络拥堵现象，以防止数据丢失。在第2.1节中，我们简单的介绍了稀疏
平衡码的研究背景和进展，以及本章贡献。在第2.2节中，我们首先给出必要的
记号和定义，然后在第2.3节中给出了 𝑞 ⩾ 𝑛时，根据生成矩阵零模式刻画的稀疏
的 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS码存在的充分条件。当 𝑛 ⩽ 2𝑘时，满足充分条件的平衡零模式的
构造细节在第2.4节中给出，主要用到的方法是基于矩阵上的元素置换操作。在
第2.5节中，当 𝑞 = 𝑛 = 𝑝𝑠 且 𝑘的形式为 𝑝𝑒𝑚时，我们构造了稀疏平衡的 [𝑛, 𝑘]𝑞

MDS码，这一构造提供了部分 𝑛 > 2𝑘时的稀疏平衡码。最后在第2.6节中对本章
进行了简单的总结。

2.1 介绍
稀疏平衡的 MDS码问题，其本质上是寻找一个具有约束生成矩阵的 MDS

码问题，这里的约束指的是生成矩阵要求是稀疏平衡的。这个问题最初是在 [24]
中考虑的，其出发点是在编码过程中可以使得计算负载平衡和更新数据时，影响
最少存储节点 [25, 58]。在分布式存储系统中，考虑稀疏平衡的 MDS码策略时，
一方面，由于计算每个码字符号所需时间与生成矩阵对应列中非零元素数量成
正比，根据生成矩阵的平衡性可知，每个码字符号的计算时间大致相同。因此可
以确保计算负载的均衡。另一方面，其码字的稀疏性，可以保证更新单个码字符
号只会影响存储系统中的 𝑛 − 𝑘 + 1个存储节点，即所需更新的数据量最小。
事实上，具有约束生成矩阵的MDS码问题，指的是，确定MDS码是否存在

一个具有给定零模式的生成矩阵问题。这种问题已经分别在文献 [54, 59-60]中针
对具有汉明度量的 MDS码和文献 [61-62]中针对具有秩度量（Gabidulin码）的
MDS码进行了研究。令 𝐺为一个 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS码的 𝑘 × 𝑛阶生成矩阵，其中 𝑘 ⩽ 𝑛，
它的零模式为集族 𝒮 = {𝑆1, ⋯ , 𝑆𝑘}。而利用这个集族刻画出的一个条件被称为
MDS条件：对于任何非空子集 𝐼 ⊆ {1, 2, ⋯ , 𝑘}，有 |𝐼| + | ∩𝑖∈𝐼 𝑆𝑖| ⩽ 𝑘。Dau等
人在文献 [59]中猜想：当 𝑞 ⩾ 𝑛 + 𝑘 − 1时，如果MDS条件成立，那么具有给定
零模式生成矩阵的 MDS码是存在的。这个猜想被称为 GM-MDS猜想，并吸引
了很多学者的关注，参见文献 [63-65]。最近 GM-MDS猜想分别被 Lovett [66]和
Yildiz以及 Hassibi [60]独立证明是正确的，我们将其重述如下。
定理 2.1 ([59-60, 66]GM-MDS定理) 设 𝒮 = {𝑆1, ⋯ , 𝑆𝑘} 是一个集族，其中
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𝑆𝑖 ⊆ {1, 2, ⋯ , 𝑛}, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘。那么当 𝑞 ⩾ 𝑛 + 𝑘 − 1时，存在一个 𝔽𝑞 上的 [𝑛, 𝑘]𝑞

MDS码，使得其生成矩阵 𝐺满足每当 𝑗 ∈ 𝑆𝑖时有 𝐺𝑖,𝑗 = 0成立，当且仅当 𝒮 满
足MDS条件。
在文献 [54]中，Greaves和 Syatriadi进一步考虑了具有约束生成矩阵的MDS

码存在性问题，其生成矩阵的支集约束比MDS条件稍强，但有限域大小可以放
松到 𝑞 ⩾ 𝑛或 𝑞 ⩾ 𝑛 + 1。但是，他们的结果不能用来构造稀疏平衡的MDS码。更
具体地，他们给出了一些特殊类型的 [𝑛, 𝑘]𝑞 RS码的两种构造，其生成矩阵具有
特定支集约束。其中之一是在任何满足 𝑞 ⩾ 𝑛的有限域 𝔽𝑞上，如果生成矩阵的零
模式 𝒮 = {𝑆1, ⋯ , 𝑆𝑘}满足MDS条件，且对任意 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘，满足 |∩𝑖

𝑗=1 𝑆𝑗| = 𝑘−𝑖，
那么存在一个 [𝑛, 𝑘]𝑞 RS码。注意到，当 𝑖 = 𝑘 − 1时，有 | ∩𝑘−1

𝑗=1 𝑆𝑗| = 1，这意味着
生成矩阵 𝐺中至少有一列包含 𝑘 − 1个 0。所以只有当 ⌈

𝑘(𝑘−1)
𝑛 ⌉ ⩾ 𝑘 − 1，即 𝑛 = 𝑘

或 𝑘 + 1时，𝐺才有可能平衡。他们给出的第二个构造是在任何满足 𝑞 ⩾ 𝑛 + 1的
有限域 𝔽𝑞 上，如果对于所有 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘，有 |𝑆𝑖| ⩽ 𝑖 − 1，那么存在一个 [𝑛, 𝑘]𝑞 RS
码。注意当 𝑖 ⩽ 𝑘 − 1时，有 |𝑆𝑖| ⩽ 𝑘 − 2，由此构造得到的生成矩阵 𝐺不是稀疏
的。因此，综上所述，我们需要重新刻画集族 𝒮 = {𝑆1, ⋯ , 𝑆𝑘}，使得其可以生成
一个稀疏平衡的MDS码。
受到上述问题的启发，本章主要研究在比较小的有限域上构造稀疏平衡的

MDS 码问题。首先对于有限域 𝔽𝑞 满足 𝑞 ⩾ 𝑛 时，给出一个由生成矩阵零模式
刻画的稀疏的 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS 码存在的充分条件。这一充分条件，推广了 Greaves
和 Syatriadi 的结果，将构造 MDS 码这一代数问题转化为了一个构造特定集族
𝒮 = {𝑆1, ⋯ , 𝑆𝑘}的组合问题。基于这个条件，我们通过设计几个多项式时间算
法，找到了满足要求的集族对应的二元矩阵，从而构造出了码长满足 𝑛 ⩽ 2𝑘的
所有稀疏平衡的 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS码。进一步地，通过扩展坐标，我们将域的大小改进
到 𝑞 ⩾ 𝑛 − 1。而当码长 𝑛 > 2𝑘时，对任意整数 𝑒, 𝑠, 𝑚，满足 𝑒 ⩽ 𝑠 − 2且 𝑚 ⩽ 𝑝 − 1，
或者 𝑒 = 𝑠 − 1且 𝑚 < 𝑝

2，我们利用平衡和集 𝐴 + 𝐵，其中 |𝐴| = 𝑘以及 |𝐵| = 𝑘 − 1，
构造了所有稀疏平衡的 [𝑛 = 𝑞 = 𝑝𝑠, 𝑘 = 𝑝𝑒𝑚]𝑞 MDS码。

2.2 预备知识
本节中，我们将介绍一些必要的记号、定义，并给出二元矩阵和码生成矩阵

的一些联系。
对于任意两个整数 𝑎 < 𝑏，令 [𝑎, 𝑏]表示整数集合 {𝑎, 𝑎 + 1, ⋯ , 𝑏}。我们进一

步将 [1, 𝑏]缩写为 [𝑏]。令 𝑎 mod+ 𝑛表示唯一的正整数 𝑟 ∈ [𝑛]，使得 𝑛整除 𝑎 − 𝑟，
而 [𝑎, 𝑏] mod+ 𝑛表示集合 {𝑥 mod+ 𝑛 ∶ 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]}。
对于任何素数幂 𝑞,我们用 𝔽𝑞来表示具有 𝑞个元素的有限域。我们记 [𝑛, 𝑘, 𝑑]𝑞
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为 𝔽𝑞 上长度为 𝑛、维数为 𝑘以及最小汉明距离为 𝑑的线性码 𝒞。当 𝒞 是MDS码
时，即 𝑑 = 𝑛 − 𝑘 + 1，有时会省略 𝑑 而写成 [𝑛, 𝑘]𝑞。

2.2.1 稀疏平衡的 MDS码
码 𝒞 的一个生成矩阵 𝐺若满足下面两个条件：

(1) 稀疏条件：重量，即 𝐺的每一行的非零元素恰好有 𝑛 − 𝑘 + 1个；
(2) 平衡条件：𝐺的每一列的重量要么是 ⌈

𝑘(𝑛−𝑘+1)
𝑛 ⌉，要么是 ⌊

𝑘(𝑛−𝑘+1)
𝑛 ⌋。

则称矩阵𝐺是稀疏平衡的。具有稀疏平衡的生成矩阵的MDS码，则称为稀疏平衡
的MDS码。在本章中，我们关注稀疏平衡的RS码的构造。回顾一下，一个 [𝑛, 𝑘]𝑞 RS
码是一种特殊的MDS码，定义为 {(𝑓(𝑎1), ⋯ , (𝑓(𝑎𝑛)) ∶ 𝑓(𝑥) ∈ 𝔽𝑞[𝑥], deg(𝑓 ) < 𝑘}，
其中 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛是 𝔽𝑞 上 𝑛个互不相同的元素，称其为估值点。

令 𝒫 为 𝔽𝑞[𝑥]中 𝑘个度不超过 𝑡 − 1的多项式 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), ⋯ , 𝑓𝑘(𝑥)的集合，
则 𝒫 的系数矩阵，记为 𝐶(𝒫)或 𝐶(𝑓1, 𝑓2, ⋯ , 𝑓𝑘)，是一个 𝑘 × 𝑡阶矩阵，其中第
(𝑖, 𝑗)个位置上的元素为 𝑓𝑖 中 𝑥𝑡−𝑗 项的系数，即 [𝑥𝑡−𝑗]𝑓𝑖。如果 𝒫 只包含一个多
项式 𝑓，我们用 𝐶(𝑓)表示为记录 𝑓 所有系数的行向量。
给定一个集族 𝒮 = {𝑆1, 𝑆2, ⋯ , 𝑆𝑘}，其中对于每个正整数 𝑖 ∈ [𝑘]，有 𝑆𝑖 ⊂ [𝑛]

且 |𝑆𝑖| ⩽ 𝑘 − 1。令 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛是 𝔽𝑞 上任意固定的 𝑛个不同元素。对于所有 𝑖 ∈ [𝑘]，
定义 𝑃𝑆𝑖(𝑥) ≜ ∏𝑗∈𝑆𝑖

(𝑥 − 𝑎𝑗) = 𝑝𝑖,0𝑥𝑘−1 + 𝑝𝑖,1𝑥𝑘−2 + ⋯ + 𝑝𝑖,𝑘−1 ∈ 𝔽𝑞[𝑥]。在本章的
其余部分，我们统一用 𝒫 表示多项式序列 𝑃𝑆1 , 𝑃𝑆2 , ⋯ , 𝑃𝑆𝑘，则对任意 𝑖 ∈ [𝑘]和
𝑗 ∈ [0, 𝑘 − 1]，有 𝐶(𝒫) = (𝑝𝑖,𝑗)𝑘×𝑘。令 𝐺 = (𝑔𝑖,𝑗)是 𝔽𝑞 上的 𝑘 × 𝑛阶矩阵，其中对
于 𝑖 ∈ [𝑘]和 𝑗 ∈ [𝑛]，𝑔𝑖,𝑗 = 𝑃𝑆𝑖(𝑎𝑗)。则有

𝐺 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑝1,0 𝑝1,1 ⋯ 𝑝1,𝑘−1

𝑝2,0 𝑝2,1 ⋯ 𝑝2,𝑘−1

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑝𝑘,0 𝑝𝑘,1 ⋯ 𝑝𝑘,𝑘−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎𝑘−1
1 𝑎𝑘−1

2 ⋯ 𝑎𝑘−1
𝑛

𝑎𝑘−2
1 𝑎𝑘−2

2 ⋯ 𝑎𝑘−2
𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎0

1 𝑎0
2 ⋯ 𝑎0

𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= 𝐶(𝒫) ⋅ 𝑉 ,

其中 𝑉 是由 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛 定义的 𝑘 × 𝑛 阶 Vandermonde 矩阵。容易验证若
𝑃𝑆1 , 𝑃𝑆2 , ⋯ , 𝑃𝑆𝑘在 𝔽𝑞上线性无关，则 det(𝐶(𝒫)) ≠ 0，因此𝐺的任意 𝑘列都是线性
无关的，可将其可以看作是一个 [𝑛, 𝑘]𝑞 RS码的生成矩阵，其估值点为 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛。
换句话说，要构造一个 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS码，等价于构造一个集族 𝒮 = {𝑆1, 𝑆2, ⋯ , 𝑆𝑘}，
使得由 𝒮 定义的多项式 𝑃𝑆1 , 𝑃𝑆2 , ⋯ , 𝑃𝑆𝑘 在 𝔽𝑞 上是线性无关的。
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2.2.2 二元支撑矩阵
基于上一小节给出的记号，令𝑀𝒮 = (𝑚𝑖,𝑗)是一个 𝑘 × 𝑛阶二元矩阵，其中

𝑚𝑖,𝑗 = 0当且仅当 𝑗 ∈ 𝑆𝑖。于是有 𝑚𝑖,𝑗 = 0当且仅当 𝑔𝑖,𝑗 = 0，因此我们称𝑀𝒮

为 𝐺 的支撑矩阵。给定一个 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS 码的生成矩阵 𝐺，我们可以确定它的
支撑矩阵，然后得到一个集族 𝒮 = {𝑆1, 𝑆2, ⋯ , 𝑆𝑘}，其中对于每个 𝑖 ∈ [𝑘]，有
𝑆𝑖 = {𝑗 ∈ [𝑛] ∶ 𝑔𝑖,𝑗 = 0} ⊂ [𝑛]，且由最小距离为 𝑑 = 𝑛 − 𝑘 + 1可知，每个 𝑆𝑖的大
小最多为 𝑘 − 1。如果 𝐺是稀疏的，则所有 |𝑆𝑖| = 𝑘 − 1。

2.3 稀疏的 MDS码存在性的支集约束条件
本节中，我们将证明具有特定性质的集族 𝒮 = {𝑆1, 𝑆2, ⋯ , 𝑆𝑘}，会在满足

𝑞 ⩾ 𝑛的有限域 𝔽𝑞 上生成 𝑘个线性无关的多项式，记其构成的多项式序列为 𝒫，
即 det(𝐶(𝒫)) ≠ 0。因此，根据上一节，由 𝒫 定义的矩阵 𝐺可作为一个 [𝑛, 𝑘]𝑞 RS
码的生成矩阵。

2.3.1 稀疏码的支集约束条件
在本小节中，令 𝑛 ⩾ 𝑘 > 1。设 𝒮 = {𝑆1, 𝑆2, ⋯ , 𝑆𝑘} 为 [𝑛] 上的 (𝑘 − 1)-一

致的集族，即对于每个 𝑖 ∈ [𝑘]，有 |𝑆𝑖| = 𝑘 − 1。如果存在 𝑖 ∈ [𝑘 − 1]，使得
|𝑆1 ∩ 𝑆2 ∩ ⋯ ∩ 𝑆𝑖| = 𝑘 − 𝑖以及 |𝑆𝑖+1 ∩ 𝑆𝑖+2 ∩ ⋯ ∩ 𝑆𝑘| = 𝑖，那么称 𝒮 在 𝑖处可分，
𝑖是分离索引。如果 ∩𝑖∈[𝑘]𝑆𝑖 = ∅，则称 𝒮 是不交的。
给定一个不交且 (𝑘 − 1)-一致的集族 𝒮 = {𝑆1, 𝑆2, ⋯ , 𝑆𝑘}，它在某个分离索

引 𝑖 ∈ [𝑘 − 1]处可分，假设交集 𝐴 = 𝑆1 ∩ 𝑆2 ∩ ⋯ ∩ 𝑆𝑖，其大小为 𝑘 − 𝑖，并且交集
𝐵 = 𝑆𝑖+1 ∩ 𝑆𝑖+2 ∩ ⋯ ∩ 𝑆𝑘，其大小为 𝑖。通过不交的性质可知，𝐴 ∩ 𝐵 = ∅。对于
任意 𝑗 ∈ [𝑖]，令 𝑆′

𝑗 = 𝑆𝑗 ⧵ 𝐴，且对于任意 𝑗 ∈ [𝑖 + 1, 𝑘]，令 𝑆′
𝑗 = 𝑆𝑗 ⧵ 𝐵。我们说

𝒜 = {𝑆′
1, ⋯ , 𝑆′

𝑖 }和 ℬ = {𝑆′
𝑖+1, ⋯ , 𝑆′

𝑘}是 𝒮 在分隔索引 𝑖处的两个剩余集族。注
意到，𝒜是 (𝑖−1)-一致的，ℬ是 (𝑘−𝑖−1)-一致的。特别是当 𝑖 = 1或 𝑖 = 𝑘−1时，𝒜
或ℬ将退化为 {∅}。令 𝒫1为由𝒜定义的多项式集合 𝑃𝑆′

1
, 𝑃𝑆′

2
, ⋯ , 𝑃𝑆′

𝑖
，𝒫2为由ℬ

定义的多项式集合 𝑃𝑆′
𝑖+1

, ⋯ , 𝑃𝑆′
𝑘
。在这里，如果集合 𝑆′ = ∅，则令 𝑃𝑆′(𝑥) = 1。给

定如下两个多项式：𝑓0(𝑥) = ∏𝑢∈𝐴(𝑥−𝑎𝑢)和 𝑔0(𝑥) = ∏𝑣∈𝐵(𝑥−𝑎𝑣)。最后，令𝒬1为
多项式集合 {𝑥𝑖−1𝑓0, 𝑥𝑖−2𝑓0, ⋯ , 𝑓0}，𝒬2为多项式集合 {𝑥𝑘−𝑖−1𝑔0, 𝑥𝑘−𝑖−2𝑔0, ⋯ , 𝑔0}。
注意到，𝒬1和 𝒬2中每个多项式的度数最多为 𝑘 − 1。在这些符号下，我们给出以
下引理 2.2–2.3。为方便起见，我们将 [𝑀1; 𝑀2]表示为相同列数的两个矩阵𝑀1

和𝑀2的垂直串联。
引理 2.2 设 (𝑘−1)-一致的集族 𝒮 = {𝑆1, 𝑆2, ⋯ , 𝑆𝑘}是不交的且在 𝑖 ∈ [𝑘−1]
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处可分，则

𝐶(𝒫) =
(

𝐶(𝒫1) 0
0 𝐶(𝒫2)) (

𝐶(𝒬1)
𝐶(𝒬2))

.

证明 对任意 𝑗 ∈ [𝑖]，令 𝑃𝑆′
𝑗
(𝑥) = ∏ℓ∈𝑆′

𝑗
(𝑥 − 𝑎ℓ) = 𝑐𝑗,0𝑥𝑖−1 + 𝑐𝑗,1𝑥𝑖−2 + ⋯ +

𝑐𝑗,𝑖−1。则

𝑃𝑆𝑗 = 𝑓0 ⋅ 𝑃𝑆′
𝑗

= 𝑐𝑗,0𝑥𝑖−1𝑓0 + 𝑐𝑗,1𝑥𝑖−2𝑓0 + ⋯ + 𝑐𝑗,𝑖−1𝑓0.

因此在 𝑃𝑆𝑗 中，对任意 𝑒 ∈ [0, 𝑘 − 1]，𝑥𝑒 项系数为 [𝑥𝑒]𝑃𝑆𝑗 = ∑𝑖−1
ℓ=0 𝑐𝑗,ℓ ×

[𝑥𝑒](𝑥𝑖−ℓ−1𝑓0)。由于 𝐶(𝑃𝑆1 , ⋯ , 𝑃𝑆𝑖)第 (𝑗, 𝑘 − 𝑒)个位置上的元素为 [𝑥𝑒]𝑃𝑆𝑗，故

𝐶(𝑃𝑆1 , ⋯ , 𝑃𝑆𝑖)

=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑐1,0 ⋯ 𝑐1,𝑖−1

𝑐2,0 ⋯ 𝑐2,𝑖−1

⋮ ⋱ ⋮
𝑐𝑖,0 ⋯ 𝑐𝑖,𝑖−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

[𝑥𝑘−1](𝑥𝑖−1𝑓0) ⋯ [𝑥0](𝑥𝑖−1𝑓0)
[𝑥𝑘−1](𝑥𝑖−2𝑓0) ⋯ [𝑥0](𝑥𝑖−2𝑓0)

⋮ ⋱ ⋮
[𝑥𝑘−1]𝑓0 ⋯ [𝑥0]𝑓0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=𝐶(𝒫1)𝐶(𝒬1).

𝐶(𝑃𝑆𝑖+1 , ⋯ , 𝑃𝑆𝑘) = 𝐶(𝒫2)𝐶(𝒬2) 可以用类似方法得到。注意到 𝐶(𝒫) =

[𝐶 (𝑃𝑆1 , ⋯ , 𝑃𝑆𝑖) ; 𝐶 (𝑃𝑆𝑖+1 , ⋯ , 𝑃𝑆𝑘)]，故证明完成。 ∎

引理 2.3 矩阵 [𝐶(𝒬1); 𝐶(𝒬2)]的行列式非零。特别地，det[𝐶(𝒬1); 𝐶(𝒬2)] =
∏𝑢∈𝐴,𝑣∈𝐵(𝑎𝑢 − 𝑎𝑣)。

证明 令 𝐴 = {𝑢1, ⋯ , 𝑢𝑘−𝑖}和 𝐵 = {𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑖}。对任意 𝑠 ∈ [𝑘 − 𝑖], 𝑡 ∈ [𝑖]，
设 𝑓𝑠(𝑥) = (𝑥 − 𝑎𝑢𝑠+1) ⋯ (𝑥 − 𝑎𝑢𝑘−𝑖) = 𝑐𝑠,0𝑥𝑘−𝑖−𝑠 + ⋯ + 𝑐𝑠,𝑘−𝑖−𝑠 以及 𝑔𝑡(𝑥) = (𝑥 −
𝑎𝑣𝑡+1) ⋯ (𝑥 − 𝑎𝑣𝑖) = 𝑑𝑡,0𝑥𝑖−𝑡 + ⋯ + 𝑑𝑡,𝑖−𝑡。注意到，𝑓𝑠和 𝑔𝑡可以分别通过删除 𝑓0和
𝑔0的一些线性因子得到。此外，对于所有 𝑠 ∈ [𝑘 − 𝑖]和 𝑡 ∈ [𝑖]，𝑐𝑠,0 = 𝑑𝑡,0 = 1，并
且 𝑓𝑘−𝑖 = 𝑔𝑖 = 1。
令𝑀0 = [𝐶(𝒬1); 𝐶(𝒬2)] = [𝐶(𝑥𝑖−1𝑓0); ⋯ ; 𝐶(𝑓0); 𝐶(𝑥𝑘−𝑖−1𝑔0); ⋯ ; 𝐶(𝑔0)]。我

们将通过进行初等行变换来计算矩阵𝑀0的行列式。由于𝑀0的每一行都对应一
个多项式，我们使用多项式运算来表示行变换。为了方便起见，对任意 ℓ ∈ [𝑖]，
ℓ′ ∈ [𝑘 − 𝑖]，我们用 𝑅ℓ，表示行 𝐶(𝑥ℓ−1𝑓0)，以及 𝑅ℓ′ 表示行 𝐶(𝑥ℓ′−1𝑔0)。接下
来，我们将按步骤进行以下行变换。
第 1步。将 𝑅𝑘−𝑖变换为 𝑐1,0𝑅𝑘−𝑖 + ⋯ + 𝑐1,𝑘−𝑖−1𝑅1 − (𝑑1,0𝑅𝑖 + ⋯ + 𝑑1,𝑖−1𝑅1)。
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注意到 𝑐1,0 = 1。故此时这一行对应的多项式就变成了
𝑘−𝑖−1

∑
𝑗=0

𝑐1,𝑗𝑥𝑘−𝑖−1−𝑗𝑔0 −
𝑖−1

∑
𝑗=0

𝑑1,𝑗𝑥𝑖−1−𝑗𝑓0

=𝑓1𝑔0 − 𝑓0𝑔1 = (𝑥 − 𝑎𝑣1)𝑓1𝑔1 − (𝑥 − 𝑎𝑢1)𝑓1𝑔1

=(𝑎𝑢1 − 𝑎𝑣1)𝑓1𝑔1.

对新得到的 𝑅𝑘−𝑖继续进行行操作，具体来说，从中减去项 (𝑎𝑢1 − 𝑎𝑣1)(𝑑2,0𝑅𝑖−1 +
⋯ + 𝑑2,𝑖−2𝑅1)，此时可得到

𝑓1𝑔0 − 𝑓0𝑔1 − (𝑎𝑢1 − 𝑎𝑣1)𝑓0𝑔2

=(𝑎𝑢1 − 𝑎𝑣1)(𝑥 − 𝑎𝑣2)𝑓1𝑔2 − (𝑎𝑢1 − 𝑎𝑣1)(𝑥 − 𝑎𝑢1)𝑓1𝑔2

=(𝑎𝑢1 − 𝑎𝑣1)(𝑎𝑢1 − 𝑎𝑣2)𝑓1𝑔2.

继续对 𝑅𝑘−𝑖进行类似行变换，我们可得到多项式

𝑓1𝑔0 − 𝑓0𝑔1 −
𝑖−1

∑
𝑡=1 (

𝑡

∏
𝑠=1

(𝑎𝑢1 − 𝑎𝑣𝑠))
𝑓0𝑔𝑡+1 = 𝑓1

𝑖

∏
𝑡=1

(𝑎𝑢1 − 𝑎𝑣𝑡).

因此，我们将行 𝐶(𝑥𝑘−𝑖−1𝑔0) 变换为 𝐶(𝑓1 ∏𝑖
𝑡=1(𝑎𝑢1 − 𝑎𝑣𝑡))，且行列式不变。将

非零因子 ∏𝑖
𝑡=1(𝑎𝑢1 − 𝑎𝑣𝑡) 提取出来并假设新行是 𝐶(𝑓1)。观察到对于每个 𝑗 =

0, 1, ⋯ , 𝑖 − 1，有 𝑥𝑗𝑓0 + 𝑥𝑗𝑎𝑢1𝑓1 = 𝑥𝑗(𝑥 − 𝑎𝑢1)𝑓1 + 𝑥𝑗𝑎𝑢1𝑓1 = 𝑥𝑗+1𝑓1。然后我
们可以做一系列的行操作：对任意 ℓ = 1, ⋯ , 𝑖 − 1，将 𝑎𝑢1 × 𝑅𝑘−𝑖 加到 𝑅1，将
𝑎𝑢1 × 𝑅ℓ加到 𝑅ℓ+1。经过这些操作后，可以得到一个新的矩阵𝑀1 = ∏𝑖

𝑡=1(𝑎𝑢1 −
𝑎𝑣𝑡) [𝐶(𝑥𝑖𝑓1); ⋯ ; 𝐶(𝑓1); 𝐶(𝑥𝑘−𝑖−2𝑔0); ⋯ ; 𝐶(𝑔0)]。

第 2 步。注意到矩阵 𝑀1 的结构与初始矩阵 𝑀0 类似。故我们将更新
行记号如下：对任意 ℓ ∈ [𝑖 + 1]，ℓ′ ∈ [𝑘 − 𝑖 − 1] ，我们用 𝑅ℓ，表示行
𝐶(𝑥ℓ−1𝑓0)，以及 𝑅ℓ′ 表示行 𝐶(𝑥ℓ′−1𝑔0)。基于这些新记号下，可以对 𝑅𝑘−𝑖−1

进行类似于第一步中的行变换，由此得到新矩阵 𝑀2 = ∏𝑡∈[𝑖],𝑗∈[2](𝑎𝑢𝑗 −
𝑎𝑣𝑡) [𝐶(𝑥𝑖+1𝑓2); ⋯ ; 𝐶(𝑓2); 𝐶(𝑥𝑘−𝑖−3𝑔0); ⋯ ; 𝐶(𝑔0)]。我们将在第 𝑟步中详细说明这
些变换。
第 𝑟 ⩽ 𝑘 − 𝑖 步。此时我们得到矩阵 𝑀𝑟−1 = ∏𝑡∈[𝑖],𝑗∈[𝑟−1] (𝑎𝑢𝑗 −

𝑎𝑣𝑡) [ 𝐶(𝑥𝑖+𝑟−2𝑓𝑟−1); ⋯ ; 𝐶(𝑓𝑟−1); 𝐶(𝑥𝑘−𝑖−𝑟𝑔0); ⋯ ; 𝐶(𝑔0) ]。更新记号如下：对任意
ℓ ∈ [𝑖 + 𝑟 − 1]，ℓ′ ∈ [𝑘 − 𝑖 − 𝑟 + 1] ，我们用 𝑅ℓ，表示行 𝐶(𝑥ℓ−1𝑓0)，以
及 𝑅ℓ′ 表示行 𝐶(𝑥ℓ′−1𝑔0)。考虑 𝑅𝑘−𝑖−𝑟+1，即行 𝐶(𝑥𝑘−𝑖−𝑟𝑔0)，首先做行变换
𝑐𝑟,0𝑅𝑘−𝑖−𝑟+1+⋯+𝑐𝑟,𝑘−𝑖−𝑟𝑅1−(𝑑1,0𝑅𝑖+⋯+𝑑1,𝑖−1𝑅1)得到 𝑓𝑟𝑔0−𝑓𝑟−1𝑔1，然后对新得
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到的𝑅𝑘−𝑖−𝑟+1继续进行行变换∑𝑖−1
𝑡=1(∏𝑡

𝑠=1(𝑎𝑢𝑟 −𝑎𝑣𝑠))(𝑑𝑡+1,0𝑅𝑖−𝑡 +⋯+𝑑𝑡+1,𝑖−𝑡−1𝑅1)，
得到

𝑓𝑟𝑔0 − 𝑓𝑟−1𝑔1 −
𝑖−1

∑
𝑡=1 (

𝑡

∏
𝑠=1

(𝑎𝑢𝑟 − 𝑎𝑣𝑠))
𝑓𝑟−1𝑔𝑡+1 = 𝑓𝑟

𝑖

∏
𝑡=1

(𝑎𝑢𝑟 − 𝑎𝑣𝑡) .

因此我们将行 𝐶(𝑥𝑘−𝑖−𝑟𝑔0)更新为 𝐶(𝑓𝑟 ∏𝑖
𝑡=1(𝑎𝑢𝑟 −𝑎𝑣𝑡))且不改变初始矩阵行列式。

观察到对于每个 𝑗 满足 0 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑖 + 𝑟 − 2，都有 𝑥𝑗+1𝑓𝑟 = 𝑥𝑗𝑓𝑟−1 + 𝑎𝑢𝑟𝑥
𝑗𝑓𝑟。然后

我们可以做一系列的行操作：对任意 ℓ = 1, ⋯ , 𝑖 + 𝑟 − 2，将 𝑎𝑢𝑟 × 𝑅𝑘−𝑖−𝑟+1 加到
𝑅1以及 𝑎𝑢𝑟 × 𝑅ℓ加到 𝑅ℓ+1。经过第 𝑟步操作后，我们可以将第 𝑟 − 1步中的矩阵
𝑀𝑟−1更新到如下新矩阵

∏
𝑡∈[𝑖],𝑗∈[𝑟]

(𝑎𝑢𝑗 − 𝑎𝑣𝑡) [𝐶(𝑥𝑖+𝑟−1𝑓𝑟); ⋯ ; 𝐶(𝑓𝑟); 𝐶(𝑥𝑘−𝑖−𝑟−1𝑔0); ⋯ ; 𝐶(𝑔0)] .

经过 (𝑘 − 𝑖)步操作后，我们将初始矩阵𝑀0更新为如下形式：

∏
𝑡∈[𝑖],𝑗∈[𝑘−𝑖]

(𝑎𝑢𝑗 − 𝑎𝑣𝑡) [𝐶(𝑥𝑘−1); 𝐶(𝑥𝑘−2); ⋯ ; 𝐶(1)] .

由于上述步骤中的所有行操作都没有改变行列式，故证明完成。 ∎

2.3.2 良好支集的刻画
在第2.3.1小节中，由引理 2.2和 2.3可知，当 𝒮 是不交的且可分时，我们有

det(𝐶(𝒫)) = det(𝐶(𝒫1)) det(𝐶(𝒫2)) ∏
𝑢∈𝐴,𝑣∈𝐵

(𝑎𝑢 − 𝑎𝑣).

为了确保 det(𝐶(𝒫)) ≠ 0，我们需要 det(𝐶(𝒫1))和 det(𝐶(𝒫2))都是非零的。这促使
我们通过以下方式从集族 𝒮 出发，定义二叉树。令集族 𝒮 = {𝑆1, 𝑆2, ⋯ 𝑆𝑘}为根
节点。如果 𝒮 不是不交的或可分的，则停止。否则，令 𝒮 的两个剩余集族𝒜和
ℬ为 𝒮 的左右子节点。然后考虑𝒜和 ℬ，以𝒜为例。如果𝒜不是不交的或可分
的，或者 𝒜 = {∅}，则停止。否则，我们可以通过它的两个剩余集族来扩展 𝒜。
继续执行这样的操作，直到不能再扩展为止。如果生成的二叉树，其所有叶子节
点都是 {∅}，那么我们称它是一个良好的二叉树。注意到，由 𝒮 构造的二叉树
可能不是唯一的。如果 𝒮 至少可以产生一棵良好的二叉树，则称 𝒮 是良好的。

例 2.1 设 𝑆1 = {5, 6, 7, 8}, 𝑆2 = {1, 6, 7, 8}, 𝑆3 = {1, 2, 7, 8}, 𝑆4 = {1, 2, 3, 4}
以及 𝑆5 = {2, 3, 4, 5}。则 𝒮 = {𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, 𝑆4, 𝑆5}是一个 4-一致的集族。根据上
述定义，𝒮 可以构造出一棵良好的二叉树，故 𝒮 是良好的。

事实上，𝒮是不交的且在 𝑖 = 3处可分，这是因为 |𝑆1∩𝑆2∩𝑆3| = |{7, 8}| = 2以
及 |𝑆4 ∩ 𝑆5| = |{2, 3, 4}| = 3。因此我们有 𝒮在分隔索引 3处的两个剩余集族𝒜 =
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{𝑆′
1, 𝑆′

2, 𝑆′
3}和 ℬ = {𝑆′

4, 𝑆′
5}，其中 𝑆′

1 = {5, 6}, 𝑆′
2 = {1, 6}, 𝑆′

3 = {1, 2}, 𝑆′
4 = {1}

以及𝑆′
5 = {5}。由于𝑆′

1∩𝑆′
2 = {6}，集族𝒜是不交的且可分。令𝑆″

1 = {5}, 𝑆″
2 = {1}

和 𝒞 = {𝑆″
1 , 𝑆″

2 }。那么 ℬ和 𝒞 都是平凡的不交且可分的集族。综上所述，𝒮 可
以生成一个如图 2.1所示的二叉树，可以看到该二叉树的所有叶子节点都是 {∅}，
故是良好的。



 



图 2.1 例2.1中集族 𝒮 生成的二叉树

为了更加清楚的说明由集族 𝒮 生成的良好二叉树的结构，我们从上到下逐
层绘制二叉树，并且在每一层中，节点以自然的方式从左到右列出。然后我们使
用从左到右和从上到下的非叶子节点的分离索引构成的序列，来表示特定的二
叉树，其中不同层的分离索引用分号隔开。例如图 2.1中的二叉树可以用一个序
列 (3; 2, 4; 1)表示，其中 3是 𝒮 在第一层的分离索引，2和 4分别是第二层中 𝒜
和 ℬ的分离索引，1是第三层中唯一的非叶子节点 𝒞的分离索引。注意到，对于
表示剩余集族的每个非叶子节点，例如节点 ℬ，我们使用根据 𝒮 定义的原始分
离索引 4而不是其自身的分离索引 1。
注 1 对于一个良好的 (𝑘 − 1)-一致的集族 𝒮 = {𝑆1, ⋯ , 𝑆𝑘}，或由它生成的

良好的二叉树，我们有以下事实。
1. 二叉树中恰好有 𝑘个叶子节点，每个叶子节点对应于 𝒮 中的一个集合。
2. 分离索引序列包含每个分离索引 𝑖 ∈ [𝑘 − 1]恰好一次。
3. 对 𝒮 的支撑矩阵的列进行置换，可以得到一个新的良好集族的支撑矩阵。
特别地，如果一个集族只有一个元素，且是空集，即 {∅}，那么该集族只定

义了一个常数多项式。因此，相应的系数矩阵是一个 1 × 1阶矩阵且其中元素为
1，即 𝐶({∅}) = (1)，其行列式为 1。

2.3.3 稀疏的 MDS码存在性的刻画
结合引理 2.2和2.3，以及之前的所有分析可知，如果集族 𝒮 = {𝑆1, ⋯ , 𝑆𝑘}是

良好的，那么可从 𝔽𝑞 中任意选取 𝑛个不同的元素 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛 ∈ 𝔽𝑞 来定义 𝑃𝑆𝑖，从
而生成一个可逆系数矩阵 𝐶(𝒫)，最后得到一个矩阵 𝐺，𝐺可作为一个 [𝑛, 𝑘]𝑞 RS
码的生成矩阵，且由此得到的 RS码的支撑矩阵为𝑀𝒮。我们将这个结果总结为
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以下定理。
定理 2.4 设 𝒮 = {𝑆1, ⋯ , 𝑆𝑘}是 [𝑛]上的良好的 (𝑘 − 1)-一致集族。那么对于

任何满足 𝑞 ⩾ 𝑛的有限域 𝔽𝑞 上，均存在一个稀疏的 [𝑛, 𝑘]𝑞 RS码，其生成矩阵 𝐺，
满足 𝐺𝑖𝑗 = 0当且仅当 𝑗 ∈ 𝑆𝑖，即𝑀𝒮 是 𝐺的支撑矩阵。
注 2 在文献 [54]的定理 II.5中，作者也给出了当 𝑞 ⩾ 𝑛时，[𝑛, 𝑘]𝑞 MDS码

存在的充分条件，即对任意 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘，其生成矩阵的零模式 𝒮 = {𝑆1, ⋯ , 𝑆𝑘}满
足 | ∩𝑖

𝑗=1 𝑆𝑗| = 𝑘 − 𝑖。注意到，当 𝒮 是 (𝑘 − 1)-一致的集族时，这个 𝒮 是良好的，
因为它可以生成一个良好的二叉树 (𝑘 − 1; 𝑘 − 2; ⋯ ; 1)。故定理 2.4可以看作是文
献 [54]的定理 II.5对一致的情况的扩展。
接下来，我们将通过下面的例子来说明引理 2.2和2.3，以及定理 2.4。
例 2.2 设 𝒮 = {𝑆1, 𝑆2, 𝑆3, 𝑆4, 𝑆5}是例 2.1中给定的集族，则 𝒮 是一个 [8]

上良好的 4-一致集族，且它对应一棵良好的二叉树 (3; 2, 4; 1)，见图 2.1。我们将
在 𝔽8上构造一个 5 × 8阶矩阵 𝐺，且 𝐺中元素满足 𝐺𝑖𝑗 = 0当且仅当 𝑗 ∈ 𝑆𝑖。令
𝒫 为 𝔽8[𝑥]中的多项式序列 𝑃𝑆1 , ⋯ , 𝑃𝑆5，其中

𝑃𝑆1(𝑥) = (𝑥 − 𝑎5)(𝑥 − 𝑎6)(𝑥 − 𝑎7)(𝑥 − 𝑎8),

𝑃𝑆2(𝑥) = (𝑥 − 𝑎1)(𝑥 − 𝑎6)(𝑥 − 𝑎7)(𝑥 − 𝑎8),

𝑃𝑆3(𝑥) = (𝑥 − 𝑎1)(𝑥 − 𝑎2)(𝑥 − 𝑎7)(𝑥 − 𝑎8),

𝑃𝑆4(𝑥) = (𝑥 − 𝑎1)(𝑥 − 𝑎2)(𝑥 − 𝑎3)(𝑥 − 𝑎4),

𝑃𝑆5(𝑥) = (𝑥 − 𝑎2)(𝑥 − 𝑎3)(𝑥 − 𝑎4)(𝑥 − 𝑎5).

由引理 2.2和 2.3可知，矩阵 𝐶(𝒫)的行列式为

det(𝐶(𝒫)) =
⎛
⎜
⎜
⎝

∏
𝑢∈{7,8},𝑣∈{2,3,4}

(𝑎𝑢 − 𝑎𝑣)
⎞
⎟
⎟
⎠

×
⎛
⎜
⎜
⎝

∏
𝑣′∈{1,2}

(𝑎6 − 𝑎𝑣′)
⎞
⎟
⎟
⎠

× (𝑎1 − 𝑎5) × (𝑎5 − 𝑎1).

故若 𝑎1, ⋯ , 𝑎8是 𝔽8上互不相同的 8个元素，则 det(𝐶(𝒫))在 𝔽8上非零。令 𝜁 是
𝔽8的一个本原元，且满足 𝜁3 + 𝜁 + 1 = 0。设 𝑎1 = 0且对任意 𝑖 ∈ [2, 8]，𝑎𝑖 = 𝜁 𝑖−2。
则有 det(𝐶(𝑃 )) = 1 ≠ 0，且可得到一个 𝔽8上的 5 × 8阶矩阵 𝐺，

𝐺 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝜁4 𝜁5 𝜁6 𝜁2 0 0 0 0
0 𝜁4 1 𝜁6 𝜁 0 0 0
0 0 𝜁 𝜁4 𝜁3 𝜁5 0 0
0 0 0 0 𝜁2 𝜁5 𝜁4 𝜁6

𝜁6 0 0 0 0 1 𝜁 𝜁4

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

由定理 2.4可知，𝐺是一个 𝔽8上的 [8, 5] RS码的稀疏生成矩阵。且容易看出，
𝐺也是平衡的。
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事实上，满足定理 2.4条件的良好的 (𝑘 − 1)-一致集族 𝒮 是平凡存在的。例
如，对任意 𝑖 ∈ [𝑘]，令 𝑆𝑖 = [𝑖, 𝑖 + 𝑘 − 2] mod+ 𝑛，则 𝒮 = {𝑆1, ⋯ , 𝑆𝑘}是一个良
好的集族且其可生成一棵良好的二叉树 (1; 2; ⋯ ; 𝑘 − 1)，其中非叶子节点在分离
索引 1，2，⋯，𝑘 − 1处按顺序分隔。因此，对于任何 𝑞 ⩾ 𝑛，都存在一个稀疏的
[𝑛, 𝑘]𝑞 RS码。然而，一般情况下，这种构造方法无法得到一个平衡的 RS码。为
了得到一个稀疏且平衡的 RS码，我们需要找到一个良好的 (𝑘 − 1)-一致集族 𝒮，
使得矩阵𝑀𝒮 每列的重量几乎相同。为了方便起见，如果矩阵 𝐺是稀疏且平衡
的，我们也称 𝐺所对应的集族 𝒮 或矩阵𝑀𝒮 是稀疏且平衡的，如果 𝒮 是良好的，
则称𝑀𝒮 也是良好的。

2.4 码长 𝑛 ⩽ 2𝑘下稀疏平衡的 MDS码的构造
在本节中，我们证明主要结果，即定理 1.1，它指出了，在任意满足 𝑞 ⩾ 𝑛 − 1

的小域 𝔽𝑞 上，均存在稀疏平衡的MDS码。首先，我们证明 𝑞 ⩾ 𝑛的情况，即定
理 2.5。对于 𝑞 = 𝑛 − 1的情况，可以从定理 2.5所得到的集族 𝒮 中，有选择的删
除一个恰当的坐标，然后再延伸到长度 𝑛得到，从而完成定理 1.1。
定理 2.5 对任何正整数 𝑘 ⩾ 3，若 𝑘是偶数，则令 𝑛 ⩽ 2𝑘，若 𝑘是奇数，则

令 𝑛 ⩽ 2𝑘 − 1。那么在任何满足 𝑞 ⩾ 𝑛的有限域 𝔽𝑞 上，都存在一个具有稀疏平衡
生成矩阵的 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS码。

2.4.1 小域（𝑞 ⩾ 𝑛）上稀疏平衡的 MDS码存在性的等价刻画
在本小节中，为了证明定理 2.5，我们需要通过定理 2.4构造一个良好且平

衡的 (𝑘 − 1)-一致集族 𝒮。换句话说，我们需要构造一个满足以下性质的 𝑘 × 𝑛阶
二元矩阵𝑀 = (𝑚𝑖,𝑗) = 𝑀𝒮：
(𝑃1) 稀疏条件：𝑀 的每一行都恰好有 𝑘 − 1个 0；
(𝑃2) 平衡条件：𝑀 中有 𝜃列均含有 ⌈

𝑘(𝑘−1)
𝑛 ⌉个 0，剩余 𝑛 − 𝜃列均含有 ⌊

𝑘(𝑘−1)
𝑛 ⌋

个 0，其中 𝜃 ≜ 𝑘(𝑘 − 1) mod+ 𝑛；
(𝑃3) 良好条件：对任意 𝑖 ∈ [𝑘]，设 𝑆𝑖 = {𝑗 ∶ 𝑚𝑖,𝑗 = 0} ⊆ [𝑛]，则集族 𝒮 =

{𝑆1, ⋯ , 𝑆𝑘}是良好的。
在本章剩余部分，我们不区分 𝒮 和𝑀𝒮。注意到，对任意 𝑖 ∈ [𝑘]，令 𝑆𝑖 =

[𝑖, 𝑖 + 𝑘 − 2] mod+ 𝑛，则此集族 𝒮 = {𝑆1, ⋯ , 𝑆𝑘}可以给出一个同时满足 (𝑃1)和
(𝑃3)的矩阵𝑀𝒮。而构造一个同时满足 (𝑃1)和 (𝑃2)的矩阵也很容易。然而，构造
一个满足上述所有三个条件的矩阵并不简单。我们首先证明，为了满足 (𝑃1)-(𝑃3)，
定理 2.5中对于 𝑛, 𝑘的限制是必要的。

引理 2.6 给定两个正整数 𝑛, 𝑘且满足 𝑛 ⩾ 𝑘 ⩾ 3，如果存在一个稀疏、良好
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且平衡的 𝑘 × 𝑛阶二元矩阵，则 𝑛 ⩽ 2𝑘。此外，如果 𝑛 = 2𝑘，则 𝑘必须是偶数。
证明 设 𝒮 = {𝑆1, ⋯ , 𝑆𝑘}和𝑀𝒮 是稀疏、良好且平衡的。根据良好这一性

质知，𝒮 在某个分离索引处可分，即存在 𝑖 ∈ [𝑘 − 1]，使得 |𝑆1 ∩ 𝑆2 ∩ ⋯ ∩ 𝑆𝑖| =
𝑘 − 𝑖以及 |𝑆𝑖+1 ∩ 𝑆𝑖+2 ∩ ⋯ ∩ 𝑆𝑘| = 𝑖。根据平衡条件可知，𝑖和 𝑘 − 𝑖均不超过
⌈

𝑘(𝑘−1)
𝑛 ⌉ ⩽ ⌈

𝑘(𝑘−1)
2𝑘 ⌉ = ⌈

𝑘−1
2 ⌉。若 𝑖 < ⌈

𝑘(𝑘−1)
𝑛 ⌉ ⩽ ⌈

𝑘−1
2 ⌉，则

𝑘 − 𝑖 ⩾ 𝑘 − ⌈
𝑘 − 1

2 ⌉ + 1 = 𝑘 − 1 − ⌈
𝑘 − 1

2 ⌉ + 2

= ⌊
𝑘 − 1

2 ⌋ + 2 ⩾ ⌈
𝑘 − 1

2 ⌉ + 1.

这与 𝑘 − 𝑖 ⩽ ⌈
𝑘−1

2 ⌉ 相矛盾。同理 𝑘 − 𝑖 < ⌈
𝑘(𝑘−1)

𝑛 ⌉ 的情形也是不成立的。因此
𝑖 = 𝑘−𝑖 = 𝑘

2 = ⌈
𝑘(𝑘−1)

𝑛 ⌉。故 𝑘必须是偶数。由于 𝒮在 𝑖 = 𝑘
2 处是可分的，那么𝑀𝒮

中至少有 𝑘列，它们每列至少包含 𝑘
2 个 0。这不包括所有 𝑘 ⩾ 4且 𝑛 = 2𝑘+1, 2𝑘+2，

以及 𝑘 = 4且 𝑛 = 2𝑘 + 3的情况，因为对于这些情况，𝜃 = 𝑘(𝑘 − 1) mod+ 𝑛严格
小于 𝑘。更具体地，

a) 若 𝑛 = 2𝑘 + 1，当 𝑘 ⩾ 4时，有 𝜃 = 𝑘(𝑘 − 1) mod+ 𝑛 ≡ 𝑘(𝑘 + 1
2) − 3𝑘

2 + 2𝑘 + 1
(mod 𝑛) = 𝑘

2 + 1 < 𝑘；
b) 若 𝑛 = 2𝑘 + 2，当 𝑘 ⩾ 4时，有 𝜃 = 𝑘(𝑘 − 1) mod+ 𝑛 ≡ 𝑘(𝑘 + 1) − 2𝑘 + 2𝑘 + 2

(mod 𝑛) = 2 < 𝑘；
c) 若 𝑛 = 2𝑘 + 3，当 𝑘 = 4 时，即 𝑛 = 11，此时 𝜃 = 𝑘(𝑘 − 1) mod+ 𝑛 =

12 mod+ 11 = 1 < 4。
下面，可以根据 𝑘

2 = ⌈
𝑘(𝑘−1)

𝑛 ⌉排除其它所有情况。设 𝑡 ⩾ 4且 𝑛 = 2𝑘 + 𝑡，或
者 𝑡 = 3且 𝑘 ⩾ 6，则有

⌈
𝑘(𝑘 − 1)

𝑛 ⌉ = ⌈
𝑘(𝑘 − 1)
2𝑘 + 𝑡 ⌉ = ⌈

𝑘
2 − (𝑡 + 2)𝑘

4𝑘 + 2𝑡 ⌉ ⩽ 𝑘
2 − 1,

因此矛盾。
故由假设可知，要么 𝑛 = 2𝑘且 𝑘是偶数，要么 𝑛 < 2𝑘。 ∎

由引理 2.6可知，下面我们只需要考虑 𝑛 < 2𝑘，或者 𝑛 = 2𝑘且 𝑘是偶数的情
形。对于后一种情况，我们有 𝜃 = 𝑘，也就是说，𝑀𝒮 中恰好有 𝑘列，均包含 𝑘

2
个 0，而剩余 𝑘列，每列均包含 𝑘

2 − 1个 0。这样的 𝑘 × 𝑛阶矩阵可以通过循环向
右移动向量 (0, ⋯ , 0⏟

𝑘−1
, 1, ⋯ , 1)和 (1, ⋯ , 1⏟

𝑘
, 0, ⋯ , 0⏟

𝑘−1
, 1)各 𝑘

2 次得到。正式地构造将在

第2.4.3小节给出，见构造 2.13。

2.4.2 一般码长的稀疏平衡的 MDS码的构造
在本小节中，设 𝑛 < 2𝑘。我们将通过给出几个算法来保证稀疏平衡MDS码

的存在性。具体想法是，首先给定一个初始矩阵𝑀𝒮，该矩阵满足性质 (𝑃1)和
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(𝑃3)，但不满足 (𝑃2)，即该矩阵是稀疏且良好的，但不平衡。然后按照特定规则
逐步地更新𝑀𝒮，且每次更新都保证矩阵的稀疏性和良好性不变，但更新后所得
矩阵变得更加平衡。直到更新后的新矩阵𝑀𝒮 完全平衡为止。这里的特定规则由
引理 2.7给出。
由第2.4.1小节的分析可知，当 𝑛 = 2𝑘时，可以通过循环两个特定的向量来

构造𝑀𝒮。但是当 𝑛 < 2𝑘时，这种方法可能会失效，这是因为对二元矩阵𝑀𝒮 而
言，零的数量始终保持不变，即 𝑘(𝑘 − 1)个，但是 𝑛在不断减小，如果继续使用
这种构造方法，将会使得𝑀𝒮 中间列中包含的零不足。
事实上，二元矩阵的稀疏平衡性很容易保证，针对良好性，观察到，一个由

长度为 𝑛且权重为 𝑛 − 𝑘 + 1的二元向量生成的循环矩阵，它自然的满足良好条
件，且同时也是稀疏的。但是，一般情况下这样的矩阵是不平衡的。接下来，我
们证明，如果𝑀𝒮 是二元循环矩阵，那么我们可以在每一行中调整零的位置，但
保持每行零的数量不变，使得更新后的𝑀𝒮 仍然保持稀疏性和良好性，但和初始
矩阵相比，变得更加平衡。具体可以参见例 2.3。
例 2.3 设 𝑘 = 6以及 𝑛 = 10。令𝑀𝒮 是通过将向量 (0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1)

循环右移六次得到的 6 × 10阶二元循环矩阵。注意到，𝒮 = {𝑆1, ⋯ , 𝑆6}可以生
成一棵良好的二叉树 (3; 1, 5; 2, 4)。令 𝑖 = 3，如下所示，我们通在第 (𝑖 − 1)和第
(𝑖 + 1)行，以及第 (𝑖 − 1)和第 (𝑖 + 𝑘 − 1)列处，将𝑀𝒮 分成几个块。注意到，𝑖 = 3
是第一个分离索引，即 𝒮 在 𝑖 = 3处可分。

𝑀𝒮 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 0 0 0 1⃝ 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0 1⃝ 1 1 1

1 1 0 0 0 0 0 1 1 1

1 1 1 0 0 0 0 0 1 1

1 1 1 1⃝ 0 0 0 0 0 1

1 1 1 1 1⃝ 0 0 0 0 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

接下来，我们所有的调整都将在同一行进行。观察到，左上角和右下角的
0 可以与它们所在行中的任何 1 交换，圆圈中的 1 除外。否则，它们可能会产
生重复的行。对于所有其他 0，保持原处不动。这种交换不会破坏 𝒮 的良好性，
且新得到的集族也与 𝒮 具有相同的二叉树。例如我们可以将𝑀𝒮 更新为下面的
𝑀𝒮′，新的集族 𝒮′ = {𝑆′

1, ⋯ , 𝑆′
6}仍然是良好的，因为它可以生成相同的二叉树

(3; 1, 5; 2, 4)。
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𝑀𝒮′ =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0 0 1 1 1 1 0

1 1 0 0 0 0 1 1 0 1

1 1 0 0 0 0 0 1 1 1

1 1 1 0 0 0 0 0 1 1

0 1 1 1 0 0 0 0 1 1

1 0 0 1 1 0 0 0 1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

给定 𝒮 的一棵良好的二叉树 𝒯，我们将每个子节点𝒜与对应的交集 𝐴相关
联，见第 2.3.1小节开头给出的记号。容易观察到例 2.3中的两个集族 𝒮和 𝒮′不仅
有相同的二叉树，而且对于所有的非叶子节点，其交集也相同。例如，对于第一个分
离索引 3，𝑆1∩𝑆2∩𝑆3 = 𝑆′

1∩𝑆′
2∩𝑆′

3 = {3, 4, 5}，𝑆4∩𝑆5∩𝑆6 = 𝑆′
4∩𝑆′

5∩𝑆′
6 = {6, 7, 8}。

事实上，在每次操作中保持这些交集不变，是使得更新后的 𝒮′拥有一棵与 𝒮 相
同的良好二叉树的主要原因。基于这一观察，我们将例 2.3推广到更一般的情况。
引理 2.7 (关键操作) 给定正整数 𝑛 ⩾ 𝑘和 𝛼 ∈ [𝑛]。𝒮 = {𝑆1, ⋯ , 𝑆𝑘}是一

个 (𝑘 − 1)-一致的良好集族，且生成的良好二叉树的第一个分离索引是 𝛽。对任
意 𝑗 ∈ [𝛽]，设 𝑆𝑗 = [𝛼 + 𝑗 − 1, 𝛼 + 𝑗 + 𝑘 − 3] mod+ 𝑛。则对任意 𝑠 ∈ [𝛽 − 1]，可在
mod+ 𝑛意义下定义如下集合：

(1) 对任意 𝑡 ∈ [𝑠]，𝑆′
𝑡 = [𝛤1, 𝛼 + 𝑘 + 𝑡 − 3] ∪ 𝑋𝑡，其中𝑋𝑡 ⊆ [𝑛] ⧵ [𝛤1, 𝛼 + 𝑘 + 𝑡 − 2]

且 |𝑋𝑡| = 𝛤2；
(2) 对任意 𝑡 ∈ [𝑠 + 1, 𝛽]，𝑆′

𝑡 = [𝛼 + 𝑡 − 1, 𝛤3] ∪ 𝑋𝑡，其中𝑋𝑡 ⊆ [𝑛] ⧵ [𝛼 + 𝑡 − 2, 𝛤3]
且 |𝑋𝑡| = 𝛤4；

这里，当 𝑠 ∈ [2, 𝛽 − 2]时，𝛤1 = 𝛼 + 𝑠 − 1, 𝛤2 = 𝑠 − 𝑡, 𝛤3 = 𝛼 + 𝑘 + 𝑠 − 2以及
𝛤4 = 𝑡 − 𝑠 − 1；否则，𝛤1 = 𝛼 + 𝑠, 𝛤2 = 𝑠 − 𝑡 + 1, 𝛤3 = 𝛼 + 𝑘 + 𝑠 − 3且 𝛤4 = 𝑡 − 𝑠。
则所得到的新集族 𝒮′ = {𝑆′

1, ⋯ , 𝑆′
𝛽 , 𝑆𝛽+1, ⋯ , 𝑆𝑘}仍然是良好的，且可以与 𝒮 生

成一棵相同的良好二叉树。
在证明引理 2.7之前，我们首先从几个方面阐述上述操作的具体意义。为了

方便起见，设 ̄𝒮 = {𝑆1, ⋯ , 𝑆𝛽}以及 ̄𝒮′ = {𝑆′
1, ⋯ , 𝑆′

𝛽}。由于矩阵𝑀 ̄𝒮 是一个循
环矩阵，且由注 1知，不妨设 𝛼 = 1。

(i) 在引理 2.7中，我们假设𝑀 ̄𝒮 是循环的，且只对集族 ̄𝒮 中的集合进行了更
新。如果其余集合 𝑆𝛽+1, ⋯ , 𝑆𝑘也构成循环结构，则引理 2.7可以同时应用
于 𝒮 ⧵ ̄𝒮。取 𝛼 = 1, 𝛽 = 3，此时例 2.3中更新后的矩阵可以通过引理 2.7得
到，且𝑀 ̄𝒮 和𝑀𝒮⧵ ̄𝒮 都是循环矩阵。更具体地，例如在更新𝑀 ̄𝒮 时，可令
𝑠 = 2。

(ii) 由于我们只需要考虑集族 ̄𝒮 的变化，我们将𝑀 ̄𝒮 中 0的位置画在图 2.2 (l)
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中，其中 0被实线包围。𝑀 ̄𝒮 的每一行代表一个集合 𝑆𝑖，其中 𝑖 ∈ [𝛽]。这
里我们为了简单起见，假设 𝑘 + 𝛽 − 2 ⩽ 𝑛，在这种情况下，集族 ̄𝒮 中每个
集合的最大元素最多为 𝑛。

(iii) 引理 2.7 (1)-(3)表明对于每一行 𝑡 ∈ [𝑠 − 1] ∪ [𝑠 + 2, 𝛽]，白色梯形中的 0不
会被移动，并且红色三角形中的 0可以与除红色星号外的同一行中的任何
1位置交换。这里，当 𝑡 ∈ [𝑠 − 1]时，红色星号代表位置 𝛼 + 𝑘 + 𝑡 − 2，而当
𝑡 ∈ [𝑠 + 2, 𝛽]时，代表 𝛼 + 𝑡 − 2，即紧邻梯形右侧（左侧）的那个位置。特
别地，当 𝑠 = 1, 𝛽 − 1时，矩阵𝑀 ̄𝒮 中第 (𝛼 + 𝑠 − 1)列以及第 (𝛼 + 𝑘 + 𝑠 − 2)
列中的零元素可以被更新。

*
*

*

.

*

.
.

*

*

.
.
.

2S
1S

1sS 

1sS 
sS

2sS 

s+3S

S



 

(l) (r)

图 2.2 图 (l)刻画了𝑀 ̄𝒮 中零的位置，而图 (r)是引理 2.7证明中𝒜′ 的二叉树。

引理 2.7的证明 继续沿用上述给定的符号。注意到 𝐴 = 𝑆′
1 ∩ ⋯ ∩ 𝑆′

𝛽 =
[𝛼 + 𝛽 − 1, 𝛼 + 𝑘 − 2] = 𝑆1 ∩ ⋯ ∩ 𝑆𝛽，其大小为 𝑘 − 𝛽，𝐵 = 𝑆𝛽+1 ∩ ⋯ ∩ 𝑆𝑘，其大小为
𝛽，则 𝒮′是不交的且在 𝛽处可分。因此可知对任意集合𝑋 ∈ ̄𝒮′以及 𝑌 ∈ 𝒮′ ⧵ ̄𝒮′，
均有 𝑋 ≠ 𝑌，否则 𝑋 = 𝑌 ⊃ (𝐴 ∪ 𝐵)的大小至少为 𝑘 − 𝛽 + 𝛽 = 𝑘，矛盾。令 𝒜
和 𝒜′ 分别为由 ̄𝒮 和 ̄𝒮′ 生成的 𝒮 和 𝒮′ 的剩余集族。通过构造可知，𝒜是良好
的，且所生成的良好二叉树不唯一。事实上，对任意 𝑠 ∈ [2, 𝛽 − 2]，𝒜可以生成
一棵二叉树 (𝑠; 1, 𝛽 − 1; 2, 𝛽 − 2; ⋯)，而当 𝑠 = 1或 𝛽 − 1时，𝒜可对应生成二叉
树 (𝛽 − 1; 𝛽 − 2; ⋯ ; 1)或 (1; 2; ⋯ ; 𝛽 − 1)，记 𝒜生成的二叉树为 𝒯。故只需要证
明，对任意 𝑠 ∈ [𝛽 − 1]，𝒜′可以对应生成与𝒜相同的二叉树即可。图 2.2中刻画
了 𝑠 ∈ [2, 𝛽 − 2]的情形。因此，只要说明下面两点：

(a) 集族𝒜′中的各个集合互不相同；或者等价地，集族 ̄𝒮′中的各个集合也互
不相同。

(b) 对于二叉树 𝒯 中的每个非叶子节点，其所对应的交集对于集族𝒜和𝒜′来
说是相同的。
容易看出 (a)是成立的，这是因为对于集族 ̄𝒮′ 中的任何两个集合，总是可

以找到包含在一个集合中但不包含于另外一个集合中的元素。例如，当 𝑖 < 𝑠且
𝑖 < 𝑗 ⩽ 𝛽 时，元素 𝛼 + 𝑘 + 𝑖 − 2在集合 𝑆′

𝑗 但不在 𝑆′
𝑖 中，故 𝑆′

𝑖 ≠ 𝑆′
𝑗。
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考虑 (b)。首先我们假设二叉树 𝒯 可以由 𝒜′ 生成，然后计算 𝒯 的每个非
叶子节点对应的交集，可以验证所有这些交集都与𝒜生成的二叉树 𝒯 对应节点
的交集相同，这里我们省略不再细述。事实上，从图 2.2(l)以及 𝒯 的索引序列
(𝑠; 1, 𝛽 − 1; 2, 𝛽 − 2; ⋯)也可以看出，这里我们取 𝑠 ∈ [2, 𝛽 − 2]。例如，考虑这张
图中最上面的梯形，这里梯形的每一行代表一个集合。在 𝒯 的每一层上，经过
更新后，最上面的一行总是与下面的行是分开的，即每次总是将第一个集合与下
面的集合分开，且下面的集合交集保持不变。 ∎

引理 2.7说明了，给定一个良好的，且稀疏的循环初始矩阵𝑀𝒮，我们可以
在保持稀疏且良好特性的同时，按照引理中的关键操作，将其更新成一个更加平
衡的矩阵。这里的更加平衡指的是，相比于初始矩阵𝑀𝒮，更新后的矩阵，其任
意两列之间零的数量之差更接近于 0或 1。在接下来的小节中，我们将在后面的
算法中多次应用引理 2.7，直到输出一个稀疏、良好且平衡的二元矩阵为止，该
矩阵可以作为一个 RS码生成矩阵的支撑矩阵。
令 𝑛 = 2𝑘 − 𝑡，其中 𝑡 ∈ [𝑘]。下面，我们来构造稀疏、良好且平衡的 𝑘 × 𝑛阶

二元矩阵。为了方便起见，假设 𝑘是偶数。𝑘为奇数时构造方法与偶数类似，因
此我们将其简述在文献 [67]中。对于 𝑡 = 1, 2时的矩阵，我们将在第2.4.3小节中
给出具体的构造。因此在本小节中，我们考虑 𝑡 ∈ [3, 𝑘]的情形，且通过应用引
理 2.7，给出三个算法，再由算法输出目标矩阵。

令 𝑎 ≜ ⌈
𝑘(𝑘−1)

𝑛 ⌉，𝑏 ≜ ⌊
𝑘(𝑘−1)

𝑛 ⌋，即目标矩阵中每列要么含有 𝑎个 0，要么含
有 𝑏个 0。回顾一下，目标矩阵中含有 𝑎个 0的有 𝜃 ≜ 𝑘(𝑘 − 1) mod+ 𝑛列。当
𝑡 ∈ [3, 𝑘]时，令 𝑡 = 4𝑚 + 𝑢，其中 𝑢 = 0, 1, 2, 3。则有

𝑘(𝑘 − 1)
2𝑘 − 𝑡 =

𝑘(𝑘 − 𝑡
2) + ( 𝑡

2 − 1)𝑘
2(𝑘 − 𝑡

2)
= 𝑘

2 + (𝑡 − 2)𝑘
4(𝑘 − 𝑡

2)
= 𝑘

2 + 𝑡 − 2
4 + 𝑡2 − 2𝑡

8𝑘 − 4𝑡.

当 𝑡 满足 3 ⩽ 𝑡 < 1+√8𝑘+1
2 时，我们有 𝑡2−2𝑡

8𝑘−4𝑡 < 1
4。此时 𝑎 = ⌈

𝑘(𝑘−1)
𝑛 ⌉ = 𝑘+𝑟

2 ，
𝑏 = ⌊

𝑘(𝑘−1)
𝑛 ⌋ = 𝑘+𝑟−2

2 ，其中 𝑟的值在表 2.1中给出。
表 2.1 𝑟值分布。

𝑢 = 0 𝑢 = 1 𝑢 = 2 𝑢 = 3
𝑟 𝑡

2
𝑡−1
2

𝑡+2
2

𝑡+1
2

1)当 t ∈ [3, ⌈
1+√8k+1

2 ⌉ − 1]

现在我们假设 𝑡是一个满足 3 ⩽ 𝑡 < 1+√8𝑘+1
2 的整数，并以 𝑢 = 1为例来说明

我们的算法。其余三种情况都是类似的。在这种情况下，𝑡 = 4𝑚+1且𝑚 < √8𝑘+1−1
8 ，
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𝑎 = 𝑘+2𝑚
2 , 𝑏 = 𝑘+2𝑚−2

2 以及 𝜃 = 3𝑘
2 + 4𝑚2 − 3𝑚 − 1 < 𝑛。

给定初始矩阵𝑀𝒮 = [𝑀1; 𝑀2]，其中𝑀1和𝑀2都是 𝑘
2 ×𝑛阶循环矩阵。𝑀1的

第一行对应集合 [𝑘−1]，𝑀2的第一行对应集合 [𝑘−3𝑚+1, 2𝑘−3𝑚−1] mod+ 𝑛 = [𝑘−
3𝑚+1, 𝑛]∪[𝑚]。图 2.3刻画了𝑀𝒮中 0的位置，其中 0都在实线封闭区域内。容易看
出𝑀𝒮是稀疏良好的，且可以生成一棵二叉树 (𝑘

2 ; 𝑘
2 −1, 𝑘

2 +1; 𝑘
2 −2, 𝑘

2 +2; ⋯ ; 1, 𝑘−1)，
但并不平衡。我们将应用引理 2.7中的关键操作来调整𝑀𝒮 中 0, 1的位置，使其
成为一个平衡矩阵。具体构造在算法 2.1中给出，且在图 2.4中对算法执行过程进
行了说明。
算法 2.1 参数为 𝑡 = 4𝑚 + 1，且 𝑘是偶数的矩阵𝑀𝒮 的构造。

Input: 正整数 𝑘, 𝑚，满足 1 ⩽ 𝑚 < √8𝑘+1−1
8 且 𝑘是偶数；

Output: 一个稀疏、良好且平衡的二元矩阵𝑀𝒮。
1 计算 𝑡 = 4𝑚 + 1, 𝑛 = 2𝑘 − 𝑡。构造初始矩阵𝑀𝒮 = (𝑚𝑖,𝑗)如下：当 𝑖 ∈ [ 𝑘

2 ]且
𝑗 ∈ [𝑖, 𝑖 + 𝑘 − 2]时，𝑚𝑖,𝑗 = 0；当 𝑖 ∈ [ 𝑘

2 + 1, 𝑘], 𝑗 ∈ [𝑚 − 1 + 𝑖 − 𝑘
2 ] ∪ [𝑘 − 3𝑚 + 𝑖 − 𝑘

2 , 𝑛]
时，𝑚𝑖,𝑗 = 0；其余情况，𝑚𝑖,𝑗 = 1。

2 更新 0的位置。
3 当 𝑖 ∈ [ 𝑘

2 − 𝑚 + 2, 𝑘
2 ], 𝑗 ∈ [𝑖 − ( 𝑘

2 − 𝑚 + 1)]以及
𝑗′ ∈ [ 3𝑘

2 − 2𝑚, 3𝑘
2 − 2𝑚 + 𝑖 − ( 𝑘

2 − 𝑚 + 2)]时，令 𝑚𝑖,𝑗 = 0，𝑚𝑖,𝑗′ = 1。
4 当 𝑖 ∈ [ 𝑘

2 − 2𝑚 + 2, 𝑘
2 − 𝑚], 𝑗 ∈ [ 3𝑘

2 − 3𝑚, 3𝑘
2 − 3𝑚 + 𝑖 − ( 𝑘

2 − 2𝑚 + 2)]以及
𝑗′ ∈ [ 3𝑘

2 − 2 − (𝑖 − ( 𝑘
2 − 2𝑚 + 2)), 3𝑘

2 − 2]时，令 𝑚𝑖,𝑗 = 1，𝑚𝑖,𝑗′ = 0。
5 当 𝑖 ∈ [ 𝑘

2 − 𝑚 + 1, 𝑘
2 ], 𝑗 ∈ [ 3𝑘

2 − 4𝑚2 + 𝑚 − 1, 3𝑘
2 − 2𝑚 − 1]以及

𝑗′ ∈ [ 3𝑘
2 − 1, 3𝑘

2 + 4𝑚2 − 3𝑚 − 1]时，令 𝑚𝑖,𝑗 = 1，𝑚𝑖,𝑗′ = 0。
6 当 𝑖 ∈ [ 𝑘

2 − 𝑚 + 2, 𝑘
2 ], 𝑗 ∈ [𝑘 + 2𝑚 − 1, 3𝑘

2 − 4𝑚2 + 𝑚 − 2]以及 𝑗′ ∈ [ 3𝑘
2 + 4𝑚2 − 3𝑚, 𝑛]

时，令 𝑚𝑖,𝑗 = 1，𝑚𝑖,𝑗′ = 0。
7 当 𝑖 ∈ [ 𝑘

2 + 1, 𝑘
2 + 𝑚 − 1], 𝑗 ∈ [𝑖, 𝑘

2 + 𝑚 − 1]以及 𝑗′ ∈ [ 3𝑘
2 − 4𝑚 + (𝑖 − 𝑘

2 ), 3𝑘
2 − 3𝑚 − 1]

时，令 𝑚𝑖,𝑗 = 0，𝑚𝑖,𝑗′ = 1。
8 当 𝑖 ∈ [ 𝑘

2 + 2, 𝑘
2 + 𝑚], 𝑗 ∈ [𝑘 − 3𝑚 + 1, 𝑘 − 3𝑚 + (𝑖 − 𝑘

2 − 1)]以及
𝑗′ ∈ [ 3𝑘

2 − 4𝑚, 3𝑘
2 − 4𝑚 − 1 + (𝑖 − 𝑘

2 − 1)]时，令 𝑚𝑖,𝑗 = 0，𝑚𝑖,𝑗′ = 1。
9 对任意两列 𝑗, 𝑗′ 满足 𝑗 ∈ [ 𝑘

2 + 𝑚, 𝑘 − 3𝑚]以及 𝑗′ ∈ [𝑘 − 2𝑚 + 1, 3𝑘
2 − 4𝑚 − 1]。找出

一行 𝑖 ⩾ 𝑘
2 + 1满足 𝑚𝑖,𝑗 = 1以及 𝑚𝑖,𝑗′ = 0，将这两个位置上的 0, 1互换，即:

𝑚𝑖,𝑗 = 0以及 𝑚𝑖,𝑗′ = 1。
10 重复第 9步，直至所有在 [ 𝑘

2 + 𝑚, 𝑘 − 3𝑚] ∪ [𝑘 − 2𝑚 + 1, 3𝑘
2 − 4𝑚 − 1]中的每一列均恰

好含有 𝑘+2𝑚
2 个 0。

11 Return 𝑀𝒮；

下面，沿用图 2.4中的记号，我们来详细阐述算法 2.1的核心思想。在初始矩
阵𝑀𝒮 中，[𝐴, 𝐵]中的每一列已经恰好有 𝑎个 0。在算法 2.1执行完第3-6步后，所
有在 [B] ∪ [J, O]中的列都含有 𝑎个 0，而在 [O + 1, 𝑛]中的列均含有 𝑏个 0。注
意到 |[O + 1, 𝑛]| = 𝑘

2 − 4𝑚2 − 𝑚 = 𝑛 − 𝜃，故这些是包含 𝑏个 0的所有列，接下
来我们只需要使剩余所有列都包含 𝑎个 0即可。因此，对于第 𝑗 列，其中 𝑗 位于
[E + 2, F]或 [F + 1, G − 1]或 [G, H]，或 [H + 1, J − 1]，我们需要从该列中分别删
除 𝑗 − (𝑘 − 2𝑚), 2𝑚 − 1, 𝑚, 𝑚 − 1个 0。而对于第 (E + 1)列，则不需要调整，因为
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J

N

A B C

D F

图 2.3 初始矩阵𝑀𝒮。其中各列顶点的坐标如下：A = 𝑚，B = 𝑘
2，C = 𝑘

2 +𝑚−1，D = 𝑘−3𝑚+1，
F = 𝑘 − 1，J = 3𝑘

2 − 3𝑚，N = 3𝑘
2 − 2。此外，两个相邻点的坐标相差 1，本小节中，下面所有

图都是如此。

53 3
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7 7

88
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L
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IG H

图 2.4 算法2.1执行过程图示。其中，数字对应于算法中的具体步骤。特别地，对于标有相同
数字的区域，红色表示该步骤进行前矩阵中 0的位置，而黄色表示该步骤完成后 0的位置。
例如，在算法2.1的第3步中，标有数字 3的红色区域内的 0将会被移至标有数字 3的黄色区
域。其中各列顶点的坐标如下：A = 𝑚，B = 𝑘

2，C = 𝑘
2 + 𝑚 − 1，D = 𝑘 − 3𝑚 + 1，E = 𝑘 − 2𝑚 − 1，

F = 𝑘−1，G = 𝑘+2𝑚−1，H = 3𝑘
2 −4𝑚2 +𝑚−2，I = 3𝑘

2 −4𝑚+1，J = 3𝑘
2 −3𝑚，K = 3𝑘

2 −2𝑚−1，
L = 3𝑘

2 − 𝑚 − 2，N = 3𝑘
2 − 2，O = 3𝑘

2 + 4𝑚2 − 3𝑚 − 1。
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它已经有 𝑎个 0。而第7和 8步进一步使位于 [B + 1, C] ∪ [D, E] ∪ [I − 1, J − 1]中
的列含有 0的数量达到 𝑎。
步骤 3-8是具体的，即给出了 0, 1调整前和调整后的确切位置。而算法 2.1中

第9和10步是不确定性操作，0, 1最终位置并不唯一。观察到，在 [C+1, D−1]中的
每一列都需要有𝑚个 0要移入，而对于在 [E+2, F]或 [F+1, G−1]或 [G, H]，以及
[H + 1, I − 2]中的每一列，记为第 𝑗列，分别需要移出 𝑗 − (𝑘 − 2𝑚), 2𝑚 − 1, 𝑚, 𝑚 − 1
个 0。因此根据目标矩阵的性质，我们只需要检查这些移入的 0的数量是否与移
出的 0的数量相同，即可说明第9和10步的可行性。注意到需要移入的 0个数是
(𝑘

2 − 4𝑚 + 1)𝑚 = 𝑘
2 𝑚 − 4𝑚2 + 𝑚，而需要移出 0的数量是

𝑚(2𝑚−1)+(2𝑚−1)(2𝑚−1)+(𝑘
2 −4𝑚2−𝑚)𝑚+(4𝑚2−4𝑚+1−𝑚)(𝑚−1) = 𝑘

2𝑚−4𝑚2+𝑚.

因此算法 2.1中的第 9和10步是可行的，最终可输出一个稀疏平衡的二元矩阵。由
于初始矩阵𝑀𝒮 是良好的，并且算法 2.1中的所有步骤都满足引理 2.7的关键操
作，所以最终的新矩阵𝑀𝒮 仍然对应一个良好的二叉树 (𝑘

2 ; 𝑘
2 − 1, 𝑘

2 + 1; 𝑘
2 − 2, 𝑘

2 +
2; ⋯ ; 1, 𝑘 − 1)。
接下来，我们考虑 𝑡 ⩾ 1+√8𝑘+1

2 ，并给出两种算法来构造不同范围 𝑡的𝑀𝒮 。
事实上，这两种算法是算法 2.1的推广，但其中一种不再是确定性算法，原因是
𝜃和 𝑎的准确值无法确定。

2)当 t ∈ [⌈
1+√8k+1

2 ⌉ , ⌊k − √k⌋]

在这种情况下，如果 𝑡 ⩽ 𝑘
2 +2，则 𝑎−1 < 𝑘

2 +𝑎−𝑡+2，否则 𝑎−1 ⩾ 𝑘
2 +𝑎−𝑡+2。

且当 𝑡 = 𝑘 − √𝑘是一个整数时，有 𝑎 = 𝑡以及 𝜃 = 𝑛；其余情况下，𝑎 − 𝑡 ⩾ 1。给
定初始矩阵𝑀𝒮 = [𝑀1; 𝑀2]，如图 2.5所示，其中𝑀1, 𝑀2都是 𝑘

2 × 𝑛阶矩阵，定
义如下。为方便起见，我们遵循图 2.5中的符号。矩阵𝑀1是从一个第一行对应
于集合 [𝑘 − 1]的循环矩阵中，将该矩阵从第 K列开始的右下角区域的 0平移到
矩阵的最左边而得到的。矩阵𝑀2 是一个循环矩阵，更具体地，如果 𝜃 ⩾ 𝑛

2，则
其第一行对应于集合 [𝑘

2 + 𝑎 − 𝑡 + 2, 3𝑘
2 + 𝑎𝑡] mod+ 𝑛 = [D, 𝑛] ∪ [A + 1]；如果 𝜃 < 𝑛

2，
则对应于集合 [𝑘

2 + 𝑎 − 𝑡 + 1, 3𝑘
2 + 𝑎𝑡 − 1] mod+ 𝑛 = [D − 1, 𝑛] ∪ [A]。这里，图 2.5

是针对 𝜃 ⩾ 𝑛
2 以及 𝑡 ⩽ 𝑘

2 + 2的情况。
本小节中，我们只考虑 𝜃 ⩾ 𝑛

2 的情况，其余情况类似。容易验证初始矩阵𝑀𝒮

是稀疏且良好的，并且可以生成一棵二叉树 (𝑘
2 ; 𝑘

2 −1, 𝑘
2 +1; 𝑘

2 −2, 𝑘
2 +2; ⋯ ; 1, 𝑘−1)。

令 II、III、IV、VI、VII表示图 2.5中相应的由 0组成的灰色区域，令 I、V表示由
1组成的区域。通过一些计算，我们知道在初始矩阵𝑀𝒮 中，[B + 1, E] ∪ [K, 𝑛]中
的每一列最多有 𝑏个 0，而 [B] ∪ [E + 1, J]中的每一列至少有 𝑎个 0。故算法 2.2
旨在仔细地将多余的 0从区域 II、III以及可能从 IV移至区域 I（第 3步），并从区
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图 2.5 算法2.2中当 𝜃 ⩾ 𝑛
2 以及 𝑡 ⩽ 𝑘

2 + 2时的初始矩阵，其中 𝜆, 𝜆′，以及 𝜀, 𝜇, 𝜇′, 𝛿 分别表
示相应列中缺失的 0和多出的 0的总数。图中各点的列坐标如下：A = 𝑎 − 𝑘

2 − 1，B = 𝑘
2，

C = 𝑎 − 1，D = 𝑘
2 + 𝑎 − 𝑡 + 2，E = 2𝑎 − 𝑡，F = 𝑘，G = 𝑘 + 𝑎 − 𝑡，H = 𝑘 + 𝑎 − 𝑡 + 1，J = 2𝑘 − 𝑎 − 1，

K = 2𝑘 − 𝑎。

域 VI、VII中将多余的 0移到区域 V(第5步)，从而使新得到的矩阵达到平衡。注
意到，第3步是应用了引理 2.7当 𝛽 = 𝑘

2 , 𝑠 = 1时来更新 {𝑆1, ⋯ , 𝑆𝛽}的，而第 5步
是取 𝑠 = 𝑘 − 1来更新 {𝑆𝛽+1, ⋯ , 𝑆𝑘}的。算法 2.2中的第 6至8步是针对 𝜃 < 𝑛

2 的
情形。
在算法2.2中，有两种情况需要缜密的处理。第一种是，在迭代第3步时，可

能会出现 [B] ∪ [K, 𝑛]中的每一列已经有 𝑎或 𝑏个 0，但 [H, J]中仍有一些列有多
余 0的情况；这些多余的 0不能直接移到集合 [𝑘

2 ]所有行中的任何其他列，否则
会使得 [B] ∪ [K, 𝑛]中的列含有多余的 0；并且它们也不能移到集合 [𝑘

2 + 1, 𝑘]所
有行中的任何其他列，否则可能会破坏底部块的良好性，因为这种操作未遵循
引理 2.7。另一种情况是 [A] ∪ [F, J]列中多出 0的数量可能不足以补偿在 [K, 𝑛]
这些列里所缺少的 0。幸运的是，我们可以证明这两种情况都不会发生，因此算
法2.2中的第3–4步可行，且在执行完毕之后移至第5步。
引理 2.8 算法 2.2是可行的，且将在有限次迭代后输出结果。
证明 我们只考虑 𝜃 ⩾ 𝑛

2 的情况，此时 𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 3 ⩾ 0，其余情况类似。
第 2步是初始化矩阵𝑀𝒮。可以看出，如果第 3–4步可以迭代结束，那么第 5步也
可以终止。因此只需要说明第3–4步可以迭代结束即可。注意到，在第 3–4步中，
我们希望将区域 IV、III和 II中多出的 0移至区域 I。

根据目标矩阵以及初始矩阵 𝑀𝒮 的性质可知，在不考虑良好性的前提下，
𝑀𝒮 可以通过在同一行内调整 0, 1的位置，得到一个平衡矩阵，记为𝑀′

𝒮，它在
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算法 2.2 参数为 𝑡 ∈ [⌈
1+√8𝑘+1

2 ⌉ , ⌊𝑘 − √𝑘⌋]，且 𝑘是偶数的矩阵𝑀𝒮 的构造。

Input: 正整数 𝑘, 𝑡，满足 𝑡 ∈ [⌈
1+√8𝑘+1

2 ⌉ , ⌊𝑘 − √𝑘⌋]且 𝑘是偶数；
Output: 一个稀疏、良好且平衡的二元矩阵𝑀𝒮。

1 计算 𝑛 = 2𝑘 − 𝑡，𝑎 = ⌈
𝑘(𝑘−1)
2𝑘−𝑡 ⌉ , 𝑏 = ⌊

𝑘(𝑘−1)
2𝑘−𝑡 ⌋，以及 𝜃 ≜ 𝑘(𝑘 − 1) mod+ 𝑛。

2 构造初始矩阵𝑀𝒮 = (𝑚𝑖,𝑗)如下：若 𝜃 ⩾ 𝑛
2，则当 𝑖 ∈ [𝑘 − 𝑎 + 1]且 𝑗 ∈ [𝑖, 𝑖 + 𝑘 − 2]

时，有 𝑚𝑖,𝑗 = 0，当 𝑖 ∈ [𝑘 − 𝑎 + 2, 𝑘
2 ]且 𝑗 ∈ [𝑖 − (𝑘 − 𝑎 + 1)] ∪ [𝑖, 2𝑘 − 𝑎 − 1]时，有

𝑚𝑖,𝑗 = 0，当 𝑖 ∈ [ 𝑘
2 + 1, 𝑘], 𝑗 ∈ [𝑎 − 𝑘

2 − 1 + 𝑖 − 𝑘
2 ] ∪ [ 𝑘

2 + 𝑎 − 𝑡 + 1 + 𝑖 − 𝑘
2 , 𝑛]时，有

𝑚𝑖,𝑗 = 0，其余情况，𝑚𝑖,𝑗 = 1；完成初始化后，转至第3步。若 𝜃 < 𝑛
2，则当

𝑖 ∈ [𝑘 − 𝑎 + 2]且 𝑗 ∈ [𝑖, 𝑖 + 𝑘 − 2]时，有 𝑚𝑖,𝑗 = 0，当 𝑖 ∈ [𝑘 − 𝑎 + 3, 𝑘
2 ]且

𝑗 ∈ [𝑖 − (𝑘 − 𝑎 + 2)] ∪ [𝑖, 2𝑘 − 𝑎]时，有 𝑚𝑖,𝑗 = 0，当
𝑖 ∈ [ 𝑘

2 + 1, 𝑘], 𝑗 ∈ [𝑎 − 𝑘
2 − 2 + 𝑖 − 𝑘

2 ] ∪ [ 𝑘
2 + 𝑎 − 𝑡 + 𝑖 − 𝑘

2 , 𝑛]时，有 𝑚𝑖,𝑗 = 0，其余情
况，𝑚𝑖,𝑗 = 1；完成初始化后，转至第 6步。

3 对于任意两列 𝑗1, 𝑗2 满足 𝑗1 ∈ [𝑎 − 𝑘
2 − 1] ∪ [𝑘, 2𝑘 − 𝑎 − 1]以及 𝑗2 ∈ [2𝑘 − 𝑎, 𝑛]，选择

尽可能大的 𝑗1 ，在 [2, 𝑘
2 ]中找到一行 𝑖满足 𝑚𝑖,𝑗1

= 0和 𝑚𝑖,𝑗2
= 1，且若

𝑗1 ∈ [𝑎 − 𝑘
2 − 1]，则 𝑖 ⩾ 𝑘 − 𝑎 + 1 + 𝑗1，将这两个位置上的 0, 1互换，即：𝑚𝑖,𝑗1

= 1
以及 𝑚𝑖,𝑗2

= 0。
4 重复第 3步直到满足以下条件：集合 [ 𝑘

2 ] ∪ [𝑘 + 𝑎 − 𝑡 + 1, 𝑛]中的所有列都有 𝑎或 𝑏
个 0；这些列中包含 𝑎个 0的列数尽可能大，但不超过 𝜃；集合 [𝑘, 𝑘 + 𝑎 − 𝑡]中的
所有列都至少有 𝑏个 0；集合 [ 𝑘

2 ] ∪ [𝑘, 𝑛]中包含 𝑏个 0的列数不超过 𝑛 − 𝜃。
5 对于集合 [ 𝑘

2 + 1, 𝑘 + 𝑎 − 𝑡]的列和集合 [ 𝑘
2 + 1, 𝑘]的行，不断调整这些区域中 0的位

置直到矩阵中所有列都有 𝑎或 𝑏个 0，然后转至第9步。
6 对于任意两列 𝑗1, 𝑗2满足 𝑗1 ∈ [𝑘, 2𝑘 − 𝑎]和 𝑗2 ∈ [ 𝑘

2 − 2] ∪ [2𝑘 − 𝑎 + 1, 𝑛]，选择尽可能
大的 𝑗1 ，在 [2, 𝑘

2 ]中找到一行 𝑖满足 𝑚𝑖,𝑗1
= 0和 𝑚𝑖,𝑗2

= 1，且若 𝑗2 ∈ [ 𝑘
2 − 2]，则

𝑖 ⩾ 𝑗2 + 2，将这两个位置上的 0, 1互换，即：𝑚𝑖,𝑗1
= 1和 𝑚𝑖,𝑗2

= 0。
7 重复第6步直到满足以下条件：集合 [𝑘 + 𝑎 − 𝑡, 𝑛]中的所有列都有 𝑎或 𝑏个 0；集合

[𝑘, 𝑘 + 𝑎 − 𝑡 − 1]中的列都至少有 𝑏个 0；集合 [𝑘, 𝑛]中包含 𝑏个 0的列数尽可能多
但不超过 𝑛 − 𝜃 − 𝑘

2。
8 对于集合 [ 𝑘

2 + 1, 𝑘 + 𝑎 − 𝑡 − 1]的列和集合 [ 𝑘
2 + 1, 𝑘]的行，不断调整这些区域中 0

的位置直到矩阵中所有列都有 𝑎或 𝑏个 0，然后转至第9步。
9 Return 𝑀𝒮；

[A + 1, B]的每一列中都含有 𝑎个 0。注意到𝑀′
𝒮 并不唯一，因为具体哪些列含有

𝑎个 0是随机的。通过与矩阵𝑀′
𝒮 比较，可定义𝑀𝒮 的每一列中多出（缺失）0

的数量。记𝑀𝒮 中集合 [A], [E + 1, F − 1], [F, G]和 [H, J]中的列总共多出 0的数
量分别为 𝜀, 𝜇′, 𝛿以及 𝜇，而集合 [B + 1, E]和 [K, 𝑛]中的列总共缺失 0的数量分
别为 𝜆′, 𝜆，这些 0的分布具体可见图 2.5。由于最终的平衡矩阵𝑀′

𝒮 不唯一，这
些 𝜀, 𝜇′, 𝛿, 𝜇以及 𝜆′, 𝜆的值也不唯一。但是有 𝜀 + 𝜇′ + 𝛿 + 𝜇 = 𝜆′ + 𝜆成立。因此，
通过考虑最后目标矩阵具有 𝑎或 𝑏个 0的相应列，可以得到 𝜀, 𝛿, 𝜆, 𝜆′, 𝜇′和 𝜇的
上下界，如下。更具体地，以 𝛿为例，可假设𝑀′

𝒮 在集合 [F, G]中的列均含有 𝑏
（或 𝑎）个 0，则可得到相应的 𝛿的上界（或下界）。

0 ⩽ 𝜀 ⩽ 𝑎 − 𝑘
2 − 1,

𝑤1 ∶= (𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 2)(𝑎 − 𝑡 + 1) ⩽ 𝛿 ⩽ (𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 1)(𝑎 − 𝑡 + 1) ∶= 𝑤2,
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𝑥1 ∶= (𝑎 − 𝑘
2 − 1)(𝑎 − 𝑡 + 1) ⩽ 𝜆 ⩽ (𝑎 − 𝑘

2)(𝑎 − 𝑡 + 1) ∶= 𝑥2,

𝑦1 ∶= (𝑎 − 𝑘
2 − 1)(𝑎 − 𝑡) ⩽ 𝜆′ ⩽ (𝑎 − 𝑘

2)(𝑎 − 𝑡 + 1) ∶= 𝑦2,

𝑧1 ∶= (𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 2)(𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 1)
2 ⩽ 𝜇, 𝜇′ ⩽ (𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 1)(𝑘 − 2𝑎 + 𝑡)

2 ∶= 𝑧2.

断言 2.9 𝜇 ⩽ 𝜆。
断言2.9的证明 反证法。假设 𝜇 > 𝜆，由 𝜀+𝜇′ +𝛿 +𝜇 = 𝜆′ +𝜆可知，𝜆′ > 𝜇′。

进一步地，𝜇 > 𝜆意味着 𝑧2 > 𝑥1，则有

𝜆′ − 𝜇′ ⩽ 𝑦2 − 𝑧1 = (𝑎 − 𝑘
2)(𝑎 − 𝑡 + 1) − (𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 2)(𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 1)

2
= 𝑥1 − 𝑧2 + 𝑎 − 𝑡 + 1 + 𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 1

⩽ 𝑎 − 𝑡 + 𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 1 = (𝑎 − 𝑡 + 1) + (𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 2).

若 𝑎 = 𝑡，则有 𝜃 = 𝑛，这意味着𝑀′
𝒮 中的每一列都有 𝑎个 0。因此有 𝑧1 = 𝜇 =

𝜇′ < 𝜆′ = 𝜆 = 𝑥2 = 𝑦2，矛盾。故可设 𝑎 ≠ 𝑡，此时有 𝑎 − 𝑡 + 1 ⩾ 2、𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 2 ⩾ 1
以及 𝛿 + 𝜇 − 𝜆 ⩾ 𝑤1 + 1 = (𝑎 − 𝑡 + 1)(𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 2) + 1。结合 𝜆′ − 𝜇′的上界以及
𝜆′−𝜇′ = 𝜀+𝛿+𝜇−𝜆，可知 𝑘−2𝑎+𝑡−2 = 1。在这种情况下有 𝜀 = 0, 𝜆′−𝜇′ = 𝑎−𝑡+2，
𝛿 = 𝑎 − 𝑡 + 1以及 𝜇 − 𝜆 = 1，这意味着 𝜆′ = 𝑦2, 𝜇′ = 𝑧1, 𝜇 = 𝑧2, 𝜆 = 𝑥1。基于
此，我们可以将𝑀𝒮 更新至一个新的稀疏平衡矩阵𝑀″

𝒮，它在集合 [B + 1, G]中
存在一列含有 𝑏个 0，除此以外，在集合 [G]的每一列中都有 𝑎个 0；并且在集
合 [H, 𝑛]中只有一列含有 𝑎个 0，其余均含有 𝑏个 0。此时，可将𝑀′

𝒮 替换为𝑀″
𝒮，

则这种情况可以推导出 𝜇 = 𝜆。 ∎

断言 2.10 𝛿 + 𝜇 + 𝑎 − 𝑘
2 − 1 ⩾ 𝜆。

断言2.10的证明 𝑎 = 𝑡的情况可类似于断言2.9中的证明导出矛盾。因此我
们只考虑 𝑎 ≠ 𝑡。反证法。假设 𝛿 + 𝜇 + 𝑎 − 𝑘

2 − 1 < 𝜆，则由 𝛿 + 𝜇 + 𝜀 − 𝜆 = 𝜆′ − 𝜇′

以及 𝜀 ⩽ 𝑎 − 𝑘
2 − 1可知，𝜆′ < 𝜇′。因此，𝑧2 ⩾ 𝑦1 + 1，即

𝑧1 + 𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 1 = 𝑧2 ⩾ 𝑦1 + 1.

则有

𝛿 + 𝜇 + 𝑎 − 𝑘
2 − 1 ⩾ 𝑤1 + 𝑧1 + 𝑎 − 𝑘

2 − 1

⩾𝑤1 + 𝑦1 + 1 − (𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 1) + 𝑎 − 𝑘
2 − 1

=(𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 2)(𝑎 − 𝑡 + 1) − (𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 2) + (𝑎 − 𝑘
2 − 1)(𝑎 − 𝑡 + 1)

=𝑥2 + (𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 2)(𝑎 − 𝑡 + 1) − (𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 2) − (𝑎 − 𝑡 + 1).
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这意味着

𝑥2 + (𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 2)(𝑎 − 𝑡 + 1) − (𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 2) − (𝑎 − 𝑡 + 1)

⩽𝛿 + 𝜇 + 𝑎 − 𝑘
2 − 1 < 𝜆 ⩽ 𝑥2.

则 𝑘 − 2𝑎 + 𝑡 − 3 = 0，此时有 𝛿 = 𝑎 − 𝑡 + 1, 𝜇′ = 𝑧2 = 𝑦1 + 1, 𝜇 = 𝑧1, 𝜆′ = 𝑦1，𝜆 = 𝑥2

以及 𝛿 + 𝜇 + 𝑎 − 𝑘
2 − 1 = 𝑥2 − 1。因此我们可将𝑀𝒮 更新至一个稀疏平衡的新矩阵

𝑀‴
𝒮 ，它在集合 [F, 𝑛]中存在一列含有 𝑏个 0，除此以外，在集合 [A + 1, B] ∪ [F, 𝑛]

中的每一列均含有 𝑎个 0；并且在集合 [A] ∪ [B + 1, F − 1]中只有一列含有 𝑎个
0，其余列均含有 𝑏个 0。此时，可将𝑀′

𝒮 替换为𝑀‴
𝒮 ，则这种情况可以推导出

𝛿 + 𝜇 + 𝑎 − 𝑘
2 − 1 = 𝜆。 ∎

断言 2.11 第3–4步是可行的。
断言2.11的证明 首先，根据断言2.9知 𝜇 ⩽ 𝜆，故我们可以将区域 II中所有

多出的 0移到区域 I，以便集合 [H, J]中的每一列都是平衡的（即，具有 𝑎或 𝑏
个 0）。由于 𝜇和 𝜆的确切值是基于某个平衡矩阵得到的，这保证了在这些移动
之后，整个矩阵中包含 𝑎个 0的列数不超过 𝜃。
接下来，有两种情形需要考虑。在每种情况下，调整 0的位置的同时，都要

确保矩阵中已经调整过的列中，含有 𝑎个 0的列数不会超过 𝜃。
如果 𝛿 + 𝜇 ⩾ 𝜆，那么进一步地，可将区域 III中多出的 0移动到 I中，使得

在集合 [H, 𝑛]中的所有列达到平衡，而无需从区域 IV中移动 0，并且所有在集
合 [F, G]中的列，在调整后，都至少有 𝑏个 0。通过控制从区域 III移动到 I的 0
的数量，集合 [F, 𝑛]中包含 𝑏个 0的列数可以很容易地限制为不超过 𝑛 − 𝜃。
如果 𝛿 + 𝜇 < 𝜆，那么由断言2.10知 𝛿 + 𝜇 + 𝑎 − 𝑘

2 − 1 ⩾ 𝜆。此时，区域 II和 III
中多出的 0不足以补偿区域 I中缺少的 0。故我们需要从 IV中移出 𝜀个 0到区域
I。注意到，由于区域 IV中的每列恰好含有 𝑎个 0，我们每次至多能从一列中移出
1个 0。反证法。假设第3–4步不可行，即在我们将 𝜀个 0从区域 IV移动到 I之
后，集合 [A] ∪ [F, 𝑛]中已经存在 𝑛 − 𝜃列恰好包含 𝑏个 0，但集合 [K, 𝑛]中的某些
列仍然不平衡。即 𝛿 + 𝜇 + 𝜀 < 𝜆，因此 𝜆′ < 𝜇′。进一步可知，集合 [B + 1, F − 1]中
的所有列最后都必须有 𝑎个 0，故有 𝜆′ = 𝑦2 = 𝑥2和 𝜇′ = 𝑧1。所以 𝑧1 > 𝑦2 = 𝑥2，
即 𝜇 > 𝜆，这与断言2.9相矛盾。 ∎

由于第3步是单向移动，因此第3–4步可以在有限多次迭代后完成。故证明完
成。 ∎

3)当 t ∈ [⌈k − √k⌉ , k]
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在这种情况下 𝑎 = 𝑡，我们给出一个比算法2.2更具体的构造，见算法 2.3。当
√𝑘是整数时，此时 𝑡 = 𝑘 − √𝑘的情况已经包含在 2)中。因此，在本小节剩余部
分，我们假设√𝑘不是整数。当 𝑡 = 𝑘时，矩阵𝑀𝒮 可以取单位矩阵。令 𝑢 = 𝑘 − 𝑡，
则有 1 ⩽ 𝑢 ⩽ ⌊√𝑘⌋以及 𝑛 = 𝑘 + 𝑢。由于

𝑘(𝑘 − 1)
𝑘 + 𝑢 = 𝑘 − 𝑘(𝑢 + 1)

𝑘 + 𝑢 = 𝑘 − 𝑢 − 1 + 𝑢(𝑢 + 1)
𝑘 + 𝑢 ,

我们有 𝑎 = 𝑘 − 𝑢，𝑏 = 𝑘 − 𝑢 − 1以及 𝜃 = 𝑢(𝑢 + 1)。与前面的算法不同，算法 2.3
的初始矩阵是一个循环的 𝑘 × 𝑛阶矩阵，其第一行对应向量 (0, ⋯ , 0⏟

𝑘−1
, 1, ⋯ , 1)。当

𝑢 = 1时，初始矩阵本身满足稀疏平衡性，故设 𝑢 ⩾ 2。
算法 2.3 参数为 ⌈𝑘 − √𝑘⌉ ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑘 − 1的矩阵𝑀𝒮 的构造

Input: 正整数 𝑘, 𝑢，满足 2 ⩽ 𝑢 ⩽ ⌊√𝑘⌋，且√𝑘不是整数；
Output: 一个稀疏、良好且平衡的二元矩阵𝑀𝒮。

1 计算 𝑛 = 𝑘 + 𝑢, 𝑎 = 𝑘 − 𝑢, 𝑏 = 𝑘 − 𝑢 − 1以及 𝜈 = 𝑢(𝑢−1)
2 。

2 构造初始矩阵𝑀𝒮 = (𝑚𝑖,𝑗)如下：当 𝑖 ∈ [𝑘]且 𝑗 ∈ [𝑖, 𝑖 + 𝑘 − 2] mod+ 𝑛时，𝑚𝑖,𝑗 = 0；
其余情况，𝑚𝑖,𝑗 = 1。

3 对任意两列 𝑠1, 𝑠2 满足 𝑠1 ∈ [𝜈]以及 𝑠2 ∈ [𝑘, 𝑛 − 2]，在集合 [3, 𝜈 + 2]中找到一行 𝑖，
使得 𝑖的取值尽可能大且满足 𝑠1 ⩽ 𝑖 − 2，以及 𝑚𝑖,𝑠1

= 1和 𝑚𝑖,𝑠2
= 0，将这两个位

置上的 0, 1互换，即：𝑚𝑖,𝑠1
= 0以及 𝑚𝑖,𝑠2

= 1。
4 重复第3步直到集合 [𝜈] ∪ [𝑘, 𝑛 − 2]中所有列均恰好含有 𝑎个 0。
5 对任意两列 𝑠1, 𝑠2满足 𝑠1 ∈ [𝜈 + 1, 2𝜈]以及 𝑠2 ∈ [𝑎 + 1, 𝑘 − 1]，在集合 [𝜈 + 3, 𝑘]中找
到一行 𝑖，满足 𝑠1 ⩾ 𝑖 − 𝑢，以及 𝑚𝑖,𝑠1

= 1和 𝑚𝑖,𝑠2
= 0，将这两个位置上的 0, 1互换，

即：𝑚𝑖,𝑠1
= 0以及 𝑚𝑖,𝑠2

= 1。
6 重复第5步直到矩阵中所有列都有 𝑎或 𝑏个 0。
7 Return 𝑀𝒮；

引理 2.12 算法2.3返回一个良好的矩阵𝑀𝒮。
证明 算法 2.3是按照使集合 [𝑢(𝑢 − 1)] ∪ [𝑎, 𝑛 − 1]中的所有列都含有 𝑎个 0

的规则运行的，这是可行的，因为 𝜃 = 𝑢(𝑢 + 1) = 𝑢(𝑢 − 1) + 𝑛 − 𝑎。而其初始矩
阵𝑀𝒮 是一个循环矩阵，第一行对应集合 [𝑘 − 1]，它可以生成一棵良好的二叉
树 (𝜈 + 2; 𝜈 + 1, 𝜈 + 3; 𝜈, 𝜈 + 4; ⋯)，其中 𝜈 = 𝑢(𝑢−1)

2 在算法 2.3的第1步中定义。观
察矩阵𝑀𝒮 可知，当 𝑗 分别在集合 [𝑎 − 1], [𝑎, 𝑘 − 1]以及集合 [𝑘, 𝑛]时，𝑀𝒮 的第
𝑗 列分别含有 𝑏, 𝑗 以及 2𝑘 − 𝑗 − 1个 0。注意到，集合 [𝑎 + 1, 𝑘 − 1]中的列中总共
有 𝜈 个多出的 0，集合 [𝑘, 𝑛 − 2]中的列也是如此。
在第3–6步中，我们将集合 [𝑎 + 1, 𝑛 − 2]中的列多出的 0移至集合 [2𝜈]中的

列。注意到，每一列最多可以被移进一个 0。由于 2𝜈 ⩽ 𝑎，第4步和第 6步将会在
𝜈 次迭代后完成。由引理 2.7可知，最终得到的新矩阵𝑀𝒮 仍然可以生成一棵良
好的二叉树 (𝜈 + 2; 𝜈 + 1, 𝜈 + 3; 𝜈, 𝜈 + 4; ⋯)。 ∎

在算法2.1–2.3中，每个初始矩阵𝑀𝒮 都是稀疏的且满足良好条件，且每一步
35



第 2章 基于小域上的稀疏平衡的MDS码

更新都满足引理 2.7，因此在算法中，我们不需要花额外步骤来验证所得的平衡
矩阵是否良好。且根据引理 2.8和2.12的证明，以及对算法2.1的分析，可以看出
算法 2.1 –2.3均是关于 𝑘和 𝑛是多项式时间的算法。

2.4.3 特殊码长的稀疏平衡的 MDS码的构造
在上一小节中，我们针对码长 𝑛 = 2𝑘 − 𝑡且 𝑡满足 𝑡 ∈ [3, 𝑘]的所有码，给

出了稀疏平衡矩阵𝑀𝒮 的相应构造。本小节，我们考虑 𝑡 = 0, 1, 2的情况。根据
第2.4.1小节的分析可知，当 𝑛 = 2𝑘时，𝑀𝒮 可通过循环两个特定的向量来生成，
具体如下。

构造 2.13 对任意 𝑛 = 2𝑘且 𝑘 ⩾ 4是一个偶数，构造集族 𝒮 = {𝑆1, ⋯ , 𝑆𝑘}
如下：当 𝑖 ∈ [𝑘

2 ]时，令 𝑆𝑖 = [𝑖, 𝑖 + 𝑘 − 2]；当 𝑖 ∈ [𝑘
2 + 1, 𝑘]时，令 𝑆𝑖 = [𝑘

2 + 𝑖, 3𝑘
2 +

𝑖 − 2] mod+ 𝑛。
命题 2.14 给定一个由构造2.13得到的集族 𝒮，则矩阵𝑀𝒮 是稀疏、良好且

平衡的。
证明 容易看出集族 𝒮 是 (𝑘 − 1)-一致的。且当 𝑗 ∈ [𝑘

2 − 1] ∪ [𝑘, 3𝑘
2 − 1] ∪ {2𝑘}

时，𝑀𝒮 的第 𝑗列中含有 𝑘
2 − 1个 0，而所有剩余列中，均含有 𝑘

2 个 0。因此，𝑀𝒮

是稀疏平衡的。
为了说明 𝒮 是良好的，注意到 𝐴 = 𝑆1 ∩ 𝑆2 ∩ ⋯ ∩ 𝑆𝑘/2 = [𝑘

2 , 𝑘 − 1]，以及
𝐵 = 𝑆𝑘/2+1 ∩ 𝑆𝑘/2+2 ∩ ⋯ ∩ 𝑆𝑘 = [3𝑘

2 , 2𝑘 − 1]，且 𝐴, 𝐵 的大小均为 𝑘
2。故 𝒮 是不

交的且在 𝑘
2 处可分，它的两个剩余集族分别为 𝒜 = {𝑆′

𝑗 = 𝑆𝑗 ⧵ 𝐴 ∶ 𝑗 ∈ [𝑘
2 ]}和

ℬ = {𝑆′
𝑗 = 𝑆𝑗 ⧵ 𝐵 ∶ 𝑗 ∈ [𝑘

2 + 1, 𝑘]}。沿用来自 𝒮 的原始索引，可知 𝒜和 ℬ可以
分别生成两棵良好的二叉树 (1; 2; ⋯ ; 𝑘

2 − 1)、(𝑘
2 + 1; 𝑘

2 + 2; ⋯ ; 𝑘 − 1)，其中它们的
每个非叶子节点按顺序由第一个分离索引分隔开。结合这两个子树，可知 𝒮 是
良好的，且所对应生成的二叉树为 (𝑘

2 ; 1, 𝑘
2 + 1; 2, 𝑘

2 + 2; ⋯ ; 𝑘
2 − 1, 𝑘 − 1)。 ∎

类似的，可根据上述方法，给出相应码长为 𝑛 = 2𝑘 − 1, 2𝑘 − 2时的构造。
构造 2.15 考虑 𝑛 = 2𝑘 − 1，此时 𝜃 = 3𝑘

2 − 1以及 𝑎 = 𝑘
2。而当 𝑛 = 2𝑘 − 2时，

有 𝜃 = 𝑛以及 𝑎 = 𝑘
2。对这两种情况，构造集族 𝒮 = {𝑆1, ⋯ , 𝑆𝑘}如下：当 𝑖 ∈ [𝑘

2 ]
时，令 𝑆𝑖 = [𝑖, 𝑖 + 𝑘 − 2]；当 𝑖 ∈ [𝑘

2 + 1, 𝑘]时，令 𝑆𝑖 = [𝑘
2 + 𝑖 − 1, 3𝑘

2 + 𝑖 − 3] mod+ 𝑛。
容易验证构造2.15 中的 𝒮 是良好的且可以生成二叉树 (𝑘

2 ; 1, 𝑘
2 + 1; 2, 𝑘

2 +
2; ⋯ ; 𝑘

2 − 1, 𝑘 − 1)，证明方法类似命题2.14。因此，我们有以下命题。
命题 2.16 给定一个由构造2.15得到的集族 𝒮，则矩阵𝑀𝒮 是稀疏、良好且

平衡的。
至此，我们构造出了所有 𝑛 ⩽ 2𝑘下的稀疏平衡且良好的二元矩阵，再由定

理 2.4可知，当 𝑞 ⩾ 𝑛时，相应的稀疏平衡 RS码存在。即定理 2.5完成。
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2.4.4 推广到小域 (𝑞 ⩾ 𝑛 − 1)上的 MDS码
本小节中，我们将着手处理 𝑞 = 𝑛 − 1的情况。令 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛−1 是 𝔽𝑞 中 𝑛个

互不相同的元素。回顾一下，𝑎 = ⌈
𝑘(𝑘−1)

𝑛 ⌉ 和 𝑏 = ⌊
𝑘(𝑘−1)

𝑛 ⌋ 是目标矩阵每列中
0 的数量。沿用第2.2节中给出的符号，我们将在集合 [𝑛 − 1] 上找到一个集族
𝒮 = {𝑆1, 𝑆2, ⋯ , 𝑆𝑘}，使得其中存在 𝑎或 𝑏个大小为 𝑘 − 2的集合，其余的大小均
为 𝑘 − 1。根据 𝒮，可以定义一个由多项式 𝑃𝑆1 , 𝑃𝑆2 , ⋯ , 𝑃𝑆𝑘 组成的序列 𝒫，然后
构造矩阵 𝐺如下，

𝐺 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑝1,0 𝑝1,1 ⋯ 𝑝1,𝑘−1

𝑝2,0 𝑝2,1 ⋯ 𝑝2,𝑘−1

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑝𝑘,0 𝑝𝑘,1 ⋯ 𝑝𝑘,𝑘−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎𝑘−1
1 𝑎𝑘−1

2 ⋯ 𝑎𝑘−1
𝑛−1 1

𝑎𝑘−2
1 𝑎𝑘−2

2 ⋯ 𝑎𝑘−2
𝑛−1 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
𝑎0

1 𝑎0
2 ⋯ 𝑎0

𝑛−1 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

(2.1)

≜ 𝐶(𝒫) ⋅ 𝑉 ′ = [𝐶(𝒫)𝐴 𝒘], (2.2)

其中矩阵 𝐴由矩阵 𝑉 ′的前 𝑛 − 1列组成，𝒘 = (𝑝1,0, 𝑝2,0, ⋯ , 𝑝𝑘,0)𝑇。首先，我们
证明 𝐺总是稀疏的，即 𝐺的每一行都有 𝑘 − 1个 0。当 |𝑆𝑖| = 𝑘 − 1时，第 𝑖行对
应有 𝑘 − 1个 0。而当 |𝑆𝑖| = 𝑘 − 2时，多项式 𝑃𝑆𝑖 的次数为 𝑘 − 2，因此 𝑝𝑖,0 = 0，
这意味着 𝐺的第 𝑖行也有 𝑘 − 1个 0，故证明完毕。其次，我们需要 𝐺是平衡的，
即 𝐺的每一列都有 𝑎或 𝑏个 0。这对于最后一列 𝒘显然是成立的，因为 𝒫 中存
在 𝑎或 𝑏个度为 𝑘 − 2的多项式。故我们只需使得矩阵 𝐶(𝒫)𝐴平衡即可，或者等
价地，𝑘 × 𝑛阶矩阵𝑀𝒮 平衡。最后，为了使 𝐺可以作为一个 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS码的生
成矩阵，即 𝐺的任何 𝑘列都线性无关，类似地，只需矩阵 𝐶(𝒫)可逆即可。
综上所述，我们需要在集合 [𝑛 − 1]上找到一个集族 𝒮 = {𝑆1, 𝑆2, ⋯ , 𝑆𝑘}，使

得其中存在 𝑎或 𝑏个大小为 𝑘 − 2的集合，其余的大小均为 𝑘 − 1，且满足𝑀𝒮 是
平衡的以及 𝐶(𝒫)是可逆的。事实上，这样的集族 𝒮，可以通过从一个良好且平
衡的集合 [𝑛]上 (𝑘 − 1)-一致的集族 𝒮′ = {𝑆′

1, ⋯ , 𝑆′
𝑘}中删除一个恰当的元素来

得到，而这种集族在前面的小节中已经有相应的构造。具体的操作如下，这里我
们省略证明。
注 3 (1) 给定一个集族 𝒮 = {𝑆1, 𝑆2, ⋯ , 𝑆𝑘}，其任意一个集合 𝑆𝑖 的大小
不超过 𝑘 − 1。我们将 𝒮 可分的定义推广如下：若存在一个 𝑖 ∈ [𝑘 − 1]，
有两个非负整数 𝜆 和 𝜇，满足 |𝑆1 ∩ 𝑆2 ∩ ⋯ ∩ 𝑆𝑖| = 𝑘 − 𝑖 − 𝜆 ⩾ 1 以及
|𝑆𝑖+1 ∩ 𝑆𝑖+2 ∩ ⋯ ∩ 𝑆𝑘| = 𝑖 − 𝜇 ⩾ 1，则称𝒮 在 𝑖处可分，相应的 𝒮 在分离索
引 𝑖处的两个剩余集族也可以自然的定义出来。基于这些定义，引理 2.2仍
然成立，且若 0 ∈ {𝜆, 𝜇}，则引理 2.3也成立，此时行列式相差 ±1倍。类似
地，可以推广二叉树的定义，注意此时只有当节点的集族是不交的，可分
的，且 0 ∈ {𝜆, 𝜇}时，才可以通过它的两个剩余集族来扩展子节点。类似

37



第 2章 基于小域上的稀疏平衡的MDS码

有定理 2.4成立。故式 (2.1)中由一个良好的集族定义出的矩阵 𝐺，可以作
为一个扩展的 [𝑛, 𝑘]𝑛−1 RS码的生成矩阵。

(2) 下面，我们解释如何从给定的一个在集合 [𝑛]上的 (𝑘 − 1)-一致且良好的集
族 𝒮′中，选择要删除的元素 𝑖。假设 𝒮′可生成一个良好的二叉树 𝒯，正如
引理 2.7的证明中提到的，𝒯 的每个节点都自然的与一个交集相关联。则元
素 𝑖的选择如下：首先，元素 𝑖属于与第二层节点关联的大小至少为 2的交
集中；接下来，我们转向 𝒯 的另一半子树部分，如果 𝑖出现在其某个节点的
交集中，则该节点必须是叶子节点。通过从 𝒮′的每个集合中删除 𝑖，我们
可以得到一个好的集族 𝒮，它可以生成一个与 𝒯 结构完全相同的二叉树。
观察到，我们总是可以从算法 2.1–2.3得到的集族中选择元素 𝑖 = 𝑛，其中 𝑖

满足注 3(2)，因此定理 1.1完成。
例 2.4 假设集族 𝒮′是例 2.1–2.2中给出的稀疏平衡集族。此时，取元素 𝑖 = 8，

将其从 𝒮′ 中删除，得到一个新的集族 𝒮 = {𝑆1, ⋯ , 𝑆5}，其中 𝑆1 = {5, 6, 7}，
𝑆2 = {1, 6, 7}，𝑆3 = {1, 2, 7}，𝑆4 = {1, 2, 3, 4}，𝑆5 = {2, 3, 4, 5}。故若 𝑎1, ⋯ , 𝑎7是
𝔽7 上互不相同的 7个元素，则 det(𝐶(𝒫))在 𝔽7 上非零，这里 𝒫 = {𝑃𝑆1 , ⋯ , 𝑃𝑆5}，
且

𝑃𝑆1(𝑥) = (𝑥 − 𝑎5)(𝑥 − 𝑎6)(𝑥 − 𝑎7),

𝑃𝑆2(𝑥) = (𝑥 − 𝑎1)(𝑥 − 𝑎6)(𝑥 − 𝑎7),

𝑃𝑆3(𝑥) = (𝑥 − 𝑎1)(𝑥 − 𝑎2)(𝑥 − 𝑎7),

𝑃𝑆4(𝑥) = (𝑥 − 𝑎1)(𝑥 − 𝑎2)(𝑥 − 𝑎3)(𝑥 − 𝑎4),

𝑃𝑆5(𝑥) = (𝑥 − 𝑎2)(𝑥 − 𝑎3)(𝑥 − 𝑎4)(𝑥 − 𝑎5).

设 𝑎1 = 0且对任意 𝑖 ∈ [2, 7]，𝑎𝑖 = 𝑖 − 1。则有 det(𝐶(𝑃 )) = 6 ≠ 0，且可得到一个
𝔽7上的 5 × 8阶矩阵 𝐺，

𝐺 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

6 3 4 1 0 0 0 0
0 6 3 4 1 0 0 0
0 0 6 3 4 1 0 0
0 0 0 0 3 1 3 1
3 0 0 0 0 3 1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

观察到 𝐺是 𝔽7上稀疏平衡的矩阵，且可作为一个 [8, 5]7 MDS码的生成矩阵。

2.5 基于和集的稀疏平衡的 MDS码构造
在第2.4节中，我们在 𝑛 ⩽ 2𝑘时构造出了稀疏平衡的 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS码。这些

构造都是基于一个事实，即一个稀疏、良好且平衡的二元矩阵是存在的。但当
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𝑛 > 2𝑘 时，由引理 2.6可知，这样的矩阵并不存在。在本节中，我们给出了当
𝑞 = 𝑛 = 𝑝𝑠且 𝑛 > 2𝑘时的一些构造，其中 𝑝是素数。该构造思想基于以下引理。
引理 2.17 ([68]引理 9) 令 𝑝(𝑥) ∈ 𝔽𝑞[𝑥]是一个首项系数为 𝐿且度为 𝑘 − 1的

多项式。对任意 𝑖, 𝑗 ∈ [𝑘]，𝑥𝑖, 𝑦𝑗 ∈ 𝔽𝑞，设 det1⩽𝑖,𝑗⩽𝑘(𝑝(𝑥𝑖 + 𝑦𝑗))是一个 𝑘 × 𝑘阶矩
阵的行列式，其第 (𝑖, 𝑗)位置上的元素是 𝑝(𝑥𝑖 + 𝑦𝑗)。则有

det
1⩽𝑖,𝑗⩽𝑘

(𝑝(𝑥𝑖 + 𝑦𝑗)) = 𝐿𝑘
𝑘−1

∏
𝑖=1 (

𝑘 − 1
𝑖 ) ∏

1⩽𝑖<𝑗⩽𝑘
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑖).

考虑有限域 𝔽𝑞，满足 𝑞 = 𝑛 = 𝑝𝑠。假设我们有一个大小为 𝑘的子集 𝐴和一
个大小为 𝑘 − 1的子集 𝐵，使得 𝔽𝑞 的每个元素在它们的和集 𝐴 + 𝐵 中的重数为
⌈

𝑘(𝑘−1)
𝑛 ⌉ 或 ⌊

𝑘(𝑘−1)
𝑛 ⌋。对每个元素 𝑎 ∈ 𝐴，定义集合 𝑆𝑎 = {−(𝑎 + 𝑏) ∶ 𝑏 ∈ 𝐵}。

则 𝒮 = {𝑆𝑎 ∶ 𝑎 ∈ 𝐴}是 𝔽𝑞 上的平衡 (𝑘 − 1)-一致集族。令 𝑃 (𝑥) = ∏𝑏∈𝐵(𝑥 + 𝑏)，
且对于每个 𝑎 ∈ 𝐴，定义 𝑃𝑆𝑎 = 𝑃 (𝑥 + 𝑎)。令 𝒫 = {𝑃𝑆𝑎 ∶ 𝑎 ∈ 𝐴}，并定义矩
阵 𝐺 = 𝐶(𝒫) ⋅ 𝑉 (𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛)，其中 𝑉 (𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛)是由 𝔽𝑞 中的 𝑛个互不相同的元素
𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛定义的 𝑘 × 𝑛阶 Vandermonde矩阵。通过 𝒮 的平衡性，我们知道 𝐺是稀
疏且平衡的。故只需验证 𝐺的任一 𝑘阶子式是否为 0即可。不失一般性，我们
计算由 𝐺的前 𝑘列形成的子式，则由引理 2.17可得

det(𝐶(𝒫) ⋅ 𝑉 (𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑘)) = det
𝑎∈𝐴,𝑗⩽𝑘

(𝑃 (𝑎 + 𝑎𝑗))

=
𝑘−1

∏
𝑖=1 (

𝑘 − 1
𝑖 ) ∏

1⩽𝑠<𝑡⩽𝑘,𝑎≠𝑎′∈𝐴
(𝑎 − 𝑎′)(𝑎𝑡 − 𝑎𝑠).

因此，若 𝑝 ∤ ∏𝑘−1
𝑖=1 (𝑘−1

𝑖 ),则𝐺的任一 𝑘阶子式均不为 0，故𝐺可看作是一个MDS
码的稀疏平衡的生成矩阵。
引理 2.18 设 𝑘是一个正整数，𝑝是素数。则 𝑝 ∤ ∏𝑘−1

𝑖=1 (𝑘−1
𝑖 )当且仅当 𝑘 = 𝑝𝑒𝑚,

其中 𝑚 ∈ [𝑝 − 1]。
证明 充分性是显而易见的。而对于必要性，如果 𝑘 ⩽ 𝑝则证明完成。故下

面我们考虑 𝑘 ⩾ 𝑝+1，令 𝑘−1 = 𝑚𝑠𝑝𝑠 +𝑚𝑠−1𝑝𝑠−1 +⋯+𝑚1𝑝+𝑚0，其中 𝑠 ⩾ 1，且对
任意 𝑡 ∈ [0, 𝑠 − 1]有 0 ⩽ 𝑚𝑡 ⩽ 𝑝 − 1，以及 1 ⩽ 𝑚𝑠 ⩽ 𝑝 − 1。如果存在 𝑡 ∈ [0, 𝑠 − 1]，
使得 𝑚𝑡 ⩽ 𝑝 − 2，则由 Lucas定理 [69]可知，当 𝑖 = (𝑝 − 1)𝑝𝑡 < 𝑘时，有 (𝑘−1

𝑖 ) ≡ 0
(mod 𝑝)，矛盾。因此，对于所有 𝑡 ∈ [0, 𝑠 − 1]，有 𝑚𝑡 = 𝑝 − 1，且若 𝑚𝑠 ⩽ 𝑝 − 2，
则有 𝑘 = (𝑚𝑠 + 1)𝑝𝑠；若 𝑚𝑠 = 𝑝 − 1，则 𝑘 = 𝑝𝑠+1。至此证明完成。 ∎

下面，我们构造满足上述性质的 𝔽𝑞子集𝐴和 𝐵，即 𝔽𝑞中的每个元素在𝐴+𝐵
中的重数为 ⌈

𝑘(𝑘−1)
𝑛 ⌉或 ⌊

𝑘(𝑘−1)
𝑛 ⌋。为方便起见，我们将 𝔽𝑞 的加法群视为加法群

ℤ𝑝的 𝑠个拷贝的直积，即 ℤ𝑠
𝑝。
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构造 2.19 给定正整数 𝑠, 𝑒，满足 ⌈ 𝑠
2⌉ ⩽ 𝑒 < 𝑠。令 𝑛 = 𝑝𝑠, 𝑘 = 𝑝𝑒𝑚，其中

𝑚 ∈ [𝑝 − 1]。取 ℤ𝑠
𝑝 的一个大小为 𝑝𝑒 的子空间 𝑈，以及它的补空间 𝑈，即 𝑈 满

足 𝑈 + 𝑈 = ℤ𝑠
𝑝 且其大小为 𝑝𝑠−𝑒。在 𝑈 中选取 𝑚 个互不相同的元素 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑚，

在 𝑈 中选取 𝑝2𝑒−𝑠𝑚 个互不相同的元素 𝑦1 = 0, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑝2𝑒−𝑠𝑚。则可令目标子集
𝐴 = ⋃𝑖∈[𝑚](𝑥𝑖 + 𝑈)以及 𝐵 = ⋃𝑗∈[𝑝2𝑒−𝑠𝑚](𝑦𝑗 + 𝑈) ⧵ {0}。

在构造2.19中，|𝐴| = 𝑘且 |𝐵| = 𝑘 − 1。由于 𝑚 < 𝑝 < 𝑝𝑠−𝑒，则 𝑝2𝑒−𝑠𝑚 < 𝑝𝑒，
故 𝑝2𝑒−𝑠𝑚个互不相同的 𝑈 中元素 𝑦1 = 0, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑝2𝑒−𝑠𝑚存在。则有

𝐴 + 𝐵 = ⋃
𝑖∈[𝑚],𝑗∈[𝑝2𝑒−𝑠𝑚]

(𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑈 + 𝑈) − 𝐴

= ⋃
𝑖∈[𝑚],𝑗∈[𝑝2𝑒−𝑠𝑚]

(𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + ℤ𝑠
𝑝) − 𝐴

= 𝑝2𝑒−𝑠𝑚2ℤ𝑠
𝑝 − 𝐴.

因此，ℤ𝑠
𝑝 ⧵ 𝐴中每个元素在 𝐴 + 𝐵 中的重数为 𝑝2𝑒−𝑠𝑚2，而 𝐴中的元素重数为

𝑝2𝑒−𝑠𝑚2 − 1。事实上，构造 2.19也适用于 𝑘 = 𝑛，在这种情况下取 𝐴 = ℤ𝑠
𝑝 以及

𝐵 = 𝐴 ⧵ {0}即可。
构造 2.20 给定正整数 𝑠, 𝑒，满足 0 ⩽ 𝑒 ⩽ ⌊ 𝑠

2⌋ − 1。令 𝑛 = 𝑝𝑠, 𝑘 = 𝑝𝑒𝑚，其中
𝑚 ∈ [𝑝 − 1]。取 ℤ𝑠

𝑝的一个大小为 𝑝𝑒+1的子空间 𝑈，以及它的补空间 𝑈，其大小
为 𝑝𝑠−𝑒−1；取 𝑈 的一个大小为 𝑝𝑒的子空间𝑊，以及它在 𝑈 中的补空间𝑊，即
𝑊 满足𝑊 + 𝑊 = 𝑈。在𝑊 中选取 𝑚个互不相同的元素 𝑥1 = 0, ⋯ , 𝑥𝑚。则目标
子集 𝐴可以是 𝑈 的任何一个大小为 𝑝𝑒𝑚的子集，𝐵 = ⋃𝑖∈[𝑚](𝑥𝑖 + 𝑊 ) ⧵ {0}。

在构造2.20中，|𝐴| = 𝑘且 |𝐵| = 𝑘 − 1。由于 0 ⩽ 𝑒 ⩽ 𝑠
2 − 1，𝑝𝑒𝑚 < 𝑝𝑠−𝑒−1，𝑈

中存在一个大小为 𝑝𝑒𝑚的子集，即 𝐴存在。而 𝐵 ⊂ 𝑈，故对任意 𝑎1 ≠ 𝑎2 ∈ 𝐴，
有 𝑆𝑎1 ∩ 𝑆𝑎2 = ∅。因此可知 𝐴 + 𝐵 ⊆ ℤ𝑠

𝑝 且 ℤ𝑠
𝑝 中每个元素在 𝐴 + 𝐵 中至多出现

一次。事实上，容易验证，当 𝑠是奇数且 𝑘 = 𝑝(𝑠−1)/2时，构造2.20也成立。
结合构造2.19和2.20，可知定理 1.2成立，为了方便阅读，我们重述如下。
定理 (定理 1.2) 对于任何正整数满足 𝑛 = 𝑞 = 𝑝𝑠，𝑘 = 𝑝𝑒𝑚与 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑝 − 1

和 0 ⩽ 𝑒 ⩽ 𝑠 − 1除了 𝑒 = 𝑠−1
2 ，在这种情况下 𝑚 = 1并且 𝑠必须是奇数，存在稀

疏平衡的 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS码。
在定理 1.2中，当 𝑒 ⩽ 𝑠−2或 𝑒 = 𝑠−1且𝑚 < 𝑝

2 时，有 𝑛 > 2𝑘。因此定理 1.2给
出了很多不能由定理 2.5得到的稀疏平衡的 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS码。但码长 𝑛 = 𝑞 = 𝑝𝑠对
域的大小限制太苛刻，且当 𝑚 ∈ [2, 𝑝 − 1]，𝑠是奇数，𝑘 = 𝑝(𝑠−1)/2𝑚时，上述两种
构造均失效。
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2.6 本章总结
在本章中，我们首先针对 𝑞 ⩾ 𝑛，给出一个由生成矩阵零模式刻画的稀疏的

[𝑛, 𝑘]𝑞 MDS码存在的充分条件。基于这个条件，在有限域满足 𝑞 ⩾ 𝑛时，我们构
造出了码长满足 𝑛 ⩽ 2𝑘的稀疏平衡的 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS码，主要是通过设计几个关于
𝑘和 𝑛是多项式时间的算法来完成的。通过扩展坐标，进一步地降低了对有限域
大小的限制，即只需要 𝑞 ⩾ 𝑛 − 1即可。为了克服 𝑛 ⩽ 2𝑘的限制，我们提出了一
些基于平衡和集 𝐴 + 𝐵的构造，其中 |𝐴| = 𝑘以及 |𝐵| = 𝑘 − 1。这种方法可以给
出部分 𝑛 > 2𝑘时稀疏平衡的 MDS码。而完全解决 𝑛 > 2𝑘时的构造问题仍具有
挑战性，我们将其留作将来研究。
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第 3章 基于 ℓ1 度量下的最优常重码
在本章中，我们从数据存储在 DNA分子中的纠错问题出发，研究了 ℓ1度量

下的常重码。在第3.1节中，我们简单的介绍了 ℓ1度量下常重码的研究背景，并
简要说明本章贡献。在第3.2节中，我们给出了必要的定义、记号、组合设计理论
的相关结果，以及 ℓ1度量下的码和填充集族的联系。在第3.3节中，我们给出了
非负整数上重量为 3和 4最优常重码的构造。在第3.4节中，我们考虑了三元常
重码，并分别给出了重量为 3和 4最优常重码的组合构造。在第3.5节中，我们
通过图填充这一工具，给出了一般重量 𝑤和最小距离 2𝑤 − 2的三元常重码的一
些结果。最后在第3.7节中对本章进行了简单的总结。

3.1 介绍
为了证明信息存储在活体 DNA分子中的可靠性，能够纠正各种由于 DNA

分子复制过程中突变引起的串联复制（tandem duplication）、点突变、插入和删除
等错误的纠错码随之被人们研究。特别是对于串联复制这种突变，最近，一些学
者们研究了串联复制纠错码，参见文献 [8, 70-73]。串联复制，这是一个将 DNA
片段的副本插入到紧邻其原始位置的过程。例如，对于序列 𝐴𝐺𝐶𝑇 𝐶𝑇，𝐶𝑇 𝐶𝑇
是 𝐶𝑇 上长度为 2的 2-串联复制错误。Jain等人 [8]提出了一种编码方案来对抗
串联复制错误，该方案是基于非负整数上的 ℓ1 度量下的常重码存在性构造的。
更具体地说，由文献 [8]的构造 B可知，给定一个 ℓ1 度量下的，长度为 𝑛，ℓ1

重量为 𝑤 和最小 ℓ1 距离为 2(𝑡 + 1) 的常重码集合，并给定正整数 𝑚, 𝑘，满足
1 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑚 − 𝑘 + 1和 0 ⩽ 𝑤 ⩽ ⌊𝑚𝑘

𝑘 ⌋，则可以用这些常重码构造一个长度为 𝑚，且
能够纠正 𝑡次 𝑘-串联复制错误的纠错码。因此，选择一组恰当的具有特定重量和
长度的最优 ℓ1度量常重码，将可以得到一个纠正串联复制错误的最优码。
本章中，我们主要关注 ℓ1度量下的最优常重码构造问题。在文献 [34-35]中，

作者使用可分组码（group divisible code）这一与组合设计理论中的可分组设计
（group divisible designs (GDD)）[74]类似的工具，研究了汉明度量下最优三元常
重码的构造问题。在他们的方法启发下，我们通过使用填充（packing）和 GDD
来构造 ℓ1度量下，固定重量𝑤和距离 𝑑的常重码，并确定了所有重量𝑤 ⩽ 4下，
任意距离 𝑑和码长 𝑛的最大码字个数。而对于一般的 𝑤，利用图填充理论，我们
得到了权重为 𝑤和距离为 2𝑤 − 2的三元码最优码字大小的渐近结果。
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3.2 预备知识
本节中，首先我们将给出一些必要的记号。其次，将正式介绍 ℓ1 度量下的

常重码，以及一些后续有用的性质。并回顾组合设计中一些经典的结果和图的相
关概念，以便于后面构造最优码。特别地，我们将利用码字支集刻画出两个码字
之间的距离公式，由此可以看出 ℓ1 度量下的码与填充集族之间的联系，为接下
来推导最优码上界做基础。
令 ℤ⩾0表示非负整数的集合，对整数 𝑞 ⩾ 2，ℤ𝑞 表示模 𝑞整数环。对于两个

集合 𝐴和 𝐵，定义它们的对称差为在 𝐴或 𝐵 中而不在它们交集中的元素集合，
记为 𝐴 ▵ 𝐵。

3.2.1 ℓ1 度量下的常重码
给定任意整数 𝑞 ⩾ 2，令 𝐼𝑞 ∶= {0, 1, ⋯ , 𝑞 − 1} ⊂ ℤ⩾0。定义 𝐼𝑛

𝑞 为 𝐼𝑞 上
所有 𝑛 长向量的集合。一个长度为 𝑛 的 𝑞 元码 𝒞 是集合 𝐼𝑛

𝑞 中的一组向量。𝒞
的元素称为码字。任意给定两个码字 u = (u1, ⋯ , u𝑛), v = (v1, ⋯ , v𝑛) ∈ 𝒞，定
义 u 的支集为 𝑠𝑢𝑝𝑝(u) = {𝑥 ∈ [𝑛] ∣ u𝑥 ≠ 0}，u 和 v 之间的ℓ1 距离定义为
𝑑ℓ1(u, v) = ∑𝑥∈[𝑛] |u𝑥 − v𝑥|（这里的计算基于整数环上）。u的ℓ1重量指的是 u和
零向量之间的 ℓ1距离，即 wtℓ1(u) = ∑𝑥∈[𝑛] |u𝑥|，有时也称为ℓ1权重。若对于码
𝒞中的任意码字 u，都有 wtℓ1(u) = 𝑤，则称码 𝒞具有常重量𝑤；若对于码 𝒞中的
任意两个不同码字 u, v，有 𝑑ℓ1(u, v) ⩾ 𝑑，则称码 𝒞 具有最小 ℓ1距离 𝑑；若这两
条性质均满足，则称码 𝒞 是一个 ℓ1度量下最小距离为 𝑑 的常重码，且如果 𝒞 是
𝑞 元的，则记为 (𝑛, 𝑑, 𝑤)𝑞 码，如果 𝒞 是非负整数上的码字，则记为 (𝑛, 𝑑, 𝑤)码。
为方便起见，对于任意元素 𝑖 ∈ [𝑞 − 1]，若一个码字 u的非零元中恰好有 𝑒𝑖个 𝑖，
则称 u的型为 1𝑒12𝑒2 ⋯ (𝑞 − 1)𝑒𝑞−1。
在文献 [8]中，Jain等人在能够纠正串联复制的纠错码和 ℓ1度量下的常重码

之间建立了联系。他们表明，若一个纠错码能够纠正 𝑡个 𝑘-串联复制错误，当且
仅当所有 𝑘-共轭码字的 𝑧-部分的零签名（zero signatures），可以构成一个 ℓ1 度
量下非负整数上的最小距离为 2(𝑡 + 1)的常重码（详见文献 [8]的定理 20）。更重
要的是，由文献 [8]的构造 B可知，为某些权重和长度选择一个最优 ℓ1 度量下
常重码，将可用来构造最优的串联复制纠错码。且给定长度 𝑛，可能需要所有重
量从 1遍历到 𝑛的任何常重码。此外，如果我们假设每个串联复制的片段连续出
现次数不超过 𝑞 − 1次，则此时上述提到的常重码可转换为 ℓ1 度量下的 𝑞 元常
重码。特别是当 𝑞充分大时，这类码字的性质也可以作为研究非负整数上常重码
的参考。
受这种联系的启发，本章中，我们考虑在 ℓ1 度量下常重码的最大码字大小

问题。由于我们在本章节中只考虑 ℓ1度量，我们将省略下标 ℓ1或术语 ℓ1度量，
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除非另有说明。一个 (𝑛, 𝑑, 𝑤)𝑞 码能达到的最大码字个数记为 𝐴𝑞(𝑛, 𝑑, 𝑤)，达到极
值情况的 (𝑛, 𝑑, 𝑤)𝑞 码称为是最优的。类似地，对于非负整数 ℤ⩾0 上的码，我们
用 𝐴(𝑛, 𝑑, 𝑤)来表示最大码字个数。
在本章的剩余部分，我们主要着力于，通过构造最优常重码来确定𝐴𝑞(𝑛, 𝑑, 𝑤)

和 𝐴(𝑛, 𝑑, 𝑤)的值。下面，我们来看一些简单的性质。
定理 3.1 (a) 𝐴𝑞(𝑛, 2𝛿 − 1, 𝑤) = 𝐴𝑞(𝑛, 2𝛿, 𝑤)；𝐴(𝑛, 2𝛿 − 1, 𝑤) = 𝐴(𝑛, 2𝛿, 𝑤)。

(b) 若 𝑤 < 𝛿，则 𝐴𝑞(𝑛, 2𝛿, 𝑤) = 𝐴(𝑛, 2𝛿, 𝑤) = 1。
(c) 𝐴𝑞(𝑛, 2𝑤, 𝑤) = ⌊

𝑛
⌈ 𝑤

𝑞−1 ⌉⌋；𝐴(𝑛, 2𝑤, 𝑤) = 𝑛。
(d) 若 𝑤 ⩽ 𝑞 − 1，则 𝐴𝑞(𝑛, 2, 𝑤) = 𝐴(𝑛, 2, 𝑤) = (𝑛+𝑤−1

𝑤 )；若 𝑤 > 𝑞 − 1，则
𝐴𝑞(𝑛, 2, 𝑤) = ∑𝑡

𝑗=0(−1)𝑗(𝑛
𝑗)(𝑛−1+𝑤−𝑗𝑞

𝑤−𝑗𝑞 )，其中 𝑡 = ⌊
𝑤
𝑞 ⌋。

证明 对于 (a)，这是因为任何两个权重相等的码字之间的 ℓ1 距离均是偶
数。(b)中的结果是显而易见的。
对于 (c)，由定义可知，若任何两个权重为𝑤的码字，它们之间的距离为 2𝑤，

当且仅当它们的支集是不交的。而对于集合 𝐼𝑞 和 ℤ⩾0上的码字，它们的支集大
小分别至少为 ⌈

𝑤
𝑞−1⌉和 1，故可得结论。

对于 (d)，可以看出，𝐴(𝑛, 2, 𝑤)的值等于所有长度为 𝑛、权重为𝑤的不同向量
的数量，即方程 𝑥1 +⋯+𝑥𝑛 = 𝑤的非负整数解的个数，其恰好有 (𝑛+𝑤−1

𝑤 )个。对于
𝑞元码，我们将分为以下两种情况考虑。如果 𝑤 ⩽ 𝑞 − 1，则码字的每个位置上的
元素最多为 𝑤，这与非负整数上的码相同，故 𝐴𝑞(𝑛, 2, 𝑤) = 𝐴(𝑛, 2, 𝑤) = (𝑛+𝑤−1

𝑤 )。
如果 𝑤 > 𝑞 − 1，则码字的每个位置上的元素最多为 𝑞 − 1。令 𝑎𝑗 是长度为 𝑛、权
重为 𝑗 的不同 𝑞元向量的个数，即 𝑎𝑗 为方程 𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 𝑗 的非负整数解的个
数，其中 0 ⩽ 𝑥𝑖 ⩽ 𝑞 − 1。那么序列 𝑎𝑗 的生成函数为

(1 + 𝑥 + ⋯ + 𝑥𝑞−1)𝑛 =
𝑘𝑛

∑
𝑗=0

𝑎𝑗𝑥𝑗 .

将上述等式展开，可得 𝐴𝑞(𝑛, 2, 𝑤) = 𝑎𝑤 = ∑𝑡
𝑗=0(−1)𝑗(𝑛

𝑗)(𝑛−1+𝑤−𝑗𝑞
𝑤−𝑗𝑞 )，其中 𝑡 =

⌊
𝑤
𝑞 ⌋。 ∎

由定理 3.1可知，对于任何重量为 𝑤 的常重码，我们只需要考虑其在 4 和
2𝑤 − 2之间的最小偶距离。

3.2.2 组合设计
给定一个二元组 𝒮 = (𝑋, ℬ)，其中 𝑋 是一个有限点集，ℬ是一些 𝑋 的子集

集合，ℬ中的元素称为区组，则称 𝒮 是一个阶为 |𝑋|、大小为 |ℬ|的集族。
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一个图 𝐺是一个集族 (𝑉 , 𝐸)，其中 𝐸的所有区组都是 𝑉 的 2-子集。𝑉 和 𝐸
中的元素分别称为图 𝐺的顶点和边。顶点 𝑣 ∈ 𝑉 的度指的是包含 𝑣的边数，记
为 𝑑𝐺(𝑣)。令 𝛿(𝐺)表示 𝐺的最小顶点度数。如果一个图中，每对顶点都有一条
边连接，则称该图为完全图或者团，且若 |𝑉 | = 𝑛，则用 𝐾𝑛 表示。给定一个由
𝑚个互不相同的顶点构成的序列 (𝑣1, 𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑚)，如果对于所有 𝑖 ∈ [𝑚 − 1]，有
{𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1} ∈ 𝐸 和 {𝑣𝑚, 𝑣1} ∈ 𝐸，则称该序列是一个长度为 𝑚的圈。
令 𝐾 是一些正整数的集合。给定一个阶为 𝑛的集族 (𝑋, ℬ)，若对每个区组

𝐵 ∈ ℬ，都有 |𝐵| ∈ 𝐾，且 𝑋 的任一 𝑡-子集最多包含于 ℬ 的一个区组中，则
称集族 (𝑋, ℬ)是一个 𝑡-(𝑛, 𝐾, 1)-填充。当 𝐾 = {𝑘}时，我们只写 𝑘而不是 {𝑘}。
一个 𝑡-(𝑛, 𝑘, 1)-填充所能达到的最大区组个数称为填充数，记为 𝐷(𝑛, 𝑘, 𝑡)。如果
|ℬ| = 𝐷(𝑛, 𝑘, 𝑡)，则称 𝑡-(𝑛, 𝑘, 1)-填充 (𝑋, ℬ)是最优的。进一步地，如果 𝑋 的任
一 𝑡-子集恰好出现在一个区组中，则称其为𝑡-(𝑛, 𝑘, 1)-设计，或简称为 𝑡-设计。当
𝑡 = 2且 𝑘 = 3时，这样的 2-设计又被叫作 𝑛阶的斯坦纳三元系，记为 STS(𝑛)。
𝑡-(𝑛, 𝑘, 1)-填充的剩余图（leave graph）是一个集族 (𝑋, 𝐸)，其中 𝐸由𝑋的所有未
出现在任何区组的 𝑡-子集构成。对于 𝑡 = 2以及 𝑘 = 3, 4，或 𝑡 = 3以及 𝑘 = 4，相
应的填充数已经完全确定，见文献 [55]，且对应的剩余图也被完全刻画。我们在
下面列出它们以供后续使用。
引理 3.2 ([55]) 对任意正整数 𝑛，若 𝑛 ≢ 5 (mod 6)，有𝐷(𝑛, 3, 2) = ⌊

𝑛
3 ⌊

𝑛−1
2 ⌋⌋；

若 𝑛 ≡ 5 (mod 6)，有 𝐷(𝑛, 3, 2) = ⌊
𝑛
3 ⌊

𝑛−1
2 ⌋⌋ − 1，且对应最优填充的剩余图由一

个长度为 4的圈和 𝑛 − 4个孤立点组成。
引理 3.3 ([55]) 对任意正整数 𝑛，若 𝑛 ∉ {8, 9, 10, 11, 17, 19}，则

𝐷(𝑛, 4, 2) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

⌊
𝑛
4 ⌊

𝑛−1
3 ⌋⌋ − 1, 𝑛 ≡ 7, 10 (mod 12),

⌊
𝑛
4 ⌊

𝑛−1
3 ⌋⌋ , 其它。

若 𝑛 = 8, 9, 10, 11, 17, 19，相应的填充数 𝐷(𝑛, 4, 2)分别为 2, 3, 5, 6, 20, 25。
引理 3.4 ([75]) 对任意正整数 𝑛，有

𝐷(𝑛, 4, 3) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

⌊
𝑛
4 ⌊

𝑛−1
3 ⌊

𝑛−2
2 ⌋⌋⌋ , 若𝑛 ≢ 0 (mod 6),

⌊
𝑛
4 (⌊

𝑛−1
3 ⌊

𝑛−2
2 ⌋⌋ − 1)⌋ , 若𝑛 ≡ 0 (mod 6).

给定一个三元组 (𝑋, 𝒢, ℬ)，其中 (𝑋, ℬ)是一个阶为 𝑛的集族，𝒢是 𝑋 的一
些子集的集合，且这些子集恰好构成 𝑋 的一个划分，称 𝒢 中的元素为组。若
(𝑋, 𝒢, ℬ)满足以下三个条件：(1)对每个区组 𝐵 ∈ ℬ，都有 |𝐵| ∈ 𝐾；(2)𝑋 中的
每对未包含于 𝒢中组的点对，一定恰好出现在一个区组中；（3）𝑋中的每对包含
于某个组的点对一定不出现在任何区组中。那么称三元组 (𝑋, 𝒢, ℬ)是一个阶为 𝑛
的可分组设计（𝐾-GDD）。如果对任意 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑠，𝒢中恰好有 𝑎𝑖个大小为 𝑔𝑖
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的组，则记该 GDD的型为 𝑔𝑎1
1 𝑔𝑎2

2 ⋯ 𝑔𝑎𝑠
𝑠 。称一个型为 1𝑛 且阶为 𝑛的 𝐾-GDD为

成对平衡设计，记为 (𝑛, 𝐾)-PBD。事实上，一个 𝐾-GDD也是一个 2-(𝑛, 𝐾, 1)-填
充，而一个 (𝑛, 𝐾)-PBD是一个满足 𝑋 中的任意一个点对恰好出现在一个区组中
的 2-(𝑛, 𝐾, 1)-设计。
引理 3.5 ([74]) 对任一正整数 𝑢 ⩾ 3，一个型为 3𝑢 的 3-GDD存在的充分必

要条件是 𝑢 ≡ 1 (mod 2)。
引理 3.6 ([76]) 给定正整数 𝑢 ⩾ 4 和 𝑚 > 0。对每一个正整数 𝑔 ∈ {2，

6，7，9，12，15，24，27，36}，除去 (𝑔, 𝑢, 𝑚) = (2, 6, 5)，以及可能的三元组
(𝑔, 𝑢, 𝑚) ∈ {(2, 33, 23)，(2, 33, 29)，(2, 39, 35)，(6, 13, 27)，(6, 13, 33)，(6, 17, 39)，
(6, 19, 45)，(6, 19, 51)，(6, 23, 63)}和当 𝑔 ∈ {6，12，24，36}时 𝑚 ⩾ 0外，一个型
为 𝑔𝑢𝑚1的 4-GDD存在当且仅当 𝑚 ⩽ 𝑔(𝑢 − 1)/2, 𝑔𝑢 ≡ 0 (mod 3), 𝑔(𝑢 − 1) + 𝑚 ≡ 0
(mod 3)以及 (𝑔𝑢+𝑚

2 ) − 𝑢(𝑔
2) − (𝑚

2) ≡ 0 (mod 6)。
为了方便以后使用，除了型为 74、94、95、274和 39461的 4-GDD外，这些

已被证明存在，见文献 [74]，我们针对几类具体的 GDD，根据引理 3.6推导出它
们存在的充分必要条件如下。
推论 3.7 对于所有非负整数 𝑢, 𝑚，有

(1) 当 𝑢 ⩾ 6, 𝑢 ≡ 0 (mod 3) 以及 𝑚 ≡ 2 (mod 3) 且 2 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑢 − 1 时，除去
(𝑢, 𝑚) = (6, 5) 以及可能的 (𝑢, 𝑚) ∈ {(33, 23), (33, 29), (39, 35)} 这些情况外，
对其余所有满足条件的 𝑢, 𝑚，存在一个型为 2𝑢𝑚1的 4-GDD。

(2) 一个型为 12𝑢𝑚1 的 4-GDD存在当且仅当要么 𝑢 = 3且 𝑚 = 12，要么 𝑢 ⩾ 4
以及 𝑚 ≡ 0 (mod 3)且 0 ⩽ 𝑚 ⩽ 6(𝑢 − 1)。

(3) 一个型为 15𝑢𝑚1 的 4-GDD 存在当且仅当要么 𝑢 ≡ 0 (mod 4) 且 𝑚 ≡ 0
(mod 3)，0 ⩽ 𝑚 ⩽ (15𝑢 − 18)/2；要么 𝑢 ≡ 1 (mod 4)且 𝑚 ≡ 0 (mod 6)，0 ⩽
𝑚 ⩽ (15𝑢−15)/2；要么 𝑢 ≡ 3 (mod 4)且𝑚 ≡ 3 (mod 6)，0 < 𝑚 ⩽ (15𝑢−15)/2。

(4) 对任意 𝑢 ⩾ 4，一个型为 24𝑢𝑚1 的 4-GDD存在当且仅当 𝑚 ≡ 0 (mod 3)且
0 ⩽ 𝑚 ⩽ 12(𝑢 − 1)。

(5) 对任意 𝑢 ⩾ 4，一个型为 36𝑢𝑚1 的 4-GDD存在当且仅当 𝑚 ≡ 0 (mod 3)且
0 ⩽ 𝑚 ⩽ 18(𝑢 − 1)。

(6) 型为 67，615，611301，612301，74，712101，94，9461，95，9561，274，27491，
275和 39461的 4-GDD均存在。
在本章的后续部分中，如果没有特别说明，则所有涉及到的 4-GDD都可以

在推论3.7中找到。
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3.2.3 填充集族与 ℓ1 度量下常重码的联系
我们首先考虑二元码的情形，即 𝐼𝑛

2 中的一组向量。𝐼𝑛
2 中的所有向量 u和 [𝑛]

的所有子集 𝑠𝑢𝑝𝑝(u)之间存在自然的一一对应关系，因此一个二元码 𝒞 ⊂ 𝐼𝑛
2 自然

对应于一个集族 (𝑋, {𝑠𝑢𝑝𝑝(u) ∶ u ∈ 𝒞})，这里𝑋 = [𝑛]。观察到，对于任意两个不同
的码字 u, v ∈ 𝐼𝑛

2，它们之间的距离为 |𝑠𝑢𝑝𝑝(u) ▵ 𝑠𝑢𝑝𝑝(v)|。假设 𝒞是一个 (𝑛, 2𝑡, 𝑤)2

码，那么对任意两个码字 u, v，有 𝑑(u, v) ⩾ 2𝑡，即 |𝑠𝑢𝑝𝑝(u) ▵ 𝑠𝑢𝑝𝑝(v)| ⩾ 2𝑡，这
表明它们的支集交集大小最多为 𝑤 − 𝑡。也就是说，𝑋 的任何 (𝑤 − 𝑡 + 1)-子集最
多出现在 {𝑠𝑢𝑝𝑝(u) ∶ u ∈ 𝒞}的一个区组中，因此 (𝑋, {𝑠𝑢𝑝𝑝(u) ∶ u ∈ 𝒞})是一个
(𝑤 − 𝑡 + 1)-(𝑛, 𝑤, 1)-填充。

下面，我们针对 𝑞元码考虑类似的码字支集与填充之间的联系。注意到，任
意两个 𝑞元码字 u和 v之间的距离可以表示为

𝑑(u, v) = 2𝑤 − 2 × ∑
𝑥∈𝑠𝑢𝑝𝑝(u)∩𝑠𝑢𝑝𝑝(v)

min{u𝑥, v𝑥}. (3.1)

观察到，当 𝑞 = 2时，等式右边退化为 |𝑠𝑢𝑝𝑝(u) ▵ 𝑠𝑢𝑝𝑝(v)|。与二元码情况类似，
要达到相同的距离 2𝑡，则 𝑠𝑢𝑝𝑝(u)和 𝑠𝑢𝑝𝑝(v)的交集大小不能超过𝑤 − 𝑡。所以，我
们有一个普适的必要条件，陈述如下并称之为 UNC条件。

UNC: 如果 𝒞 是一个 (𝑛, 2𝑡, 𝑤)𝑞 常重码，则集族 (𝑋, {𝑠𝑢𝑝𝑝(u) ∶ u ∈
𝒞, |𝑠𝑢𝑝𝑝(u)| ⩾ 𝜏}) 是一个 𝜏-(𝑛, {𝑤, 𝑤 − 1, ⋯ , 𝜏}, 1)-填充，其中 𝜏 ≜ 𝑤 − 𝑡 + 1。

注意到，两个不同的码字，它们的支集也有可能相同。不过，只有当两个支集的
大小都小于𝑤 − 𝑡 + 1时才会发生这种情况，而这种码字将不会包含在填充中。例
如重量 𝑤 = 3，距离为 𝑑 = 2的两个码字：(0, 1, 2, 0), (0, 2, 1, 0)，它们的支集均为
{2, 3}，此时 𝑡 = 1，故 𝑤 − 𝑡 + 1 = 3。
此外，根据式 (3.1)可知，如果交集大小 |𝑠𝑢𝑝𝑝(u) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝(v)|足够接近 𝑤 − 𝑡，

则 u𝑥和 v𝑥的非零元中，最小的元素不能太大。例如，如果交集大小正好是𝑤 − 𝑡，
那么式 (3.1)的求和项中的每个最小值都必须为 1。如果发生另一种极端情况，即
交集大小仅为 1，则最小值可以是以 𝑤 − 𝑡为上限的任何值。这也是我们推导出
具有特定距离的码存在性的必要条件时，非常关键的一点。为了区别出码字不
同位置上的非零元，我们将 𝑞 元码的码字 u 与一个子集 𝜙(u) ∶= {(𝑥, 𝑖) ∶ 𝑥 ∈
𝑠𝑢𝑝𝑝(u)且u𝑥 = 𝑖} ⊂ 𝑋 × [𝑞 − 1]对应起来，这里 𝑋 = [𝑛]。为了简化符号，我们
将在 𝜙(u)中把 (𝑥, 𝑖)写成 𝑥𝑖。事实上，通过集族的语言刻画一些一般条件，从而
使得 (𝑋 × [𝑞 − 1], {𝜙(u) ∶ u ∈ 𝒞})是一个 (𝑛, 2𝑡, 𝑤)𝑞 码是非常困难的，因为具有
不同 𝑞、𝑡或 𝑤的码可能会导致非常不同的要求。为了叙述方便，在不造成混淆
的情况下，我们有时不区分 u和 𝜙(u)，因为它们指的是相同的对象。例如，我们
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有一个 (6, 6, 4)3 常重码 𝒞 ⊂ 𝐼𝑛
3，其中包含四个码字 210100、021010、002101和

100012。等价地，我们可以将它们描述为 {12, 21, 41}，{22, 31, 51}，{32, 41, 61}和
{62, 51, 11}，它们是 [6] × [2]的子集。在本文的后续部分，除了经典的集合 [𝑛]，
我们有时还假设 𝑋 是一个不为 [𝑛]的有序集合，例如 ℤ𝑛等。
在本章剩余部分中，在构造某些码时，我们通常会利用某些群对码字坐标作

用，从而生成所有码字。所以一般情况下，我们将使用加法群 ℤ𝑛来表示码字坐
标，而不是经典的集合 [𝑛]，并且给 ℤ𝑛的元素一个自然的顺序。例如，我们有一
个 (4, 4, 3)3码 𝒞 ⊂ 𝐼4

3，其中有四个码字 1200、0120、0012和 2001，或者等价地，
我们有一个 (4, 4, 3)3码 𝒞 ⊂ ℤ4 × [2]，其中码字为 {01, 12}，{11, 22}，{21, 32}和
{31, 02}。事实上，𝒞可表示为 𝒞 = {{(0 + 𝑖)1, (1 + 𝑖)2} ∶ 𝑖 ∈ ℤ4}，即 𝒞可以通过群
ℤ4作用于码字 {01, 12}的支集上得到。我们称这样的码字 {01, 12}为基码字（或
基区组）。受这个例子的启发，当我们试图找到某种码时，我们只需要找到一个
带有额外条件的基码字（或一组基码字），就可以通过群作用得到所有码字。这
是组合设计理论中很常见的一种通过计算机搜索找到小设计的方法，对我们找
到小码很有帮助。为了节省空间，在表达码时，我们只列出所有基码字和相应的
群作用，而不是列出所有码字。注意到，群作用通常作用于码字的支集，但不改
变对应位置上的非零元。

3.3 非负整数上的常重码
在本节中，我们考虑在ℤ⩾0上重量为𝑤 ⩽ 4的码，并对最小距离满足 4 ⩽ 𝑑 =

2𝑡 ⩽ 2𝑤−2以及𝑤 = 3, 4时，确定𝐴(𝑛, 𝑑, 𝑤)的确切值。事实上，我们可以选择一个
比较小的整数 𝑞 ⩾ 𝑤+1，那么ℤ⩾0上的重量为𝑤的常重码也可以看作是一个 𝑞元
码。正如我们在第 3.2.3小节中观察到的，集族 (𝑋, {𝑠𝑢𝑝𝑝(u) ∶ u ∈ 𝒞, |𝑠𝑢𝑝𝑝(u)| ⩾ 𝜏})
是一个 𝜏-(|𝑋|, {𝑤, 𝑤 − 1, ⋯ , 𝜏}, 1)-填充，且若两个码字，它们支集的交集大小非
常接近于 𝑤 − 𝑡，则它们每个相同位置上的两个非零元间的最小值不能太大。

3.3.1 𝑤 = 3的常重码上界和最优构造
对于重量为 3的码字，存在三种类型：13，1121，以及 31。由于 𝑤 = 3，故

只需要考虑最小距离 𝑑 = 4的情形，此时 𝑡 = 2且 𝜏 = 2。下面的定理可通过观察
对距离的限制得到。

引理 3.8 码 𝒞 ⊂ ℤ𝑛 × ℤ⩾0 是一个 (𝑛, 4, 3)常重码当且仅当下面的两个条件
成立：

(1) 对于 𝒞中所有型为 13或 1121的码字，其支集集合构成一个 2-(𝑛, {2, 3}, 1)-填
充。
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(2) 对于 𝒞 中任意两个码字 u, v,若 𝑖 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝(u) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝(v)，则 min{u𝑖, v𝑖} = 1。
证明 必要性。(1)可由 UNC条件得到，(2)可由式 (3.1)中的距离公式给出。
充分性。由 (1)可知，任意两个码字，它们的支集最多交一个元素。若它们

支集不交的话，则其距离为 6；若交的话，由式 (3.1)和条件 (2)可知，因为最小
值为 1，则其距离为 4。 ∎

由引理 3.8可推出 𝐴(𝑛, 4, 3)的上界，再利用最优 2-(𝑛, 3, 1)-填充即可得到相
应的最优码，具体如下。
定理 3.9 𝐴(𝑛, 4, 3) = 𝐷(𝑛, 3, 2) + 𝑛。
证明 令 𝑥, 𝑦和 𝑧分别表示型为 13, 1121 和 31 的码字个数。由引理 3.8的条

件 (1)可知，
𝑥 ⩽ 𝐷(𝑛, 3, 2),

这是因为型为 13的码字构成一个 2-(𝑛, 3, 1)-填充。由引理 3.8的条件 (2)可知，不
存在两个码字 u, v，使得对某一个位置 𝑖，u𝑖 ⩾ 2和 v𝑖 ⩾ 2同时成立。因此，通过
计算所有码字中元素 2和 3出现的次数，可得

𝑦 + 𝑧 ⩽ 𝑛.

故 𝐴(𝑛, 4, 3) = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ⩽ 𝐷(𝑛, 3, 2) + 𝑛。另一方面，我们可以构造一个 (𝑛, 4, 3)常
重码 𝒞如下：从一个最优 2-(𝑛, 3, 1)-填充得到所有型为 13的码字，再取 𝑛个支集
不交的型为 31的码字。容易验证 |𝒞| = 𝐷(𝑛, 3, 2) + 𝑛。 ∎

3.3.2 𝑤 = 4的常重码上界和最优构造
对于重量为 3的码字，存在五种类型：14，1221，1131，22和 41。我们首先

考虑 𝑑 = 4的情形，此时 𝑡 = 2以及 𝜏 = 3。类似于引理 3.8，码 𝒞 ⊂ ℤ𝑛 × ℤ⩾0是
一个 (𝑛, 4, 4)常重码当且仅当下面三个条件成立：

(i) 对于 𝒞中所有型为 14或 1221的码字，其支集集合构成一个 3-(𝑛, {3, 4}, 1)-填
充。

(ii) 对于 𝒞 中任意两个码字 u, v，若 𝑖 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝(u) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝(v)，则 min{u𝑖, v𝑖} ⩽ 2。
(iii) 对于 𝒞中任意两个码字 u, v，若 {𝑖, 𝑖′} ⊂ 𝑠𝑢𝑝𝑝(u) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝(v)，则min{u𝑖, v𝑖} =

min{u𝑖′ , v𝑖′} = 1。
充分性可类似引理 3.8去证明。而对于必要性，(i)可由 UNC条件给出，(ii)和 (iii)
可由式 (3.1)得到。更具体地，若 |𝑠𝑢𝑝𝑝(u) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝(v)| = 1，则最小值至多 2。但是，
如果 |𝑠𝑢𝑝𝑝(u) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝(v)| = 2，则这两个位置上的最小值都必须是 1。由式 (3.1)可
知，对于任意两个码字，它们的交集大小最多为 2，故可得 (i)。
根据上述的充分必要条件，我们可以确定 (𝑛, 4, 4)常重码的最大个数。
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定理 3.10 𝐴(𝑛, 4, 4) = 𝐷(𝑛, 4, 3) + 𝑛(𝑛−1)
2 + 𝑛。

证明 令 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑎和 𝑏分别表示型为 14，1221，22，1131 和 41 的码字个数。
由条件 (i)和 (ii)可知，

𝑥 ⩽ 𝐷(𝑛, 4, 3), 以及𝑎 + 𝑏 ⩽ 𝑛.

由条件 (iii)知，对于任一码字 u ∈ 𝒞，所有满足 u𝑖 ⩾ 1和 u𝑖′ ⩾ 2的有序对 (𝑖, 𝑖′)
互不相同。通过对这种对子进行计数，可得

2𝑦 + 2𝑧 + 𝑎 ⩽ 𝑛(𝑛 − 1).

结合上述不等式，我们有

𝐴(𝑛, 4, 4) = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑎 + 𝑏 ⩽ 𝐷(𝑛, 4, 3) + 𝑛(𝑛 − 1)
2 + 𝑛.

注意到，每个型为 41 或 22 的码字，与型既不是 1221 也不是 1131 的码字距离至
少为 4，这样的码字一共有 (𝑛

2) + 𝑛个。故我们可以构造一个 (𝑛, 4, 4)常重码 𝒞 如
下：从一个最优 3-(𝑛, 4, 1)-填充得到所有型为 14 的码字，再取所有型为 22 和 41

的码字。容易验证 |𝒞| = 𝐷(𝑛, 4, 3) + 𝑛(𝑛−1)
2 + 𝑛。 ∎

当距离 𝑑 = 6时，𝑡 = 3以及 𝜏 = 2。由 UNC条件和式 (3.1)中的距离公式可
知，码 𝒞 ⊂ ℤ𝑛 × ℤ⩾0是一个 (𝑛, 6, 4)常重码当且仅当下面的两个条件成立：

(a) 对于 𝒞 中所有型为 14，1221，1131 和 22 的码字，其支集集合构成一个 2-
(𝑛, {2, 3, 4}, 1)-填充。

(b) 对于 𝒞 中任意两个码字 u, v，若 𝑖 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝(u) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝(v)，则 min{u𝑖, v𝑖} = 1。
定理 3.11 𝐴(𝑛, 6, 4) = 𝐷(𝑛, 4, 2) + 𝑛。
证明 沿用定理 3.10中定义的符号，根据条件 (a)和 (b)，我们有

𝑥 ⩽ 𝐷(𝑛, 4, 2), 以及𝑦 + 2𝑧 + 𝑎 + 𝑏 ⩽ 𝑛.

则有
𝐴(𝑛, 6, 4) = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑎 + 𝑏 ⩽ 𝐷(𝑛, 4, 2) + 𝑛.

故我们可以构造一个 (𝑛, 6, 4)常重码 𝒞 如下：从一个最优 2-(𝑛, 4, 1)-填充得到所
有型为 14的码字，再取 𝑛个型为 41的码字。容易验证 |𝒞| = 𝐷(𝑛, 4, 2) + 𝑛。 ∎

在本章的剩余部分，我们考虑三元常重码，主要思想也是利用最优填充去构
造最优码。
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3.4 三元常重码
在本节中，我们考虑重量 𝑤 = 3, 4时的三元常重码，并确定所有距离下码字

最大个数。当 𝑤 = 3时，只需考虑 𝑑 = 4的情形，我们给出了相应最优码的构
造。当 𝑤 = 4时，最小距离 𝑑 = 4或 6，其中 𝑑 = 4的情形与非负整数上的码类
似。而 𝑑 = 6时，我们利用可分组设计给出了相应最优码的构造。

3.4.1 基于填充集族的 𝑤 = 3的最优三元常重码构造
本小节中，我们考虑重量为 3的三元常重码，此时码字有两种类型：13 和

1121。当 𝑑 = 4时，有 𝑡 = 2以及 𝜏 = 2。根据 UNC条件和式 (3.1)中的距离公式
可知，码 𝒞 ⊂ ℤ𝑛 × [2]是一个 (𝑛, 4, 3)3常重码当且仅当下面的两个条件成立：
(1′) 对于 𝒞 中所有码字，其支集集合构成一个 2-(𝑛, {2, 3}, 1)-填充。
(2′) 对于 𝒞 中任意两个码字 u, v，若 𝑖 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝(u) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝(v)，则 min{u𝑖, v𝑖} = 1。
引理 3.12 𝐴3(𝑛, 4, 3) ⩽ ⌊

𝑛2+3𝑛
6 ⌋。

证明 令 𝑥和 𝑦分别表示型为 13和 1121的码字个数。由条件 (1′)和 (2′)可
知，

3𝑥 + 𝑦 ⩽ (
𝑛
2), 以及𝑦 ⩽ 𝑛.

前一个不等式由填充的定义可得，即所有区组中包含的点对数不能超过 (𝑛
2)。后

一个不等式是计算元素 2出现的次数。故 𝐴3(𝑛, 4, 3) = 𝑥 + 𝑦 ⩽ ⌊
𝑛2+3𝑛

6 ⌋。 ∎

从引理 3.12的证明中可以看出，当 𝑦 = 𝑛或 𝑛 − 1时，码字有可能达到上界。
假设我们已经找到了 𝑛或 𝑛 − 1个型为 1121且满足条件 (2′)的码字，那么我们只
需要找到一个合适的 2-(𝑛, 3, 1)-填充，从中得到型为 13的码字，使得条件 (1′)满
足。如果这个 2-(𝑛, 3, 1)-填充的大小是 ⌊

𝑛2+3𝑛
6 ⌋ − 𝑛或 ⌊

𝑛2+3𝑛
6 ⌋ − 𝑛 + 1，即可达到

引理 3.12中的上界。
定理 3.13 𝐴3(𝑛, 4, 3) = ⌊

𝑛2+3𝑛
6 ⌋。

证明 上界由引理 3.12可知。下面我们只需构造出一个达到上界的最优码
即可。容易验证，当 𝑛 ⩽ 3时，显然成立；而对于 𝑛 ⩾ 4，我们将构造一个达到上
界的 (𝑛, 4, 3)3常重码 𝒞 如下。

当 𝑛 ≡ 1, 5 (mod 6)时，存在一个大小为 𝑛2−3𝑛+2
6 的 2-(𝑛, 3, 1)-填充 (𝑋, ℬ)，它

的剩余图由一个长为 𝑛−1的圈和一个孤立点组成 [77]。令𝑋 = ℤ𝑛−1 ∪{∞}，且该
圈为 (0, 1, 2, ⋯ , 𝑛 − 2)。取 𝒞的坐标集为 ℤ𝑛−1 ∪ {∞}，则 𝒞可由如下码字组成：对
每一个区组 {𝑎, 𝑏, 𝑐} ∈ ℬ，构造型为 13的码字 {𝑎1, 𝑏1, 𝑐1}；由长为 𝑛−1的圈，构造
(𝑛 − 1)个型为 1121的码字：{01, 12}, {11, 22}, ⋯ , {(𝑛 − 3)1, (𝑛 − 2)2}, {(𝑛 − 2)1, 02}。
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当 𝑛 ≡ 2, 4 (mod 6) 时，存在一个大小为 (𝑛−1)(𝑛−2)
6 的 2-(𝑛 − 1, 3, 1)-设计

(ℤ𝑛−1, ℬ)，事实上，由引理 3.2可知，(ℤ𝑛−1, ℬ) 是一个 STS(𝑛 − 1)。取 𝒞 的坐
标集为 ℤ𝑛−1 ∪ {∞}，则 𝒞 可由如下码字组成：对每一个区组 {𝑎, 𝑏, 𝑐} ∈ ℬ，
构造型为 13 的码字 {𝑎1, 𝑏1, 𝑐1}；由点 {∞}，构造 (𝑛 − 1) 个型为 1121 的码字：
{02, ∞1}, {12, ∞1}, ⋯ , {(𝑛 − 3)2, ∞1}, {(𝑛 − 2)2, ∞1}。
当 𝑛 ≡ 3 (mod 6)时，Colbourn和Rosa[77] (以及Colbourn和 Ling[78])证明了

存在一个大小为 𝑛2−3𝑛
6 的 2-(𝑛, 3, 1)-填充 (ℤ𝑛, ℬ)，其剩余图由所有满足 𝑖 − 𝑗 ≡ ±1

(mod 𝑛)这样的对子构成。取 𝒞的坐标集为 ℤ𝑛，则 𝒞可由如下码字组成：对每一
个区组 {𝑎, 𝑏, 𝑐} ∈ ℬ，构造型为 13 的码字 {𝑎1, 𝑏1, 𝑐1}；由剩余图，构造 𝑛个型为
1121的码字：{01, 12}, {11, 22}, ⋯ , {(𝑛 − 2)1, (𝑛 − 1)2}, {(𝑛 − 1)1, 02}。
当 𝑛 ≡ 0 (mod 6)时，由引理 3.2可知，存在一个大小为 𝑛2−3𝑛−6

6 的 2-(𝑛−1, 3, 1)-
填充 (ℤ𝑛−1, ℬ)，其剩余图由一个长度为 4的圈和 𝑛 − 5个孤立点构成。不妨设该
圈为 (0, 1, 2, 3)。取 𝒞 的坐标集为 ℤ𝑛−1 ∪ {∞}，则 𝒞 可由如下码字组成：对每一
个区组 {𝑎, 𝑏, 𝑐} ∈ ℬ，构造型为 13的码字 {𝑎1, 𝑏1, 𝑐1}；由点 {∞}，构造一个型为
13的码字 {11, 21, ∞1}和 (𝑛 − 5)个型为 1121的码字：{42, ∞1}, {52, ∞1}, ⋯ , {(𝑛 −
3)2, ∞1}, {(𝑛 − 2)2, ∞1}；由长为 4 的圈，构造五个型为 1121 的码字：{02, ∞1}，
{01, 12}，{22, 31}，{01, 32}和 {31, ∞2}。
下面只需验证码 𝒞 的大小是否满足要求即可，这里我们省略。而对于距离，

由填充及其剩余图的性质，容易验证。 ∎

为了使得定理 3.13证明中的构造更加直观，我们针对每种码长 𝑛，给一些具
体的例子。
例 3.1 当 𝑛 = 6时，𝐴3(6, 4, 3) = 9。故存在一个点集为 ℤ5 且大小为 2的

2-(5, 3, 1)-填充，其区组集合为 024, 134，剩余图为一个 4长的圈：(0, 1, 2, 3)。取
码字坐标为 ℤ5 ∪ {∞}，则可得到相应最优码如下：

{01, 21, 41} {11, 31, 41} {11, 21, ∞1}
{02, ∞1} {01, 12} {22, 31}
{01, 32} {31, ∞2} {42, ∞1}.

当 𝑛 = 7 时，𝐴3(7, 4, 3) = 11。取一个点集为 ℤ6 ∪ {∞} 且大小为 5 的 2-
(7, 3, 1)-填充，其区组集合为 14∞, 25∞, 03∞, 135, 024，剩余图是一个 6长的圈：
(0, 1, 2, 3, 4, 5)。取码字坐标为 ℤ6 ∪ {∞}，则可得到相应最优码如下：

{11, 41, ∞1} {21, 51, ∞1} {01, 31, ∞1} {11, 31, 51}
{01, 21, 41} {01, 12} {11, 22} {21, 32}
{31, 42} {41, 52} {51, 02}.
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当 𝑛 = 8时，𝐴3(8, 4, 3) = 14。取一个点集为 ℤ7且大小为 7的 STS(7)，其区
组集合为 124, 235, 346, 045, 156, 026, 013。取码字坐标为 ℤ7，则可得到相应最优
码如下：

{11, 21, 41} {21, 31, 51} {31, 41, 61} {01, 41, 51}
{11, 51, 61} {01, 21, 61} {01, 11, 31} {02, ∞1}
{12, ∞1} {22, ∞1} {32, ∞1} {42, ∞1}
{52, ∞1} {62, ∞1}.

当 𝑛 = 9时，𝐴3(9, 4, 3) = 18。取一个点集为 ℤ9 且大小为 9的 2-(9, 3, 1)-填
充，其区组集合由基区组 035通过群 ℤ9 作用生成，剩余图为一个长为 9的圈。
取码字坐标为 ℤ9，则可得到相应最优码如下：

{01, 31, 51} {11, 41, 61} {21, 51, 71} {31, 61, 81}
{41, 71, 01} {51, 81, 11} {61, 01, 21} {71, 11, 31}
{81, 21, 41} {01, 12} {11, 22} {21, 32}
{31, 42} {41, 52} {51, 62} {61, 72}
{71, 82} {81, 02}.

注 4 当 𝑛 ≡ 3 (mod 6)时，我们给出另一种最优码的构造如下。令 𝑢 = 𝑛/3 ⩾ 3
是一个正整数，则由引理 3.5可知，存在一个型为 3𝑢 的 3-GDD，记为 (𝑋, 𝒢, ℬ)。
对于每一个 𝒢中的组 𝐺 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}，我们可以得到三个型为 1121的码字：{𝑎1, 𝑏2}，
{𝑏1, 𝑐2}和 {𝑐1, 𝑎2}，故这种码字有 𝑛个。容易验证，所有这些型为 1121的 𝑛个码
字，再结合从 ℬ获得的所有型为 13的码字，构成一个最优 (𝑛, 4, 3)3常重码。
事实上，上述提到的型为 3𝑢的 3-GDD也是一个大小为 𝑛2−3𝑛

6 的 2-(𝑛, 3, 1)-填
充，它的剩余图是 𝑢个长度为 3的圈 (𝑎, 𝑏, 𝑐)的并，其中 {𝑎, 𝑏, 𝑐}是 𝒢中的一个
组。再加上定理 3.13中当 𝑛 ≡ 3 (mod 6)时给出的 2-(𝑛, 3, 1)-填充，我们得到了两
个大小相同，但剩余图不同的不同构填充，我们可以使用其中任何一个来构造最
优码。
注意到，GDD的剩余图是一些不相交团的并集，这对我们来说是很方便的，

因为我们可以在每个团上输入一个最优的短码，而不会破坏填充集族的性质。例
如，在上面的构造中，我们在每个大小为 3的组上输入了一个最优的 (3, 4, 3)3常
重码。这一发现是非常关键的，因为在引理 3.6中给出了丰富的 GDD存在性结
果，剩下的只需要在每个组上找到一个最优的短码即可。我们将在下一小节中使
用该方法，通过 4-GDD来构造最优 (𝑛, 6, 4)3常重码。

3.4.2 基于可分组设计的 𝑤 = 4的最优三元常重码构造
本小节中，我们考虑重量为 4的三元常重码，此时码字有三种类型：14，1221

和 22。由于 𝑤 = 4，故只需考虑 𝑑 = 4和 6的情形。
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当 𝑑 = 4时，重量为 4的常重码在 ℤ⩾0 和 𝐼3 上的唯一区别是，后者没有型
为 1131和 41的码字。利用同定理 3.10证明中类似的思想，我们有如下结果。
定理 3.14 𝐴3(𝑛, 4, 4) = 𝐷(𝑛, 4, 3) + 𝑛(𝑛−1)

2 。
当 𝑑 = 6时，有 𝑡 = 3以及 𝜏 = 2。根据 UNC条件和式 (3.1)中的距离公式可

知，码 𝒞 是一个 (𝑛, 6, 4)3常重码当且仅当下面的两个条件成立：
(𝑎′) 对于 𝒞 中所有码字，其支集集合构成一个 2-(𝑛, {2, 3, 4}, 1)-填充。
(𝑏′) 对于 𝒞 中任意两个码字 u, v，若 𝑖 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝(u) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝(v)，则 min{u𝑖, v𝑖} = 1。
由这两个条件，我们可以给出 𝐴3(𝑛, 6, 4)的上界。
引理 3.15 𝐴3(𝑛, 6, 4) ⩽ ⌊

𝑛(𝑛+5)
12 ⌋ =∶ 𝑈(𝑛)。

证明 令 𝑥, 𝑦, 𝑧分别表示型为 14，1221和 22的码字个数。由条件 (𝑎′)以及
2-(𝑛, {2, 3, 4}, 1)-填充的定义可知，区组中包含的点对数不能超过 (𝑛

2)，故有

6𝑥 + 3𝑦 + 𝑧 ⩽ (
𝑛
2).

条件 (𝑏′)表明，在任何一个坐标上，元素 2最多只能出现在一个码字中，因此

𝑦 + 2𝑧 ⩽ 𝑛.

综上可得 𝐴3(𝑛, 6, 4) = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ⩽ 1
6((𝑛

2) + 3𝑛 − 𝑧) ⩽ ⌊
𝑛(𝑛+5)

12 ⌋。 ∎

注 5 若 𝐴3(𝑛, 6, 4) = 𝑈(𝑛)，则对 𝑧，即型为 22 的码字个数有如下性质：当
𝑛 ≡ 0, 3, 4, 7 (mod 12) 时，有 𝑧 = 0；当 𝑛 ≡ 2, 5 (mod 12) 时，有 𝑧 ⩽ 1；当
𝑛 ≡ 1, 6, 9, 10 (mod 12)时，有 𝑧 ⩽ 3；以及当 𝑛 ≡ 8, 11 (mod 12)时，有 𝑧 ⩽ 4。
事实上，由引理 3.15的证明，我们可以得到如下上界

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ⩽ ⌊
𝑛(𝑛 + 5) − 2𝑧

12 ⌋ .

当 𝑛 ≡ 1, 6, 9, 10 (mod 12)时，我们有 𝑈(𝑛) = 𝑛(𝑛+5)−6
12 。若 𝑧 > 3，则 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ⩽

𝑈(𝑛) − 1，矛盾。因此当 𝑛 ≡ 1, 6, 9, 10 (mod 12)时，有 𝑧 ⩽ 3。其余的情况也可
类似推导。
在本小节的其余部分，我们将致力于构造达到引理 3.15中上界的 (𝑛, 6, 4)3最

优码。根据注 4给出的思想，我们将利用已知存在的 4-GDD，并输入最优短码到
相应 GDD的每一组来构造长度为 𝑛的最优码。故，特定长度且码字个数为 𝑈(𝑛)
的最优短码是非常重要的。因此，我们首先构造最优短码。

1)最优短码的构造
容易看出 𝐴3(1, 6, 4) = 0 = 𝑈(1)，𝐴3(2, 6, 4) = 1 = 𝑈(2)，𝐴3(3, 6, 4) = 1 =

𝑈(3) − 1以及 𝐴3(4, 6, 4) = 2 = 𝑈(4) − 1。当 𝑛 = 5时，通过穷举法可知，不存在
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码字个数为 4的 (5, 6, 4)3常重码，但 21100，10012，02020这三个码字可构成一
个 (5, 6, 4)3码，故 𝐴3(5, 6, 4) = 3 = 𝑈(5) − 1。当 𝑛 ∈ [6, 11]时，𝐴3(𝑛, 6, 4) = 𝑈(𝑛)，
相应的最优码构造如下。
引理 3.16 对任意 𝑛 ∈ [6, 11]，有 𝐴3(𝑛, 6, 4) = 𝑈(𝑛)。
证明 对任意 𝑛 ∈ [6, 11]，构造最优码 𝒞 如下。
当 𝑛 = 6时，𝐴3(6, 6, 4) = 5。给定一个点集为 ℤ7 的 STS(7)，其区组集合为

124, 235, 346, 450, 561, 602, 013。从点集 ℤ7中删去点 6以及所有包含点 6的区组。
利用剩下的四个区组，通过将元素 2分别放置在 {0, 1, 2, 5}这四个坐标上，即可
得到四个型为 1221 的码字。再利用点对 {3, 4}，可得到一个型为 22 的码字。综
上，可得最优码 𝒞 如下。

{02, 11, 31} {12, 21, 41} {22, 31, 51}
{41, 52, 01} {32, 42}.

当 𝑛 = 7时，𝐴3(7, 6, 4) = 7。考虑上述相同的斯坦纳三元系 STS(7)，注意到，
该三元系可由一个基区组 013通过 ℤ7群作用得到所有区组。故最优码 𝒞 可由基
码字 {02, 11, 31}通过 ℤ7在其支集上的群作用得到。

当 𝑛 = 8时，𝐴3(8, 6, 4) = 8。最优码 𝒞 可由基码字 {02, 11, 31}通过 ℤ8 在其
支集上的群作用得到。
当 𝑛 = 9时，𝐴3(9, 6, 4) = 10。根据注5以及条件 (𝑏′)可知，型为 22 的码字

个数最多为 3，且元素 2在同一个坐标上至多只能出现在一个码字中。通过控制
型为 22的码字个数，我们可得最优码 𝒞 如下。

{01, 11, 21, 31} {01, 41, 51, 61} {71, 81, 02} {31, 61, 72}
{51, 71, 22} {41, 71, 12} {11, 81, 62} {31, 81, 52}
{21, 41, 82} {32, 42}.

当 𝑛 = 10时，𝐴3(10, 6, 4) = 12。此时最优码 𝒞 可由一个 (10, {3, 4})-PBD通
过合理分配元素 2的位置得到，如下。

{01, 11, 21, 31} {31, 51, 92} {21, 61, 82} {21, 42, 91}
{01, 41, 51, 61} {11, 62, 91} {12, 41, 71} {22, 51, 71}
{01, 71, 81, 91} {32, 41, 81} {11, 52, 81} {31, 61, 72}.

当 𝑛 = 11时，𝐴3(11, 6, 4) = 14。此时最优码 𝒞 可通过计算机搜索得到，如
下。

{31, 61, 81, 101} {11, 92, 101} {01, 31, 52} {02, 81, 91}
{21, 31, 71, 91} {22, 51, 101} {41, 71, 102} {42, 51, 91}
{01, 21, 41, 61} {11, 51, 62} {01, 11, 72} {51, 71, 82}
{12, 21, 81} {11, 32, 41}.
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∎

当 𝑛 = 12时，其最优码个数无法达到上界 𝑈(12)，具体如下。
引理 3.17 𝐴3(12, 6, 4) = 𝑈(12) − 1 = 16。
证明 当 𝑛 = 12 时，𝑈(𝑛) = 17。令最优 (12, 6, 4)3 常重码为 𝒞。根据引

理 3.15的证明以及注 5可知，若 |𝒞| = 𝑈(12) = 17，则相应的 𝑧 = 0，𝑥 = 5，𝑦 = 12，
以及对 𝒞 中所有型为 14 和 1221 的码字，其支集构成一个 2-(12, {3, 4}, 1)-填充
(𝑋 = ℤ12, ℬ)。由于每个型为 14 和 1221 的码字，其支集中分别包含 6和 4个点
对，而 5 × 6 + 12 × 3 = 66 = (12

2 )，即 ℤ12的每个点对恰好包含于一个支集中，因
此该填充的剩余图为空图。反证法，假设 |𝒞| = 𝑈(12) = 17。对任意 𝑖 ∈ ℤ12，令
𝑥𝑖表示型为 14，且在坐标 𝑖上的元素非零的码字个数。注意到，每个这样的码字，
其支集均包含了三个含有 𝑖的点对，由条件 (𝑎′)知，所有这样的点对必须互不相
同。由于包含 𝑖的点对共有 11个，我们有 𝑥𝑖 ⩽ ⌊

11
3 ⌋ = 3。通过计算所有型为 14

的 5个码字中非零元的个数，可得

𝑥0 + 𝑥1 + ⋯ + 𝑥11 = 20.

由于 𝒞中的所有码字，其支集集合构成一个剩余图为空图的 2-(12, {3, 4}, 1)-
填充，则包含 𝑖的点对数 11 = 3𝑥𝑖 + 2𝑦𝑖，这里 𝑦𝑖指的是型为 1221，且在坐标 𝑖上
的元素非零的码字个数。由此可知，𝑥𝑖必须为奇数，即为 1或 3。取 𝑗 = 1, 3，令
𝑑𝑗 为满足 𝑥𝑖 = 𝑗 的 𝑖的个数，则有

{
𝑑1 + 3𝑑3 = 20,
𝑑1 + 𝑑3 = 12.

因此 𝑑1 = 8，𝑑3 = 4。不失一般性，可设 𝑥0 = 3，且 𝒞中存在三个码字 {01, 11, 21, 31}，
{01, 41, 51, 61} 以及 {01, 71, 81, 91}。由于 𝑑1 = 8 和 𝑑3 = 4，则一定存在一个点
𝑖 ∈ [9]，使得 𝑥𝑖 = 3，进一步地，不妨设 𝑥1 = 3。若一个包含 {101, 111}为子集的
型为 14的码字含有 11，在这种情况下，我们无法再找到一个型为 14的码字添加进
𝒞中，使得 𝑥1 = 3，矛盾。因此可设 𝒞中含有码字 {11, 41, 71, 101}, {11, 51, 81, 111}。
为了确保 𝑥5是奇数，我们仍需再找一个型为 14的码字，而此时 𝒞中已经有 5个
型为 14的码字了，矛盾。故 𝐴3(12, 6, 4) ⩽ 16。

下面，我们给出一个大小为 16的最优码 𝒞。
{31, 71, 81, 111} {41, 111, 02} {11, 51, 72} {71, 101, 42}
{21, 61, 81, 101} {11, 21, 112} {01, 51, 62} {31, 51, 22}
{11, 31, 41, 61} {61, 111, 92} {51, 91, 82} {11, 91, 102}
{01, 21, 71, 91} {01, 101, 32} {01, 81, 12} {101, 111, 52}.

∎
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2)基于 4-GDD的递归构造
接下来，受到注4的启发，我们将利用 4-GDD 和特定的最优短码来构造码

字个数达到 𝑈(𝑛)的最优 (𝑛, 6, 4)3 常重码。主要的思想如下：给定一个阶为 𝑛的
4-GDD，由于其每个区组都是其点集的 4-子集，可将其看作是某个码字的支集，
故从该GDD的每个区组出发，都可得到一个型为 14且长度 𝑛的码字；对于GDD
的每个组，假设其大小为 𝑔，则我们可取一个坐标集为该组内元素的最优 (𝑔, 6, 4)3

码，然后通过把零分配给其余的坐标，从而将其扩展成长度为 𝑛的码；由此所有
这样的码字构成的集合即目标码。在这种方法中，通过条件 (𝑎′)知，可以将一个
(𝑛, 6, 4)3码看成一个 2-(𝑛, {2, 3, 4}, 1)填充，然后由条件 (𝑏′)知，需给元素 2分配
恰当的坐标，使得每个位置上最多有一个码字含有元素 2。
尽管上述构造方法看起来很简单，但要保证最终生成的码的大小达到上界

𝑈(𝑛)，并且码长 𝑛遍历所有正整数，并不容易。为了完成这一点，我们的方法在
很大程度上取决于不同型的 4-GDD和特殊码长的最优短码存在性，具体要求如
下。更具体地实现，可见定理 3.18–3.20。

(1) 良好的 4-GDD。给定正整数 𝑔和非负整数 𝑚，使得对几乎所有正整数 𝑢，型
为 𝑔𝑢𝑚1的 4-GDD均存在。故相应的最优 (𝑔, 6, 4)3和 (𝑚, 6, 4)3短码的存在
性，极大可能可以保证，码长为 𝑛 = 𝑔𝑢+𝑚的最优码的存在性。由推论3.7可
知，当 𝑔 ≡ 0 (mod 12)和 𝑚 ≡ 0 (mod 3)时，符合要求的 4-GDD存在。如
果上述方法有效，则可以得到所有码长 𝑛满足 𝑛 ≡ 0 (mod 3)的最优码。

(2) 添加额外的点。当 𝑔 ≡ 0 (mod 12)和 𝑚 ≡ 0 (mod 3)时，尽管型为 𝑔𝑢𝑚1的
4-GDD是良好的，但此时只能构造出码长 𝑛满足 𝑛 ≡ 0 (mod 3)的码。为
了能够使用相同的 4-GDD 构造出覆盖所有长度的最优码，我们在输入短
码时需要添加一个或两个额外的点。即我们需要在 4-GDD的点集中添加 𝑡
个额外的点，其中 𝑡 = 1或 2，使得 4-GDD的每个组共享这 𝑡个点，再向这
些组中对应输入一个合适的 (𝑔 + 𝑡, 6, 4)3 或 (𝑚 + 𝑡, 6, 4)3 短码，从而得到码
长为 𝑛 = 𝑔𝑢 + 𝑚 + 𝑡 ≡ 𝑡 (mod 3)的最优码。

(3) 良好的最优短码。给定上述 𝑡 ⩾ 0，我们应当非常谨慎地选择 (𝑔 + 𝑡, 6, 4)3

短码，特别是当 𝑡 > 0时，因为它将用于每个组，或每个组与额外点的并
集，且这些出现在每一组的额外点（如果有的话）都是相同的 𝑡个点。因
此，首先，当 𝑡 = 1, 2时，由条件 (𝑏′)可知，此码不能有码字在坐标是额外
点上含有元素 2。其次，由条件 (𝑎′)可知，当 𝑡 = 2时，对应填充集族的区
组中，不能包含由额外两个点构成的点对。最后，对应填充的剩余图应该
是空图（除了 𝑡 = 2，此时剩余图是一个只有一条由两个额外的点连接的边
和孤立点构成。），否则，随着 𝑢的增大，最终得到的码，其剩余图中包含
无限数量的边，根据引理 3.15的证明可知，其码字大小将远小于 𝑈(𝑛)。
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基于以上分析，我们将分成三种情况去构造最优码：即 𝑡 = 0, 1, 2，对应
𝑛 ≡ 0, 1, 2 (mod 3)。递归构造的具体细节和良好短码的定义将根据构造的不同，
而随之发生改变，我们将在用到时，再给出详细的阐述。

a)当 𝑡 = 0

在这种情况下，我们将使用型为 𝑔𝑢𝑚1的 4-GDD为所有 𝑛满足 𝑛 ≡ 0 (mod 3)，
构造最优 (𝑛, 6, 4)码，除去极个别的 𝑛比较小的时候。
定理 3.18 设存在一个型为 𝑔𝑢𝑚1的 4-GDD，其中 𝑔 ≡ 0, 3, 4, 7 (mod 12)。如

果 𝐴3(𝑔, 6, 4) = 𝑈(𝑔)且 𝐴3(𝑚, 6, 4) = 𝑈(𝑚)，则 𝐴3(𝑔𝑢 + 𝑚, 6, 4) = 𝑈(𝑔𝑢 + 𝑚)。
证明 令 𝑛 = 𝑔𝑢 + 𝑚。给定一个型为 𝑔𝑢𝑚1的 4-GDD (𝑋, 𝒢, ℬ)，其中 |𝑋| = 𝑛，

我们构造一个 (𝑛, 6, 4)3 码 𝒞 ⊂ 𝑋 × [2] 如下。对每个组 𝐺 ∈ 𝒢，构造一个最优
(|𝐺|, 6, 4)3 码 𝒞𝐺 ⊂ 𝐺 × [2]，由假设可知这样的码是存在的，注意到，我们可将
𝒞𝐺看成是 𝑋 × [2]的一个子集，即，通过将零分配给其余的坐标，从而将其扩展
为一个 (𝑛, 6, 4)3 码。令 𝒞0 为由 ℬ中的每个区组所生成的型为 14 的所有码字集
合，即 𝒞0 = {{𝑎1, 𝑏1, 𝑐1, 𝑑1} ∶ {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} ∈ ℬ}。则容易验证 𝒞 = 𝒞0 ⋃(∪𝐺∈𝒢𝒞𝐺)是
一个 (𝑛, 6, 4)3 码。进一步地，由于当 𝑔 ≡ 0, 3, 4, 7 (mod 12)时，𝑔(𝑔+5)

12 是一个整
数，可计算出 𝒞 的大小如下。

|𝒞| = |ℬ| + 𝑢 ⋅ 𝑈(𝑔) + 𝑈(𝑚)

= (𝑔(𝑢 − 1) + 𝑚)𝑔𝑢 + 𝑔𝑢𝑚
12 + 𝑢 ⋅ 𝑔(𝑔 + 5)

12 + ⌊
𝑚(𝑚 + 5)

12 ⌋

= 𝑔𝑢(𝑔𝑢 + 2𝑚 + 5)
12 + ⌊

𝑚(𝑚 + 5)
12 ⌋

= ⌊
(𝑔𝑢 + 𝑚)(𝑔𝑢 + 𝑚 + 5)

12 ⌋ = 𝑈(𝑔𝑢 + 𝑚).

故证明完成。 ∎

注意到，在定理 3.18中，对最优短码 (𝑔, 6, 4)3 的大小有限制。事实上，当
𝑔 ≡ 0, 3, 4, 7 (mod 12)时，由注5可知，一个大小达到上界 𝑈(𝑔)的 (𝑔, 6, 4)3码中，
不存在型为 22的码字。更具体地，这种码由 𝑔个型为 1221，和 𝑈(𝑔) − 𝑔个型为
14 的码字构成。因此通过简单的计算可知，该码对应的填充集族的剩余图是一
个空图。下面的例子给出了一个这种码的具体构造。
例 3.2 一个大小为 𝑈(36)的最优 (36, 6, 4)3码可由以下基码字，通过在其支

集上加 6模 36生成。其中在短轨道中的码字以粗体显示。

58



第 3章 基于 ℓ1 度量下的最优常重码

{𝟐𝟏, 𝟏𝟏𝟏, 𝟐𝟎𝟏, 𝟐𝟗𝟏} {191, 221, 261, 271} {01, 191, 231, 291}
{𝟏𝟏, 𝟏𝟎𝟏, 𝟏𝟗𝟏, 𝟐𝟖𝟏} {31, 101, 131, 331} {81, 151, 161, 301}
{𝟎𝟏, 𝟗𝟏, 𝟏𝟖𝟏, 𝟐𝟕𝟏} {61, 161, 181, 221} {91, 141, 201, 311}
{41, 151, 171, 191} {21, 41, 231, 351} {21, 71, 221, 301}
{21, 161, 171, 281} {21, 51, 61, 211} {11, 21, 121, 141}
{61, 71, 91, 231} {211, 241, 82} {241, 291, 182}
{31, 351, 272} {11, 311, 232} {91, 351, 282}
{01, 311, 72}.

根据推论 3.7，当 𝑢 ⩾ 4和 𝑚 ≡ 0 (mod 3)以及 0 ⩽ 𝑚 ⩽ 18(𝑢 − 1)时，存在型
为 36𝑢𝑚1的 4-GDD。取 𝑔 = 36，以及例3.2中的最优 (36, 6, 4)3码，如果存在最优
(𝑚, 6, 4)3码的话，应用定理 3.18，即可得到长度为 𝑛 = 36𝑢 + 𝑚的最优码。此外，
当 𝑚遍历 0, 3, 6, ⋯ , 33 (mod 36)的所有代表元时，𝑛 = 36𝑢 + 𝑚也同时遍历了几
乎所有 𝑛 ≡ 0 (mod 3)的正整数，我们由此可以得到所有长度满足 𝑛 ≡ 0 (mod 3)
的最优码，除了个别由于当 𝑢 < 4时，型为 36𝑢𝑚1 的 4-GDD不存在而导致的小
码长无法被覆盖。

b)当 𝑡 = 1

在这种情况下，我们将利用 4-GDD，通过给其点集中添加一个额外的点，使
得它的每个组都共享这个点，来构造最优码。由良好短码的要求知，我们需要一
个满足性质 (A)的最优 (𝑛, 6, 4)3码 𝒞。这里性质 (A)指的是：|𝒞| = 𝑈(𝑛)，且 𝒞中
恰好有 𝑛 − 1个型为 1221的码字，没有型为 22的码字，其余码字的型均为 14。事
实上，只有当 𝑛 ≡ 1, 6, 9, 10 (mod 12)时，码 𝒞 才具有性质 (A)且其对应填充的
剩余图为空图。为了证明这一点，只需要考虑当下面这个等式成立时，𝑛所需要
满足的条件即可：(𝑈(𝑛) − (𝑛 − 1)) × 6 + (𝑛 − 1) × 3 = (𝑛

2)，即所有码字中包含的点
对总数为 (𝑛

2)。注意到，引理 3.16中给出的 (10, 6, 4)3码具有性质 (A)。为了方便
后续使用，下面的例子中，给出了另一个具有性质 (A)的 (13, 6, 4)3常重码。

例 3.3 具有性质 (A)的最优 (13, 6, 4)3码可通过计算机搜索得到，列举如下。

{91, 101, 111, 121} {61, 71, 81, 121} {21, 31, 81, 111}
{31, 41, 51, 121} {11, 51, 71, 91} {01, 41, 61, 101}
{01, 11, 21, 121} {51, 111, 62} {01, 111, 72}
{71, 101, 32} {11, 41, 112} {21, 51, 102}
{31, 61, 12} {11, 101, 82} {21, 61, 92}
{01, 81, 52} {41, 71, 22} {31, 91, 02}
{81, 91, 42}.
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下面，我们将给出具体的构造细节。核心思想主要是给 4-GDD的点集中添
加一个额外的点，并在每组中输入一个带有性质 (A)的最优短码。推论 3.7说明
了，当 𝑢 ⩾ 4、𝑚 ≡ 0 (mod 3)以及 0 ⩽ 𝑚 ⩽ 6(𝑢 − 1)时，型为 12𝑢𝑚1的良好 4-GDD
是存在的。取 𝑔 = 12，以及例3.3中具有性质 (A)的最优 (13, 6, 4)3码，如果存在
最优 (𝑚 + 1, 6, 4)3码的话，应用定理 3.19，即可得到所有长为 𝑛 = 12𝑢 + 𝑚 + 1的
最优码。此外，当 𝑚 + 1遍历 1, 4, 7, 10 (mod 12)的所有代表元时，除去个别 𝑛非
常小的情况，我们便可以得到所有长度满足 𝑛 ≡ 1 (mod 3)的最优码。
定理 3.19 设存在一个型为 𝑔𝑢𝑚1的 4-GDD，其中 𝑔 ≡ 0, 5, 8, 9 (mod 12)。如

果存在一个具有性质 (A)的最优 (𝑔 + 1, 6, 4)3码且 𝐴3(𝑚 + 1, 6, 4) = 𝑈(𝑚 + 1)，则
𝐴3(𝑔𝑢 + 𝑚 + 1, 6, 4) = 𝑈(𝑔𝑢 + 𝑚 + 1)。
证明 令 (𝑋′, 𝒢, ℬ)是一个型为 𝑔𝑢𝑚1的 4-GDD，其中 𝑋 = 𝑋′ ∪ {∞}。我们

构造一个长度为 𝑔𝑢 + 𝑚 + 1的最优码 𝒞 ⊂ 𝑋 × [2]如下。对每个长为 𝑔的组 𝐺 ∈ 𝒢，
构造一个具有性质 (A)的最优 (𝑔 + 1, 6, 4)3 码 𝒞𝐺 ⊂ (𝐺 ∪ {∞}) × [2]，使得 𝒞𝐺 中
𝑔个型为 1221的码字中元素 2均匀分布在坐标集 𝐺上，而不在点 {∞}上；对每
个长为 𝑚的组 𝐺 ∈ 𝒢，令 𝒞𝐺 ⊂ (𝐺 ∪ {∞}) × [2]是一个最优 (𝑚 + 1, 6, 4)3 码；对
每个组 𝐺 ∈ 𝒢，可自然的将码 𝒞𝐺 看成是 𝑋 × [2]的一个子集；令 𝒞0为由 ℬ中的
每个区组所生成的型为 14 的所有码字集合。则 𝒞 = 𝒞0 ⋃(∪𝐺∈𝒢𝒞𝐺) ⊂ 𝑋 × [2]是
一个 (𝑔𝑢 + 𝑚 + 1, 6, 4)3码，其大小为

|𝒞| =|ℬ| + 𝑢 ⋅ 𝑈(𝑔 + 1) + 𝑈(𝑚 + 1)

=(𝑔(𝑢 − 1) + 𝑚)𝑔𝑢 + 𝑔𝑢𝑚
12 + 𝑢 ⋅ (𝑔 + 1)(𝑔 + 6) − 6

12
+ ⌊

(𝑚 + 1)(𝑚 + 6)
12 ⌋

=𝑔𝑢(𝑔𝑢 + 2𝑚 + 7)
12 + ⌊

(𝑚 + 1)(𝑚 + 6)
12 ⌋

= ⌊
(𝑔𝑢 + 𝑚 + 1)(𝑔𝑢 + 𝑚 + 6)

12 ⌋

=𝑈(𝑔𝑢 + 𝑚 + 1).

其中第二个等式，可由𝑈(𝑔+1) = (𝑔+1)(𝑔+6)−6
12 得到，这里 𝑔 ≡ 0, 5, 8, 9 (mod 12)。 ∎

c)当 𝑡 = 2

在这种情况下，我们将利用 4-GDD，通过给其点集中添加两个额外的点，使
得它的每个组都共享这一点对，来构造最优码。类似地，我们需要一个满足性质
(B)的最优 (𝑛, 6, 4)3码 𝒞。这里性质 (B)指的是：|𝒞| = 𝑈(𝑛)，且 𝒞中恰好有 𝑛 − 2
个型为 1221的码字，一个型为 22的码字，其余码字的型均为 14。和性质 (A)类
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似，只有当 𝑛 ≡ 2, 5 (mod 12)时，码 𝒞 才具有性质 (B)且其对应填充的剩余图为
空图。将型为 22的码字删去，则此时剩余图中恰好含有一条边。下面的例子中，
给出了一个具有性质 (B)的 (26, 6, 4)3常重码。
例 3.4 给定如下基码字，则一个具有性质 (B)的最优 (26, 6, 4)3码，可由自

同构 (0 6 12 18)(1 7 13 19)(2 8 14 20)(3 9 15 21)(4 10 16 22)(5 11 17 23)(24 25)作用
在这些基码字支集上生成。其中在短轨道中的码字以粗体显示。注意到，在该码
中，有且仅有一个型为 22的码字 {242, 252}。

{𝟑𝟏, 𝟗𝟏, 𝟏𝟓𝟏, 𝟐𝟏𝟏} {𝟒𝟏, 𝟏𝟎𝟏, 𝟏𝟔𝟏, 𝟐𝟐𝟏} {𝟏𝟏, 𝟕𝟏, 𝟏𝟑𝟏, 𝟏𝟗𝟏}
{𝟎𝟏, 𝟔𝟏, 𝟏𝟐𝟏, 𝟏𝟖𝟏} {𝟓𝟏, 𝟏𝟏𝟏, 𝟏𝟕𝟏, 𝟐𝟑𝟏} {𝟐𝟏, 𝟖𝟏, 𝟏𝟒𝟏, 𝟐𝟎𝟏}
{41, 121, 191, 251} {01, 101, 191, 201} {91, 121, 161, 171}
{81, 171, 181, 251} {41, 61, 81, 91} {31, 41, 171, 241}
{71, 91, 201, 241} {21, 51, 91, 181} {21, 71, 101, 211}
{11, 211, 122} {201, 221, 172} {11, 51, 222}
{51, 71, 142} {51, 191, 32} {01, 171, 12}
{𝟐𝟒𝟐, 𝟐𝟓𝟐}.

根据推论3.7可知，对任意正整数 𝑢、非负整数 𝑚，满足 𝑢 ⩾ 4、𝑚 ≡ 0 (mod 3)
以及 0 ⩽ 𝑚 ⩽ 12(𝑢−1)，都存在型为 24𝑢𝑚1的良好 4-GDD。则与定理 3.19类似，我
们可通过添加两个额外点来构造目标码字。具体地，取 𝑔 = 24，以及例3.4中具有
性质 (B)的最优 (26, 6, 4)3码，如果存在最优 (𝑚 + 2, 6, 4)3码的话，应用定理 3.20，
即可得到所有长为 𝑛 = 24𝑢 + 𝑚 + 2的最优码。此外，当 𝑚 + 2遍历 2, 5, 8, ⋯ , 23
(mod 24)的所有代表元时，除去个别 𝑛非常小的情况，我们便可以得到所有长度
满足 𝑛 ≡ 2 (mod 3)的最优码。
定理 3.20 设存在一个型为 𝑔𝑢𝑚1 的 4-GDD，其中 𝑔 ≡ 0, 3 (mod 12)。如果

存在一个具有性质 (B)的最优 (𝑔 + 2, 6, 4)3 码且 𝐴3(𝑚 + 2, 6, 4) = 𝑈(𝑚 + 2)，则
𝐴3(𝑔𝑢 + 𝑚 + 2, 6, 4) = 𝑈(𝑔𝑢 + 𝑚 + 2)。

证明 令 (𝑋′, 𝒢, ℬ)是一个型为 𝑔𝑢𝑚1的 4-GDD，其中 𝐺0 ∈ 𝒢是唯一一个大
小为 𝑚的组。设𝑋 = 𝑋′ ∪ {𝚤, 𝚥}，且 𝚤, 𝚥 ∉ 𝑋′。我们构造一个长度为 𝑔𝑢 + 𝑚 + 2的
最优码 𝒞 ⊂ 𝑋 × [2]如下。对每个长为 𝑔的组 𝐺 ∈ 𝒢，构造一个具有性质 (B)的最
优 (𝑔 + 2, 6, 4)3码 𝒞′

𝐺 ⊂ (𝐺 ∪ {𝚤, 𝚥}) × [2]，使得 𝒞′
𝐺中 𝑔个型为 1221的码字中元素 2

均匀分布在坐标集𝐺上，而型为 22的码字为 {𝚤2, 𝚥2}，然后取 𝒞𝐺 = 𝒞′
𝐺 ⧵ {{𝚤2, 𝚥2}}。

对组 𝐺0，令 𝒞𝐺0 ⊂ (𝐺0 ∪ {𝚤, 𝚥}) × [2]是一个最优 (𝑚 + 2, 6, 4)3 码。然后，对每个
组 𝐺 ∈ 𝒢，将码 𝒞𝐺 自然的看成是 𝑋 × [2]的一个子集。最后，取 𝒞0为由 ℬ中的
每个区组所生成的型为 14 的所有码字集合。则 𝒞 = 𝒞0 ∪ (∪𝐺∈𝒢𝒞𝐺) ⊂ 𝑋 × [2]是
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一个 (𝑔𝑢 + 𝑚 + 2, 6, 4)3码，其大小为

|𝒞| =|ℬ| + 𝑢 ⋅ (𝑈(𝑔 + 2) − 1) + 𝑈(𝑚 + 2)

=(𝑔(𝑢 − 1) + 𝑚)𝑔𝑢 + 𝑔𝑢𝑚
12

+ 𝑢 ⋅ (
(𝑔 + 2)(𝑔 + 7) − 2

12 − 1) + ⌊
(𝑚 + 2)(𝑚 + 7)

12 ⌋

=𝑔𝑢(𝑔𝑢 + 2𝑚 + 9)
12 + ⌊

(𝑚 + 2)(𝑚 + 7)
12 ⌋

= ⌊
(𝑔𝑢 + 𝑚 + 2)(𝑔𝑢 + 𝑚 + 7)

12 ⌋

=𝑈(𝑔𝑢 + 𝑚 + 2).

第二个等号可由 𝑈(𝑔 + 2) = (𝑔+2)(𝑔+7)−2
12 得到，其中 𝑔 ≡ 0, 3 (mod 12)。 ∎

3)码的分类处理表格
在表 3.1中，我们给出了利用一些良好的 4-GDD和最优短码，再通过应用

定理 3.18–3.20来构造最优 (𝑛, 6, 4)3 码的一般框架。注意到，当 𝑔 给定时，𝑚的
值遍历了所有模 𝑔 代表元。对于码长为 𝑚 + 𝑡的小码，除了码长为 54和 60，它
们在表 3.2给出外，其余都可以在引理 3.16和附录中找到。由于大部分 4-GDD
的存在性需要 𝑢 ⩾ 4（除了 𝑚 + 𝑡 = 41, 60的情况，此时需要 𝑢 ⩾ 5），这导致某
些小码长的码无法依赖于 4-GDD去构造，此时这些参数的码不能被表 3.1覆盖。
我们在表 3.2的第二列中，列举了所有这些码的码长，并一一处理。码长 𝑛为斜
体的码是通过应用定理 3.18–3.20和表 3.2的第三列中列出的其它型的 4-GDD构
造的。对于那些以粗体显示的码长，相应码字在附录中单独给出。除此以外，剩
下的 22个码长，它们的最优码个数尚未确定，其上下界在表 3.3中给出。这里，
表 3.3中给出的下界可由附录 A.4中的引理 A.1得到。
表 3.1 通过应用定理 3.18–3.20 和适当型的 4-GDD 以及最优短码来构造最优 (𝑛, 6, 4)3 码
的一般框架。对于码长为 𝑚 + 𝑡的小码，除了码长为 54和 60，它们在表 3.2给出外，其余都
可以在引理 3.16和附录中找到。而当 𝑚 + 𝑡 = 41或 60时，由推论3.7知，对应的 𝑢需要满
足 𝑢 ⩾ 5。

𝑛 𝑡 4-GDD的型 短码码长 𝑚 + 𝑡 来源
𝑛 ≡ 0 (mod 3) 𝑡 = 0 36𝑢𝑚1, 𝑢 ⩾ 4 0, 6, 9, 15, 21, 27, 30, 33, 39, 48, 54,

60
定理 3.18

𝑛 ≡ 1 (mod 3) 𝑡 = 1 12𝑢𝑚1, 𝑢 ⩾ 4 1, 7, 10, 16 定理 3.19
𝑛 ≡ 2 (mod 3) 𝑡 = 2 24𝑢𝑚1, 𝑢 ⩾ 4 8, 11, 20, 23, 26, 29, 38, 41 定理 3.20

我们将本节的主要结果总结如下。
定理 3.21 令𝑀 = {14，17，18，24，35，42，44，47，56，59，68，71，72，
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表 3.2 表 3.1中由于 𝑢 ⩽ 3，或者 𝑚 + 𝑡 = 41, 60时 𝑢 ⩽ 4的 4-GDD不存在，导致一些较小
的码长未能被覆盖，这些码长将列举在下面第二列。其中，码长 𝑛为斜体的码是通过应用定
理 3.18–3.20和下面第三列中列出的 4-GDD构造的。而对于以粗体显示的码长，相应码字
在附录中单独给出。除此以外，剩下的 22个码长，它们的最优码个数尚未确定，其上下界
在表 3.3中给出。

𝑛 小码码长 4-GDD的型 构造
𝑛 ≡ 0 (mod 3) 18, 24, 42, 𝟒𝟓, 𝟓𝟏, 54,

𝟓𝟕, 60, 𝟔𝟑, 66, 69, 72,
75, 78, 81, 84, 𝟖𝟕, 90,
𝟗𝟑, 96, 𝟗𝟗, 102, 105,
108, 𝟏𝟏𝟏, 114, 117,
120, 𝟏𝟐𝟑, 126, 129,
132, 135, 138, 141,
147, 156, 162, 168,
204

15391, 154, 15461,
15491, 155, 154211,
155301, 274, 15791,
27491, 158, 15861,
15891, 157271, 159,
157331, 158211,
158271, 158361, 39461,
158481, 1511391

定理 3.18

𝑛 ≡ 1 (mod 3) 𝟏𝟗, 𝟐𝟐, 𝟐𝟓, 28, 𝟑𝟏, 𝟑𝟒,
37, 𝟒𝟎, 43, 46, 52

74, 94, 9461, 95,9561 定 理 3.19 (这 里
𝑛 = 28的码字应用定
理 3.18)

𝑛 ≡ 2 (mod 3) 14, 17, 𝟑𝟐, 35, 44, 47,
𝟓𝟎, 𝟓𝟑, 56, 59, 𝟔𝟐, 𝟔𝟓,
68, 71, 𝟕𝟒, 𝟕𝟕, 80, 83,
𝟖𝟔, 𝟖𝟗, 92, 95, 𝟗𝟖, 𝟏𝟎𝟏,
110, 𝟏𝟏𝟑, 137

274, 275 定理 3.20 (具有性质
(B) 的最优 (29, 6, 4)3
码在表 A.3中给出)

表 3.3 码长 𝑛较小时，𝐴3(𝑛, 6, 4)的上下界
𝑛 14 17 18 24 35 42 44 47 56 59 68
下界 21 30 33 55 114 161 176 200 280 310 409
上界 22 31 34 58 116 164 179 203 284 314 413

𝑛 71 72 78 80 83 84 90 92 95 96 102
下界 445 461 538 562 603 616 705 738 786 803 901
上界 449 462 539 566 608 623 712 743 791 808 909

78，80，83，84，90，92，95，96，102}。则对任意正整数 𝑛，有

𝐴3(𝑛, 6, 4) =
{

𝑈(𝑛) − 1, 若𝑛 = 3, 4, 5, 12,
𝑈(𝑛), 若𝑛 ∉ 𝑀 ∪ {3, 4, 5, 12}.

当 𝑛 ∈ 𝑀 时，𝐴3(𝑛, 6, 4)的上下界在表 3.3中给出。

3.5 距离 𝑑 = 2𝑤 − 2的三元常重码
在本节中，我们考虑权重为 𝑤和距离 2𝑤 − 2的三元常重码，这里 𝑤为任

意正整数。并在 𝑛足够大且满足特定条件时，基于图分解这一工具，我们确定了
𝐴3(𝑛, 2𝑤 − 2, 𝑤)的值。和上一节不同，与 𝑤 = 3, 4的显式构造相比，我们没有给
出当 𝐴3(𝑛, 2𝑤 − 2, 𝑤)确定时，长度 𝑛的下界。值得一提的是，尽管当 𝑤增加时，
码字型的数量也随之增加，但我们最终得到的最优码中，只有两种不同类型的码
字：1𝑤和 1𝑤−221。
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3.5.1 (𝑛, 2𝑤 − 2, 𝑤)3 常重码上界
下面，我们将给出一些图分解的概念，并利用这一工具，给出𝐴3(𝑛, 2𝑤−2, 𝑤)

的上界。
给定一个没有孤立点的图 𝐻，gcd(𝐻)表示 𝐻 中所有顶点度的最大公约数。

对一个图 𝐺，若存在一个正整数 𝑑，使得 gcd(𝐺)可以被 𝑑整除，则称图 𝐺是𝑑-可
除的；若 𝐺中不存在任何一个顶点，它的度为 𝑑 所整除，则称图 𝐺是𝑑-不可除
的。设 𝒫 = {𝐺1, ⋯ , 𝐺𝑠}是图 𝐺的某些边不交的子图集合，若其中每个子图都同
构于𝐻，则称 𝒫 是 𝐺的一个𝐻-填充。进一步地，若 𝐺 = 𝐺1 ∪ ⋯ ∪ 𝐺𝑠，则称 𝒫 是
𝐺的一个𝐻-分解。图 𝐺的𝐻-填充数，指的是图 𝐺的𝐻-填充的最大基数，记为
𝑃 (𝐻, 𝐺)。特别地，如果𝐻 = 𝐾𝑘且 𝐺 = 𝐾𝑛，即𝐻 和 𝐺都是完全图时，𝑃 (𝐻, 𝐺)
和第 3.2.2小节中介绍的填充数 𝐷(𝑛, 𝑘, 2)相同。在后续的构造中，我们主要用到
的工具是 Alon等人在文献 [57]中给出的结果。
定理 3.22 ([57]) 给定一个图𝐻，它有 ℎ条边，令 gcd(𝐻) = 𝑒。则存在实数

𝑁 = 𝑁(𝐻)，和 𝜀 = 𝜀(𝐻)，使得对任意 𝑒-可除的或者 𝑒-不可除的图 𝐺 = (𝑉 , 𝐸)，
满足 |𝑉 | = 𝑛 > 𝑁(𝐻)以及 𝛿(𝐺) > (1 − 𝜀(𝐻))𝑛，有，

𝑃 (𝐻, 𝐺) = ⌊
∑𝑣∈𝑉 𝛼𝑣

2ℎ ⌋ ,

除去当 𝐺是 𝑒-可除的且 0 < |𝐸| (mod ℎ) ⩽ 𝑒2

2，此时

𝑃 (𝐻, 𝐺) = ⌊
∑𝑣∈𝑉 𝛼𝑣

2ℎ ⌋ − 1.

这里，对任意 𝑣 ∈ 𝑉，若 𝑑𝐺(𝑣) = 𝑎𝑒 + 𝑏，其中 𝑎, 𝑏为非负整数且 0 ⩽ 𝑏 < 𝑒，则
𝛼𝑣 = 𝑎𝑒，即 𝛼𝑣指的是顶点 𝑣的度数向下取舍到最大的 𝑒的倍数。
考虑一个重量为 𝑤的三元常重码 𝒞 ⊂ 𝐼𝑛

3，则一定存在某个 𝑦 ∈ [0, ⌊
𝑤
2 ⌋]和

非负整数 𝑥，满足 𝑥 + 2𝑦 = 𝑤，使得 𝒞 中的任一码字的型为 1𝑥2𝑦。根据 UNC条
件和式 (3.1)中的距离公式可知，码 𝒞 是一个 (𝑛, 2𝑤 − 2, 𝑤)3 常重码当且仅当下
面的两个条件成立：
(1″) 对于 𝒞中所有码字，其支集集合构成一个 2-(𝑛, {⌈

𝑤
2 ⌉ , ⌈

𝑤
2 ⌉ + 1, ⋯ , 𝑤}, 1)-填

充。
(2″) 对于 𝒞 中任意两个码字 u, v，若 𝑖 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝(u) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝(v)，则 min{u𝑖, v𝑖} = 1。
引理 3.23 𝐴3(𝑛, 2𝑤 − 2, 𝑤) ⩽ ⌊

𝑛(𝑛−1−(𝑤−1)(𝑤−2))
𝑤(𝑤−1) ⌋ + 𝑛。

证明 对任一 𝑦 = 0, 1, ⋯ , ⌊
𝑤
2 ⌋，令 𝛽𝑦 表示型为 1𝑥2𝑦 的码字个数。由条件

(1″)和 (2″)可得，

(
𝑤
2 )𝛽0 + (

𝑤 − 1
2 )𝛽1 + ⋯ + (

𝑤 − ⌊
𝑤
2 ⌋

2 )𝛽
⌊

𝑤
2 ⌋

⩽ (
𝑛
2) (3.2)
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和
𝛽1 + 2𝛽2 + ⋯ + ⌊

𝑤
2 ⌋ 𝛽

⌊
𝑤
2 ⌋

⩽ 𝑛. (3.3)

注意到 (𝑤−𝑡
2 ) + 𝑡(𝑤 − 1) = (𝑤

2) + (𝑡
2)。计算 (3.2) + (𝑤 − 1)(3.3)可得，

𝛽0 + 𝛽1 + ⋯ + 𝛽
⌊

𝑤
2 ⌋

⩽ ⌊
𝑛 (𝑛 − 1 − (𝑤 − 1)(𝑤 − 2))

𝑤(𝑤 − 1) ⌋ + 𝑛,

故证明完成。 ∎

当 𝑤 = 3和 4时，引理 3.23中给出的上界与第3.4节中的相同。为方便起见，
令

𝐵(𝑛) ∶= ⌊
𝑛 (𝑛 − 1 − (𝑤 − 1)(𝑤 − 2))

𝑤(𝑤 − 1) ⌋ .

我们将利用定理 3.22证明，对于某些特定的 𝑛，上界 𝐵(𝑛) + 𝑛是可以达到的。且
达到上界的码 𝒞 中只有两种类型的码字：1𝑤 和 1𝑤−221。考虑顶点集为 ℤ𝑛 的完
全图 𝐾𝑛。对于每个码字 u ∈ 𝒞，可将其视为顶点集为 𝑠𝑢𝑝𝑝(u)的完全图，故它是
𝐾𝑛的一个子图。事实上，这种对应是一个单射，因为我们不确定在支集 𝑠𝑢𝑝𝑝(u)
上的元素是 1还是 2。由条件 (1″)可知，所有这些子图两两都是边不相交的，因
此形成了 𝐾𝑛 的一个填充。需要注意的是所有包含元素 2 的码字，由条件 (2″)
知，这些 2的坐标应该互不相同。在下一小节中，我们将借助一个新的组合结构
Golomb尺 [79]，去寻找这样的码字。

3.5.2 基于图分解的 (𝑛, 2𝑤 − 2, 𝑤)3 常重码构造
本小节中，我们将借助 Golomb尺这一组合结构，找到型为 1𝑤−221 的码字。

然后再利用定理 3.22，构造出目标码。换句话说，我们首先找到一些符合要求
的阶为 𝑤 − 1的完全子图，不妨设为 𝑛′ 个，从 𝐾𝑛 中将这些子图删去，记剩下
的图为 𝐺′，再对图 𝐺′ 找到一个最大的 𝐾𝑤-填充即可。这个填充中的每一个子
图都对应一个型为 1𝑤 的码字，共有 𝑃 (𝐾𝑤, 𝐺′)个。综上，最终目标码字个数为
𝑛′ + 𝑃 (𝐾𝑤, 𝐺′)。而选择合适的参数 𝑛′，可使得 𝑛′ + 𝑃 (𝐾𝑤, 𝐺′) = 𝐵(𝑛) + 𝑛。
一个 (𝑛, 𝑤) 模 𝑛 Golomb 尺（modular Golomb ruler）指的是一个由 𝑤 个整

数构成的集合 {𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑤}，使得其两两之间的差 {𝑎𝑖 − 𝑎𝑗 ∣ 1 ⩽ 𝑖 ≠ 𝑗 ⩽
𝑤} 在模 𝑛 的意义下非零且互不相同。设我们有一个 (𝑛, 𝑤 − 1) 模 𝑛 哥伦布尺
{𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑤−1}，可将其看成一个基码字。则由其可生成 𝑛个型为 1𝑤−221的码
字 {(𝑎1+𝑖)2, (𝑎2+𝑖)1, ⋯ , (𝑎𝑤−1+𝑖)1}，𝑖 ∈ ℤ𝑛。不难验证，这 𝑛个码字两两之间的距离
至少为 2𝑤−2，具体可用反证法，找到两个不同的点对，它们的差相同，导出矛盾。
将这 𝑛个码字看成 𝑛个完全图𝐾𝑤−1，每一个对应点集 {𝑎1 + 𝑖, 𝑎2 + 𝑖, ⋯ , 𝑎𝑤−1 + 𝑖}，
𝑖 ∈ ℤ𝑛，可知它们是𝐾𝑛的边不交的子图，这里取𝐾𝑛的顶点集为ℤ𝑛。令𝑆 = 𝑛𝐾𝑤−1，
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即 𝑆 是这些子图的并集。可以看出，𝑆 是 𝐾𝑛的一个正则子图，即 𝑆 中每个顶点
的度均相同，为 (𝑤 − 1)(𝑤 − 2)。记 𝐺 = 𝐾𝑛 ⧵ 𝑆。我们将应用定理 3.22找到 𝐺的
一个 𝐾𝑤-填充，从而得到所有型为 1𝑤的码字。
定理 3.24 令 𝑤 ⩾ 3是一个给定的正整数。则对任意充分大的正整数 𝑛，若

满足 𝑛 ≡ 1 (mod 𝑤 − 1)，则 𝐴3(𝑛, 2𝑤 − 2, 𝑤) ⩾ 𝐵(𝑛) + 𝑛 − 1。进一步地，若
𝑛 ≡ 1, 𝑤, −𝑤 + 2, −2𝑤 + 3 (mod 𝑤(𝑤 − 1))，则 𝐴3(𝑛, 2𝑤 − 2, 𝑤) = 𝐵(𝑛) + 𝑛。
证明 由文献 [79]知，对任意 𝑛 = 𝛺(𝑤2)，存在一个 (𝑛, 𝑤 − 1)模 𝑛哥伦布

尺。因此，根据上面的分析，我们可以得到 𝑛个型为 1𝑤−221 的码字，和一个正
则图 𝐺 = (𝑉 , 𝐸)，其中顶点集 𝑉 = ℤ𝑛，度为 𝑑 = 𝑛 − 1 − (𝑤 − 1)(𝑤 − 2)。令
𝐾𝑤 为定理 3.22 中的 𝐻，则 𝑒 = gcd(𝐻) = 𝑤 − 1 和 ℎ = 𝑤(𝑤−1)

2 。由于 𝑛 充分
大，可知 𝑑 > (1 − 𝜀)𝑛，这里 𝜀 = 𝜀(𝐾𝑤)在定理 3.22中给出。进一步地，𝑛 ≡ 1
(mod 𝑤 − 1)可推出 𝑑 ≡ 0 (mod 𝑤 − 1)，即 𝐺是 (𝑤 − 1)-可除的，且对任意 𝑣 ∈ 𝑉，
𝛼𝑣 = 𝑑 = 𝑛 − 1 − (𝑤 − 1)(𝑤 − 2)。应用定理 3.22，我们可以得到 𝐺 的一个最大
𝐾𝑤-填充，其相应的填充数满足

𝑃 (𝐾𝑤, 𝐺) ⩾
⌊

∑𝑣∈𝑉 𝛼𝑣
2(𝑤

2) ⌋
− 1

= ⌊
𝑛 (𝑛 − 1 − (𝑤 − 1)(𝑤 − 2))

𝑤(𝑤 − 1) ⌋ − 1

= 𝐵(𝑛) − 1.

该填充里的每一个 𝐾𝑤 都可以自然的看成一个型为 1𝑤 的码字。因此，我们得到
了至少 𝐵(𝑛) − 1个码字。结合由模 𝑛哥伦布尺生成的 𝑛个型为 1𝑤−221的码字，我
们得到了一个码字大小至少为 𝐵(𝑛) + 𝑛 − 1的 (𝑛, 2𝑤 − 2, 𝑤)3常重码。
当 𝑛 ≡ 𝑤, −2𝑤+3 (mod 𝑤(𝑤−1))时，容易验证 |𝐸| = 𝑛𝑑/2 ≡ 0 (mod 𝑤(𝑤−1)

2 )。
事实上，可以证明这是唯一满足 |𝐸| (mod 𝑤(𝑤−1)

2 ) ∉ [1, (𝑤−1)2

2 ]的两个同余类。由
定理 3.22可知，此时 𝑃 (𝐾𝑤, 𝐺) = 𝐵(𝑛)，故 𝐴3(𝑛, 2𝑤 − 2, 𝑤) = 𝐵(𝑛) + 𝑛。

当 𝑛 ≡ 1, −𝑤 + 2 (mod 𝑤(𝑤 − 1))时，我们可为 𝐾𝑛取不同的点集，从而构造
出另一种达到上界的最优码。令 𝑆′ 是一个顶点集为 ℤ𝑛−1、度为 (𝑤 − 1)(𝑤 − 2)
的正则图，即 𝑆′ 和 𝑆 类似，是由一个 (𝑛 − 1, 𝑤 − 1) 模 𝑛 − 1 哥伦布尺生成的
𝑛 − 1个子图 𝐾𝑤−1 的并集。换句话说，𝑆′ 可生成 𝑛 − 1个型为 1𝑤−221 的码字。
令 𝐺′ = 𝐾𝑛 ⧵ 𝑆′ = (𝑉 ′, 𝐸′)，其顶点集 𝑉 ′ = ℤ𝑛−1 ∪ {∞}。注意到，对任意顶点
𝑣 ∈ ℤ𝑛−1，𝑑𝐺(𝑣) = 𝑛−1−(𝑤−1)(𝑤−2)，而 𝑑𝐺(∞) = 𝑛−1。因此图𝐺′是 (𝑤−1)-可
除的。进一步地，容易验证
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|𝐸′| = (𝑛 − 1) (𝑛 − 1 − (𝑤 − 1)(𝑤 − 2)) + 𝑛 − 1
2

≡ 0 (mod 𝑤(𝑤 − 1)
2 ).

由定理 3.22，我们有

𝑃 (𝐾𝑤, 𝐺′) =
⌊

∑𝑣∈𝑉 𝛼𝑣
2(𝑤

2) ⌋

= 𝑛 (𝑛 − 1 − (𝑤 − 1)(𝑤 − 2)) + (𝑤 − 1)(𝑤 − 2)
𝑤(𝑤 − 1)

= 𝐵(𝑛) + 1.

最后一个等式成立是因为在这种情况下，𝐵(𝑛) = 𝑛(𝑛−1−(𝑤−1)(𝑤−2))−2(𝑤−1)
𝑤(𝑤−1) 。因此，

当 𝑛 ≡ 1, −𝑤+2 (mod 𝑤(𝑤−1))时，我们有𝐴3(𝑛, 2𝑤−2, 𝑤) = 𝑛−1+𝑃 (𝐾𝑤, 𝐺′) =
𝐵(𝑛) + 𝑛。 ∎

定理 3.24表明，当 𝑛充分大且满足 𝑛 ≡ 1, 𝑤, −𝑤 + 2, −2𝑤 + 3 (mod 𝑤(𝑤 − 1))
时，𝐴3(𝑛, 2𝑤−2, 𝑤) = 𝐵(𝑛)+𝑛。特别地，当𝑤 = 4且 𝑛 ≡ 1 (mod 3)时，𝐴3(𝑛, 6, 4) =
𝐵(𝑛)+𝑛 = 𝑈(𝑛)；而当𝑤 = 3且 𝑛 ≡ 1 (mod 2)时，𝐴3(𝑛, 4, 3) = 𝐵(𝑛)+𝑛 = ⌊

𝑛2+3𝑛
6 ⌋。

这表明，当 𝑤 ⩽ 4, 𝑛 ≡ 1 (mod 𝑤 − 1)且 𝑑 = 2𝑤 − 2时，本小节给出的结果与前
面的一致，但整体来说，还是弱一些，这是因为前面我们证明了除去少数 𝑤 = 4
的 𝑛外，𝐴3(𝑛, 2𝑤 − 2, 𝑤) = 𝐵(𝑛) + 𝑛对所有 𝑛以及 𝑤 ⩽ 4均成立。

3.6 (𝑛, 2𝑤 − 2, 𝑤)3 常重码的进一步优化
在文献 [80]中，我们进一步的考虑了权重为 𝑤和距离为 2𝑤 − 2的三元常重

码，并确定了，对任意充分大的 𝑛，有 𝐴3(𝑛, 4, 3) = 𝐵(𝑛) + 𝑛成立。主要方法是，
将码长分成 𝑤 − 1个同余类，即 𝑛 ≡ 𝑠 (mod 𝑤 − 1)，其中 𝑠 = 0, 1, ⋯ , 𝑤 − 2。当
𝑛 ≡ 0, 1 (mod 𝑤 − 1)时，构造方法与第 3.5.2小节类似，在选择图 𝑆 的时候，其
顶点集为 ℤ𝑛′，而 𝑛 = 𝑛′ + 𝑘，这里 𝑘远小于 𝑛。例如在定理 3.24给出的第二个
构造中，𝑘 = 1。而当 𝑛 ≡ 𝑠 (mod 𝑤 − 1)，其中 𝑠 ≠ 0, 1时，我们主要是找到了一
个有效的算法证明了 𝐴3(𝑛, 4, 3) = 𝐵(𝑛) + 𝑛成立。值得一提的是，该算法是基于
一个码长满足 𝑛 ≡ 𝑠 (mod 𝑤 − 1)的最优码运行的，这里 ⌈𝑤

2 ⌉ ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑤 − 2。而这
种码在 𝑤 = 4时，可以用来构造第 3.4.2小节中，表 3.2中提到的码。
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3.7 本章总结
在本章中，我们确定了 ℓ1 度量下在非负整数或集合 𝐼3 = {0, 1, 2}上的，所

有重量𝑤 ⩽ 4的常重码最优码字大小。对于一般的𝑤，我们还提供了权重为𝑤和
距离为 2𝑤 − 2的三元码的构造，且当 𝑛充分大时，若 𝑛 ≡ 1 (mod 𝑤 − 1)，所得码
字个数至少为 𝐵(𝑛) + 𝑛 − 1，进一步地若 𝑛 ≡ 1, 𝑤, −𝑤 + 2, −2𝑤 + 3 (mod 𝑤(𝑤 − 1))，
我们确定了 𝐴3(𝑛, 4, 3) = 𝐵(𝑛) + 𝑛。此外，在非负整数上、或集合 𝐼𝑞（𝑞 ⩾ 4）上
针对一般的重量 𝑤构造最优码是一个更具挑战性的问题，值得进一步地研究。
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第 4章 扭 Reed-Solomon码和自对偶码
本章我们主要研究扭 Reed-Solomon码的构造性问题，这类码字在密码系统

中有着重要应用。在第 4.1节中，我们简单的介绍了扭 RS码和相关自对偶码的
研究背景，以及本章贡献。在第 4.2节中，我们给出了 TRS码、TGRS码、MDS
码、NMDS码以及自对偶码等一些码的定义，并提供了关于这些码现有的一些
结果。在第 4.3节中，我们对具有对偶封闭性的 TGRS码进行了刻画。在第 4.4
节中，我们给出了具有对偶封闭性的 TGRS码的一些构造，并借助它们构造了一
些自对偶码。最后在第 4.5节中对本章进行了简单的总结。

4.1 介绍
扭（Twisted）Reed-Solomon（TRS）码是由 Beelen，Puchinger和 Rosenkilde né

Nielsen[9]在 2017年首次提出的，它是RS码的一种推广，主要是受到扭Gabidulin
码 [10]的启发。RS码和 TRS码都是多项式码。更具体地说，有限域 𝔽𝑞 上的一个
[𝑛, 𝑘] RS码可以看作是 𝔽𝑞 上的所有度至多为 𝑘 − 1的多项式集合。与 RS码不同
的是，一个 [𝑛, 𝑘] TRS码，它的每个多项式中允许出现一个次数大于 𝑘 − 1的单
项式 𝑎ℎ𝑥𝑘−1+𝑡，其中 ℎ ∈ [0, 𝑘 − 1], 𝑡 > 0是两个给定的整数，𝑎ℎ 是该多项式的 ℎ
次项系数，称 ℎ为钩，𝑡为扭结。在文献 [11]中，作者进一步给出了 TRS码的一
种推广，从添加一个扭结推广至 ℓ ⩾ 1个扭结。类似地，通过在广义 RS（GRS）
码中加入扭结，可以得到广义 TRS（TGRS）码。选择适当的扭结和估值点，可
使 TGRS码达到 Singleton界，即使其成为MDS码。但一般情况下，TGRS码并
不一定是MDS码。

TGRS码作为 RS码的一种推广，它既具有一些与 RS码类似的良好性质，例
如解码算法快、结构清晰（在给定条件下，对偶码也可确定）等，又具有一些
RS码不具备的特性，例如可通过控制 𝑡, ℓ来达到某些指定的结构。这使得它可
以应用于一些特殊场景。其中比较著名的是，可以将其应用于 McEliece密码系
统 [18]。这是一种公钥密码系统，应用于其中的码需要配备一个高效的解码算
法。在文献 [9]的定理 18中，作者说明了大多数 TGRS码与 RS码并不等价（尽
管该定理证明有误，但在 [53]的引理 2.7中给出了正确的版本）。进一步地，他
们在 𝔽𝑞 上构造出了两种不等价于 RS码的 TGRS MDS码，这里 𝑞 ⩾ 11,其码长 𝑛
满足 𝑛 ⩾ 𝑞

2。这两种 TGRS码可用于McEliece密码系统，因为它们不仅具有高效
的解码算法，而且还能够抵抗一些针对 (G)RS类型码 [11]的代数攻击 [13]。尽
管在文献 [81]中，作者提出了对McEliece密码系统中使用的 TGRS变体码的有
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效密钥恢复攻击，但已经被文献 [11]的作者们修复。因此，构造不等价于 RS码
的 TGRS MDS码，且能够抵抗针对 (G)RS类型码以及一些 TGRS变体码的攻击
是非常有必要的。
基于其代数结构，TGRS码也可以用来构造编码理论中其它比较重要的码。

注意到，一个 [𝑛, 𝑘] TGRS码，它的最小距离不超过 𝑛 − 𝑘 + 1，且如果 𝑡 = 1，此时
所有多项式的度数最多为 𝑘，那么最小距离至少为 𝑛 − 𝑘。因此这种类型的 TGRS
码要么是几乎（almost）MDS（AMDS）码，要么是MDS码。
由于 GRS码在对偶下是封闭的，即一个 GRS码的对偶码仍是 GRS码，我

们想知道 TGRS码是否也具有相同的性质。在 [11]中，Beelen等人证明了，如
果 TGRS码的估值点集合是一个 𝔽 ∗

𝑞 的乘法子群，则 TGRS码在对偶下是封闭的。
本章中，我们的结果放宽了这个条件，只要估值点集合是某个特殊多项式的根集
合即可，并给出了相应的校验矩阵，且利用这一结果，构造了一些自对偶码。从
这个角度来看，Beelen等人的结果中，可以将估值点集合看成是多项式 𝑥𝑡 − 𝑎的
根集合。因此，构造自对偶MDS或 NMDS码可转为找寻某些特殊多项式。值得
一提的是，文献 [50, 52]中所用的方法，本质上也是与此类似。

4.2 预备知识
本节中，将给出一些必要的定义以及 TGRS码的一些相关结果。我们记 𝔽 ∗

𝑞 =
𝔽𝑞 ⧵ {0}。

4.2.1 扭 Reed-Solomon码
定义 4.1 给定有限域 𝔽𝑞，以及正整数 𝑛, 𝑘, ℓ。令 𝒕 = (𝑡1, ⋯ , 𝑡ℓ), 𝒉 =

(ℎ1, ⋯ , ℎℓ) ∈ ℤℓ
>0，且满足以下条件：

• 𝑡1, ⋯ , 𝑡ℓ互不相同且对任意 𝑖 ∈ [ℓ]，有 1 ⩽ 𝑡𝑖 ⩽ 𝑛 − 𝑘；
• ℎ1, ⋯ , ℎℓ互不相同且对任意 𝑖 ∈ [ℓ]，有 0 ⩽ ℎ𝑖 < 𝑘。

令 𝜼 = (𝜂1, ⋯ , 𝜂ℓ) ∈ (𝔽 ∗
𝑞 )ℓ。则 (𝒕, 𝒉, 𝜼)-扭多项式集合定义如下

𝒫𝑛,𝑘
𝒕,𝒉,𝜼 =

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑘−1

∑
𝑖=0

𝑓𝑖𝑥𝑖 +
ℓ

∑
𝑗=1

𝜂𝑗𝑓ℎ𝑗 𝑥𝑘−1+𝑡𝑗 ∣ 𝑓𝑖 ∈ 𝔽𝑞
⎫⎪
⎬
⎪⎭

.

容易看出 𝒫𝑛,𝑘
𝒕,𝒉,𝜼 ⊆ 𝔽𝑞[𝑥]是一个 𝔽𝑞上的 𝑘维线性空间，其中的一组基为 {𝑥ℎ𝑖 +

𝜂𝑖𝑥𝑘−1+𝑡𝑖 ∶ 𝑖 ∈ [ℓ]} ∪ {𝑥𝑗 ∶ 𝑗 ∈ {0, 1, ⋯ , 𝑘 − 1} ⧵ {ℎ1, ⋯ , ℎℓ}}。我们称 ℎ1, ⋯ , ℎℓ

为钩，𝑡1, ⋯ , 𝑡ℓ为扭结。
令 𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛 为 𝔽𝑞 中 𝑛 个互不相同的元素，称其为估值点，记为 𝜶 =
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(𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛)。一个估值点为 𝜶的(𝒕, 𝒉, 𝜼)-扭 RS码（TRS码）定义如下：

𝐶𝑛,𝑘(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼) = {(𝑓(𝛼1), ⋯ , 𝑓(𝛼𝑛)) ∶ 𝑓 ∈ 𝒫𝑛,𝑘
𝒕,𝒉,𝜼}.

一个估值点为 𝜶的广义 TRS码（TGRS码）指的是

𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼) = {(𝑣1𝑓(𝛼1), ⋯ , 𝑣𝑛𝑓(𝛼𝑛)) ∶ 𝑓 ∈ 𝒫𝑛,𝑘
𝒕,𝒉,𝜼},

其中，𝒗 = (𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑛)且对任意 𝑖 ∈ [𝑛]，满足 𝑣𝑖 ∈ 𝔽 ∗
𝑞。

为 了 方 便 叙 述， 我 们 有 时 不 区 分 码 字 (𝑓 (𝛼1), ⋯ , 𝑓(𝛼𝑛)) 或
(𝑣1𝑓(𝛼1), ⋯ , 𝑣𝑛𝑓(𝛼𝑛)) 和多项式 𝑓，它们两两本质上分别指代的是同一个对
象。实际上，当 ℓ = 0时，𝐶𝑛,𝑘(𝜶; 0; 0; 𝜼)是一个 [𝑛, 𝑘]RS码，𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 0; 0; 𝜼)是
一个 [𝑛, 𝑘]GRS码。且当 𝒗 = (1, 1, ⋯ , 1)时，𝐶𝑛,𝑘(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼) = 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)，故
在本章剩余部分中，我们有时只考虑 TGRS码 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)。
注意到，码 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)是定义在多项式集合 𝒫𝑛,𝑘

𝒕,𝒉,𝜼上的，由该集合的一
组基，可以自然的给出码 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)的生成矩阵，为 𝐺 = [𝑰|𝑳] ⋅ 𝑽 ⋅ diag(𝒗)。
其中 𝑰 是一个单位阵，且在本章不同位置，具有恰当的阶数。而矩阵 𝑳满足

𝐿𝑖,𝑗 =
{

𝜂𝜇, (𝑖, 𝑗) = (ℎ𝜇 + 1, 𝑡𝜇),
0, 其它.

𝑽 是一个由 𝜶定义的 𝑘 × 𝑛阶 Vandermonde矩阵。本章剩余部分，我们将继续沿
用这些符号。

4.2.2 MDS或近 MDS码及对偶码
给定一个 [𝑛, 𝑘, 𝑑]线性码 𝒞，以及它的对偶码 [𝑛, 𝑛 − 𝑘, 𝑑⟂]，记为 𝒞⟂。本章

中，如果不特地指代的话，对偶码指的是基于欧几里得内积下的。回顾一下，当
𝑑 = 𝑛 − 𝑘 + 1时，𝒞 被称为 MDS码；当 𝑑 = 𝑛 − 𝑘时，𝒞 被称为几乎 MDS码
（AMDS码）；而当 𝑑 + 𝑑⟂ = 𝑛时，称 𝒞 为近 MDS码（NMDS码）。事实上，由

Singleton界可知，当 𝑑 + 𝑑⟂ = 𝑛时，有 𝑑 = 𝑛 − 𝑘以及 𝑑⟂ = 𝑘，因此一个 NMDS
码也是一个 AMDS码。如果 𝒞 = 𝒞⟂，则称 𝒞 是自对偶码。

给定一个 TGRS 码 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)，注意到，当 ℓ = 1 且 𝑡 = 1 时，
𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 1; ℎ; 𝜂) 中的每个多项式度至多为 𝑘。若 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 1; ℎ; 𝜂) 中存在一个重
量至多为 𝑛 − 𝑘 − 1的码字，换句话说，其对应的多项式在 𝔽𝑞 上至少有 𝑘 + 1个
根，矛盾。因此，𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 1; ℎ; 𝜂)的最小距离在 𝑛 − 𝑘和 𝑛 − 𝑘 + 1之间，即，它
要么是一个MDS码，要么是一个 AMDS码。特别地，如果 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 1; ℎ; 𝜂)对偶
封闭的话，则前面的“AMDS”可以换成“NMDS”。
为了方便后续使用，下面提及一些关于自对偶的 TGRS码的结果。
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引理 4.1 ([50]引理 2.4) 给定集合 𝑆𝑘 = {∑𝑖∈𝐼 𝛼𝑖 ∶ 对任意𝐼 ⊂ [𝑛]且|𝐼| = 𝑘}，
则有

• 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 1; 𝑘 − 1; 𝜂)是一个MDS码当且仅当 −𝜂−1 ∉ 𝑆𝑘。
• 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 1; 𝑘 − 1; 𝜂)是一个 NMDS码当且仅当 −𝜂−1 ∈ 𝑆𝑘。
定理 4.2 ([50]定理 2.5) 给定一个正整数 𝑘。令 𝑛 = 2𝑘，𝐺 = [𝑰|𝑳] ⋅ 𝑽 ⋅ diag(𝒗)

是码 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 1; 𝑘 − 1; 𝜂)的一个生成矩阵。则 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 1; 𝑘 − 1; 𝜂)是一个自对偶
码当且仅当下面的条件成立：

1) 存在一个非零元素 𝜆 ∈ 𝔽 ∗
𝑞，使得对任意 𝑖 ∈ [𝑛]，有 𝑣2

𝑖 = 𝜆𝑃𝑖(𝛼𝑖)−1，这里
𝑃𝑖(𝛼𝑖) = ∏𝑗∈[𝑛],𝑗≠𝑖(𝛼𝑖 − 𝛼𝑗)。

2) 𝜂 = − 𝜂
1+𝜂𝑏1

，其中 𝑏1 = ∑𝑛
𝑖=1 𝛼𝑖 ≠ 0以及 𝜂 ≠ −𝑏−1

1 。

4.3 扭 Reed-Solomon码的结构特性
在本节中，我们考虑对偶封闭的 TGRS码。众所周知，（广义）RS码在对偶

下是封闭的，即其对偶码仍然是（广义）RS码。而一般情况下，TGRS码可能不
是封闭的。

4.3.1 估值点是陪集的扭 Reed-Solomon码
在文献 [11]的定理 2中，有如下结论：如果一个 TGRS码，它的所有估值点

形成一个乘法群，则其对偶码也仍然是一个 TGRS码。事实上，本小节中，我们
将证明，可将乘法群这个条件放宽至某个乘法群的陪集。在证明该结论之前，我
们有以下引理，它是 [82]的一个简单推广。
引理 4.3 给定一个有限域 𝔽𝑞上的多项式 𝑥𝑛 −𝑎𝑛，其中 𝑎 ≠ 0。如果 (𝑛, 𝑞) = 1，

且 𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛是其所有的根，则有

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 𝛼1 ⋯ 𝛼𝑛−1
1

1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛−1
2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 𝛼𝑛 ⋯ 𝛼𝑛−1

𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

−1

= 1
𝑛

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 ⋯ 1
𝛼−1

1 𝛼−1
2 ⋯ 𝛼−1

𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝛼−(𝑛−1)

1 𝛼−(𝑛−1)
2 ⋯ 𝛼−(𝑛−1)

𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

证明简要 由于 𝛼𝑛
𝑖

𝛼𝑛
𝑗

= 𝛼𝑛
𝑖 /𝑎𝑛

𝛼𝑛
𝑗 /𝑎𝑛 = 1，故有

1
𝑛 (

1 + 𝛼𝑖
𝛼𝑗

+ ⋯ +
𝛼𝑛−1

𝑖
𝛼𝑛−1

𝑗 )
= 1

𝑛 (
𝛼𝑛

𝑖 /𝛼𝑛
𝑗 − 1

𝛼𝑖/𝛼𝑗 − 1 )
= 𝛿𝑖,𝑗 ,

这里 𝛿𝑖,𝑗 是一个示性函数。 ∎
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令 𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛构成的集合是 𝔽𝑞 对于某一个阶为 𝑛的乘法子群的陪集，其陪集
首为 𝑎，即对任意 𝑖 ∈ [𝑛]，有 𝛼𝑛

𝑖 = 𝑎𝑛。则由引理 4.3，有

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 𝛼1 ⋯ 𝛼𝑛−1
1

1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛−1
2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 𝛼𝑛 ⋯ 𝛼𝑛−1

𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

−1

= 1
𝑛𝑱 ⋅

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 ⋯ 1
𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝛼𝑛−1

1 𝛼𝑛−1
2 ⋯ 𝛼𝑛−1

𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⋅ diag(𝜶/𝑎𝑛),

其中，𝑱 是一个反对角线上元素全为 1、其它所有位置上的元素为 0的 𝑛 × 𝑛阶
矩阵。在本章中，𝑱 在不同的情形下，具有适当的阶数。类似地，利用文献 [11]
定理 2中的方法，应用引理 4.3，即可得如下定理。
定理 4.4 令 𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛 构成的集合是 𝔽𝑞 对于某一个阶为 𝑛的乘法子群的陪

集，𝐶𝑛,𝑘(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)是一个 TRS码，满足 𝜶 = (𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛)。则，𝐶𝑛,𝑘(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)的对
偶码是一个 TGRS码 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝑘 − 𝒉; 𝑛 − 𝑘 − 𝒕; −𝜼)，这里，𝒗 = (𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑛)且对任
意 𝑖 ∈ [𝑛]，𝑣𝑖 ∈ 𝔽 ∗

𝑞 为某个固定元素。
在定理 4.4中，𝐶𝑛,𝑘(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼) 自然的有一个生成矩阵 𝐺 = [𝑰|𝑳] ⋅ 𝑽，不妨

设对任意 𝑖 ∈ [𝑛]，有 𝛼𝑛
𝑖 = 𝑎𝑛。那么容易验证，𝐶𝑛,𝑘(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼) 有一个校验矩阵

𝐻 = [𝑰| − 𝑱 𝑳𝑇 𝑱 ] ⋅ 𝑽 ⋅ diag(𝜶/𝑛𝑎𝑛)，即 𝐺 ⋅ 𝐻𝑇 = 0，我们将在下一小节，详细阐
述这一点。

4.3.2 估值点是多项式根集合的扭 Reed-Solomon码
本小节中，我们将定理 4.4中的结果，由所有估值点构成一个陪集推广至构

成某个多项式的根集合。
事实上，当 𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛构成一个陪集时，它也是多项式 𝑥𝑛 − 𝑎𝑛的根集合，这

里元素 𝑎是陪集首。注意到，该多项式中，除去最高项和常数项系数不为 0之外，
其余均为 0。这促使我们去考虑一个更一般的多项式，它的根集合由所有估值点
构成，且除去最高项和常数项系数不为 0之外，其余项系数几乎都为 0。
对任意 𝑖 ∈ [𝑛]，令 𝑃𝑖(𝑥) = ∏𝑗∈[𝑛],𝑗≠𝑖(𝑥 − 𝛼𝑗)。考虑矩阵 𝑬 =

(𝐸𝑖,𝑗)𝑛×𝑛, 𝑷 = diag(𝑃 (𝜶))，其中 𝐸𝑖,𝑗 = (−1)𝑛−𝑗𝑒𝑛−𝑗({𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛} ⧵ {𝛼𝑖})且 𝑃 (𝜶) =
(𝑃1(𝛼1), ⋯ , 𝑃𝑛(𝛼𝑛))。这里 𝑒𝑘(𝑥)是初等对称函数。因此，我们有 𝑷 = 𝑬 ⋅ 𝑽，以及
𝑽 −1 = 𝑷 −1𝑬。进一步地，有
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𝑽 ⋅ 𝑽 −1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 ⋯ 1
𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝛼𝑛−1

1 𝛼𝑛−1
2 ⋯ 𝛼𝑛−1

𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑃1(𝛼1)−1𝐸1,1 𝑃1(𝛼1)−1𝐸1,2 ⋯ 𝑃1(𝛼1)−1𝐸1,𝑛

𝑃2(𝛼2)−1𝐸2,1 𝑃2(𝛼2)−1𝐸2,2 ⋯ 𝑃2(𝛼2)−1𝐸2,𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑃𝑛(𝛼𝑛)−1𝐸𝑛,1 𝑃𝑛(𝛼𝑛)−1𝐸𝑛,2 ⋯ 𝑃𝑛(𝛼𝑛)−1𝐸𝑛,𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(4.1)

=𝑰, (4.2)

在后续的一些计算中，我们将多次使用式 (4.1)的最后一列。
考虑多项式

𝑚(𝑥) = ∏
𝑖∈[𝑛]

(𝑥 − 𝛼𝑖) = 𝑥𝑛 +
𝑛−1

∑
𝑗=0

𝑚𝑗𝑥𝑗 .

则有 𝑚(𝛼𝑖) = 0 = 𝛼𝑛
𝑖 + ∑𝑛−1

𝑗=0 𝑚𝑗𝛼𝑗
𝑖，进一步可得 𝛼𝑛

𝑖 = − ∑𝑛−1
𝑗=0 𝑚𝑗𝛼𝑗

𝑖 以及 𝛼𝑛+𝑘
𝑖 =

− ∑𝑛−1
𝑗=0 𝑚𝑗𝛼𝑗+𝑘

𝑖 。定义

𝑏𝑘 =
{

∑𝑛
𝑖=1 𝑃𝑖(𝛼𝑖)−1𝛼𝑛+𝑘−1

𝑖 , 𝑘 ∈ [𝑛 − 1],
0, 如果𝑘 < 1.

因此我们有

𝑽 ⋅ 𝑷 −1 ⋅ 𝑽 𝑇 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1 ⋯ 1
𝛼1 𝛼2 ⋯ 𝛼𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝛼𝑛−1

1 𝛼𝑛−1
2 ⋯ 𝛼𝑛−1

𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑃1(𝛼1)−1 𝑃1(𝛼1)−1𝛼1 ⋯ 𝑃1(𝛼1)−1𝛼𝑛−1
1

𝑃2(𝛼2)−1 𝑃2(𝛼2)−1𝛼2 ⋯ 𝑃2(𝛼2)−1𝛼𝑛−1
2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑃𝑛(𝛼𝑛)−1 𝑃𝑛(𝛼𝑛)−1𝛼𝑛 ⋯ 𝑃𝑛(𝛼𝑛)−1𝛼𝑛−1

𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 ⋯ 0 0 1
0 0 ⋯ 0 1 𝑏1

0 0 ⋯ 1 𝑏1 𝑏2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 1 ⋯ 𝑏𝑛−4 𝑏𝑛−3 𝑏𝑛−2

1 𝑏1 ⋯ 𝑏𝑛−3 𝑏𝑛−2 𝑏𝑛−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

(4.3)

注意到，对任意 𝑖 ∈ [𝑛]，都有 𝐸𝑖,𝑛 = 1。由式 (4.1)的最后一列，可得

𝑏1 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑃𝑖(𝛼𝑖)−1𝛼𝑛
𝑖 = −

𝑛

∑
𝑖=1

𝑃𝑖(𝛼𝑖)−1
𝑛−1

∑
𝑗=0

𝑚𝑗𝛼𝑗
𝑖

= −
𝑛−1

∑
𝑗=0

𝑚𝑗

𝑛

∑
𝑖=1

𝑃𝑖(𝛼𝑖)−1𝛼𝑗
𝑖 = −𝑚𝑛−1.
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更一般地，

𝑏𝑘+1 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑃𝑖(𝛼𝑖)−1𝛼𝑛+𝑘
𝑖

= −
𝑛−1

∑
𝑗=0

𝑚𝑗

𝑛

∑
𝑖=1

𝑃𝑖(𝛼𝑖)−1𝛼𝑗+𝑘
𝑖

= −{𝑚𝑛−𝑘−1 + 𝑚𝑛−𝑘(
𝑛

∑
𝑖=1

𝑃𝑖(𝛼𝑖)−1𝛼𝑛
𝑖 ) + ⋯ + 𝑚𝑛−1(

𝑛

∑
𝑖=1

𝑃𝑖(𝛼𝑖)−1𝛼𝑛+𝑘−1
𝑖 )}

= −(𝑚𝑛−𝑘−1 + 𝑚𝑛−𝑘𝑏1 + 𝑚𝑛−𝑘+1𝑏2 + ⋯ + 𝑚𝑛−1𝑏𝑘).

继续沿用上述记号，我们有如下推论。
推论 4.5 设 𝑚(𝑥) = ∏𝑖∈[𝑛](𝑥 − 𝛼𝑖) = 𝑥𝑛 + ∑𝑛−1

𝑗=0 𝑚𝑗𝑥𝑗。如果 𝑚𝑛−1 = 𝑚𝑛−2 =
⋯ = 𝑚𝑛−𝑘−1 = 0成立，则有 𝑏1 = 𝑏2 = ⋯ = 𝑏𝑘+1 = 0。
注 6 在定理 4.4中，可令 𝑚(𝑥) = 𝑥𝑛 − 𝑎𝑛。由推论4.5我们知，𝑏1 = 𝑏2 = ⋯ =

𝑏𝑛−1 = 0。则式 (4.3)中的最后一个矩阵为 𝑱，即 𝑽 𝑷 −1𝑽 𝑇 = 𝑱。故容易验证码
𝐶𝑛,𝑘(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)有一个校验矩阵𝐻 = [𝑰| − 𝑱 𝑳𝑇 𝑱 ] ⋅ 𝑽 ⋅ 𝑷 −1，更具体地，

𝐺 ⋅ 𝐻𝑇 = [𝑰|𝑳] ⋅ 𝑽 ⋅ 𝑷 −1 ⋅ 𝑽 𝑇 𝑱
[

−𝑳
𝑰 ]

𝑱 = 0.

因此，这给出了定理 4.4的另一种证明方法。事实上，𝑃𝑖(𝑥) = ∏𝑗∈[𝑛],𝑗≠𝑖(𝑥 − 𝛼𝑗) =
𝑚(𝑥)
𝑥−𝛼𝑖

= 𝑥𝑛−1 + ∑𝑛−2
𝑗=0 𝛼𝑛−1−𝑗

𝑖 𝑥𝑗，𝑃𝑖(𝛼𝑖) = 𝑛𝛼𝑛−1
𝑖 。故 𝑷 −1 = diag(𝜶/𝑛𝑎𝑛)。

在多项式 𝑚(𝑥) = 𝑥𝑛 + ∑𝑛−1
𝑗=0 𝑚𝑗𝑥𝑗 中，如果存在一个 𝑖 ∈ [𝑛 − 1]，使得 𝑚𝑖 ≠ 0，

即，所有估值点集合不是一个陪集，此时，可能会存在某个 𝑏𝑗 ≠ 0，则式 (4.3)中
的最后一个矩阵中，存在一些非零元不在其反对角线上。下面的定理告诉我们，
只要非零的 𝑚𝑖不是很多，那么校验矩阵𝐻 的结构不受影响。
定理 4.6 给定一个 TRS 码 𝐶𝑛,𝑘(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)，其生成矩阵为 𝐺 = [𝑰|𝑳] ⋅ 𝑽，

校验矩阵为 𝐻。令 𝑚(𝑥) = ∏𝑖∈[𝑛](𝑥 − 𝛼𝑖) = 𝑥𝑛 + ∑𝑛−1
𝑗=0 𝑚𝑗𝑥𝑗 且 𝑷 = diag(𝑃 (𝜶))，

𝒗 = 𝑃 (𝜶)−1 = (𝑃1(𝛼1)−1, ⋯ , 𝑃𝑛(𝛼𝑛)−1)。则有
(1) 当 ℓ ⩾ 1时，令 𝜏 ∶= max{𝑘 + 𝑡𝜇 − 1 ∶ 𝜇 ∈ [ℓ]}。如果 𝑚𝑛−1 = 𝑚𝑛−2 = ⋯ =

𝑚𝑛−𝜏 = 0，则𝐻 = [𝑰| − 𝑱 𝑳𝑇 𝑱 ] ⋅ 𝑽 ⋅ 𝑷 −1。此时 𝐶𝑛,𝑘(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)的对偶码是
一个 TGRS码 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝑘 − 𝒉; 𝑛 − 𝑘 − 𝒕; −𝜼)。

(2) 当 ℓ = 1 时，令 ℎ = ℎ1, 𝑡 = 𝑡1 以及 𝜂 = 𝜂1。定义 𝜃 ∶= max{𝑘 + 𝑡 − ℎ −
2, {arg max𝑖≠ℎ+1,𝑖∈[𝑘]{𝑖 − ℎ ⩾ 2}} − 1}。如果 𝑚𝑛−1 = 𝑚𝑛−2 = ⋯ = 𝑚𝑛−𝜃 = 0，
则有

(i) 如果 1 + 𝜂𝑏𝑘+𝑡−ℎ−1 ≠ 0，则𝐻 = [𝑰| − 𝑱 𝑨𝑇 𝑱 ] ⋅ 𝑽 ⋅ 𝑷 −1，其中，矩阵 𝑨
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满足
𝑨𝑖,𝑗 =

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝜂
1+𝜂𝑏𝑘+𝑡−ℎ−1

, (𝑖, 𝑗) = (ℎ + 1, 𝑡),
0, 否则.

此时 𝐶𝑛,𝑘(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)的对偶码为 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝑘 − ℎ; 𝑛 − 𝑘 − 𝑡; − 𝜂
1+𝜂𝑏𝜃+1

)。
(ii) 如果 1 + 𝜂𝑏𝑘+𝑡−ℎ−1 = 0，则𝐻 = [𝑰 ′| − 𝑱 𝑩𝑇 𝑱 ] ⋅ 𝑽 ⋅ 𝑷 −1，其中矩阵 𝑩
满足

𝑩𝑖,𝑗 =
{

𝛽, (𝑖, 𝑗) = (ℎ + 1, 𝑡),
0, 否则,

这里，𝛽 是 𝔽𝑞 中任意一个非零元。矩阵 𝑰 ′满足

𝑰 ′
𝑖,𝑗 =

{
1, 𝑖 = 𝑗 ≠ 𝑛 − 𝑘 − 𝑡 + 1,
0, 否则.

证明 注意到，定理中所有情况下，𝐻 都满足𝐻 = [𝑰| − 𝑱 𝑴𝑇 𝑱 ] ⋅ 𝑽 ⋅ 𝑷 −1，
其中矩阵𝑀 可能为 𝑳, 𝑨或 𝑩中的某一个。下面只需证明

𝐺 ⋅ 𝐻𝑇 = [𝑰|𝑳] ⋅ 𝑽 ⋅ 𝑷 −1 ⋅ 𝑽 𝑇
[

𝑰
−𝑱 𝑴𝑱 ]

= 0.

可以看出矩阵 𝐷 = 𝑽 ⋅ 𝑷 −1 ⋅ 𝑽 𝑇 以及
[

𝑰
−𝑱 𝑴𝑱 ]

的结构对于上述等式是否成立

具有关键性作用。令 𝐸 = [𝑰|𝑳]。对于一个矩阵 𝑄，令 𝑅𝑄
𝑖 表示 𝑄的第 𝑖行向量。

则对于任意 𝜇 ∈ [ℓ]，矩阵 𝐸 的第 (ℎ𝜇 + 1)行为

𝑅𝐸
(ℎ𝜇+1) = (0, ⋯ , 0⏟

ℎ𝜇

, 1, 0, ⋯ , 0⏟
𝑘+𝑡𝜇−ℎ𝜇−2

, 𝜂𝜇, 0, ⋯ , 0).

而当 𝑖 ≠ ℎ𝜇 + 1时，矩阵 𝐸 的第 𝑖行为

𝑅𝐸
𝑖 = (0, ⋯ , 0⏟

𝑖−1
, 1, 0, ⋯ , 0).

(1) 在这种情况下，根据推论4.5可知 𝑏1 = 𝑏2 = ⋯ = 𝑏𝜏 = 0。由于对任意 𝜇 ∈ [ℓ]，
𝑘 + 𝑡𝜇 − 1 ⩽ 𝜏 ，则有

𝑅𝐷
(𝑘+𝑡𝜇) = (0, ⋯ , 0⏟

𝑛−𝑘−𝑡𝜇

, 1, 𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑘+𝑡𝜇−ℎ𝜇−1, ⋯ , 𝑏𝑘+𝑡𝜇−1)

= (0, ⋯ , 0⏟
𝑛−𝑘−𝑡𝜇

, 1, 0, ⋯ , 0).
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而对于矩阵 𝐸𝐷的第 (ℎ𝜇 + 1)行，

𝑅𝐸𝐷
(ℎ𝜇+1) = (0, ⋯ , 0⏟

𝑛−𝑘−𝑡𝜇

, 𝜂𝜇, 0, ⋯ , 0, 1, 𝑏1 + 𝜂𝜇𝑏𝑘+𝑡𝜇−ℎ𝜇 , ⋯ , 𝑏ℎ𝜇 + 𝜂𝜇𝑏𝑘+𝑡𝜇−1)

= (0, ⋯ , 0⏟
𝑛−𝑘−𝑡𝜇

, 𝜂𝜇, 0, ⋯ , 0, 1, 0, ⋯ , 0⏟
ℎ𝜇

).

当 𝑖 ≠ ℎ𝜇 + 1时，由于 𝑖 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝜏，我们有

𝑅𝐸𝐷
𝑖 = (0, ⋯ , 0⏟

𝑛−𝑖
, 1, 𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑖−1) = (0, ⋯ , 0⏟

𝑛−𝑖
, 1, 0, ⋯ , 0).

注意到

(−𝑱 𝑳𝑱 )𝑖,𝑗 =
{

−𝜂𝜇, (𝑖, 𝑗) = (𝑘 − ℎ𝜇, 𝑛 − 𝑘 − 𝑡𝜇 + 1),
0, 否则.

因此
𝐺 ⋅ 𝐻𝑇 = 𝐸 ⋅ 𝐷 ⋅

[
𝑰

−𝑱 𝑳𝑱 ]
= 0.

(2) 当 ℓ = 1时，由 𝜃的定义可知，矩阵 𝐸𝐷的所有行，都满足如下形式

𝑅𝐸𝐷
𝑖 = (0, ⋯ , 0⏟

𝑛−𝑖
, 1, 𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑖−1) = (0, ⋯ , 0⏟

𝑛−𝑖
, 1, 0, ⋯ , 0),

除去第 (ℎ + 1)行外，此时

𝑅𝐸𝐷
(ℎ+1) =(0, ⋯ , 0⏟

𝑛−𝑘−𝑡
, 𝜂, 𝜂𝑏1, ⋯ , 𝜂𝑏𝑘+𝑡−ℎ−2, 1 + 𝜂𝑏𝑘+𝑡−ℎ−1, 𝑏1 + 𝜂𝑏𝑘+𝑡−ℎ, ⋯ ,

𝑏ℎ + 𝜂𝑏𝑘+𝑡−1)

=(0, ⋯ , 0⏟
𝑛−𝑘−𝑡

, 𝜂, 0, ⋯ , 0, 1 + 𝜂𝑏𝑘+𝑡−ℎ−1, 𝑏1 + 𝜂𝑏𝑘+𝑡−ℎ, ⋯ , 𝑏ℎ + 𝜂𝑏𝑘+𝑡−1).

注意到，如果 𝜃 > 𝑘 + 𝑡 − ℎ − 2，则 𝑏𝑘+𝑡−ℎ−1 = 0。根据 𝜃 的定义可知，对
任意 𝑖 ∈ [𝑘]且 𝑖 ≠ ℎ + 1，如果 𝑖 − ℎ < 2，则 𝑛 − 𝑖 + 1 > 𝑛 − ℎ。由于当
𝑀 = 𝐴或 𝐵时，矩阵𝑀 中只有位置 (ℎ + 1, 𝑡)上的元素非零，这意味着矩
阵

[
𝑰

−𝑱 𝑴𝑱 ]
的后 𝑖行上的元素均为 0。因此矩阵 𝐺 ⋅ 𝐻𝑇 的第 𝑖行为零向

量。下面，只需验证当 𝑖 = ℎ + 1或 𝑖 − ℎ ⩾ 2时，𝐺 ⋅ 𝐻𝑇 的第 𝑖行是否为 0
即可。对于后一种情况，由于 𝑛 − 𝑖 + 1 ⩾ 𝑛 − 𝑘 + 1且 𝑛 − 𝑖 + 1 ≠ 𝑛 − ℎ，显
然为 0。
当 1 + 𝜂𝑏𝑘+𝑡−ℎ−1 ≠ 0时，注意到

(−𝑱 𝑨𝑱 )𝑖,𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

− 𝜂
1+𝜂𝑏𝑘+𝑡−ℎ−1

, (𝑖, 𝑗) = (𝑘 − ℎ, 𝑛 − 𝑘 − 𝑡 + 1),
0, 否则.
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考虑矩阵
[

𝑰
−𝑱 𝑨𝑱 ]

的第 (𝑛−𝑘−𝑡+1)列，它只有两个非零元 1, − 𝜂
1+𝜂𝑏𝑘+𝑡−ℎ−1

，

分别位于第 (𝑛 − 𝑘 − 𝑡 + 1)和 (𝑛 − ℎ)行。容易验证 𝐺 ⋅ 𝐻𝑇 的第 (ℎ + 1)行为
0。因此 (i)完成。当 1 + 𝜂𝑏𝑘+𝑡−ℎ−1 = 0，即 𝜂 = −𝑏−1

𝑘+𝑡−ℎ−1，此时

𝑅𝐸𝐷
(ℎ+1) = (0, ⋯ , 0⏟

𝑛−𝑘−𝑡
, 𝜂, 0, ⋯ , 0, 0, 𝑏1 + 𝜂𝑏𝑘+𝑡−ℎ, ⋯ , 𝑏ℎ + 𝜂𝑏𝑘+𝑡−1),

且矩阵
[

𝑰 ′

−𝑱 𝑩𝑱 ]
的第 (𝑛 − 𝑘 − 𝑡 + 1)列只有一个非零元 −𝛽，位于第 (𝑛 − ℎ)

行，故 (ii)完成。
∎

注 7 (a) 定理 4.6证明的核心思想，在于观察式 (4.3)中最后一行矩阵非
零元的分布情况。

(b) 在定理 4.6 中，若 ℓ = 1 且不存在 𝑖 使得 𝑖 − ℎ ⩾ 2，此时 ℎ = 𝑘 − 1 且
𝜃 = 𝑘 + 𝑡 − ℎ − 2。故有 𝑏1 = 𝑏2 = ⋯ = 𝑏𝑘+𝑡−ℎ−2 = 0以及

𝑅𝐸𝐷
(ℎ+1) = (0, ⋯ , 0⏟

𝑛−𝑘−𝑡
, 𝜂, 0, ⋯ , 0, 1 + 𝜂𝑏𝜃+1, 𝑏1 + 𝜂𝑏𝑘+𝑡−ℎ, ⋯ , 𝑏ℎ + 𝜂𝑏𝑘+𝑡−1).

特别地，当 𝑡 = 1, 𝜃 = 0时，

𝑅𝐸𝐷
(ℎ+1) = (0, ⋯ , 0⏟

𝑛−𝑘−1
, 𝜂, 1 + 𝜂𝑏1, 𝑏1 + 𝜂𝑏2, ⋯ , 𝑏ℎ + 𝜂𝑏𝑘),

且非零元 𝑨𝑘,1 = 𝜂
1+𝜂𝑏1

，这里 𝑏1 = −𝑚𝑛−1 = ∑𝑛
𝑖=1 𝛼𝑖。由此，可推出文献 [50]

中的定理 2.2。
(c) 在 (ii)中，𝛽 不能为 0，否则的话，𝐻 的秩将小于 𝑛 − 𝑘。
(d) 事实上，当 ℓ > 1时，也存在和 (2)中类似的结果，此时对 𝑚(𝑥)的系数约
束会放松，即可能不需要令 𝑛 − 𝜏 个系数为 0，但是这取决于具体的 𝒕, 𝒉中
值的分布。特别地，当 𝒕, 𝒉中的值单调增或单调减时，相应码的对偶封闭
性也更容易刻画。我们将在下一节中，构造这种类型的码字。

4.4 自对偶的 TGRS码
本节中，我们首先给出一些 TGRS码 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)的构造，再借助它去构

造自对偶码。特别地，当 ℓ = 1时，构造出来的码是自对偶MDS码或 NMDS码。

4.4.1 ℓ = 1的扭 Reed-Solomon自对偶码
本小节中，我们考虑 TGRS码𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 1; 𝑘−1; 𝜂)，即 ℓ = 𝑡 = 1以及 ℎ = 𝑘−1。

对于自对偶码而言，一个很关键的地方在于，它的生成矩阵也可以作为其校验矩
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阵。故，如果 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 1; ℎ; 𝜂)是一个自对偶码，那么它一定对偶封闭。而当 ℓ = 1
时，对偶封闭的 TGRS码，其校验矩阵在定理 4.6中有明确的刻画。事实上，根
据定理 4.6，我们只需要在 𝔽𝑞 中，找个 𝑛个互不相同的点 𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛，使得它们是
某个多项式 𝑚(𝑥)的所有根，即 𝑚(𝑥) = (𝑥 − 𝛼1) ⋯ (𝑥 − 𝛼𝑛)，且 𝑚(𝑥)的系数满足一
些特定性质即可。注意到，若 (𝑡, ℎ) = (1, 𝑘 − 1)，𝜃 = 0，此时我们对 𝑚(𝑥)的系数
不做限制。
定理 4.7 给定一个正整数 𝑛，使得其满足 𝑞 − 1 = 𝑡(𝑛 + 1)，其中，𝑞 是一

个奇素数幂，𝑡是一个正整数。令𝑯 是一个阶为 𝑛 + 1的 𝔽𝑞 的乘法子群。则 𝔽 ∗
𝑞

有一个陪集分解 𝔽 ∗
𝑞 = 𝑯 ⊔ 𝛽1𝑯 ⊔ ⋯ ⊔ 𝛽𝑡−1𝑯，且满足 1 + 𝛽1 + ⋯ + 𝛽𝑡−1 ≠ 0。

取一个正整数 𝑠 ⩽ 𝑡，使得 𝑠𝑛 为偶数。令 𝑚(𝑥) = 𝑥𝑛+1−1
𝑥−1 ⋅ 𝑥𝑛+1−𝛽𝑛+1

1
𝑥−𝛽1

⋯ 𝑥𝑛+1−𝛽𝑛+1
𝑠−1

𝑥−𝛽𝑠−1
，

𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑠𝑛是 𝑚(𝑥)所有的根。设 𝜂 = −2𝑏−1
1 。且对任意 𝑖 ∈ [𝑠𝑛]，存在 𝑣𝑖 ∈ 𝔽𝑞2，使

得 𝐶𝑠𝑛, 𝑠𝑛
2 ,𝒗(𝜶; 1; 𝑠𝑛

2 − 1; 𝜂)是一个 𝔽𝑞2 上的自对偶 TGRS码。
证明 如果 1 + 𝛽1 = 0，则可从陪集 𝛽1𝑯 中，选取另外一个元素 𝛽 做陪集

首，使得 1 + 𝛽 ≠ 0成立，再将 𝛽1 更新为 𝛽，即令 𝛽1 = 𝛽。重复这一操作，即
可找到所有 𝛽1, ⋯ , 𝛽𝑡−1，使得 1 + 𝛽1 + ⋯ + 𝛽𝑡−1 ≠ 0 成立。故定理的第一部分
证明完成。不妨设 𝑚(𝑥) = 𝑥𝑠𝑛 + ∑𝑠𝑛−1

𝑗=0 𝑚𝑗𝑥𝑗。令 𝛾 是群 𝑯 的一个生成元，则
𝑚𝑠𝑛−1 = − ∑𝑠−1

𝑖=0 ∑𝑛
𝑗=1 𝛽𝑖𝛾𝑗 = −𝑏1 ≠ 0。

对任意 𝑖 = 0, 1, ⋯ , 𝑠 − 1，令 𝑓𝑖(𝑥) = 𝑥𝑛+1−𝛽𝑛+1
𝑖

𝑥−𝛽𝑖
。注意到

𝑓𝑖(𝑥) =
𝑥𝑛+1 − 𝛽𝑛+1

𝑖
𝑥 − 𝛽𝑖

=
𝛽𝑛+1

𝑖 𝛱𝑛
𝑗=0(𝛽−1

𝑖 𝑥 − 𝛾𝑗)
𝑥 − 𝛽𝑖

= 𝛱𝑛
𝑗=1(𝑥 − 𝛽𝑖𝛾𝑗).

因此 𝑚(𝑥) = 𝑓0(𝑥)𝑓1(𝑥) ⋯ 𝑓𝑠−1(𝑥) = 𝛱𝑠−1
𝑖=0 𝛱𝑛

𝑗=1(𝑥 − 𝛽𝑖𝛾𝑗)，故所有的 𝛼𝑖 互不相同，
𝑓 ′

𝑖 (𝑥) = (𝑛+1)𝑥𝑛−𝑓𝑖(𝑥)
𝑥−𝛽𝑖

且𝑚′(𝑥) = 𝑓 ′
0𝑓1 ⋯ 𝑓𝑠−1+⋯+𝑓0𝑓1 ⋯ 𝑓𝑠−2𝑓 ′

𝑠−1。如果 𝑓𝑖(𝛼𝑘) = 0，
则对任意 𝑗 ≠ 𝑖，有 𝑓 ′

𝑖 (𝛼𝑘) = (𝑛+1)𝛼𝑛
𝑘

𝛼𝑘−𝛽𝑖
≠ 0和 𝑓𝑗(𝛼𝑘) ≠ 0，以及

𝑚′(𝛼𝑘) = 𝑓0(𝛼𝑘) ⋯ 𝑓𝑖−1(𝛼𝑘)𝑓 ′
𝑖 (𝛼𝑘)𝑓𝑖+1(𝛼𝑘) ⋯ 𝑓𝑠−1(𝛼𝑘)

= 𝑓 ′
𝑖 (𝛼𝑘)𝛱𝑗≠𝑖𝑓𝑗(𝛼𝑘)

= (𝑛 + 1)𝑔𝑘 ∈ 𝔽 ∗
𝑞 ,

其中 𝑔−1
𝑘 ∈ 𝔽𝑞是 𝔽𝑞2的一个平方元。令 𝑣2

𝑘 = 𝑔−1
𝑘 ，则有 𝑣2

𝑘 = 𝑔−1
𝑘 = (𝑛+1)𝑚′(𝛼𝑘)−1 =

(𝑛 + 1)𝑃𝑘(𝛼𝑘)−1。因此，定理 4.2中的条件 1)和 2)满足。证明完成。 ∎
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事实上，当取 𝑠 = 1且 𝑛为偶数时，定理 4.7可退化为文献 [50]中的定理 3.8。
注意到，根据引理 4.1可知，如果对任意 𝐼 ⊂ [𝑠𝑛]且 |𝐼| = 𝑠𝑛

2，有 −𝜂−1 ≠ ∑𝑖∈𝐼 𝛼𝑖，
则 𝐶𝑠𝑛, 𝑠𝑛

2 ,𝒗(𝜶; 1; 𝑠𝑛
2 − 1; 𝜂)是一个MDS码；反之，则为 NMDS码。

4.4.2 ℓ > 1的扭 Reed-Solomon自对偶码
本小节中，我们考虑 ℓ = 3时的 TGRS码，更具体地，取 𝒕 = (1, 2, 3), 𝒉 =

(𝑘 − 3, 𝑘 − 2, 𝑘 − 1)以及 𝜼 = (𝜂1, 𝜂2, 𝜂3)，即码 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)。此时，它的生成矩
阵如下。

𝐺 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑣1 𝑣2 ⋯ 𝑣𝑛

𝑣1𝛼1 𝑣2𝛼2 ⋯ 𝑣𝑛𝛼𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑣1𝛼𝑘−4

1 𝑣2𝛼𝑘−4
2 ⋯ 𝑣𝑛𝛼𝑘−4

𝑛

𝑣1(𝛼𝑘−3
1 + 𝜂1𝛼𝑘

1 ) 𝑣2(𝛼𝑘−3
2 + 𝜂1𝛼𝑘

2 ) ⋯ 𝑣𝑛(𝛼𝑘−3
𝑛 + 𝜂1𝛼𝑘

𝑛 )
𝑣1(𝛼𝑘−2

1 + 𝜂2𝛼𝑘+1
1 ) 𝑣2(𝛼𝑘−2

2 + 𝜂2𝛼𝑘+1
2 ) ⋯ 𝑣𝑛(𝛼𝑘−2

𝑛 + 𝜂2𝛼𝑘+1
𝑛 )

𝑣1(𝛼𝑘−1
1 + 𝜂3𝛼𝑘+2

1 ) 𝑣2(𝛼𝑘−1
2 + 𝜂3𝛼𝑘+2

2 ) ⋯ 𝑣𝑛(𝛼𝑘−1
𝑛 + 𝜂3𝛼𝑘+2

𝑛 )

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

注意到，码 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)中的任意一个多项式，其度最多为 𝑘 + 2，故它
的最小距离在 𝑛 − 𝑘 − 2和 𝑛 − 𝑘 + 1之间。令 𝑛 = 2𝑘，故码 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)是一
个自对偶码当且仅当 𝐺 ⋅ 𝐺⊤ = 0。因此，我们有以下引理。

引理 4.8 如果 𝑣2
𝑖 = 𝜆𝑃𝑖(𝛼𝑖)−1，其中 𝜆 ∈ 𝔽 ∗

𝑞，且有 𝑏1 = 𝑏2 = 𝑏4 = 𝑏5 =
0, 2𝜂2 + 𝜂2

2𝑏3 = 0以及 𝜂1 + 𝜂3 + 𝜂1𝜂3𝑏3 = 0，则 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)是一个 𝔽𝑞 上的自
对偶码。
证明 记 𝐺 = (𝒈0; ⋯ ; 𝒈𝑘−3; 𝒈𝑘−2; 𝒈𝑘−1)，其中 𝒈𝑖 是矩阵 𝐺的第 𝑖 + 1行向量，

这里采用的记号源自于第2.3.1小节。当 0 ⩽ 𝑚 ⩽ 2𝑘−2时，有 𝑣2
1𝛼𝑚

1 +⋯+𝑣2
𝑛𝛼𝑚

𝑛 = 0。
这意味着 𝐺𝑘−3 ⋅ 𝐺⊤

𝑘−3 = 0，其中 𝐺𝑘−3 = (𝒈0; ⋯ ; 𝒈𝑘−4)。而当 0 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘 − 4时，我
们有

𝒈𝑘−3𝒈⊤
𝑗 =

𝑛

∑
𝑖=1

𝑣2
𝑖 (𝛼𝑠

𝑖 + 𝜂1𝛼𝑡
𝑖),对任意𝑘 − 3 ⩽ 𝑠 ⩽ 2𝑘 − 7以及𝑘 ⩽ 𝑡 ⩽ 2𝑘 − 4,

𝒈𝑘−2𝒈⊤
𝑗 =

𝑛

∑
𝑖=1

𝑣2
𝑖 (𝛼𝑠

𝑖 + 𝜂1𝛼𝑡
𝑖),对任意𝑘 − 2 ⩽ 𝑠 ⩽ 2𝑘 − 6以及𝑘 + 1 ⩽ 𝑡 ⩽ 2𝑘 − 3,

𝒈𝑘−1𝒈⊤
𝑗 =

𝑛

∑
𝑖=1

𝑣2
𝑖 (𝛼𝑠

𝑖 + 𝜂1𝛼𝑡
𝑖),对任意𝑘 − 1 ⩽ 𝑠 ⩽ 2𝑘 − 5以及𝑘 + 2 ⩽ 𝑡 ⩽ 2𝑘 − 2.
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注意到 𝛼𝑖在上述每个等式中，其幂次均不超过 2𝑘 − 2，因此当 𝑖 ∈ [𝑘 − 3, 𝑘 − 1]时，
我们有 𝒈𝑖 ⋅ 𝐺⊤

𝑘−3 = 0。下面，只需验证对任意 𝑖, 𝑗 ∈ [𝑘 − 3, 𝑘 − 1]，有 𝒈𝑖 ⋅ 𝒈⊤
𝑗 = 0。

容易得到

𝒈𝑘−3 ⋅ 𝒈⊤
𝑘−3 =

𝑛

∑
𝑖=1

𝑣2
𝑖 (𝛼2𝑘−6

𝑖 + 2𝜂1𝛼2𝑘−3
𝑖 + 𝜂2

1𝛼2𝑘
𝑖 ) =

𝑛

∑
𝑖=1

𝑣2
𝑖 𝜂2

1𝛼2𝑘
𝑖 = 𝜆𝜂2

1𝑏1 = 0,

𝒈𝑘−2 ⋅ 𝒈⊤
𝑘−2 =

𝑛

∑
𝑖=1

𝑣2
𝑖 (𝛼2𝑘−4

𝑖 + 2𝜂2𝛼2𝑘−1
𝑖 + 𝜂2

2𝛼2𝑘+2
𝑖 ) =

𝑛

∑
𝑖=1

𝑣2
𝑖 (2𝜂2𝛼2𝑘−1

𝑖 + 𝜂2
2𝛼2𝑘+2

𝑖 )

= 𝜆(2𝜂2 + 𝜂2
2𝑏3) = 0,

𝒈𝑘−1 ⋅ 𝒈⊤
𝑘−1 =

𝑛

∑
𝑖=1

𝑣2
𝑖 (𝛼2𝑘−2

𝑖 + 2𝜂3𝛼2𝑘+1
𝑖 + 𝜂2

3𝛼2𝑘+4
𝑖 ) =

𝑛

∑
𝑖=1

𝑣2
𝑖 (2𝜂3𝛼2𝑘+1

𝑖 + 𝜂2
3𝛼2𝑘+4

𝑖 )

= 𝜆(2𝜂3𝑏2 + 𝜂2
3𝑏5) = 0,

𝒈𝑘−3 ⋅ 𝒈⊤
𝑘−2 =

𝑛

∑
𝑖=1

𝑣2
𝑖 (𝛼2𝑘−5

𝑖 + 𝜂1𝛼2𝑘−2
𝑖 + 𝜂2𝛼2𝑘−2

𝑖 + 𝜂1𝜂2𝛼2𝑘+1
𝑖 ) =

𝑛

∑
𝑖=1

𝑣2
𝑖 𝜂1𝜂2𝛼2𝑘+1

𝑖

= 𝜆𝜂1𝜂2𝑏2 = 0,

𝒈𝑘−3 ⋅ 𝒈⊤
𝑘−1 =

𝑛

∑
𝑖=1

𝑣2
𝑖 (𝛼2𝑘−4

𝑖 + 𝜂1𝛼2𝑘−1
𝑖 + 𝜂3𝛼2𝑘−1

𝑖 + 𝜂1𝜂3𝛼2𝑘+2
𝑖 )

=
𝑛

∑
𝑖=1

𝑣2
𝑖 (𝜂1𝛼2𝑘−1

𝑖 + 𝜂3𝛼2𝑘−1
𝑖 + 𝜂1𝜂3𝛼2𝑘+2

𝑖 )

= 𝜆(𝜂1 + 𝜂3 + 𝜂1𝜂3𝑏3) = 0,

𝒈𝑘−2 ⋅ 𝒈⊤
𝑘−1 =

𝑛

∑
𝑖=1

𝑣2
𝑖 (𝛼2𝑘−3

𝑖 + 𝜂2𝛼2𝑘
𝑖 + 𝜂3𝛼2𝑘

𝑖 + 𝜂2𝜂3𝛼2𝑘+3
𝑖 )

=
𝑛

∑
𝑖=1

𝑣2
𝑖 (𝜂2𝛼2𝑘

𝑖 + 𝜂3𝛼2𝑘
𝑖 + 𝜂2𝜂3𝛼2𝑘+3

𝑖 )

= 𝜆(𝜂2𝑏1 + 𝜂3𝑏1 + 𝜂2𝜂3𝑏4) = 0.

因此，我们有 𝐺 ⋅ 𝐺⊤ = 0，即，𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)是一个 𝔽𝑞 上的自对偶码。 ∎

定理4.7以及引理4.8的证明，隐含了一个构造自对偶的 TGRS 码
𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼) 的关键点：找到一个多项式 𝑚(𝑥) = 𝑥𝑛 + ∑𝑛

𝑗=0 𝑚𝑗𝑥𝑗，它的
𝑛 个根分别为 𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛，使得所有的 𝑚′(𝛼𝑖) 要么都是平方元，要么都不是平方
元。此外，𝑏1 = 𝑏2 = 𝑏4 = 𝑏5 = 0意味着 𝑚𝑛−1 = 𝑚𝑛−2 = 𝑚𝑛−4 = 𝑚𝑛−5 = 0，因此
我们有以下定理。

定理 4.9 令 𝑝 > 3是一个奇素数，𝑛是一个正偶数。设𝑚(𝑥) = 𝑥𝑛 +𝑚𝑛−3𝑥𝑛−3 +
𝑚0，其中 𝑚0, 𝑚𝑛−3 ∈ 𝔽 ∗

𝑞′ ⊆ 𝔽𝑞，𝔽𝑞 是 𝑚(𝑥) 在 𝔽𝑞′ 上的分裂域，𝑝 是其特征。取
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𝑚(𝑥) 的 𝑛 个根 𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛。如果 𝑝 ∣ 𝑛，那么一定存在 𝜆, 𝜂1, 𝜂2, 𝜂3 ∈ 𝔽𝑞 ⧵ {0}，使
得对任意 𝑖 ∈ [𝑛]，存在 𝑣𝑖 ∈ 𝔽 ∗

𝑞 并满足 𝑣2
𝑖 = 𝜆𝑃𝑖(𝛼𝑖)−1，且 2𝜂2 + 𝜂2

2𝑏3 = 0以及
𝜂1 + 𝜂3 + 𝜂1𝜂3𝑏3 = 0，则 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)是一个 𝔽𝑞 上的自对偶码。

证明 根据定义可知，𝑏3 = −𝑚𝑛−3，因此，满足条件的 𝜂1, 𝜂2, 𝜂3存在。由于
𝑚′(𝑥) = 𝑛𝑥𝑛−1 + 𝑚𝑛−3(𝑛 − 3)𝑥𝑛−4 = −3𝑚𝑛−3𝑥𝑛−4，(𝑚(𝑥), 𝑚′(𝑥)) = 1，可知 𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛

互不相同。此外，𝑃𝑖(𝛼𝑖)−1 = 𝑚′(𝛼𝑖)−1 = (−3𝑚𝑛−3𝛼𝑛−4
𝑖 )−1。定义 𝜆 = −3𝑚𝑛−3 以及

𝑣𝑖 = 𝛼
4−𝑛

2
𝑖 。由于 𝑝 > 3，可知 𝜆 ≠ 0。根据引理 4.8可推出，𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)是一个

𝔽𝑞 上的自对偶码。 ∎

在上述定理中，𝑛是偶数且 𝑝 ∣ 𝑛，即 2𝑝 ∣ 𝑛。那么码长 𝑛和 [50]定理 3.1一样，但最
小距离 𝑑可能不一样，因为𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)的最小距离满足 𝑛−𝑘−2 ⩽ 𝑑 ⩽ 𝑛−𝑘+1，
即𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)可能既不是MDS也不是NMDS码。尽管利用 ℓ > 1时的 TGRS
码构造自对偶码，目前看来没有丰富自对偶MDS或 NMDS码的种类，但我们相
信，这种码字在后续研究中，会在这方面有所突破。

4.5 本章总结
在本章中，我们考虑了 TGRS码 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)，特别是当其所有估值点构

成某个多项式根集合的时候，刻画出了其校验矩阵的结构。即，TGRS码在给定
条件下，是对偶封闭的。利用这一结果，我们构造了相应的自对偶码。特别是当
ℓ = 1时，所得自对偶码是MDS或 NMDS码。而当 ℓ = 3时，所得自对偶码的
最小距离在 𝑛 − 𝑘 − 2和 𝑛 − 𝑘 + 1之间。在后续工作中，我们将尝试用 ℓ > 1时
对偶封闭的 TGRS码 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)构造自对偶MDS或 NMDS码。
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第 5章 总结与展望
本章，我们将对全文进行总结，指出一些研究工作的不足之处，并对进一步

研究方向做出简要阐述。

5.1 本文的主要成果
本文主要从数据存储和传输过程入手，将编码技术应用其中，以保障数据的

安全性。更具体地，我们从编码的角度出发，分别对经典存储系统下计算负载
均衡问题、DNA存储系统中串联复制纠错码以及可应用于McEliece密码系统的
（广义）扭 RS码三方面进行了研究。本文的主要研究工作和成果陈述如下。

1. 针对数据计算负载均衡以及更新问题，我们研究了小域上稀疏平衡的 [𝑛, 𝑘]𝑞

MDS码。已有的结果要求 𝑞 ⩾ 𝑛 + ⌈
𝑘(𝑘−1)

𝑛 ⌉，而我们在 𝑛 ⩽ 2𝑘时，将其改
进到了 𝑞 ⩾ 𝑛 − 1。更具体地，我们将构造 MDS码这一代数问题转化为一
个组合问题。通过构造满足条件的一致平衡集族，在 𝑞 ⩾ 𝑛且 𝑛 ⩽ 2𝑘时，
给出了稀疏平衡的 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS 码。进一步，通过扩展坐标，有选择的更
新已有的平衡集族，我们将对有限域的要求改进到了 𝑞 ⩾ 𝑛 − 1。当码长
𝑛 > 2𝑘时，我们将构造MDS码转化为构造平衡和集 𝐴 + 𝐵，其中 |𝐴| = 𝑘
以及 |𝐵| = 𝑘 − 1，得到了稀疏平衡的 [𝑛 = 𝑞 = 𝑝𝑠, 𝑘 = 𝑝𝑒𝑚]𝑞 MDS码，这里
𝑒 ⩽ 𝑠 − 2且 𝑚 ⩽ 𝑝 − 1，或者 𝑒 = 𝑠 − 1且 𝑚 < 𝑝

2。
2. 针对 DNA存储系统中，数据在存储时由于 DNA分子复制而引起的串联复
制错误，导致数据丢失或破损问题，为了恢复原始信息，我们主要研究了
能够纠正串联复制错误的纠错码。事实上，这类纠错码可以由 ℓ1度量下非
负整数上的最优常重码或 𝑞元常重码得到。基于此，我们考虑了 ℓ1度量下
非负整数以及 𝐼3 = {0, 1, 2}上的常重码，并利用码字支集刻画出了一个必
要条件（称为 UNC条件），它表明了 ℓ1 度量下的码与填充集族之间的关
系。根据 UNC条件，我们将构造码字问题转化为找到一个合适的填充集
族问题。由于受到重量 𝑤的限制，我们分别针对 ℤ⩾0 和 𝐼3 这两种字母集，
确定了重量 𝑤 ⩽ 4的所有常重码最优码字大小。而对于一般的 𝑤，我们还
提供了权重为 𝑤和距离为 2𝑤 − 2的三元码最优码字大小的渐近结果。

3. 针对（广义）扭 RS码问题，我们研究了 TGRS码 𝐶𝑛,𝑘,𝒗(𝜶; 𝒕; 𝒉; 𝜼)的性质和
构造。特别是考虑扭 RS码对偶封闭性问题，已有的研究要求其所有估值
点构成一个子群。我们的结论推广了这一点，当所有估值点构成某个多项
式根集合的时候，我们分别针对 ℓ = 1和 ℓ > 1，刻画出了其校验矩阵的结
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构。根据其校验矩阵可以看出，它是对偶封闭的。利用这一结果，我们构
造了相应的自对偶码。特别是当 ℓ = 1时，所得自对偶码是MDS或 NMDS
码。而当 ℓ = 3时，所得自对偶码的最小距离在 𝑛 − 𝑘 − 2和 𝑛 − 𝑘 + 1之间。

5.2 本文不足与研究展望
本文致力于研究如何防御网络空间中的信息在存储和传输这两个环节中所

面临的威胁，主要考虑的方式是引入特定性质的纠错码或纠删码。尽管我们做了
大量研究，但仍存在不足之处，以及纠错码应用于其他场景下的工作及其相关结
果，值得进一步研究和优化。

5.2.1 稀疏平衡码
本文第二章中，主要考虑了当有限域满足 𝑞 ⩾ 𝑛 − 1且码长 𝑛 ⩽ 2𝑘时的稀疏

平衡的 [𝑛, 𝑘]𝑞 MDS码。而当 𝑛 > 2𝑘时，我们只得到了满足 𝑞 = 𝑛的部分码结果。
因此，考虑当 𝑛 > 2𝑘时进一步缩小 𝑞的大小，从而构造稀疏平衡MDS码是非常
有意义的。值得一提的是，我们在定义稀疏平衡码的时候，是针对生成矩阵而言
的，而校验矩阵的稀疏平衡性也值得进一步考虑。事实上，利用文献 [66]中的方
法，可以简单的推出当 𝑞 = 𝛺(𝑛)时，任意给定两个满足 MDS条件的二元矩阵，
存在一个MDS码，使得它的生成矩阵和校验矩阵的支撑矩阵分别为这两个二元
矩阵。这一结果，与MDS猜想类似。我们由此提出一个问题：能否在小域上构
造一个，具有稀疏平衡的生成矩阵和校验矩阵的MDS码。
另一方面，随着存储系统中所采用的纠删码的多样性，研究不同类型的稀疏

平衡码也是非常有意义的。例如，在文献 [58]中，作者研究了稀疏平衡的 Tamo-
Barg码。因此我们考虑能否将第二章中的方法推广到其它类型的码上，得到相
应的稀疏平衡码。事实上，在考虑稀疏平衡的 NMDS码时，可以利用第2.5节中
的和集方法，得到部分结果。

5.2.2 ℓ1 度量下的常重码
在考虑纠正串联复制错误的纠错码时，文献 [8]给出：ℓ1度量下非负整数上

的常重码可以用来构造串联复制错误纠错码。我们在考虑这一类型的常重码时，
主要考虑了𝑤 ⩽ 4的情况，而针对一般的𝑤，构造这种常重码相对来说比较困难，
值得进一步研究。另外，当 𝑞充分大时，基于 𝐼𝑞 上的常重码可以用来作为参考。
特别地，在本文中，针对这一情况，且在𝑤为任意固定正整数时，我们给出了部
分距离为 2𝑤 − 2的最优常重码，但在文献 [80]中，我们完整地给出了这一参数
最优码的构造。主要用到的工具是组合设计中的填充集族以及图填充相关结果。
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而当距离 4 ⩽ 𝑑 ⩽ 2𝑤 − 4时，构造这种最优码仍需进一步研究。
事实上，考虑给定最小距离下，码字重量是码长的一个线性函数时，这样的

常重码，在构造串联复制错误纠错码时也能给予很大的帮助。在文献 [47]中，作
者研究了这种类型的常重码。但对于最优码字的构造问题，仍没有完全解决，值
得进一步探讨。

5.2.3 树上的编码
在图论学科中，一个具有 𝑛个标号顶点（节点）的标号树（labeled tree）指的

是由 𝑛 − 1条边构成的连通图。树是一种在计算机科学以及相关领域有广泛应用
的一种图。例如，在信号处理（signal processing）中，图被用来表示波形；在编
程语言中，树通常被用作结构来描述语言中的限制，等等。利用类似于编码理论
里面的方法，若给定两棵树之间的距离，则可以研究在给定距离下的编码 [83]。
这种码字可以用来纠正边擦除（edge erasures）错误，且有着广泛的应用场景。更
具体地，在数据结构中，树是一种广泛使用的抽象模拟分层树结构的数据类型
[84]。这样的树数据结构，将信息存储在节点中，并使用节点之间的边作为它们
之间的指针。当然也有一些数据结构是将信息存储在边上而不是节点上，例如后
缀树（suffix trees）。通过添加冗余的边和节点，树编码可以纠正一些不匹配的指
针错误；又或者当某一条边（存储在其上的数据）擦除时，可以通过树编码进行
恢复，从而得到存储在该边上的信息。
由 Cayley公式 [85]知，𝑛个标号顶点上的所有不同标号树的数目是 𝑛𝑛−2。将

这个集合记为全空间 T，在这个空间上定义两棵树 𝑇1, 𝑇2之间的距离为

𝑑𝒯 (𝑇1, 𝑇2) = 𝑛 − 1 − |𝐸1 ∩ 𝐸2|,

其中 𝐸1, 𝐸2分别为 𝑇1, 𝑇2的边集。
定义 5.1 树上的一个码 𝒞𝒯，记为 𝒯 -(𝑛, 𝑀, 𝑑)，指的是顶点集为 [𝑛]的𝑀 棵

最小距离为 𝑑 = 𝑑𝒯 (𝒞𝒯 ) = min𝑇1≠𝑇2,𝑇1,𝑇2∈𝒞𝒯 {𝑑𝒯 (𝑇1, 𝑇2)}的树的集合。𝒞𝒯 中的每
棵树称为一个码树。
我们记 𝐴(𝑛, 𝑑)为一个 𝒯 -(𝑛, 𝑀, 𝑑)码所能达到的最大码字个数。给定一棵 𝑛

个顶点的标号树，可以为其自然的定义一个长度为 (𝑛
2)的特征向量，该向量的坐

标集由所有可能的 (𝑛
2)条边构成，且在某个位置上为 1当且仅当对应的边在这棵

树中，其余位置为 0。由此可知，任意两棵树之间的距离可以看作是它们特征向
量之间汉明距离的一半。因此，一个 𝒯 -(𝑛, 𝑀, 𝑑)码是一个 ((𝑛

2), 2𝑑, 𝑛 − 1)2 二元
常重码，这里的度量是汉明距离。因此，我们有一个自然的上界。
定理 5.1 对任意 𝑛 ⩾ 1以及 1 ⩽ 𝑑 ⩽ 𝑛，我们有 𝐴(𝑛, 𝑑) = 𝒪(𝑛𝑛−𝑑)。
事实上，在证明定理 5.1时，我们并没有使用全空间 T，而是取了所有重量

85



第 5章 总结与展望

为 𝑛 − 1、长度为 (𝑛
2)的二元向量，集合大小为 ((𝑛

2)
𝑛−1) > 𝑛𝑛−2。注意到，一棵树可

以唯一对应一个特征向量，反之则不然。因此，上述的上界是比较粗糙的。而如
何用向量来描述一棵树的结构，从而减少空间的大小，使得可以借助处理二元常
重码的一些方法来处理树上的码，值得进一步研究。
在文献 [83]中，作者利用了球填充方法，改进了定理 5.1中的上界，即𝐴(𝑛, 𝑑) =

𝒪(𝑛𝑛−1−𝑑)。而对于下界，他们给出了一个具体的码的构造，得到𝐴(𝑛, 𝑑) = 𝛺(𝑛𝑛−2𝑑)。
因此，如何给 𝐴(𝑛, 𝑑)一个恰当估计，需要进一步的研究。当 𝑑 = 𝑛 − 1, 𝑛 − 2时，
𝐴(𝑛, 𝑑)的确切值已被确定。而当 𝑑 ⩽ 𝑛 − 3时，均未解决。特别地，当 𝑛 ⩾ 9且
𝑑 = 𝑛 − 3时，𝐴(𝑛, 𝑛 − 3) ⩽ 𝑛2，达到这一上界的最优码，目前仍在研究当中。
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附录 A 表3.1–3.2中的码

附录 A 表3.1–3.2中的码
本章中，我们将通过计算机搜索，给出表3.1和3.2提到的递归构造中所

需要的或未被前面构造方法覆盖的最优码。对于本章中的所有表格，短轨
道中的码字均以粗体显示。为了方便验证这里列出的码字，我们在 GitHub
网站上开源了代码，以便有兴趣的读者可以检查正确性，代码链接见：
https://github.com/llxu2020/verification.

A.1 小码码长满足 𝑛 ≡ 0(mod 3)的码字
对每个码长 𝑛 ∈ {15，21，27，30，33，39，45，48，51，57，63，87，93，

99，111，123}，其相应最优码的基码字在表A.1列出，且不同码对应不同的群作
用。当 𝑛 = 21、33和 45时，用来作用的自同构为 (0 4 8 ⋯ 𝑛 − 5)(1 5 9 ⋯ 𝑛 − 4)(2
6 10 ⋯ 𝑛 − 3)(3 7 11 ⋯ 𝑛 − 2)(𝑛 − 1)；当 𝑛 = 30时，用来作用的自同构为 (0 4 8
⋯ 20)(1 5 9 ⋯ 21)(2 6 10 ⋯ 22)(3 7 11 ⋯ 23)(24 25 26 ⋯ 29)；而当 𝑛 = 57和 93
时，用来作用的自同构为 (0 2 4 ⋯ 𝑛 − 3)(1 3 5 ⋯ 𝑛 − 2)(𝑛 − 1)；对于剩下的，除
了 𝑛 = 48时，最优码可通过在基码字支集集合上加 6模 48生成外，其余的均为
加 3 (mod 𝑛)生成。

A.2 小码码长满足 𝑛 ≡ 1(mod 3)的码字
对每个码长 𝑛 ∈ {16，19，22，25，31，34，40}，其相应最优码的基码字在

表A.2列出，且不同码对应不同的群作用。当 𝑛 = 16和 40时，用来作用的自同构
为 (0 4 8 ⋯ 𝑛 − 4)(1 5 9 ⋯ 𝑛 − 3)(2 6 10 ⋯ 𝑛 − 2)(3 7 11 ⋯ 𝑛 − 1)；当 𝑛 = 19和 31
时，用来作用的自同构为 (0 1 2 ⋯ 𝑛 − 1)；当 𝑛 = 22和 34时，用来作用的自同构
为 (0 3 6 ⋯ 𝑛 − 4)(1 4 7 ⋯ 𝑛 − 3)(2 5 8 ⋯ 𝑛 − 2)(𝑛 − 1)；以及当 𝑛 = 25时，用来作用
的自同构为 (0 6 12 18)(1 7 13 19)(2 8 14 20)(3 9 15 21)(4 10 16 22)(5 11 17 23)(24)。

A.3 小码码长满足 𝑛 ≡ 2(mod 3)的码字
对每个码长 𝑛 ∈ {20，23，26，29，32，38，41，50，53，62，65，74，77，

86，89，98，101，113}，其相应最优码的基码字在表A.3列出，且不同码对应不
同的群作用。当 𝑛 = 20 和 23 时，用来作用的自同构为 (0 𝑛−8

3
2(𝑛−8)

3 )(1 𝑛−8
3 + 1

2(𝑛−8)
3 + 1) ⋯ (𝑛−8

3 − 1 2(𝑛−8)
3 − 1 𝑛 − 9)(𝑛 − 8 𝑛 − 6 𝑛 − 4)(𝑛 − 7 𝑛 − 5 𝑛 − 3)(𝑛 − 2)(𝑛 − 1)；

当 𝑛 = 32时，用来作用的自同构为 (0 3 6 ⋯ 21)(1 4 7 ⋯ 22)(2 5 8 ⋯ 23)(24 26 28
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30 25 27 29 31)；当 𝑛 = 38、50、62、74、86以及 98时，用来作用的自同构为 (0 2 4
⋯ 𝑛 − 4)(1 3 5 ⋯ 𝑛 − 3)(𝑛 − 2 𝑛 − 1)；而当 𝑛 = 29、41、53、65、77、89、101以及 113
时，用来作用的自同构为 (0 3 6 ⋯ 𝑛 − 5)(1 4 7 ⋯ 𝑛 − 4)(2 5 8 ⋯ 𝑛 − 3)(𝑛 − 2)(𝑛 − 1)。

A.4 表3.3中列出的 22个特殊的 𝑛对应的 𝐴3(𝑛, 6, 4)的上下界
引理 A.1 给定一个正整数集合𝑀 = {14，17，18，24，35，42，44，47，56，

59，68，71，72，78，80，83，84，90，92，95，96，102}。当 𝑛 ∈ 𝑀 时，𝐴3(𝑛, 6, 4)
的上下界如表3.3所示。
证明 上界可由引理3.15给出，因此我们只需考虑下界。首先，考虑 𝑛 ≡ 0

(mod 3)的情况。当 𝑛 = 18和 24时，可通过计算机搜索知 𝐴3(𝑛, 6, 4) ⩾ 33和 55。
当 𝑛 = 42, 72, 78, 84, 90, 102 时，相应的码可分别通过型为 67，154121，154181，
127，615，612301 的 4-GDD和符合要求的最优短码构造得到。当 𝑛 = 96时，该
码可利用型为 712101 的 4-GDD和一个具有性质 (B)的 (9, 6, 4)3 码，通过应用定
理3.20得到。

下面，我们考虑 𝑛 ≡ 2 (mod 3)的情形。𝐴3(17, 6, 4) ⩾ 30可通过计算机搜索
得到。当 𝑛 = 14, 35, 44, 47, 56, 59, 68, 71, 80, 83, 92, 95时，相应的码可分别通过型
为 27，212111，222，218111，22481，224111，224201，224231，227261，230231，233261，
233291的 4-GDD和符合要求的最优短码构造得到。 ∎

A.5 表格
表 A.1 码长满足 𝑛 ≡ 0 (mod 3)的小码基码字。

𝑛 基码字
15 {01, 51, 81, 91} {11, 41, 81, 141} {01, 11, 22} {01, 31, 102}

{11, 71, 32}

21
{71, 91, 141, 191} {31, 41, 61, 71} {51, 141, 171, 181} {01, 71, 121, 131}
{01, 51, 91, 111} {81, 181, 42} {41, 201, 12} {101, 201, 192}
{81, 141, 62}

27 {31, 71, 191, 211} {21, 141, 181, 211} {51, 81, 161, 221} {11, 21, 231, 251}
{21, 31, 151, 201} {121, 191, 182} {71, 151, 252} {11, 61, 82}

30

{161, 231, 281, 291} {𝟎𝟏, 𝟔𝟏, 𝟏𝟐𝟏, 𝟏𝟖𝟏} {171, 181, 271, 291} {11, 111, 121, 211}
{61, 101, 151, 171} {41, 121, 141, 291} {𝟏𝟏, 𝟕𝟏, 𝟏𝟑𝟏, 𝟏𝟗𝟏} {11, 31, 101, 261}
{51, 81, 131, 251} {11, 61, 81, 221} {21, 31, 231, 271} {161, 251, 172}
{121, 231, 152} {151, 201, 02} {31, 251, 142} {𝟐𝟒𝟐, 𝟐𝟕𝟐}

33

{𝟐𝟏, 𝟏𝟎𝟏, 𝟏𝟖𝟏, 𝟐𝟔𝟏} {𝟕𝟏, 𝟏𝟓𝟏, 𝟐𝟑𝟏, 𝟑𝟏𝟏} {91, 271, 301, 311} {01, 121, 261, 311}
{161, 171, 181, 271} {𝟏𝟏, 𝟗𝟏, 𝟏𝟕𝟏, 𝟐𝟓𝟏} {01, 101, 231, 301} {11, 41, 101, 311}
{𝟎𝟏, 𝟖𝟏, 𝟏𝟔𝟏, 𝟐𝟒𝟏} {51, 101, 201, 241} {01, 31, 91, 151} {01, 51, 71, 251}
{141, 321, 312} {51, 181, 12} {181, 251, 222} {211, 321, 02}

39
{231, 271, 301, 341} {151, 281, 301, 361} {131, 141, 231, 311} {01, 221, 261, 381}
{101, 241, 331, 351} {81, 111, 131, 331} {01, 51, 231, 291} {181, 191, 301, 381}
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表 A.1 码长满足 𝑛 ≡ 0 (mod 3)的小码基码字。

𝑛 基码字
{101, 191, 72} {191, 341, 242} {71, 131, 202}

45

{161, 211, 221, 331} {81, 191, 371, 431} {101, 341, 351, 371} {151, 231, 281, 371}
{91, 201, 221, 341} {61, 341, 391, 401} {51, 151, 251, 411} {71, 221, 301, 371}
{21, 41, 191, 251} {01, 161, 201, 231} {01, 251, 271, 341} {01, 81, 261, 301}
{31, 311, 341, 431} {171, 441, 222} {161, 441, 352} {251, 281, 212}
{361, 371, 242}

48

{𝟓𝟏, 𝟏𝟕𝟏, 𝟐𝟗𝟏, 𝟒𝟏𝟏} {𝟎𝟏, 𝟏𝟐𝟏, 𝟐𝟒𝟏, 𝟑𝟔𝟏} {𝟏𝟏, 𝟏𝟑𝟏, 𝟐𝟓𝟏, 𝟑𝟕𝟏} {𝟐𝟏, 𝟏𝟒𝟏, 𝟐𝟔𝟏, 𝟑𝟖𝟏}
{𝟑𝟏, 𝟏𝟓𝟏, 𝟐𝟕𝟏, 𝟑𝟗𝟏} {𝟒𝟏, 𝟏𝟔𝟏, 𝟐𝟖𝟏, 𝟒𝟎𝟏} {131, 171, 231, 421} {101, 141, 191, 281}
{261, 281, 301, 351} {101, 201, 271, 471} {191, 271, 351, 451} {01, 151, 221, 281}
{191, 251, 421, 441} {131, 151, 441, 471} {41, 151, 251, 261} {101, 111, 291, 421}
{111, 121, 151, 381} {11, 141, 291, 341} {81, 161, 191, 241} {01, 61, 131, 201}
{01, 271, 301, 411} {61, 151, 161, 431} {11, 231, 311, 451} {61, 71, 101, 391}
{81, 181, 261, 391} {91, 141, 152} {101, 411, 432} {151, 171, 402}
{341, 391, 02} {111, 261, 202} {101, 261, 232}

51

{231, 271, 481, 501} {321, 341, 441, 471} {61, 391, 441, 501} {261, 271, 361, 421}
{91, 261, 311, 481} {41, 71, 251, 271} {21, 251, 341, 391} {71, 151, 391, 471}
{01, 11, 71, 481} {01, 161, 201, 401} {81, 221, 291, 371} {201, 461, 112}
{51, 231, 222} {41, 161, 422}

57
{391, 401, 461, 481} {01, 221, 231, 531} {𝟎𝟏, 𝟏𝟒𝟏, 𝟐𝟖𝟏, 𝟒𝟐𝟏} {𝟏𝟏, 𝟏𝟓𝟏, 𝟐𝟗𝟏, 𝟒𝟑𝟏}
{201, 241, 391, 491} {51, 101, 131, 281} {01, 171, 211, 371} {91, 221, 311, 331}
{101, 201, 501, 551} {41, 161, 361, 431} {71, 251, 132} {171, 561, 42}

63

{141, 221, 481, 591} {81, 191, 271, 591} {11, 131, 441, 601} {261, 471, 611, 621}
{181, 371, 421, 441} {111, 121, 181, 331} {181, 451, 521, 581} {41, 81, 461, 621}
{81, 371, 471, 571} {11, 161, 541, 551} {211, 261, 431, 561} {121, 241, 321, 571}
{01, 91, 591, 611} {61, 91, 371, 551} {101, 291, 322} {521, 551, 192}
{261, 321, 92}

87

{501, 691, 761, 821} {311, 491, 731, 741} {411, 431, 741, 831} {151, 381, 441, 651}
{101, 151, 561, 671} {291, 301, 461, 691} {191, 551, 581, 661} {171, 351, 691, 741}
{71, 291, 361, 791} {61, 101, 141, 381} {441, 471, 521, 591} {231, 431, 591, 841}
{01, 381, 511, 731} {191, 401, 531, 571} {21, 121, 311, 401} {91, 151, 361, 801}
{31, 41, 141, 811} {61, 81, 311, 811} {01, 151, 331, 571} {41, 581, 601, 771}
{401, 661, 132} {271, 301, 862} {401, 521, 722}

93

{𝟎𝟏, 𝟐𝟑𝟏, 𝟒𝟔𝟏, 𝟔𝟗𝟏} {21, 381, 511, 781} {211, 331, 491, 581} {201, 251, 281, 351}
{81, 121, 141, 261} {411, 541, 551, 881} {11, 491, 641, 851} {71, 131, 671, 741}
{271, 621, 791, 841} {71, 291, 581, 881} {81, 401, 591, 901} {201, 481, 571, 741}
{41, 71, 311, 571} {01, 201, 441, 911} {31, 71, 371, 561} {131, 851, 112}
{191, 921, 302}

99

{361, 601, 681, 981} {311, 411, 771, 891} {141, 151, 251, 461} {141, 281, 731, 921}
{561, 661, 791, 961} {141, 471, 691, 901} {111, 301, 391, 451} {191, 201, 231, 941}
{271, 791, 811, 821} {91, 381, 421, 901} {121, 231, 541, 791} {51, 291, 731, 781}
{491, 621, 791, 881} {401, 471, 561, 741} {101, 301, 521, 931} {31, 381, 631, 671}
{201, 251, 361, 771} {01, 491, 721, 861} {721, 751, 771, 921} {191, 331, 521, 701}
{31, 311, 371, 901} {01, 531, 611, 731} {101, 321, 391, 821} {681, 741, 292}
{581, 731, 662} {51, 71, 432}

111

{121, 551, 571, 931} {461, 671, 971, 1041} {551, 701, 861, 1031} {21, 161, 911, 1081}
{51, 781, 991, 1071} {331, 721, 751, 1001} {171, 201, 631, 791} {531, 711, 781, 1021}
{111, 481, 951, 991} {421, 791, 901, 991} {421, 761, 821, 951} {341, 621, 681, 1011}
{231, 591, 611, 711} {141, 331, 481, 551} {21, 131, 181, 311} {11, 271, 851, 881}
{291, 341, 421, 691} {01, 111, 321, 821} {91, 531, 981, 1081} {111, 681, 961, 981}
{41, 161, 581, 591} {61, 71, 161, 391} {01, 351, 501, 701} {01, 61, 201, 521}
{91, 131, 271, 581} {51, 281, 741, 751} {101, 951, 352} {411, 881, 492}
{971, 1011, 422}.
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表 A.1 码长满足 𝑛 ≡ 0 (mod 3)的小码基码字。

𝑛 基码字

123

{321, 341, 1151, 1181} {401, 601, 851, 1111} {121, 401, 611, 1171} {01, 681, 1191, 1221}
{561, 811, 1161, 1211} {251, 551, 1041, 1191} {521, 591, 1111, 1151} {171, 261, 931, 1071}
{301, 321, 801, 1111} {231, 301, 871, 1191} {221, 971, 1021, 1141} {91, 431, 1051, 1161}
{371, 561, 841, 1031} {131, 221, 461, 561} {101, 161, 281, 411} {501, 801, 861, 991}
{131, 171, 541, 1191} {701, 721, 781, 851} {361, 561, 741, 1091} {31, 201, 321, 581}
{311, 591, 821, 831} {61, 421, 901, 1001} {201, 281, 661, 821} {171, 571, 621, 941}
{291, 701, 861, 971} {41, 151, 361, 391} {31, 331, 561, 661} {61, 141, 281, 1151}
{91, 101, 541, 631} {211, 471, 62} {411, 841, 612} {211, 831, 1222}

表 A.2 码长满足 𝑛 ≡ 1 (mod 3)的小码基码字。
𝑛 基码字

16
{𝟐𝟏, 𝟔𝟏, 𝟏𝟎𝟏, 𝟏𝟒𝟏} {𝟑𝟏, 𝟕𝟏, 𝟏𝟏𝟏, 𝟏𝟓𝟏} {𝟎𝟏, 𝟒𝟏, 𝟖𝟏, 𝟏𝟐𝟏} {𝟏𝟏, 𝟓𝟏, 𝟗𝟏, 𝟏𝟑𝟏}
{01, 71, 101, 131} {01, 91, 141, 151} {21, 71, 122} {11, 101, 32}
{01, 31, 52} {01, 11, 22}

19 {01, 21, 51, 151} {01, 11, 82}
22 {11, 31, 91, 101} {31, 51, 61, 141} {11, 111, 181, 211} {11, 21, 41, 171}

{01, 161, 102} {11, 51, 82} {31, 81, 122}

25

{𝟒𝟏, 𝟏𝟎𝟏, 𝟏𝟔𝟏, 𝟐𝟐𝟏} {𝟓𝟏, 𝟏𝟏𝟏, 𝟏𝟕𝟏, 𝟐𝟑𝟏} {𝟎𝟏, 𝟔𝟏, 𝟏𝟐𝟏, 𝟏𝟖𝟏} {𝟏𝟏, 𝟕𝟏, 𝟏𝟑𝟏, 𝟏𝟗𝟏}
{𝟐𝟏, 𝟖𝟏, 𝟏𝟒𝟏, 𝟐𝟎𝟏} {𝟑𝟏, 𝟗𝟏, 𝟏𝟓𝟏, 𝟐𝟏𝟏} {11, 81, 101, 231} {01, 81, 151, 161}
{71, 101, 151, 171} {31, 131, 171, 181} {51, 91, 201, 241} {01, 41, 71, 241}
{81, 91, 121, 221} {61, 81, 111, 191} {01, 171, 222} {21, 231, 122}
{31, 81, 72} {41, 211, 52} {121, 131, 152} {101, 191, 142}

31 {01, 21, 81, 201} {01, 51, 141, 211} {01, 11, 42}

34
{191, 241, 271, 311} {41, 221, 241, 291} {21, 171, 271, 291} {11, 141, 181, 331}
{21, 31, 151, 211} {01, 11, 101, 111} {11, 51, 71, 291} {51, 121, 212}
{61, 281, 252} {111, 281, 142}

40

{41, 121, 151, 271} {221, 251, 331, 371} {31, 111, 121, 171} {41, 161, 171, 301}
{𝟎𝟏, 𝟏𝟎𝟏, 𝟐𝟎𝟏, 𝟑𝟎𝟏} {𝟏𝟏, 𝟏𝟏𝟏, 𝟐𝟏𝟏, 𝟑𝟏𝟏} {41, 201, 381, 391} {21, 61, 181, 391}
{01, 61, 291, 381} {11, 21, 151, 191} {81, 151, 171, 331} {131, 191, 321, 341}
{201, 371, 22} {61, 351, 112} {261, 351, 332} {91, 161, 122}

表 A.3 码长满足 𝑛 ≡ 2 (mod 3)的小码基码字。
𝑛 基码字

20

{𝟎𝟏, 𝟔𝟏, 𝟏𝟐𝟏, 𝟏𝟖𝟏} {𝟏𝟏, 𝟕𝟏, 𝟏𝟑𝟏, 𝟏𝟗𝟏} {𝟐𝟏, 𝟖𝟏, 𝟏𝟒𝟏, 𝟐𝟎𝟏} {131, 181, 221, 301}
{61, 111, 291, 301} {21, 51, 101, 291} {121, 131, 251, 281} {51, 161, 201, 281}
{21, 31, 161, 191} {01, 21, 91, 281} {01, 31, 101, 111} {51, 241, 152}
{271, 291, 132} {01, 221, 202} {𝟐𝟒𝟐, 𝟐𝟓𝟐} {𝟑𝟎𝟐, 𝟑𝟏𝟐}

23

{101, 131, 201, 211} {61, 111, 121, 181} {𝟏𝟓𝟏, 𝟏𝟕𝟏, 𝟏𝟗𝟏, 𝟐𝟏𝟏} {61, 91, 101, 191}
{31, 141, 181, 191} {11, 91, 151, 181} {31, 91, 201, 221} {01, 71, 181, 201}
{11, 31, 81, 101} {51, 71, 101, 151} {21, 71, 131, 141} {21, 41, 61, 211}
{151, 221, 22} {31, 151, 62} {101, 141, 42} {11, 221, 02}
{71, 191, 82} {𝟏𝟓𝟐, 𝟏𝟔𝟐} {𝟐𝟏𝟐, 𝟐𝟐𝟐}

26

{𝟑𝟏, 𝟗𝟏, 𝟏𝟓𝟏, 𝟐𝟏𝟏} {𝟒𝟏, 𝟏𝟎𝟏, 𝟏𝟔𝟏, 𝟐𝟐𝟏} {𝟓𝟏, 𝟏𝟏𝟏, 𝟏𝟕𝟏, 𝟐𝟑𝟏} {𝟎𝟏, 𝟔𝟏, 𝟏𝟐𝟏, 𝟏𝟖𝟏}
{𝟏𝟏, 𝟕𝟏, 𝟏𝟑𝟏, 𝟏𝟗𝟏} {𝟐𝟏, 𝟖𝟏, 𝟏𝟒𝟏, 𝟐𝟎𝟏} {41, 121, 191, 251} {01, 101, 191, 201}
{91, 121, 161, 171} {81, 171, 181, 251} {41, 61, 81, 91} {31, 41, 171, 241}
{71, 91, 201, 241} {21, 51, 91, 181} {21, 71, 101, 211} {11, 211, 122}
{01, 171, 12} {11, 51, 222} {51, 71, 142} {51, 191, 32}
{201, 221, 172} {𝟐𝟒𝟐, 𝟐𝟓𝟐}

29
{61, 141, 161, 281} {21, 81, 171, 241} {31, 161, 191, 251} {21, 31, 61, 71}
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表 A.3 码长满足 𝑛 ≡ 2 (mod 3)的小码基码字。

𝑛 基码字
{01, 21, 191, 271} {11, 131, 141, 171} {121, 181, 02} {11, 211, 82}
{91, 261, 72} {𝟐𝟕𝟐, 𝟐𝟖𝟐}

32

{𝟎𝟏, 𝟔𝟏, 𝟏𝟐𝟏, 𝟏𝟖𝟏} {𝟏𝟏, 𝟕𝟏, 𝟏𝟑𝟏, 𝟏𝟗𝟏} {𝟐𝟏, 𝟖𝟏, 𝟏𝟒𝟏, 𝟐𝟎𝟏} {131, 181, 221, 301}
{61, 111, 291, 301} {21, 51, 101, 291} {121, 131, 251, 281} {51, 161, 201, 281}
{21, 31, 161, 191} {01, 21, 91, 281} {01, 31, 101, 111} {51, 241, 152}
{271, 291, 132} {01, 221, 202} {𝟐𝟒𝟐, 𝟐𝟓𝟐} {𝟑𝟎𝟐, 𝟑𝟏𝟐}

38
{121, 151, 161, 281} {101, 161, 171, 241} {71, 121, 221, 271} {51, 91, 171, 191}
{01, 21, 131, 191} {𝟎𝟏, 𝟗𝟏, 𝟏𝟖𝟏, 𝟐𝟕𝟏} {51, 371, 162} {321, 361, 292}
{𝟑𝟔𝟐, 𝟑𝟕𝟐}

41

{61, 251, 291, 391} {111, 151, 201, 251} {101, 171, 361, 401} {171, 321, 341, 351}
{01, 21, 81, 91} {101, 191, 271, 381} {21, 141, 241, 271} {01, 41, 61, 271}
{41, 101, 151, 221} {71, 211, 62} {101, 131, 232} {201, 281, 42}
{𝟑𝟗𝟐, 𝟒𝟎𝟐}

50
{𝟎𝟏, 𝟏𝟐𝟏, 𝟐𝟒𝟏, 𝟑𝟔𝟏} {𝟏𝟏, 𝟏𝟑𝟏, 𝟐𝟓𝟏, 𝟑𝟕𝟏} {141, 201, 251, 361} {21, 171, 311, 471}
{281, 351, 371, 451} {171, 241, 371, 431} {231, 271, 361, 441} {01, 21, 201, 231}
{51, 61, 101, 201} {231, 481, 222} {261, 491, 32} {𝟒𝟖𝟐, 𝟒𝟗𝟐}

53

{161, 231, 241, 501} {281, 421, 431, 461} {121, 151, 311, 501} {51, 111, 251, 411}
{01, 121, 221, 461} {121, 301, 391, 441} {71, 91, 321, 501} {181, 201, 431, 491}
{01, 281, 291, 511} {01, 61, 171, 211} {01, 81, 131, 521} {51, 71, 161, 461}
{431, 471, 32} {121, 321, 192} {21, 441, 52} {𝟓𝟏𝟐, 𝟓𝟐𝟐}

62

{31, 151, 281, 371} {01, 161, 481, 501} {131, 311, 331, 521} {𝟎𝟏, 𝟏𝟓𝟏, 𝟑𝟎𝟏, 𝟒𝟓𝟏}
{231, 301, 311, 551} {01, 181, 291, 401} {51, 91, 521, 551} {01, 41, 311, 371}
{91, 101, 461, 531} {01, 51, 81, 141} {321, 601, 512} {331, 601, 382}
{𝟔𝟎𝟐, 𝟔𝟏𝟐}

65

{161, 211, 221, 621} {181, 241, 281, 391} {111, 251, 271, 641} {161, 391, 471, 631}
{121, 361, 491, 611} {101, 271, 431, 471} {91, 261, 311, 411} {121, 171, 211, 551}
{71, 201, 591, 621} {11, 91, 161, 231} {21, 111, 121, 311} {281, 371, 551, 561}
{01, 111, 231, 361} {201, 261, 541, 561} {01, 181, 441, 511} {71, 311, 282}
{61, 371, 92} {131, 291, 112} {𝟔𝟑𝟐, 𝟔𝟒𝟐}

74

{𝟏𝟏, 𝟏𝟗𝟏, 𝟑𝟕𝟏, 𝟓𝟓𝟏} {121, 141, 151, 261} {41, 151, 371, 611} {291, 431, 661, 711}
{301, 381, 671, 681} {𝟎𝟏, 𝟏𝟖𝟏, 𝟑𝟔𝟏, 𝟓𝟒𝟏} {441, 571, 611, 691} {61, 261, 471, 571}
{41, 81, 311, 481} {41, 231, 281, 431} {01, 61, 161, 691} {31, 161, 591, 661}
{101, 171, 551, 571} {361, 731, 622} {91, 721, 152} {𝟕𝟐𝟐, 𝟕𝟑𝟐}

77

{331, 511, 531, 721} {231, 351, 621, 721} {181, 241, 281, 431} {251, 301, 651, 761}
{231, 301, 461, 571} {201, 241, 481, 701} {121, 621, 671, 751} {311, 321, 331, 651}
{61, 181, 191, 671} {11, 141, 381, 681} {11, 471, 501, 651} {11, 111, 311, 431}
{101, 191, 421, 571} {31, 101, 141, 451} {61, 291, 351, 511} {51, 71, 581, 641}
{11, 41, 321, 451} {81, 661, 691, 741} {371, 541, 452} {431, 641, 502}
{501, 671, 312} {𝟕𝟓𝟐, 𝟕𝟔𝟐}

86

{421, 531, 731, 751} {𝟎𝟏, 𝟐𝟏𝟏, 𝟒𝟐𝟏, 𝟔𝟑𝟏} {01, 41, 491, 731} {61, 221, 311, 811}
{211, 591, 691, 771} {201, 231, 561, 751} {01, 521, 531, 571} {241, 361, 441, 711}
{11, 61, 131, 201} {51, 281, 501, 521} {41, 321, 381, 781} {491, 501, 651, 791}
{01, 131, 541, 711} {61, 291, 321, 731} {201, 841, 22} {491, 851, 552}
{𝟖𝟒𝟐, 𝟖𝟓𝟐}

89

{551, 621, 641, 811} {271, 321, 371, 881} {371, 511, 651, 871} {171, 401, 551, 861}
{311, 581, 701, 761} {191, 201, 491, 851} {371, 421, 611, 841} {301, 541, 601, 761}
{301, 631, 641, 671} {161, 491, 511, 861} {201, 341, 531, 591} {41, 121, 381, 481}
{161, 261, 721, 751} {121, 271, 561, 861} {121, 351, 441, 791} {141, 651, 771, 851}
{81, 291, 301, 551} {51, 91, 361, 841} {141, 391, 461, 591} {51, 211, 321, 391}
{01, 21, 131, 171} {61, 561, 532} {181, 271, 762} {31, 791, 242}
{𝟖𝟕𝟐, 𝟖𝟖𝟐}

98

{131, 711, 721, 751} {281, 801, 851, 951} {201, 421, 461, 731} {𝟎𝟏, 𝟐𝟒𝟏, 𝟒𝟖𝟏, 𝟕𝟐𝟏}
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附录 A 表3.1–3.2中的码
表 A.3 码长满足 𝑛 ≡ 2 (mod 3)的小码基码字。

𝑛 基码字
{𝟏𝟏, 𝟐𝟓𝟏, 𝟒𝟗𝟏, 𝟕𝟑𝟏} {221, 411, 711, 901} {61, 241, 821, 891} {51, 211, 261, 621}
{31, 171, 531, 591} {261, 401, 721, 821} {281, 451, 621, 631} {351, 461, 671, 871}
{41, 61, 121, 751} {01, 91, 801, 931} {11, 91, 241, 541} {81, 671, 691, 951}
{11, 521, 641, 751} {371, 961, 82} {681, 971, 612} {𝟗𝟔𝟐, 𝟗𝟕𝟐}

101

{241, 381, 431, 501} {261, 501, 721, 841} {321, 491, 931, 1001} {511, 641, 751, 841}
{311, 441, 531, 931} {221, 591, 771, 781} {171, 521, 641, 731} {141, 251, 551, 841}
{311, 331, 341, 481} {341, 351, 721, 801} {291, 361, 421, 721} {221, 581, 631, 831}
{01, 211, 721, 891} {151, 171, 431, 471} {101, 421, 601, 641} {541, 591, 651, 791}
{201, 431, 591, 921} {01, 161, 731, 831} {61, 131, 411, 661} {81, 371, 561, 841}
{11, 161, 401, 671} {51, 71, 131, 471} {31, 61, 371, 601} {21, 61, 701, 991}
{441, 471, 02} {291, 441, 82} {761, 841, 942} {𝟗𝟗𝟐, 𝟏𝟎𝟎𝟐}

113

{581, 911, 951, 1011} {101, 291, 451, 1001} {121, 341, 811, 871} {571, 721, 1011, 1091}
{601, 641, 711, 1061} {221, 491, 1071, 1091} {181, 421, 651, 1011} {01, 621, 941, 1121}
{321, 461, 521, 771} {591, 601, 741, 1051} {261, 431, 811, 1111} {21, 411, 831, 1041}
{131, 271, 471, 941} {271, 601, 651, 771} {281, 301, 481, 601} {111, 221, 381, 451}
{271, 431, 481, 611} {381, 671, 821, 951} {121, 221, 311, 941} {161, 191, 271, 871}
{71, 291, 621, 871} {91, 351, 581, 941} {171, 601, 681, 871} {51, 101, 551, 671}
{171, 271, 301, 551} {31, 121, 661, 731} {51, 81, 451, 841} {171, 1101, 212}
{931, 941, 952} {471, 711, 12} {𝟏𝟏𝟏𝟐, 𝟏𝟏𝟐𝟐}
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