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ᵢᮽᗍԛ亰࡟ᇂᡆθ俌ݾ㾷᝕䉘ᡇ的ሲᐾ㪑ṯᒪᮏᦾȾ൞ӊᒪ的学Җ中θԌ⭞䀶

Ֆ䓡ᮏ的方ᕅθ䇟ᡇ学ࡦҼའཐȾ᝕䉘㪑㘷ᐾᑜ亼ᡇ䎦р〇研的䚉䐥θ∅жㇽ䇰ᮽԄ

ᙓᜩȽࡦ֒ߏᇂふᰖуٴ⌞ҼԌཝ䠅的ᗹ㹶Ⱦੂ ᰬҕ᝕䉘㪑㘷ᐾ䇟ᡇ৸ࣖҼཐ⅗学

ᵥՐ䇤θᢟཝҼᡇ的㿼䠄Ⱦሲᐾ㋴␧的⨼䇰⸛䇼θᒵ䱊的学〇㿼䠄θћ䉞的⋱学ᘷᓜθ

儎ቐ的ᮢѐ㋴⾔ᰬࡱ᝕ḉ⵶ᡇθᡆѰᡇཱྀਇੇр的࣑ࣞθҕሼᡆѰᡇԀ੄学Җૂ䘳≸

的ⴤḽȾ

ੂᰬҕ㾷᝕䉘⎏⊕ཝ学൞研究⭕学Җᵕ䰪ᨆב的਺类㺛ࣟૂྌ学䠇θԛ਀ᮏ㛨

䜞ᦾҾ的ঐ༡研究⭕学ᵥ᯦Ӱྌૂളᇬྌ学䠇ㅿθ䘏ӑ䜳൞ᖾཝぁᓜрؓ䳒Ҽᡇ的

⭕⍱ૂ〇研ᶗԬθֵ ᡇ㜳ޞᗹᣋޛ学ᵥ研究中Ⱦ

㺭ᗹ᝕䉘⿅ᔰᐾ㤹ཝ学的ᕖ㜒ݹᮏᦾθੂ ⎄ཝ学的ᶞӜᥰঐ༡ૂ⎏⊕ཝ学的ߥ

⏑ঐ༡ㅿȾ൞䘏⇫ᰬ䰪䠂θԌԢ㔏Ҽᡇ䇮ཐ的᤽ሲૂᑤࣟθੂ ᰬᢟኋҼᡇ的⸛䇼䶘θ

൞↚㺞⽰䈐ᥐ的᝕䉘Ⱦ

ᴶ੄,᝕䉘ᡶᴿж⴪ީᗹᡇ的㘷ᐾૂᵁਁ,⢯ࡡ㾷᝕䉘ᡇ的ᇬӰ㔏Ҿᡇ的⨼䀙

ૂ᭥ᤷȾ

⭧ӄ㜳ᰬૂ࣑䰪ᴿ䲆θ䇰ᮽ中ᗻᴿ㕰⛯ૂ䭏䈥ҁ༺θ䈭਺փщᇬ学㘻у੓䎆ᮏέ
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摘要

᪎ 㾷

ժ䳅⵶ԛ䇗㇍ᵰ〇学Ѱԙ㺞的ㅢп⅗ᐛѐ䶟ળ的⠼ਇθਚ㘷的组合ᮦ学䠃᯦❋

ਇ䶈ᱛθ㙂编码⨼䇰ᴪᱥ⧦ԙ䇗㇍ᵰ〇学ૂᮦᆍ䙐ؗᢶᵥ的ṮᗹȾ组合ᮦ学Ƚ䇗㇍ᵰ

⨼䇰ૂᮦᆍ䙐ؗᢶᵥ的研究ሯ䊗䜳ޭᴿ⿱ᮙᙝ䍞θп䰞学〇ҁ䰪ᆎ൞⵶ཟ❬的㚊㌱Ⱦ

൞ᵢㇽ䇰ᮽ中θᡇԢሼԄ组合ᮦ学的㿼䀈࠰ਇ㘹ሕ编码⨼䇰中的几类问题θऻᤢᑮ⭞

的ᴶՎ㓵ᙝ㓖䭏码θ⭫࣑㓵䙐ؗ中的䶔㓵ᙝ㓖䭏码θԛ਀⭞ӄཐ჈։䱨ՠૂؗਭু㕟

᝕⸛的ؗᚥ编码ㅿȾ

൞䇰ᮽ的ㅢж䜞࠼θᡇԢሼ研究њ类Վ㢥㓵ᙝ࠼组㓖䭏码的组合ᶺ䙖方法Ⱦ⭧

ӄ㓵ᙝ码ޭᴿ儎᭾的编码㇍法θᱥ൞ᇔ䱻⭕⍱中ᴶѰᑮ⭞的编码Ⱦ൞ㅢ 2ㄖ中θᡇԢ

ሼኋ⽰࡟⭞ᐤ䳼的䖞䚉⸟䱫ᶛᶺ䙖㓵ᙝ码码䬴的ᜩ法Ⱦ䘏ж方法ᱥ਍ࡦ DingㅿӰ

Ԅᐤ䳼ᶺ䙖ᗠ⧥码ԛ਀ Landerֵ⭞ީ㚊㔉ᶺᗍࡦᆆ⁗码ㅿ⴮ީᐛ֒的੥ਇ㙂㧭ᗍ

的Ⱦ൞䘏жㄖ中θᡇԢሼԄޭᴿ㍖ᮦ䱬ঀ↙ࡏ㠠ੂᶺ㗚的ᗠ⧥ᐤ䳼࠰ਇθ研究ެީ㚊

⸟䱫൞ੂᶺ֒⭞с的䖞䚉ᖘᡆ的࠼ඍ䱫ࡍȾ࡟⭞䱫ࡍ的 Smithḽ߼ශ中的у਎ഖᆆ

ᓅ࠼ࡍᐹ᛻߫θᡇԢԄ䖞䚉⸟䱫中䘿਌䘸ᖉ的㺂グ䰪ᓅࡍᶺ䙖㓵ᙝ码码䬴Ⱦᖾཐׁ

ᆆ䜳ᱴ⽰θ䘏жᶺ䙖方法ᗍࡦ的码䬴中ऻ੡Ҽ䇮ཐ䗴ࡦ਺〃⨼䇰р⮂的ᴶՎ㓵ᙝ码Ⱦ

ռ䚍៴的ж⛯ᱥθр䘦方法ᶺ䙖的㓵ᙝ码ужᇐؓᤷᗠ⧥ᙝθഖ↚ެ䀙码གྷᵸ

ᓜਥ㜳䖹儎ȾѰҼށᵃ䘏ж㕰⛯θᡇԢሼ൞ㅢ 3ㄖ中研究ж类ਥԛ䙐䗽ؗᚥՖ䙈ㅿ

䘣ԙ㇍法ᘡ䙕䈇码的࠼组㓵ᙝ㓖䭏码θ঩քᇼᓜཽڬṗ僂码δLDPC码εȾ䘏ᱥж类ᙝ

㜳䶔ᑮ᧛䘇 Shannonᶷ䲆的ླ码θᐨ㔅൞ᖉࢃ਺〃ᴶ᯦的䙐ؗḽ߼中খᦤѱሲ൦փȾ

䙐䗽ሯะӄᗠ⧥㗚р的ᐤ⸟䱫޻的ݹ㍖䘑㺂ӂݹ⸟䱫ᮙᐹθᡇԢਥԛ㧭ᗍ↙ࡏ的ᤕ

ᗠ⧥քᇼᓜṗ僂⸟䱫Ⱦфᮽ⥤中Ԅެᆹ组合㔉ᶺᗍࡦ的码䘑㺂∊䖹੄ਇ⧦θᡇԢ的

方Ṿ൞ᙝ㜳рфࢃӰ㔉᷒䶔ᑮ᧛䘇θռޭᴿᴪཝ的⚫⍱ᙝθਥԛ䘿᤟的৸ᮦᴪᒵȾ

ㅢ 4ㄖૂㅢ 5ㄖж䎭ᶺᡆҼ䇰ᮽ的ㅢӂ䜞࠼ȾᡇԢሼ൞ެ中䇞䇰൞⭫࣑㓵䙐ؗ

ᢶᵥ中ޭᴿ䠃㾷ᓊ⭞的њ类䶔㓵ᙝ࠼组㓖䭏码θᆹԢࡡ࠼ᱥ㖤ᦘ码ૂᑮ䠃གྷ合码θެ

中੄㘻ਥԛⵁ֒ᱥࢃ㘻的᧞ᒵᖘᕅȾᖉ❬θ䘏њ类编码൞ެᆹ亼ตҕ䜳ޭᴿᒵ⌑的

ᓊ⭞Ⱦⴤީࢃӄ㖤ᦘ码的研究䘑ኋ䶔ᑮ㕉មθӁᇔрθᡇԢਠ㜳ᶺ䙖࠰ᴶቅ䐓⿱у䎻
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䗽 3的ᴶՎ㖤ᦘ码Ⱦ㙂ሯӄж㡢的䐓⿱ᶗԬθީ ӄެ码ᆍѠᮦ的рс⮂զ䇗䜳ᱥᶷ

ެദ䳴的Ⱦ൞ㅢ 4ㄖ䠂θᡇԢ䙐䗽ሼ㖤ᦘ码ሯᓊࡦ Cayleyഴр的京⛯⤢㄁䳼θԄ㙂࡟

⭞ഴ䇰中的方法ሯ码ᆍᮦⴤ的с⮂䘑㺂զ䇗Ⱦ൞⑆䘇ᝅѿсθ঩ᖉ码䮵 n䏁ӄᰖキ

ᰬθᡇԢ的㔉᷒ሼՖ㔕的 Gilbert–Varshamovශс⮂ᨆ儎Ҽ Ω(ln(n))كȾ

ㅢ 5ㄖ中ሼ᧘䇞的ᑮ䠃གྷ合码θਥԛⵁ֒㖤ᦘ码᭴ᶴҼ∅Ѡᆍ∃ਠ㜳൞码ᆍ中

ᑮ䠃ݹ的᧞ᒵᖘᕅχਜж方䶘θᆹҕਥԛ㻡ⵁ֒ᱥՖ㔕的ӂࡦж⅗䘏жᶗԬ੄ᗍ⧦࠰

码的ж类ᢟኋȾԄӂॷь㓠ғॷᒪԙ੄ᵕԛᶛθӰԢᢃ䙆⑆ኋᔶީӄᴶՎᑮ䠃གྷ合

码的㌱㔕ᙝ研究Ⱦެ 中 CheeㅿӰӄ 2008ᒪ⺤ᇐ࠰Ҽ䠃䠅Ѱ 3ᰬθᡶᴿ䮵ᓜૂ䐓⿱

的ᴶՎпݹᑮ䠃གྷ合码ᡶ੡的码ᆍѠᮦȾ൞䘏жㄖ中θᡇԢሼᔬ㔣ࢃӰ的ᐛ֒θ࡟⭞

ਥ࠼组码ԛ਀਺〃组合䇴䇗中的䙈ᖈ方法θᇂޞᶺ䙖࠰䠃䠅Ѱ 4ъᴶቅ䐓⿱Ѱ 5ᰬθ

ᡶᴿ䮵ᓜ的ᴶՎпݹᑮ䠃གྷ合码Ⱦ

ԛрњѠ䜞࠼中研究的几类编码θ䜳ኔӄؗ䚉编码中的࠼组㓖䭏码Ⱦ㙂൞䇰ᮽ

的ᴶ੄ж䜞࠼θ঩ㅢ 6ㄖૂㅢ 7ㄖ中θᡇԢሼᣀީ⌞⛯䖢〱ࡦњ类ؗᚥ编码问题рȾ

ѰҼᓊሯᮦᆍཐ჈։޻ᇯ的ⴍ⡾ૂ㈗᭯ㅿ问题θж〃䙐㺂的方法ᱥੇ䘏ӑ޻ᇯ中

ᎂޛᮦᆍ᤽㓯ȾռᲤ䙐的᤽㓯ਠ㜳䘳䑠ঋѠ䶔法⭞ᡭθ㙂ሯӄ合䉁⣥㖠ᰖ㜳Ѱ࣑Ⱦ

ㅢ 6ㄖᡶ㘹㲇的ਥ࠼码ቧᱥ൞䘏ж㜂Ქс⭧ ChengㅿӰᨆ࠰的θᆹਥԛ⭞ᶛᣫᣍ合

䉁⣥㖠中ᴶѰᑮ㿷的ᒩൽ᭱࠱⁗ශȾi ㄖ中研究Ҽᕰᓜ t = 2ᰬθਥ࠼码的рс⮂问

题ȾᡇԢ࡟⭞ආḽ࠼组的ᜩ法θཝᑻ᭯䘑ҼࢃӰᨆ࠰的р⮂Ⱦ⢯ࡡ的θᖉਥ࠼码ᱥж

Ѡ㓵ᙝ码ᰬθެ р⮂ਥԛ㻡䘑ж↛䲃քθᒬъᡇԢሼ࡟⭞↙Ӛ㺞ᶺ䙖࠰Ҽ䗴ࡦ䘏жр

⮂的㓵ᙝਥ࠼码Ⱦਜж方䶘θᡇԢֵࡡ࠼⭞Ᾰ⦽方法ૂ Stein–Lovászᇐ⨼θᗍࡦҼਥ

码的жӑс⮂㔉᷒Ⱦެ࠼ 中θ൞码䮵രᇐ㙂ᆍ∃㺞ཝቅ䏁ੇᰖキ的䘏ж⑆䘇ᝅѿсθ

码的ཝቅૂᡇԢ᭯䘑੄的р⮂ޭᴿ⴮ੂ的䱬Ⱦ࠼的ਥࡦж方法ᗍࢃ⭧

൞ㅢ 7ㄖ中θᡇԢኋ⽰Ҽֵ⭞ԙᮦᴨ㓵ᶺ䙖ু㕟᝕⸛⸟䱫的方法Ⱦু 㕟᝕⸛⨼

䇰研究ྸ֋Ԅᶷቇ⅗ᮦ的⎁䠅㔉᷒中ᚘགྷ࠰৕ခ的〶⯅ؗਭθ䘏ж䗽ぁҕਥԛ㻡⨼

䀙ᡆᇔᮦตр的ؗⓆ编码问题Ⱦ਍ࡦ DeVoreᜩ法的੥ਇθᡇԢԄᴿ䲆ตр的ԙᮦᴨ

㓵࠰ਇθ࡟⭞䲚ᆆ的 Riemann–Rochグ䰪޻ᡶᴿ࠳ᮦ൞ᴨ㓵的жӑᴿ⨼⛯༺的਌ٲθ

ᶺ䙖࠰合䘸的ӂݹ᝕⸛⸟䱫Ⱦ䙐䗽䘿਌䘸ᖉ的৸ᮦθDeVoreᶺ䙖的⸟䱫ҕਥԛ⭧ᡇ
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Ԣ的方法㔏࠰Ⱦᮦٲ⁗ᤕҕᱴ⽰θᖉ⸟䱫㿺⁗䖹ቅᰬθᡇԢ的⸟䱫ૂᐨ⸛ᴶՎ的䳅ᵰ

Gauss⸟䱫൞ؗਭᚘགྷᙝ㜳р⴮ᐤуཝȾ

ީ䭤䈃φ编码⨼䇰θCayleyഴθᐤ䳼θᐤ⸟䱫θԙᮦᴨ㓵θքᇼᓜཽڬṗ僂码θ⤢㄁

䳼θᾸ⦽方法θਥ࠼码θStein–Lovászᇐ⨼θু 㕟᝕⸛θ㖤ᦘ码θ组合ᮦ学
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Abstract

Abstract

Along with the outbreak of the third industrial revolution, combinatorics enjoyed a

great resurgence. It studies the discrete objects as computer science and digital commu-

nication technology do. Meanwhile, coding theory plays a fundamental role in the latter

two fields. In this dissertation, we will study several topics in coding theory from a com-

binatorial point-of-view. These problems include the optimal linear error-correcting block

codes, the nonlinear block codes used in powerline communications, the separable codes

designed to prevent collusion attacks for digital fingerprintings, and the sparse signal sam-

pling in compressed sensing theory.

In the first part, wewill investigate two kinds of optimal linear codes. Due to the highly

efficient encoding algorithms, linear codes are the most commonly used coding schemes in

daily lives. In Chapter 2, we will present how to construct submodule code chains from the

orbit matrices of difference sets. Our idea comes from Ding’s and Lander’s works. They

studied the cyclic codes from difference sets and the submodule codes from incidence struc-

tures, respectively. In this chapter, we will begin with the cyclic difference sets possessing

a semi-regular automorphism of a prime order and investigate the orbits of incidence ma-

trices under this automorphism. Using information about invariant factors of the Smith

normal forms of orbit matrices, submodule code chains are obtained. A lot of examples

will demonstrate that our resultant codes are optimal since their minimum Hamming dis-

tances can reach some theoretical upper bounds of linear codes. However, a weakness of

these codes is that they usually do not remain the cyclic property. Therefore, the decoding

complexity of them will be potentially higher.

To overcome this drawback, we will consider a class of linear codes with highly effi-

cient encoding and decoding algorithms in Chapter 3, namely the low-density parity-check

(LDPC) codes. These codes can be effectively decoded with recursive methods such as

message-passing algorithms. LDPC codes play important roles in almost every modern

VII
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communication standard since their performances are extremely close to the Shannon limit.

Based on the binary dispersion of entries in difference matrices over a cyclic group, we

will get regular LDPC codes with quasi-cyclic property which can be equipped with even

faster encoding and decoding algorithms. Comparing with those from other combinatorial

structures in literature, our codes are equally well in the performance and with much more

flexibility on parameters.

The second part consists of Chapters 4 and 5. Our focuses are two classes of nonlinear

error-correcting codes widely used in powerline communications, namely the permutation

codes (PCs) and the constant-composition codes (CCCs). We remark that both codes have

been found to have important applications in other areas as well. The researches on PCs

went very slow. In fact, we only know how to construct optimal PCs with minimum Ham-

ming distance no larger than 3. For the general distances, even the good upper or lower

bounds on code sizes are difficult to get. In Chapter 4, we will provide a lower bound of

PCs via graph theory. To be specific, we shall establish a connection between PCs and in-

dependent sets of a well-chosen Cayley graph. The lower bound of PCs then comes along

with analysis of independence number of the graph. Our result asymptotically improves

the classical Gilbert–Varshamov bound with a factor of Ω(ln(n)) with distance d fixed and

code length n going to infinity.

Chapter 5 is dedicated to constant-composition codes. These codes can be regarded as

a relaxation of PCs by loosening the requirement that every symbol occurs exactly once in

each codeword. They can also be regarded as a generalization of classical binary constant-

weight codes. The systematic study of CCCs only began in late 1990s. Today, the problem of

determining themaximum size of a CCC constitutes a central problem in their investigation.

In 2008, Chee et al. completely solved the case of ternary CCCs with weight 3. In this

chapter, we will follow their work and construct optimal ternary CCCs with weight 4 and

distance 5 for all lengths. Ourmain tools are group divisible codes and several combinatorial

recursive methods.

All codes in the above two parts belong to the category of channel coding. In the last

VIII



Abstract

part, we shall switch our attention to some coding problems in information theory. In or-

der to fight against the pirates of multimedia contents, digital fingerprintings are embedded

to all legitimate distributions. Moreover, if we want to defend the collusion attacks, these

fingerprintings have to be delicately encoded. Separable codes (SCs) in Chapter 6 were in-

troduced by Cheng and Miao to resist the averaging attack which is the most common col-

lusion mode. We will investigate the upper and lower bound of SCs for strength two in this

chapter. By grouping coordinates, we can tremendously cut down the known upper bound.

On the special case that an SC coincidences with a linear vector space over a finite field,

the upper bound can be further reduced. Linear SCs matching this bound are constructed

via orthogonal arrays as well. On the other hand, probabilistic method and Stein–Lovász

theoremwill be applied to obtain the lower bounds of SCs.When we fix the code length and

let the alphabet size go to infinity, codes from probabilistic method share the same order to

the upper bound we have just derived.

Lastly, we present a way to acquire good compressed sensing matrices from algebraic

curves over finite fields in Chapter 7. The theory of compressed sensing studies the problem

of recovering sparse signals from outcomes of a small number (comparing to the signal

length) ofmeasurements. This setup can be easily restated in the language of a source coding

problem. Inspired by DeVore’s method based on polynomials over finite fields, we will start

with the algebraic curves. By evaluating the values of functions in the Riemann–Roch space

of a divisor at some rational points of the curve, binary sensing matrices are constructed.

With a proper choice of parameters, DeVore’s results are included in our scheme as a special

case. Numerical simulations will also show that our matrices are equally as good as the best

known random Gaussian matrices when the signals are not too long.

Keywords: algebraic curves, Cayley graph, coding theory, combinatorics, com-

pressed sensing, difference matrices, difference sets, independent sets, low-density

parity-check codes, permutation codes, probabilisticmethods, separable codes, Stein–

Lovász theorem
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绪论

1 㔠䇰

1.1 组合ᮦ学ф编码⨼䇰

1.1.1 组合ᮦ学

组合ᮦ学δCombinatoricsεθᱥж䰞ᰘਚ㘷৾ᒪ䖱的ᮦ学࠼᭥Ⱦᖉࢃь⮂р的䇮

ཐ组合学ᇬ䜳䇚Ѱ中ളᱥ组合ᮦ学的ਇⓆ൦Ⱦׁ ྸ㓜൞ࢃݹޢ 2200ᒪ的᱉㔅рθቧ

ᴴᨅ㔎Ҽᦤ䈪ᱥࡱ⭱൞哺⋩䠂⾔嗕㜂р的њѠᮦᆍ䞃㖤ഴθ঩⍑Ҝф⋩ഴȾ

ᵢь㓠 50ᒪԙԛᶛθ⭧ӄᮦᆍ䳼ᡆ⭫䐥的䗻⥑ਇኋθᑜࣞҼԛ⿱ᮙ䠅Ѱؗᚥ༺

⨼ሯ䊗的ᮦᆍ⭫ᆆ䇗㇍ᵰᢶᵥ的伔䏹ਇኋθ׹䘑ҼԛᮦᆍؗਭѰՖ䗉ሯ䊗的䙐ؗᢶ

ᵥ的ᰛⴀުⴑȾ൞䘏〃ᶗԬсθԛ研究⿱ᮙሯ䊗൞਺〃㓜ᶕᶗԬс的ᆿᧈф䞃㖤问

题的组合ᮦ学θ㻡䎁ҾҼ᯦的Աࣗૂ޻ᇯθᐨ㔅ᡆѰ␧਍ӰԢ䠃㿼的ж䰞⤢㄁的ᮦ学

㌱θ൞ؗᚥ编ީ࠽᭥Ⱦ组合ᮦ学൞⨼䇰рфᮦ䇰Ƚ䳼合䇰Ƚԙᮦ学ȽᾸ⦽㔕䇗ㅿᴿᇼ࠼

码Ƚ䇗㇍ᵰ〇学Ƚᮦᆍ䙐ؗȽ⢟䍞㔉ᶺȽ⭕⢟䚍ՖᐛぁȽ䈋僂䇴䇗ȽӰᐛᲰ㜳ԛ਀⽴Ր㇗

⨼〇学䇮ཐ亼ต中θ䜳ᴿ䠃㾷的ᓊ⭞Ⱦ

֒Ѱ组合ᮦ学ᶛ䈪θᆹᡶऻ੡的޻ᇯᓊᖉᱥᶷެѦሂ的θ㙂ъሼՐ䳅⵶〇学ᢶᵥ

的ਇኋ㙂уᯣᢟཝᆹ的㤹⮪θ㔏ᆹсжѠ⺤࠽的ᇐѿѰᰬቐᰟȾⴤࢃᮽ⥤中θ䙐ᑮᣀ

组合ᮦ学的޻ᇯ࠼Ѱсࡍп方䶘φ

δ1ε研究Ӂ⢟ᆿᧈ的ᆎ൞ᙝθ঩ᣀж组Ӂ⢟δ䙐ᑮᱥᴿ䲆ѠӁ⢟ε䘑㺂Ḇ〃ᆿᧈθ

ֵҁ┗䏩жᇐ的㓜ᶕᶗԬθ研究䘏〃ᆿᧈᱥੜᆎ൞Ⱦྸ ᷒䘏〃ᆿᧈуᙱᱥਥ㜳ᰬθ䛙

Ѿቧ㾷᷆࠼൞ᙄṭ的δᗻ㾷的Ƚ࠼ݻ的ᡌ࠼ݻъᗻ㾷的εᶗԬсθᢃ㜳㧭ᗍ䘏〃ᆿᧈȾ

δ2εӁ⢟ᆿᧈ的䇗ᮦф࠼类Ⱦྸ ᷒Ḇ〃ᆿᧈᱥਥ㜳的θᡇԢቧਥԛᶛ䇗㇍䘏类ᆿ

ᧈ的ᮦⴤθᡌ㘻᤿жᇐ的৕ࡏሯᆹԢ䘑㺂࠼类Ⱦ

δ3ε研究਺〃ᆿᧈ的ᙝ䍞ȾᖉӰԢᐨ㔅㜳ཕᶺ䙖࠰Ḇ〃ᆿᧈᰬθቧਥԛ䘑ж↛研

究Ḇ〃ᆿᧈ的㔉ᶺф⢯ᙝȾ

Ᾰᤢ的䈪θ组合ᮦ学ቧᱥ研究⿱ᮙӁ⢟δㆶ〦ݹ㍖ε᤿➝жᇐ㿺ࡏ䘑㺂ᆿᧈ的ᆎ

൞ᙝȽʌ 䙖法θԛ਀䇗ᮦȽՎौㅿ方䶘޻ᇯ的ᮦ学࠼᭥Ⱦᆹф⿱ᮙᮦ学Ƚ䳼合䇰Ƚᮦ䇰Ƚ

1
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Ᾰ⦽㔕䇗Ƚԙᮦԛ਀编码⨼䇰ㅿ学〇ᇼ࠽⴮ީȾ൞᯦的ؗᚥᰬԙ中θ组合ᮦ学ᐨ㔅ᡆ

Ѱ䇗㇍ᵰ〇学ਇኋ的жѠуਥࢨ࠼的䜞࠼Ⱦ

1.1.2 编码⨼䇰

编码⨼䇰ᱥᓊ⭞ᮦ学Ƚ䇗㇍ᵰૂ䙐ؗᢶᵥ的Ӛ৿学〇θ൞〇学ᢶᵥ亼ต中θ䎭⵶

䠃㾷的֒⭞Ⱦׁ ྸθ൞ᮦ学рθᆹ׹䘑ҼṲ的ਇኋχ൞䇗㇍ᵰ亼ต中θะӄ编码的ާޢ

ᇼ䫛։㌱䀙ߩҼཝ䠅⭞ᡭ的ᆿޞ䙐ؗ问题χ൞䙐ؗ亼ตθะӄ编码的ؗᚥ㺞⽰δ঩ؗ

Ⓠ编码ε㢸ⴷҼؗ䚉䍺Ⓠθ㙂ؗ䚉编码δ㓖䭏编码εਥԛሯᣍؗ䚉ಠ༦θ䲃քਇሺࣕ⦽θ

ቅཐ⭞ᡭ䰪的ᒨᢦㅿȾṯᦤуੂ的编码ኔᙝθӝ⭕Ҽуੂ的编码ᓊ⭞Ⱦഖ↚θ编码ࠅ

⨼䇰ѱ㾷ऻᤢԛспѠ方䶘的޻ᇯφ

δ1εԛؓ䇷ᮦᆍؗᚥՖ䗉ૂ༺⨼的ਥ䶖ᙝѰⴤ的的ᐤ䭏᧝࡬编码δError-Control

Codingεθ৾ 〦Ѱؗ䚉编码δChannel CodingεȾ

δ2εԛᨆ儎ᮦᆍؗᚥՖ䗉Ƚᆎ۞༺⨼的ᴿ᭾ᙝѰᇍᰞ的ؗⓆ编码δSource

CodingεȾ

δ3εԛ໔ࣖᮦᆍؗᚥՖ䗉Ƚᆎ۞的ᆿޞᙝѰⴤḽ的ᮦᦤࣖᇼ编码δData Encryp-

tionεȾ

䘏п方䶘޻ᇯф䙐ؗ㌱㔕的пཝީ䭤问题θ঩ਥ䶖ᙝȽR ᭾ᙝૂᆿޞᙝᱥ⴮ሯᓊ

的Ⱦᐤ䭏᧝࡬编码ᢶᵥ类ࡡ㑷ཐθᓊ⭞䶘ᒵθ൞р䘦п类编码中খᴿ䖹ཝ的∊ׁȾഖ

↚䙐ᑮֵ⭞的ć编码Ĉ䘏жᵥ䈣θᑮᑮ᤽ᐤ䭏᧝࡬编码䈇码ᢶᵥȾ

䙐ؗ的ⴤ的ᱥ㾷ᣀሯ方䴶㾷的ؗᚥ਀ᰬਥ䶖൦Ֆ䙈㔏ሯ方ȾShannon൞ 1948ᒪ

ਇ㺞的䠃㾷䇰ᮽɅ䙐ؗ的ᮦ学৕⨼Ɇ中 [146]θ俌⅗㌱㔕䱆䘦Ҽ䘏Ѡ问题θᒬъ᤽࠰⛯ሯ

⛯䙐ؗ问题ਥԛ࠼䀙Ѱ⤢㄁的њ䜞࠼Ⱦ俌ݾਇ䘷方ֵ⭞ؗⓆ编码ಞሼؗᚥ䘑㺂编码θ

ᖘᡆ∊⢯⍷χ⨼ᜩ᛻߫сθؗ Ⓠ编码ಞᓊ䈛൞ؓᤷ䏩ཕ߼⺤ᓜ的ࢃᨆсθታ䠅ৱ䲚ᦿ

৕ؗᚥ中的ߍ֏θ㙂⭞ᴶቇ的∊⢯ᮦᶛ㺞⽰࠰䈛ؗᚥȾ᧛сᶛθؗ 䚉编码ಞሯ∊⢯⍷

䘑㺂编码θ␱ࣖржӑߍ֏ؗᚥθ䘏ӑߍ֏∊⢯㔅䗽⢯ࡡԊ㓼的䘿᤟θֵ ᗍ∊⢯⍷൞

Ֆ䗉ᰬ㜳ཕᴶཝ䲆ᓜ൦ሯᣍؗ䚉޻的ಠ༦ᒨᢦȾJ ੄᧛᭬方࡟⭞䈇码ಞሯ᭬ࡦ的∊

⢯⍷䘑㺂䀙䈹࡬θԛᴶཝਥ㜳ᚘགྷ࠰৕ခ的ؗᚥȾ

൞ᐤ䭏᧝࡬㌱㔕中θؗ 䚉编码ᆎ൞⵶ཐ〃ᇔ⧦方ᕅθੂ ᰬؗ䚉编码ҕᴿཐ〃࠼类

方法Ⱦ

2
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δ1ε᤿➝ؗ䚉编码的уੂࣕ㜳θਥԛሼᆹ࠼ѰỶ䭏码δError Detecting Codeεૂ 㓖

䭏码δError Correcting CodeεȾỶ䭏码ӻ㜳Ỷ⎁䭏䈥θׁ ྸ൞䇗㇍ᵰѨਙ䙐ؗ中ᑮ⭞

ṗ僂码ㅿχ㓖䭏码ਥԛ㓖↙䭏䈥θᖉ❬ੂᰬᴿỶ䭏ࣕ㜳θᖉਇ⧦уਥ㓖↙的ڬ的ཽࡦ

䭏䈥ᰬਥԛਇ࠰࠰䭏᤽⽰Ⱦ

δ2ε᤿➝ؗᚥփૂṗ僂փҁ䰪的Ỷ僂ީ㌱θਥԛሼެ࠼Ѱ㓵ᙝ码ૂ䶔㓵ᙝ码Ⱦྸ

᷒ؗᚥփфỶ僂փҁ䰪的ީ㌱Ѱ㓵ᙝީ㌱θ঩┗䏩ж组㓵ᙝ方ぁθ〦Ѱ㓵ᙝ码χੜࡏ

〦Ѱ䶔㓵ᙝ码Ⱦ

δ3ε᤿➝ؗᚥ码ૂݹṗ僂码ݹҁ䰪的㓜ᶕ方ᕅуੂθਥԛ࠼Ѱ࠼组码δBlock

Codeεૂ ভ〥码δConvolutional CodeεȾ൞࠼组码中θ编码੄的码ݹᓅࡍ∅ nփ࠼Ѱж

组θެ 中 kփؗᚥ码ݹθr = n − kѠṗ僂փȾṗ僂码ݹӻфᵢ码ᆍ的ؗᚥ码ݹᴿީχ

ভ〥码ࡏуੂθṗ僂码ݹуռфᵢؗᚥ码ݹᴿީθ㙂ъфࢃ䶘码ᆍ的ؗᚥ码ݹҕᴿ㓜

ᶕީ㌱Ⱦ

δ4ε᤿➝⭞ӄ编码中ֵ⭞的ᆍ∃㺞ཝቅθਥԛ࠼Ѱӂ䘑ؗ࡬䚉编码δӂݹ码εૂ

ཐ䘑ؗ࡬䚉编码δཐݹ码εȾ

䲚Ҽԛрؗ䚉编码的࠼类方法ҁཌθᡇԢ䘎ਥԛ᤿➝ؗᚥݹ൞编码੄ᱥੜؓᤷ

৕ᶛ的ᖘᕅሼެ࠼Ѱ㌱㔕码ૂ䶔㌱㔕码χ᤿➝㓖䭏类ශ的уੂθ࠼Ѱ㓖↙䳅ᵰ䭏䈥码

ૂ㓖↙シਇ䭏䈥码χ᤿➝ؗ䚉编码ᡶ䟽⭞的ᮦ学方法θ࠼Ѱԙᮦ码Ƚ几֋码ૂ㇍ᵥ码

ㅿȾ

1.2 㓵ᙝ㓖䭏码

䇴 QᱥжѠऻ੡ć0Ĉݹ㍖的 q-ݹᴿ䲆䳼θᒬ䇴 nᱥжѠ↙᮪ᮦȾᡇԢሼ Qр的

n䮵ੇ䠅䳼合 Qn 的ᆆ䳼 C 〦Ѱ码θެ 中৸ᮦ n㻡〦Ѱ码的长度δLengthεθ㙂ሼ䳼合

中੡ᴿੇ䠅的Ѡᮦ |C|〦Ѱ码的大小δSizeεȾ码 C中的∅Ѡੇ䠅 x ∈ C㻡〦ѰжѠ码

字δCodewordεθᆹ的 Hamming重量 wt(x)㻡ᇐѿѰެ中䶔䴬փ㖤的ᮦⴤȾњѠуੂ

码ᆍ x,y ∈ C ҁ䰪的 Hamming距离 d(x,y)ᱥެ਌ٲуੂ的փ㖤的ᮦⴤȾ码 C 的最

小 Hamming重量ᱥ wt(C) = min{wt(x) | x ∈ C \ {0}}θެ 中 0ᱥޞ䴬ੇ䠅χ㙂码 C

的最小 Hamming距离ᱥ d(C) = min{d(x,y) | x,y ∈ C,x ̸= y}ȾᡇԢҕሼ Hamming

䠃䠅ф Hamming䐓⿱ㆶ〦Ѱ重量ф距离Ⱦ
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⢯ࡡ的θྸ ᷒ሼᆍ∃㺞 Q਌֒ḆѠ qݹᴿ䲆ต Fqθެ 中 qᱥжѠ㍖ᮦᑸθᒬъ码

C ᶺᡆҼੇ䠅グ䰪 Fn
q 中的жѠ k-㔪㓵ᙝᆆグ䰪δ0 ≤ k ≤ nεθ䛙ѾᡇԢ〦 C ᱥ䲆ต

ต Fq р的жѠ[n, k]q 线性码Ⱦ⌞ᝅࡦθሯӄжѠ㓵ᙝ码θᆹ的ᴶቅ䠃䠅ૂᴶቅ䐓⿱ᙱ

ᱥ⴮ㅿ的θഖ↚ᡇԢሼуࣖ߃ԛ॰࠼Ⱦྸ ᷒жѠ [n, k]q 㓵ᙝ码的ᴶቅ䐓⿱Ѱ dθ䛙Ѿ

ሼެ䇦֒ [n, k, d]q 码Ⱦ

㓵ᙝ码䖹ҁӄ䶔㓵ᙝ码ᴶཝ的ՎࣵᱥᆹԢ的编码གྷᵸᓜ䖹քȾᡇԢሼ൞ᵢᮽ中

俌ݾ䇞䇰Ԅ组合䇴䇗㔉ᶺ中ᶺ䙖ླ࠰的㓵ᙝ码的жӑᜩ法Ⱦᖉ❬θީ ӄӶѾᱥćླ

码Ĉ的㿸⛯уታ⴮ੂȾ⭧ӄ∅Ѡ [n, k, d]q 㓵ᙝ码䜳ਥԛ⭞ӄ㓖↙ؗ䚉Ֆ䗉䗽ぁ中ਇ

⭕的Աᝅ ⌊d/2⌋Ѡ䭏䈥θᡇԢ〦жѠ [n, k, d]q 码ᱥ最优的θྸ ᷒ᆹ的ᴶቅ䐓⿱䗴ࡦҼ

ᡶᴿ [n, k]q 码中的ᴶཝٲȾ൞ㅢ 2ㄖ中θᡇԢሼᨆ࠰жѠԄᐤ䳼࠰ਇᗍࡦ㓵ᙝ码码

䬴的方法Ⱦ䇮ཐׁᆆ䜳ᱴ⽰࠰䘏ṭᶺ䙖的㓵ᙝ码中ᴿᖾཐᱥᴶՎ的Ⱦਜж方䶘θᡇԢ

ҕਥԛԄᇔ⭞䀈ᓜⵁθሼ䛙ӑޭᴿք䈇码གྷᵸᓜθᒬъ码⦽᧛䘇 Shannon⮂的㓵ᙝ码

〦Ѱླ码θքᇼᓜཽڬṗ僂码δLow-Density Parity-Check CodeθLDPC码εቧᱥެ中的

ԙ㺞Ⱦ൞ㅢ 3ㄖθ组合䇴䇗⨼䇰中的ᐤ⸟䱫ሼ㻡⭞ᶛᶺ䙖䘏ṭ的ӂݹ LDPC码的ṗ

僂⸟䱫Ⱦ

1.2.1 㓵ᙝ码码䬴фᗠ⧥ᐤ䳼

൞ᮦᆍ䙐ؗ中θᗠ⧥码δCyclic Codeεᱥж类䠃㾷的㓖䭏码Ⱦታ㇗ᗠ⧥码的㓖䭏

㜳࣑ᒬуᱥᴶླ的θռ⭧ӄᆹԢޭᴿ儎᭾的编码䈇码㇍法㙂㻡ᒵ⌑ᓊ⭞ӄᮦᦤᆎ۞

㌱㔕ૂᮦᆍ䙐ؗ㌱㔕中 [38,77,179]Ⱦ൞ᐨ⸛的ᗠ⧥码ᶺ䙖方法中θδᗠ⧥εᐤ䳼਀⴮ީᓅ

ᡆѰᴶՎૂ䘇ղᴶՎᗠ⧥码的жѠ䠃㾷的ᶛⓆࡍ [6,59,134,142,151,182,192]Ⱦਜж类൞࠼组

㓵ᙝ㓖䭏码的研究中ਇᥛᐞཝ䍗⥤的ᱥ਺〃组合㔉ᶺ的ީ㚊⸟䱫θׁ ྸ Tonchev的

щ㪍中ቧኋ⽰Ҽ䇮ཐ䘏ṭ的ᶺ䙖方法 [172]ȾLanderҕᰟ൞ 1983ᒪᨆ࠰ҼԄሯ〦䇴䇗

ᶺ䙖жࡍ㓵ᙝ码的ᜩ法 [114]ȾӰԢ䘎ਇ⧦ޭᴿ㍖ᮦ䱬ঀ↙ࡏ㠠ੂᶺ㗚的ሯ〦䇴䇗ф

㠠↙Ӛ码ҁ䰪ᴿ⵶㍝ᇼ㚊㌱Ⱦ䘏жީ㌱ֵ׹ཝᇬሯ⭧ሯ〦䇴䇗ሲ࠰的㠠↙Ӛ码的࠼

类䘑㺂研究 [94,126,133,171]Ⱦ

ㅢ 2ㄖ的޻ᇯሼᱥሯӄр䶘њѠᜩ法的ᔬ㔣ૂ᧞ᒵȾᡇԢሼԄᐤ䳼࠰ਇθ䘿᤟

ᆹ的жѠ㍖ᮦ䱬ঀ↙ࡏ㠠ੂᶺ㗚θ㘹ሕᐤ䳼的ީ㚊⸟䱫൞䘏Ѡੂᶺ㗚֒⭞с的䖞䚉Ⱦ

ṯᦤ⛯䖞䚉ૂ॰组䖞䚉ҁ䰪ީ㚊ީ㌱δ঩䖞䚉⸟䱫ε的 Smithḽ߼ශ中у਎ഖᆆ的࠼
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ᐹ᛻߫θᡇԢਥԛᗍࡦ䖞䚉⸟䱫㺂グ䰪的жࡍ㓵ᙝ码码䬴Ⱦཝ䠅的ׁᆆ䜳䈪᱄θ䘏ж

方法൞ᶺ䙖ᴶՎ㓵ᙝ码方䶘ᤛᴿᐞཝ▒࣑ȾਜཌθᡇԢ䘎᷆࠼Ҽ⭧ޞ䜞ӊ类уㅿԭ

的 (511, 255, 127)-ᗠ⧥ Hadamardᐤ䳼ሲ࠰的ᡶᴿ㓵ᙝ码码䬴中㓵ᙝ码的৸ᮦ᛻߫Ⱦ

䘏жᐛ֒ᱥ൞ሲᐾ㪑ṯᒪᮏᦾф研究઎ߥ⏑ঐ༡᤽ሲсθ⭧ঐ༡研究⭕ᶄᣈ㺂фㅊ

㘻ާੂᇂᡆ的Ⱦ

1.2.2 LDPC码фᐤ⸟䱫

⧦ԙᮦᆍ䙐ؗ㌱㔕几҄䜳䟽⭞Ҽ㓖䭏编码ᢶᵥθਥԛᨆבжᇐ的编码໔ⴀȾ

LDPC码ቧᱥж〃ᙝ㜳䶔ᑮ᧛䘇 Shannonᶷ䲆的ླ码θ㜳ᨆב䖹儎的编码໔ⴀθਥ⭞

ᶛཝཝ䲃քᰖ㓵䇴༽的ਇ䘷ࣕ⦽ᒬࠅቅཟ㓵ተሮθഖ↚研究 LDPC码ޭᴿᐞཝ的ᇔ

䱻ᝅѿૂ㔅⎄ԭٲȾ

LDPC码ᱥ㓵ᙝ࠼组码的ж〃θᆹ的ṗ僂⸟䱫ᱥж〃〶⯅⸟䱫θҕቧᱥ⸟䱫中ཝ

䜞࠼的ݹ㍖䜳ᱥ䴬Ⱦྖ ᇐҼಠ༦ؗ䚉编码⨼䇰ะ⹶的 Shannonᇐ⨼൞⨼䇰р的䇷᱄

ᱥ䶔ᶺ䙖的θԌ䟽⭞的ؗ䚉编码ᱥ䳅ᵰ码θ⋗ᴿᨆޭ࠰։的编码䈇码㇍法Ⱦӂॷь㓠

⛯䙖ᙝ的㿸ࡑҼњѠ࠰θGallager൞Ԍ的ঐ༡䇰ᮽ中ᨆࡓॷᒪԙޣ [83]φ⭞ㆶঋ的ṗ僂

⸟䱫的䳅ᵰ㖤ᦘૂ㓝㚊⁗ᤕ䳅ᵰ码χ൞ؗᚥ的ݾ僂Ᾰ⦽ૂؗ䚉⢯ᙝᐨ⸛᛻߫с的䘣

ԙ䈇码㇍法ȾԌ൞䇰ᮽ中ሯ LDPC码䘑㺂Ҽ㌱㔕ޞ䶘的䇰䘦θྖ ᇐҼ LDPC码研究

的⨼䇰ะ⹶Ⱦռ⭧ӄᖉᰬ䇗㇍㜳ૂ࣑ᆎ۞㜳࣑的䲆࡬θӰԢ⋗ᴿ䇚䇼ࡦ LDPC码的

Վ䏀ᙝȾ

Ԅ Gallagerᨆ࠰ LDPC码ࡦ MacKayㅿӰ䠃᯦ਇ⧦的 30ཐᒪ䰪θਠᴿቇᮦӰ

ީ⌞䗽 LDPC码θެ 中 Tannerᨆ࠰的 LDPC码的ӂ䜞ഴ㺞⽰ᱥᵕ䰪的ѱ㾷䘑ኋ [167]Ⱦ

Ԅ TannerഴрθᡇԢਥԛ⴪㿸的⨼䀙 LDPC码的䘣ԙ䈇码䗽ぁȾ൞ 1999ᒪθMacKay

ㅿӰᙱ㔉ࢃӰᐛ֒ [125]θ൞ᮽ⥤中䈜㓼䇰䘦Ҽ LDPC码的⨼䇰ૂᇔ䱻ᙝ㜳θ䇷᱄Ҽ

LDPC码ᱥж〃ᇔ⭞ླ码θ᧞ᒵҼ Gallager的Ᾰ⦽䘣ԙ䈇码㇍法θ䈪᱄Ҽᇔ⭞䈇码方

法的䈜㓼ᇔ⧦方法ȾԌԢ的ᐛ֒ᶷཝ᧞ࣞҼ LDPC码的ਇኋθᱥ LDPC码়ਨрᴶ

䠃㾷的жѠ䠂ぁ⻇Ⱦ⧦ԀθLDPC码ᐨ㔅㻡䟽㓩䘑䇮ཐᴶ᯦的㺂ѐᡌളᇬḽ߼θྸ ⅝

⍨ DVB-S2ḽ߼θIEEE 802.16eḽ߼θ中ളᮦᆍ⭫㿼൦䶘ᒵ᫣ GB20600ḽ߼ㅿȾੂ ᰬθ

LDPC码ҕᱥㅢ഑ԙ〱ࣞ䙐ؗ㌱㔕的ѱ㾷༽䘿方ṾȾ

൞ㅢ 3ㄖ中θᡇԢሼᨆ࠰ж类Ԅᐤ⸟䱫࠰ਇᶺ䙖ӂݹ LDPC码的ᜩ法θ঩ሯᗠ⧥
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㗚р的ᐤ⸟䱫中的ݹ㍖䘑㺂ӂݹ⸟䱫ᮙᐹθ㧭ᗍപ䮵уቅӄ 6的↙ࡏᤕᗠ⧥ LDPC

码ȾӁᇔрθ࡟⭞਺〃ᐨ⸛的组合㔉ᶺᶺ䙖 LDPC码的ᜩ法ᒬу㖋㿷ȾռᡇԢ࡟⭞ᮙ

ᐹ的方法ᗍࡦ的 LDPC码ૂҁࢃ的㔉᷒⴮∊䖹θޭ ᴿᴪཝ的⚫⍱ᙝθਥԛ㾼ⴌᴪᒵ的

৸ᮦ㤹പȾᒬъᮦٲ⁗ᤕҕ㺞᱄θᡇԢᶺ䙖࠰的码ф਺〃ᐨ⸛方法൞ᙝ㜳р䶔ᑮ᧛

䘇θ䘏ެ中䘎ऻᤢжӑᐨ㔅ޛ䘿਺类ᴶ᯦䙐ؗḽ߼অ䇤的码类Ⱦ

1.3 䶔㓵ᙝ㓖䭏码

↙ྸᡇԢҁࢃᨆࡦ的θ䶔㓵ᙝ㓖䭏码䙐ᑮ∊㓵ᙝ码的编码䈇码གྷᵸᓜ儎θռᱥ൞

жӑ⢯⇀ᓊ⭞൰Ქ中θ䶔㓵ᙝ码পޭᴿᐞཝ的▒࣑Ⱦ൞ㅢ 4ㄖૂㅢ 5ㄖ中θᡇԢሼ࠼

䇞䇰㖤ᦘ码δPermutationࡡ Codeεૂ ᑮ䠃གྷ合码δConstant-Composition CodeεȾᆹԢ

䜳൞⭫࣑㓵䙐 δؗPower Line CommunicationθPLCε亼ตޭᴿ䠃㾷ᓊ⭞Ⱦ

㓵Ֆ䗉ᮦᦤૂ჈։ؗਭ的ж〃䙐ؗ方ᕅȾ䈛ᢶᵥ࣑⭫⭞࡟㓵䙐ؗᢶᵥᱥ᤽࣑⭫

ሼ㔅䗽䈹࡬的儎仇䖳⌘ؗਭࣖ䖳ӄ⭫⍷θ❬੄䙐䗽⭫࣑㓵Ֆ䗉θ᧛਍ؗᚥ的䈹࡬䀙䈹

ಞ൞᧛᭬ㄥ߃ᣀ儎仇䖳⌘ؗਭԄ⭫⍷中࠰⿱࠼ᶛᒬՖ䘷ࡦ䇗㇍ᵰȽ⭫㿼⭫䈓ㅿ㓾ㄥ

ԛᇔ⧦ؗᚥՖ䙈Ⱦ⭫࣑㓵䙐ؗᢶᵥᴶཝ的Վࣵᱥу䴶㾷䠃᯦ᐹ㓵θ൞⧦ᴿ⭫࣑㓵䇴

༽рᇔ⧦ऻ੡䈣丩㿼仇ㅿ൞޻的਺〃ཐ჈։ᮦᦤѐࣗ的ᢵ䖳θᇔ⧦഑㖇合жȾ൞中

ളθп㖇ᐨ㔅ᔶခ䘑㺂㷃合θ䘏ሯ⭫࣑㓵䙐䇥䴶≸ҕቧ䏀ᶛ䏀ᕰ⛾Ⱦ

㓵䙐ؗᢶᵥӄ࣑⭫ 20ь㓠ࡓժ䳅⵶⭫ב࣑ᓊ的Ფ਀㙂࠰⧦Ⱦཝ㓜൞ 1922ᒪᐜ

਩θㅢжѠ⭞ӄ䚛᝕ऎ⎁的ズᑜ⭫࣑㓵䖳仇䙐ؗ㌱㔕ᐨ㔅ᔶခ䘆֒൞儎ু䗉⭫㓵рȾ

㙂൞ 1940ᒪθᐨ㔅࠰⧦Ҽ䈮ྸႪݵᣛ䆜ಞж类的ᇬ⭞⎾䍯ӝ૷Ⱦ㠠рь㓠 70ᒪԙ

ᔶခθж亯㻡〦Ѱ X10的ᢶᵥ⍷㺂䎭ᶛθᆹ֒Ѱж〃ᇔ⧦ᇬᓣ㠠ࣞौ的方ᕅθਥԛ

䙐䗽⭫࣑㓵䙐ؗ䇴༽䈹ؗ࡬ᚥᒬࣖ䖳ࡦᇬᓣ⭫࣑ᐹ㓵рՖ䗉θ䗴ࡦ䘒ぁ᧝࡬➝᱄䇴

༽ૂᇬ⭞⭫ಞㅿࣕ㜳Ⱦࡦ 80ᒪԙ中ᵕθᮦᆍ䙐ؗᢶᵥૂᮦᆍؗਭ༺⨼ㅿ亼ตኋ⧦

的ᓿ࣑Ქθ䘏傧ࣞᐛѐф〇学⮂䘑ж↛研ਇ⭕ӝᴪࣖޭᴿㄔҿࢃᐞཝ的▒൞ᐸ൰࠰

ԭਥ䶖㌱㔕Ⱦ1991ᒪ㗄ള⭫ᆆᐛѐঅՐ⺤䇚Ҽп〃ᇬᓣᙱ㓵θ⭫࣑㓵ᱥެ中ж〃Ⱦ

⅝⍨ည઎Րӄ 2003ᒪ㠩 2006ᒪ䍺ࣟҼжѠ⭫࣑㓵ૂ㖇㔒ᇔᰬ䘑㺂㜳Ⓠ㇗⨼的亯

ⴤ REMPLIȾ⭧ᙓ〇Ƚ㤧⢯ቊȽ᜖ᲤȽʃ сૂཅᲤㅿ 13ᇬޢਮᡆ㄁ćᇬ⭞⭫࣑㓵㖇㔒

㚊ⴕĈδHomePlug Powerline Allianceεθ㠪࣑ӄࡑ䙖ާੂ的ᇬ⭞⭫㓵㖇㔒䙐䇥ᢶᵥḽ
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ᶛ㠠ӄ䈛㚊ⴕθެ߼㓵㖇㔒ḽ࣑⭫䜞㖨ᴶᒵ⌑的ࢃȾⴤ߼ 中ᴶ᯦的 HomePlug AV㿺

㤹θᐨӄ 2010ᒪ 12ᴾ㻡 IEEE 1901ቅ组֒Ѱެะ⹶ḽ߼Ⱦ䈛㚊ⴕ〦ᐨᴿ䎻䗽 4ॹ

5Ⲵн的 HomePlug䇴༽ᐨ㔅䜞㖨൞ь⮂਺൦θখⴤޞࢃ⨹ᇳᑜ⭫࣑㓵䙐ؗᐸ൰中

的 80%ԛрȾެ Ԍޢਮф组㓽ҕᨆ࠰Ҽ਺㠠уੂ的ᢶᵥ㿺㤹θྸ 䙐⭞⭫࣑㓵অՐ

δUniversal Powerline AssociationεθHD-PLC㚊ⴕθITU-T的 G.hn㿺㤹Ⱦ

൞中ളθ20ь㓠 40ᒪԙᐨᴿᰛᵢ⭕ӝ的䖳⌘ᵰ൞ђ्䘆㺂θ֒ Ѱ䮵䐓⿱䈹ᓜ的

䙐ؗᢁ⇫ȾԄ 1999ᒪ䎭θ中ള⭫࣑〇学研究䲘ቧᔶခሯ儎䙕⭫࣑㓵䙐ؗ䘑㺂研究θ

ᒬ൞ 2001ᒪ 8ᴾθ൞⊾䱩ᔰ㄁ҼㅢжѠᇔ僂㖇㔒Ⱦ৾ Ԅ 2001ᒪ 12ᴾ䎭θള⭫䙐ؗ中

ᗹᔶခ组㓽ള޻ཌস୼൞्Ӣቻ≇॰ᔶኋ⭫࣑㓵䙐ؗᓊ⭞䈋僂θ䘏ӑޢਮऻᤢ丟ള

的 Xelineδ14Mb/s㌱㔕εȽ⪔༡ ASCOMޢਮδ4.5Mb/s㌱㔕εȽ㗄ള Leapޢਮδ14Mb/

sεȽ㾵⨣⢏的 DS2ޢਮ.⿅ᔰ⭫࣑䈋僂研究䲘δ10Mb/s㌱㔕εθԛ਀中ള⭫࣑〇学研究

䲘δ14Mb/s㌱㔕εㅿȾ中ള⿅ᔰⴷ⭫࣑䈋僂研究䲘研࡬ᡆ ćࣕᮦᆍौ䗉⭫㓵䐥ᢶᵥĈ

的Ṯᗹӝ૷ĂĂ⭫࣑䈹࡬䀙䈹ಞ਀ཐѠ⴮ީӝ૷θެ Ֆ䗉䙕⦽䗴ࡦ 10MȾੂ ᰬള⭫

䙐ؗ中ᗹ䟽⭞ള޻ཌ⭫࣑㓵䙐ؗ组㖇䇴༽θ൞्ӢḆ⭕⍱ቅ॰ᡆࣕ൦䘑㺂Ҽӈ㚊㖇

᧛ޛ䈋僂θᒬ㧭ᗍҼ䖹⨼ᜩ᭾᷒Ⱦ䳅⵶研究的␧ޛθ⭫࣑㓵䙐ؗᢶᵥҕੇᴪ儎䙕⦽ਇ

ኋȾׁ ྸሼ䙕⦽ᨆ儎ࡦ 100Mb/sθ⭐㠩 200Mb/sȾኀᰬθ儎䙕⭫࣑㓵䙐ؗሼѰᇳᑜ᧛

的ㄔҿȾ߼的ㄔҿθ㙂ᱥḽ࡟ᴪཝ䍗⥤〇学ᢶᵥ的ㄔҿᐨуӻӻᱥᢶᵥщ࠰ڐ䙐ؗޛ

ऻᤢᇬ⭞⭫࣑㓵㖇㔒㚊ⴕθ䙐⭞⭫࣑㓵অՐθHD-PLC㚊ⴕㅿཐѠㄔҿ组㓽䜳ਇᐹҼ

ެᢶᵥ㿺㤹Ⱦ2008ᒪ 12ᴾθITU-T䟽⭞Ҽ G.hn/G.9960᧞㦆ḽ֒߼Ѱެ儎䙕⭫࣑㓵Ƚ

ੂ䖪⭫㔼ૂ⭫䈓㓵䙐䇥的ḽ߼Ⱦ㗄ളളᇬ㜳Ⓠ㩛䬶㘻অՐҕ৸фҼള䱻⭫ᆆ⭫≊ᐛ

ぁঅՐδIEEEε的 IEEE P1901ᐛ֒组θᔶਇ儎䙕⭫࣑㓵䖳⌘䙐ؗ的ޞ⨹ḽ߼Ⱦ䈛ᐛ֒

组ӄ 2009ᒪ 7ᴾ᢯߼ҼćIEEE 㥿ṾĈθᇐѿҼ჈ԁ䇵问᧝߼㓵㖇㔒ᇳᑜḽ࣑⭫1901

⢟⨼ቸᢶᵥ㿺㤹Ⱦ䘏ж㥿Ṿᐨӄૂ࡬ 2011ᒪ 2ᴾ 1ᰛ㧭ᗍ IEEE组㓽的᢯ૂ߼ਇᐹȾ

ⴤࢃθ⭫࣑㓵䙐ؗᢶᵥѱ㾷ᆎ൞ԛс方䶘的问题ᴿᖻ䘑ж↛研究Ⱦ⺢Ԭᒩਦφѱ

㾷ऻᤢ䙐ؗ方ᕅ的合⨼䘿᤟Ƚ䙐ؗ㖇㔒㔉ᶺ的Վौ䘿᤟ㅿȾᢟ仇方ᕅφOFDMᢶᵥૂ

ཐ㔪㖇Ṳ编码方ᕅ਺ᴿՎ⛯θଠж〃䘸合քু㖇䘎ᴿᖻ研究Ⱦ⭫࣑㖇㔉ᶺ䶔ᑮགྷᵸθ

㖇㔒ᤉᢇॹ਎нौθྸ ֋Վौ䙐ؗ㖇㔉ᶺҕᱥٲᗍ研究的问题Ⱦ䖥Ԭᒩਦφѱ㾷ऻᤢ

䘑ж↛研究 PLC䙐ؗ⨼䇰θ᭯ 䘑ؗਭ༺⨼ᢶᵥૂ编码ᢶᵥԛ䘸ᓊ PLC⢯⇀的⧥ູȾ
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㖇㔒㇗⨼问题φ䲚Ҽр㖇Ƚᢉ⭫䈓ཌθքু⭫࣑㓵䘎ਥԛᇂᡆ䘒ぁ㠠ࣞ䈱࠰≪Ƚ⭫Ƚ≊

㺞ᮦᦤχ≮ѻ൞㓵䘔᧛θʌ ᔰ的䱨⚡Ƚ䱨ⴍȽ䱨ᴿ∈≊։⋺╅ㅿ的ؓᆿⴇ᧝㌱㔕χʌ ᔰ

的ॱ⯍ᙛᮇ㌱㔕ㅿㅿȾഖ↚࣑⭫⭞࡟㓵ਥԛՖ䗉ᮦᦤȽ䈣丩Ƚ㿼仇ૂ⭫࣑θᇔ⧦഑㖇

合жθҕቧᱥ䈪ᇬ中的Ա֋⭫ಞ䜳ਥԛ᧛ࡦޛ㖇㔒中θૂ 僞ᒨ㖇䘔᧛Ⱦռᱥྸ֋ᇔ⧦

഑〃㖇㔒的ᰖ㕓䘔᧛θԛ਀⭧↚ᑜᶛ的䶔ᑮགྷᵸȽᓔཝ的㖇㔒㇗⨼问题䴶㾷䘑ж↛的

研究Ⱦ

1.3.1 㖤ᦘ码ф Cayleyഴр的⤢㄁䳼

㖤ᦘ码ᱥж类⢯⇀的䶔㓵ᙝ码θެ 码ᆍ䮵ᓜфᆍ∃㺞ཝቅ⴮ੂθᒬъ∅Ѡ码ᆍ䜳

ᱥ⭧ᆍ∃㺞中ޞ䜞ㅜਭᶺᡆ的жѠ㖤ᦘᧈࡍȾᡌ㘻θᡇԢҕਥԛㅿԭ的ᇐѿ㖤ᦘ码

Ѱ n䱬㖤ᦘ㗚 Sn的ԱᝅжѠᆆ䳼Ⱦ

ީӄ㖤ᦘ码的ᆎ൞ᙝ研究ခӄпॷཐᒪࢃ [57,78]θ❬㙂⴪ࡦ䘇ॷᒪԛࢃθד❬ӻ

ᴿቇᮦӰީ⌞Ⱦ㠠 2000ᒪԛᶛθ研究㘻䱼㔣ਇ⧦Ҽ㖤ᦘ码൞⭫࣑㓵䙐ؗ [76,132,177]θ࠼

组ᇼ码䇴䇗 [54]θૂ ཐቸ䰠ᆎ [101,102]中的ᓊ⭞θ㖤ᦘ码ഖ㙂ᔶခ㔅়ж⅗ᕰ࣑གྷ㤅Ⱦ൞

ᡆѰжᰅ࡬㓵䙐ؗᓊ⭞中θᡇԢਥԛ䙐䗽ሼՖ䗉⭫⍷䈹࣑⭫ nѠ⴮ӈ᧛䘇的仇⦽θԄ

㙂൞уᖧଃ⭫࣑䗉䘷的ੂᰬՖ䙈ؗᚥȾ᧛᭬ㄥ䲚Ҽ㧭ᗍ⭫࣑θ䘎ਥԛሼ仇⦽的਎ौ

䀙䈹࡬Ѱᆍ∃ㅜਭθ䀙䈱ؗᚥ [39,132]ȾѰҼ䇟ؗᚥ的Ֆ䘷уሯ⭫࣑Ֆ䘷ӝ⭕ᒨᢦθ䘏

ӑ䈹࡬੄的仇⦽䏀ᚈᇐ䏀ླθж〃ਥ㺂的方ᕅቧᱥ䟽⭞㖤ᦘ码ሯؗᚥ䘑㺂编码Ⱦ䘑

ж↛的研究㺞᱄θֵ ⭞㖤ᦘ码ᶛ编码ؗᚥਥԛᴿ᭾ށᵃ⭫࣑㓵䙐ؗ䗽ぁ中খѱሲ的

ズᑜಠ༦ૂ㜿ߨಠ༦θᨆ儎ؗᚥՖ䙈的ਥ䶖ᙝ [76,177]Ⱦ

ⴤࢃᐨ⸛的ީӄ㖤ᦘ码ཝቅ的研究θ䘎ਠᴿжӑࡓㅿ的㔉᷒ȾᡇԢሼ൞ㅢ 4ㄖ

中␧ޛ䇞䇰㖤ᦘ码ཝቅ的с⮂θᒬሼՖ㔕的 Gilbert–Varshamovශс⮂ᨆ儎 Ω(ln(n))

的њѠѱ㾷ᐛޭ䜳ᶛ㠠ӄഴ䇰φ⤢㄁䳼фࡦ⭞Ⱦ䘏жㄖ中ك CayleyഴȾഴ的⤢㄁䳼

ᱥ᤽ެ中京⛯的жѠᆆ䳼合θֵ ᗍެ中Աᝅњ⛯ҁ䰪䜳⋗ᴿ䗯⴮䘔Ⱦഴ的ᡶᴿ⤢㄁

䳼中ᴶཝ的䛙Ѡ੡ᴿ的京⛯ᮦ㻡ᇐѿѰഴ的⤢㄁ᮦȾ⤢㄁ᮦᱥഴ䇰中ᴶ䠃㾷的৸ᮦ

ҁжθфഴ的ḉ㢨ᮦȽJ ཝഘㅿޭᴿ㍝ᇼީ㚊θ൞ഴ䉧⨼䇰ȽRamsey⨼䇰ㅿ研究中䜳

ਇᥛ֒⭞Ⱦ㙂 Cayleyഴࡏᱥԙᮦഴ䇰研究中的Ṯᗹ方法ҁжȾ䙐䗽ᔰ㄁㖤ᦘ㗚 Sn

р的 Cayleyഴθ∅жѠ㖤ᦘ码䜳ਥԛжжሯᓊӄ Cayleyഴр的⤢㄁䳼ȾԊ㓼䇗㇍ഴ

рԱᝅ京⛯的䈧ሲᆆഴ޻的ᴶཝᓜ੄θᡇԢਥԛᗍީࡦӄ⤢㄁ᮦ的զ䇗θ䘑㙂ሲ࠰㖤
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ᦘ码的с⮂Ⱦ䘏жᐛ֒ᱥфੂ⎄ཝ学ᶞӜᥰঐ༡合֒ᇂᡆ的θᐨ㔅ਇ㺞൞ SCIᵕࡀ

ɅIEEE Transactions on Information TheoryɆȾ

1.3.2 ᑮ䠃གྷ合码ф组合䙈ᖈ方法

жѠ码 C ⊆ Qn 㻡〦Ѱ常重复合码θ㤛ᆍ∃㺞 Q中Աᝅݹ㍖൞ C 中ᡶᴿ码ᆍ޻

ᕧȾਜж方䶘θࢀθ䘏ᱥሯ㖤ᦘ码中㾷≸的࠰的⅗ᮦ䜳ᱥжṭ的ȾԄᇐѿਥԛⵁ⧦࠰

ᆹҕਥԛⵁ֒ᱥ㔅ޮӂݹᑮ䠃码ੇཐݹ᛻ᖘ的㠠❬᧞ᒵȾ䲚Ҽ൞⭫࣑㓵䙐ؗ中的ᓊ

⭞θᑮ䠃གྷ合码䘎ᒵ⌑ֵ⭞൞ཐᆎ਌䙐ؗ [72]δMultiple Access Communicationεθ⺤ᇐ

⿱ᮙᰖ䇦ᗼؗ䚉中䴬䭏䈥ߩㆌਃ侾ᇯ䠅 [170]θ⨹ᖘ码δSpherical Codesε䈹࡬ [73]θDNA

码 [106,127]θ䐩仇δFrequency Hoppingεᢶᵥ [41]ㅿ亼ตȾ

ሯᑮ䠃གྷ合研究ခӄ 20ь㓠 80ᒪԙࡓθެ Ṯᗹ问题ᱥ⺤ᇐᴶՎᑮ䠃གྷ合码ᡶ

੡ᴿ的码ᆍᮦ䠅Ⱦпݹᑮ䠃码的码ᆍѠᮦ൞䇮ཐᮽ⥤中䜳ᴿ研究 [20,33,86,163]Ⱦ൞ 2008

ᒪθCheeㅿӰᶺ䙖࠰Ҽᡶᴿ䠃䠅Ѱ 3的ᴶՎпݹᑮ䠃གྷ合码 [31]Ⱦ

൞ㅢ 5ㄖ中θᡇԢሼ䀙ߩж类৸ᮦсᴶՎᑮ䠃གྷ合码的ᶺ䙖问题Ⱦޭ ։䈪ᶛθᡇ

Ԣሼ⺤ᇐ࠰䠃䠅Ѱ 4ъᴶቅ䐓⿱Ѱ 5ᰬθᡶᴿ䮵ᓜс的пݹᑮ䠃གྷ合码码ᆍѠᮦ的

р⮂θᒬъ䘎ሼᶺ䙖࠰䗴ࡦ䘏жр⮂的ᴶՎ码Ⱦ൞䘏жㄖ中θᡇԢሼཝ䠅ֵ⭞਺〃组

合䙈ᖈ方法θׁ ྸWilsonะᵢᶺ䙖法Ƚ㟞㛶法Ƚ组ມޛ法ㅿȾ䘏ӑ方法൞Ֆ㔕的组合

䇴䇗⨼䇰中ൽᐨኋ⧦࠰ᕰཝ的㜳䠅Ⱦ䙐䗽ᓊ⭞ਥ࠼组码䘏жф组合䇴䇗⨼䇰中ਥ࠼

组䇴䇗⴮ሯᓊ的编码Ᾰᘫ֒Ѱ僞ᷬθᡇԢሼ䙈ᖈᶺ䙖࠰ᡶᴿ䴶㾷的ᴶՎᑮ䠃གྷ合码Ⱦ

䘏жᐛ֒ᐨ㔅ਇ㺞൞ SCIᵕࡀɅIEEE Transactions on Information TheoryɆрȾ

1.4 ؗᚥ编码

൞䇰ᮽ的ᴶ੄ж䜞࠼θᡇԢሼ䈾䇰ཐ჈։਌䇷ૂু㕟᝕⸛ㅿؗᚥ䇰研究中的њ

类编码问题Ⱦ

1.4.1 ཐ჈։ᮦᆍ᤽㓯中的ਥ࠼码

儎ᑜᇳ䙐ؗᢶᵥ的Ფ਀ૂཐ჈։ḽ߼的ਇኋሲ㠪Ҽཐ჈։޻ᇯ的ᙛ࢝໔䮵θཐ

჈։ᮦᦤᐨ㔅ᡆѰᡇԢ⴮ӈ⋕䙐的ѱ㾷䖳։Ⱦռ䛙ӑ⭞ӄ׵᦭࠼ӡ的ᢶᵥੂṭҕᴿ

ਇ㔏᭵⋱ૂ㔅⎄⭕⍱࠼ᇯ的ᴵᦘȽ䠃ऻ㻻ૂ޻ᇯ的Ֆ᫣Ⱦཐ჈։޻ӄ䶔法ᡌⅰ䇾࡟
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ᑜᶛҼћጱ的့㛷Ⱦੂ ᰬθᡇԢ䘎䴶㾷ж〃ᆿޞਥ䶖的ㆌ⮛ᶛ᧝࡬ཐ჈։ؗᚥ的Ӛ

⍷Ⱦཐ჈։਌䇷ቧᱥ㾷䟽⭞ᮦᆍ亼ต的䇷ᦤθ䇷᱄ཐ჈։޻ᇯ的ᱥੜ㻡㈗᭯θ㻡ᙄṭ

㈗᭯θR ଠӑ⭞ᡭ৸фҼ㈗᭯Ⱦ

↙ྸ⢟⨼᤽㓯ᱥ㖠Ṿ䈹ḛ中䠃㾷的਌䇷ሯ䊗ҁжθᮦᆍ᤽㓯ᢶᵥ㔏ཐ჈։޻ᇯ

的∅жѠ合法࠼ਇࣖޛжѠ୥ж的䇼ؗࡡᚥθֵ ཐ჈։਌䇷㜳ཕֵ⭞䘏ӑ⢯⇀的ᮦ

ᆍ᤽㓯䇼ؗࡡᚥᶛ࡚ᯣཐ჈։޻ᇯȾ䲚Ҽ᜕жᙝθᡇԢ䘎䴶㾷࠼ਇ的ᮦᆍ᤽㓯ޭᴿ

਺〃㢥ླ的ᙝ䍞θྸ у㜳⹪අ৕ᶛ的ؗᚥθу᱉㻡⭞ᡭৱ䲚ᡌ⹪අㅿȾ䘏ṭ൞ਇ⭕⋺

ᇼᡌ㈗᭯ӁԬᰬθᡇԢቧਥԛ䙐䗽䈹ḛᮦᆍ᤽㓯ᶛ䘳䑠㖠⣥Ⱦ

ᖉ൞ᮦཐ჈։ᮦᦤ中ᎂޛ᤽㓯ᰬθжѠᗻ亱㘹㲇的问题ᱥ合䉁δCollusionε⣥㖠Ⱦ

θྸ܅᤽㓯的ᮦᆍഴޛ⡾୼ਇ㺂ҼжѠᎂ࠰䇴ٽ ᷒ж㗚㧭ᗍᆹ的⭞ᡭਥԛ䙐䗽∊䖹

ԌԢ的᤭䍓ᖾᇯ᱉的ਇ⧦ᡶᴿ的ḽ䇦Ⱦ䛙Ѿ⭞ᡭቧ㜳ৱᦿ䘏ӑḽ䇦θ㈗᭯䘏ӑᐤᔸθ

ᒬ䠃᯦ਇᐹ䘏ᑻഴ܅㙂у⭞᣻ᗹ㻡䘳䑠ࡦȾ合䉁问题俌ݾ⭧ BlakleyㅿӰᨆ࠰ [16]Ⱦ

1998ᒪθBonehૂ ShawᕋޛҼ t-ᆿޞδt-Secureε码ᶛ㧭ᗍᣫᣍ合䉁的ᆿޞ᤽㓯 [21]Ⱦ

ԌԢ᤽࠰൞ᮦᆍ᤽㓯方Ṿ中合䉁ᱥᴶ䠃㾷的问题θᒬъᨆ࠰Ҽ䪾ሯ合䉁᭱࠱的жѠ

␻Ღ䀙ࣔߩ法Ⱦ

ѰҼᣫᣍ合䉁⣥㖠中ᴶᑮ㿷的ᒩൽ᭱࠱方法θTrappeㅿӰ൞ 2003ᒪᨆ࠰Ҽ t-ᕯ

ᙝфᣍ合䉁码δt-Resilient AND Anti-Collusion Codeθt-AND-ACCε的Ᾰᘫ⭞ᶛ䞃合

编码䈹࡬θ䗴ࡦỶ⎁ᴶཐ tѠᚬᝅ⭞ᡭ৸ф的ᒩൽ᭱࠱ [173]ȾѰҼށᵃ t-AND-ACC

ᡶ᭥ᤷ的ᦾᵹ⭞ᡭᮦⴤ䖹ቇ的ࣙࣵθChengф Miaoᨆ࠰Ҽ t-ᕯᙝ䙱䗇ᣍ合䉁码δt-

Resilient Logical Anti-Collusion Codeθt-LACCεθૂ t-ਥ࠼码δt-Separable Codeθt-SCε

䘏њѠ᯦Ᾰᘫ [36]ȾӁᇔрθжѠӂݹ t-ਥ࠼码ㅿԭӄжѠ t-LACCȾ൞੄㔣的ᐛ֒中

t-ਥ࠼码的ᆎ൞ᙝ问题ᡆѰީ⌞的䠃⛯ [35]θ֒ 㘻㔏࠰Ҽ t-ਥ࠼码的жӑрс⮂θᒬᶺ

䙖Ҽ䮵ᓜѰ 2ૂ 3ᰬθ䜞࠼ᆍ∃㺞р的ᴶՎ 2-ਥ࠼码Ⱦ

൞ㅢ 6ㄖ中θᡇԢՐ㔝㔣研究 2-ਥ࠼码的рс⮂问题Ⱦ࡟⭞ආḽ࠼组的ᜩ法θᡇ

Ԣཝᑻ䲃քҼ ChengㅿӰᨆ࠰的р⮂Ⱦ⢯ࡡ的θᖉਥ࠼码ᱥжѠ㓵ᙝੇ䠅グ䰪的ᰬ

ُθެ р⮂ਥԛ㻡䘑ж↛的䲃քθᒬъᡇԢਥԛ࡟⭞↙Ӛ㺞ᶺ䙖࠰жᰅ䗴ࡦр⮂的㓵

ᙝਥ࠼码Ⱦਜж方䶘θᡇԢࡖ⭞ֵࡡ࠼䲚法ૂ Stein–Lovászᇐ⨼θᗍࡦҼਥ࠼码的ж

ӑс⮂㔉᷒Ⱦ䘏њѠ方法中θࢃ㘻ኔӄ䳅ᵰᶺ䙖θ㙂੄㘻ᱥ⺤ᇐᙝ的Ⱦެ 中θ൞码䮵ര
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ᇐ㙂ᆍ∃㺞ཝቅ䏁ੇᰖキ的䘏ж⑆䘇ᝅѿсθ⭧䳅ᵰ方法ᶺ䙖࠰的ਥ࠼码的码ᆍѠ

ᮦૂᡇԢҁࢃ㔏࠰的р⮂ޭᴿ⴮ੂ的䱬Ⱦ

1.4.2 ু㕟᝕⸛⨼䇰

ؗਭ䟽ṭ研究ྸ֋Ԅ㠠❬⮂的⁗ᤕؗਭ中㧭਌ਥ⭞䇗㇍ᵰ༺⨼的ᮦᆍؗਭȾՖ

㔕的ؗਭ䟽ṭ方法דᦤ的ᱥ㪍੃的 Shannon–Nyquist䟽ṭᇐ⨼θ঩㋴⺤䘎৕жѠؗ

ਭᡶ䴶㾷的䟽ṭ䙕⦽㠩ቇѰؗਭᑜᇳ的 θ䘏ж䙕⦽㻡〦Ѱك2 Nyquist䙕⦽Ⱦуᯣ

໔ཝ的ᮦᦤ䠅ૂ儎ᑜᇳؗਭ的ֵ⭞θሯ Nyquist䙕⦽с的ؗਭ䟽ṭᨆ࠰Ҽћጱ的᥇

ᡎ [70]ȾӁᇔрθѰҼ方׵Ֆ䗉θ㔅䗽ؗਭ䟽ṭᡶᗍࡦ的ᮦᦤθ䴶㾷俌ݾ㻡ু㕟θ঩ؗⓆ

编码Ⱦཝ䜞࠼൞䟽ṭ䗽ぁ中㧭ᗍ的ᮦᦤθ൞ؗⓆ编码䗽ぁ中䳅঩㻡㡃ᔹȾDonoho൞

ެᔶࡑᙝ的ᮽㄖ中ሯ䘏〃儎䙕⦽䟽ṭժ䳅ؗⓆ编码的⁗ᕅᨆ࠰Ҽ䍞⯇θᨆ࠰ሼ䟽ṭ

ૂ编码䗽ぁ合ᒬ的ⴤḽ [67]Ⱦ

Donoho [67] ԛ਀ Candèsૂ Tao [29] 俌ݾᨆ࠰Ҽᇔ⧦䘏жⴤḽ的᯦仌的䟽ṭᢶᵥθ

〦ҁѰু㕟᝕⸛δCompressed SensingεȾ൞ؗਭ༺⨼亼ต中θᆎ൞ཝ䠅的ਥু㕟ؗਭ

ૂޭᴿ〶⯅㺞⽰的ؗਭȾু 㕟᝕⸛的⁗ශ᤽࠰θྸ ᷒ؗਭᵢ䓡ᱥਥু㕟的θᡌ㘻൞Ḇ

组ะсᴿ〶⯅的㺞⽰θ䛙Ѿਥԛ䙐䗽䘒քӄ Nyquist䙕⦽的䟽ṭ䗽ぁθ㧭਌ऻ੡ؗਭ

ᵢ䍞ؗᚥ的儎ᓜু㕟的ᮦᦤθԄ㙂ሼ䟽ṭૂু㕟的䗽ぁ合Ѱж։ȾԄু㕟的ᮦᦤᚘ

གྷ৕ခؗਭ的䗽ぁθਥԛᖈ㔉Ѱ≸䀙жѠՎौ问题Ⱦᓊ⭞ু㕟᝕⸛的⁗ශθ൞ؓ䇷ᚘ

གྷ࠰的ؗਭ䍞䠅的ੂᰬθ䟽ṭ䙕⦽δ䟽ṭ⅗ᮦεਥԛཝཝ䲃քθ䘏ж䠃ཝシ⹪ԙ㺞Ҽ

ؗਭ䟽ṭ亼ตԚӰުཱྀ的᯦䘑ኋȾ⭧ӄؗਭ䟽ṭ䎭⵶㚊㌱⁗ᤕؗਭૂᮦᆍؗਭ的ะ

⹶֒⭞θ䘏Ѡᙓᜩж㔅ᨆ࠰θቧᕋ䎭ҼཐѠ亼ต的研究㘻的儎ᓜީ⌞Ⱦ䘏ҕֵᗍু㕟

᝕⸛䙆⑆ਇኋѰжѠཐ学〇㔲合的✣⛯亼ตȾ

ⴤࢃθু 㕟᝕⸛的研究ѱ㾷䳼中൞ԛспѠ方䶘φะ⹶⨼䇰研究θ᝕⸛⸟䱫的ᶺ

䙖θᚘགྷ㇍法的䇴䇗Ⱦެ 中᝕⸛⸟䱫的ᶺ䙖ᱥু㕟᝕⸛中的Ṯᗹ问题Ⱦሯӄᴿ䲆㔪的

〶⯅ؗਭθਥԛ䙐䗽ڐ䳅ᵰᣋᖧ的方ᕅ䘑㺂䟽ṭȾྸ ᷒᝕⸛⸟䱫的∅Ѡݹ㍖⴮ӈ⤢

㄁θᒬъᵃԄḆж〃Ᾰ⦽࠼ᐹθ൞жᇐ的䟽ṭ⅗ᮦсθؗ ਭਥԛԛᶷ儎的Ᾰ⦽㻡ᚘགྷ

ᶛ࠰ [29]Ⱦ⭞䘏ӑ䳅ᵰ⸟䱫֒Ѱ᝕⸛⸟䱫θਥԛ䗴ࡦ䟽ṭ⅗ᮦ的с⮂ [44]Ⱦ䳅ᵰ⸟䱫的

㢥ླᙝ䍞θֵ ެᡆѰᒵ⌑ֵ⭞的᝕⸛⸟䱫Ⱦਜж方䶘θʌ 䙖⺤ᇐᙝ⸟䱫的研究ҕ൞䙆

↛ኋᔶ [5,22,25]Ⱦʌ 䙖⺤ᇐᙝ⸟䱫的ࣞᵰ൞ӄφ䪾ሯޭ։的ᓊ⭞⧥ູθ䟽⭞⺤ᇐᙝ⸟䱫
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ૂфҁ⴮䘸ᓊ的ᚘགྷ㇍法θਥԛ䘑ж↛ᨆ儎ᮦᦤ䟽ṭ的᭾⦽ [130]Ⱦ⭧ӄ䳅ᵰ⸟䱫൞⺢

Ԭቸ䶘的ᇔ⧦䳴ᓜᖾཝθᡶԛᇔ䱻ᓊ⭞中θ⺤ᇐᙝ⸟䱫ᗻሼᡆѰ᝕⸛⸟䱫的䠃㾷ᇔ⧦

ᢁ⇫Ⱦ

൞ㅢ 7ㄖ中θᡇԢ߼༽ٕ䢪编码⨼䇰中ԙᮦ几֋码的ᙓᜩθ᧞ᒵ DeVoreީӄ⭧

ᴿ䲆ตрཐ亯ᕅᶺ䙖᝕⸛⸟䱫的ᜩ法 [56]Ⱦㆶঋ的䈪θᡇԢԄᴿ䲆ตр的ԙᮦᴨ㓵࠰

ਇθ࡟⭞䲚ᆆ的 Riemann–Rochグ䰪޻的࠳ᮦ൞ᴨ㓵ᴿ⨼⛯༺的਌ٲθʌ 䙖࠰ӂݹ᝕

⸛⸟䱫Ⱦ䙐䗽䘿਌䘸ᖉ的৸ᮦθDeVore的⸟䱫ҕਥԛ⭧ᡇԢ的方法㔏࠰Ⱦᮦٲ⁗ᤕ

的㔉᷒ҕᱴ⽰θᖉ⸟䱫㿺⁗䖹ቅᰬθᡇԢ的⸟䱫ૂᐨ⸛ᴶՎ的䳅ᵰ Gauss⸟䱫൞ؗਭ

ᚘགྷᙝ㜳р⴮ᐤуཝȾ䘏жᐛ֒ᱥ൞⿅ᔰᐾ㤹ཝ学ᕖ㜒ݹᮏᦾ䇵问⎏⊕ཝ学ᵕ䰪θ

фᕖᮏᦾԛ਀ঐ༡研究⭕ᶄᣈ㺂ㅿӰ合֒ᇂᡆ的θ㔉᷒ᐨ㔅ਇ㺞ӄ SCIᵕࡀɅIEEE

Transactions on Information TheoryɆȾ
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线性码码链的差集构造

2 㓵ᙝ码码䬴的ᐤ䳼ᶺ䙖

൞ᮦᆍ䙐ؗ中θᗠ⧥码ᱥж类䠃㾷的㓖䭏码Ⱦታ㇗ᗠ⧥码的㓖䭏㜳࣑ᒬуᱥᴶ

ླ的θռ⭧ӄޭᴿ儎᭾的编码䈇码㇍法θᆹԢ㻡ᒵ⌑ᓊ⭞ӄᮦᦤᆎ۞㌱㔕ૂᮦᆍ䙐ؗ

㌱㔕中 [38,77,179]Ⱦׁ ྸθBCH码㻡ᓊ⭞൞䈮ྸড᱕䙐ؗθݿⴎ᫣᭴ಞθDVDθ⻷ⴎ傧ࣞ

ಞθരᘷ傧ࣞಞθૂ ӂ㔪ᶗᖘ码ㅿҁ中χReed–Solomon码的ᓊ⭞ޞ䶘㾼ⴌҼԄ␧グ䙐

䍯类⭫ᆆӝ૷的਺方䶘Ⱦᗠ⧥码䘎ᒵ⌑ᓊ⭞൞⎾䍯类⭫ᆆӝ૷ྸ⎾ࡦؗ CDθDVDθ

㬓ݿݿⴎθྸ DSLૂWiMAX的ᮦᦤՖ䗉ᢶᵥθ䈮ྸ DVBૂ ATSC的ᒵ᫣㌱㔕θԛ

਀ྸ RAID 6㌱㔕ㅿ䇗㇍ᵰᓊ⭞ҁ中Ⱦ൞ᐨ⸛的ᗠ⧥码ᶺ䙖方法中θᗠ⧥ᐤ䳼਀⴮ީ

ᓅࡍᡆѰᴶՎૂ䘇ղᴶՎᗠ⧥码的жѠ䠃㾷的ᶛⓆ [6,59,134,142,151,182,192]Ⱦ

ਜж类൞࠼组㓵ᙝ㓖䭏码的研究中ਇᥛᐞཝ䍗⥤的组合㔉ᶺᱥީ㚊⸟䱫

δIncidence MatrixεȾ൞ Tonchev 的㔲合ᙝᢁ߂中ኋ⽰Ҽ䇮ཐԄ਺〃组合䇴䇗ሯ䊗

的ީ㚊⸟䱫ᶺ䙖㓵ᙝ码的方法 [172]ȾLanderҕᴴӄ 1983ᒪቧᨆ࠰Ҽ࡟⭞ሯ〦䇴䇗

δSymmetric Designε的ީ㚊⸟䱫ᶺ䙖㓵ᙝ码䬴的ᜩ法 [114]Ⱦ研究㘻ਇ⧦θޭ ᴿ㍖ᮦ䱬

ঀ↙ࡏ㠠ੂᶺ㗚的ሯ〦䇴䇗ૂ㠠↙Ӛ码ҁ䰪ᴿ⵶㍝ᇼ㚊㌱Ⱦ䘏жީ㌱ֵ׹学㘻ሯ⭧

ሯ〦䇴䇗ሲ࠰的㠠↙Ӛ码䘑㺂࠼类研究 [94,126,133,171]Ⱦ

൞䘏жㄖ中θᡇԢሼ䚫ᗠᒬ᧞䘑 DingㅿӰީӄᐤ䳼ᗍࡦᗠ⧥码ԛ਀ Landerީ

ӄሯ〦⸟䱫ᗍࡦ㓵ᙝ码䬴的ᜩ法θ␧ޛ研究Ԅᐤ䳼的䖞䚉⸟䱫ᶺ䙖㓵ᙝ码码䬴的问

题Ⱦ↙ྸᡇԢ的ׁᆆሼኋ⽰的䛙ṭθ䘏ж方法ਥԛᗍࡦᖾཐᴶՎ㓵ᙝ码Ⱦ㲳❬਍䲆ӄ

ᡇԢ的䇗㇍㜳࣑θᗍࡦ的䘏ӑᴶՎ码ᒬ⋗ᴿ᯦的৸ᮦθռᡇԢד❬⴮ؗᡇԢ的方法ᱥ

㧭ᗍ᯦৸ᮦᴶՎ码的жѠᖾླ的ُ䘿方ṾȾਜж方䶘θ↙ྸ Lander᤽࠰的θ⭧ሯ〦䇴

䇗ሲ࠰的ᆆ⁗码䬴δSubmodule Code Chainεਥԛⵁᡆᱥ䇴䇗的у਎䠅θഖ↚ᡇԢ的

ᜩ法ҕᓊ䈛ਥԛ൞研究ᐤ䳼的ੂᶺ问题中ਇᥛ֒⭞Ⱦׁ ྸᡇԢਥԛሼӊ类уㅿԭ的

(511, 255, 127)-ᗠ⧥ Hadamardᐤ䳼ṯᦤᆹԢሲ࠰的码䬴䘑㺂䘑ж↛的࠼类ȾᡇԢᑂ

ᵑ䘏жԄ码ࡦ䇴䇗的ؗᚥਃ侾ਥԛ൞Ԁ੄ᐤ䳼的⨼䇰研究中ᗍࡦᓊ⭞Ⱦ

ᵢㄖެ֏䜞࠼的ᆿᧈྸсφㅢ 2.1㢸ሼ⭞ᶛԁ㔃组合䇴䇗⨼䇰ф编码⨼䇰中的

⴮ީᾸᘫθ䘑㺂⸛䇼߼༽χ❬੄θᡇԢ൞ㅢ 2.2㢸中ሼՐኋ⽰Ԅᐤ䳼的ީ㚊⸟䱫ф䖞
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䚉⸟䱫࠰ਇθʌ 䙖㓵ᙝ码码䬴的ᜩ法χJ ੄θᡇԢሼ൞ㅢ 2.3㢸中Ԋ㓼᷆࠼Ԅуㅿԭ

(511, 255, 127)-ᗠ⧥ Hadamardᐤ䳼中ሲ࠰的ᡶᴿ㓵ᙝ码码䬴的᛻߫Ⱦ

2.1 人༽⸛䇼

2.1.1 组合䇴䇗

ᇐѿ 2.1. ᡇԢሼӂݹሯ (X,B)〦ѰжѠ集合系统δSet Systemεθެ 中φX ᱥжѠᴿ

䲆䳼θ䠂䶘的ݹ㍖㻡〦Ѱ点δPointsεχB ⊆ 2Xθ䠂䶘的ݹ㍖㻡〦Ѱ区组δBlocksεȾᡇԢ

ሼ⛯䳼 X 的ཝቅ㻡〦Ѱ䘏Ѡ䳼合㌱㔕的阶δOrderεȾٽ䇴 K ᱥжӑ䶔䍕᮪ᮦᶺᡆ的

䳼合θྸ ᷒ B中的∅Ѡ॰组 B ∈ B的ཝቅ䜳㩳൞ K 中θ঩ |B| ∈ KθࡏᡇԢ〦䳼合㌱

㔕 (X,B)ᱥK-均匀的δK-uniformεȾ

ᇐѿ 2.2. 䇴 D = (X,B)ᱥжѠ v䱬䳼合㌱㔕θ䇦 |B| = bȾᡇԢᇐѿ D的关联矩阵

δIncidence MatrixεѰ b× v䱬ӂݹ⸟䱫 Aθެ 中 A(i, j) = 1ᖉъӻᖉㅢ j Ѡ⛯ኔӄㅢ

iѠ॰组ҁ中θੜࡏ A(i, j) = 0Ⱦ

ᡇԢ〦њѠ䳼合㌱㔕ᱥ同构的θ᤽的ᱥ䘏њѠ䳼合㌱㔕的ީ㚊⸟䱫ਥԛ䙐䗽㺂

䠃ᧈᡌࡍ䠃ᧈ㙂ᇂޞ⴮ੂȾжѠ䳼合㌱㔕的自同构ᱥᆹࡦ㠠䓡的жѠੂᶺθ঩⛯䳼

р的жѠؓᤷ॰组䳼合у਎的㖤ᦘȾᦘ䀶ҁθжѠ䳼合㌱㔕的㠠ੂᶺ᤽的ᱥ䘏ṭж

ሯ㖤ᦘ⸟䱫 (P,Q)θֵ ᗍ A = PAQθެ 中 Aᱥ䳼合㌱㔕的ީ㚊⸟䱫ȾᡇԢሼ䛙ӑᰘ⋗

ᴿуࣞ⛯ҕ⋗ᴿуࣞ॰组的㠠ੂᶺ〦Ѱ半正则的δSemi-RegularεȾ

ᇐѿ 2.3. 䇴 v, k, tૂ λѰ഑Ѡ↙᮪ᮦθެ 中 v ≥ k ≥ tȾԚD = (X,B)ᱥжѠ {k}-ൽ

श的 v䱬䳼合㌱㔕θ㤛X 中Աᝅ tѠуੂ⛯䜳ᚦླਠੂᰬ࠰⧦൞ λѠ॰组中θ䛙Ѿᡇ

Ԣ〦䳼合㌱㔕 DᱥжѠt-(v, k, λ)设计Ⱦ㤛 t = 2θᡇԢҕሼެㆶ䇦Ѱ (v, k, λ)-䇴䇗Ⱦ

൞жѠ 2-(v, k, λ)䇴䇗D = (X,B)中θ॰组的ᮦⴤ b = |B| = λv(v−1)/(k(k−1))θ

㙂∅Ѡ⛯㩳൞ r = λ(v − 1)/(k − 1)Ѡ॰组中Ⱦྸ ᷒ v = bθᡌ㘻ㅿԭ的 k = rθᡇԢ

ቧ〦䇴䇗 Dᱥ对称的ȾTonchev编㪍的ᢁ߂ [172]中θᐨ㔅ኋ⽰Ҽ䇮ཐԄ䇴䇗的ީ㚊⸟

䱫࠰ਇᶺ䙖㓵ᙝ码的方法Ⱦ㙂ᮽ⥤ [171]䇞䇰Ҽޭᴿ㍖ᮦ䱬ঀ↙ࡏ㠠ੂᶺ的 2-(v, k, λ)

䇴䇗фཐݹ㠠↙Ӛ码ҁ䰪的ީ㌱Ⱦ↙ᱥ䘏ж㚊㌱◶䎭Ҽީӄሯ〦䇴䇗ሲ࠰㠠↙Ӛ码

的ੂᶺ࠼类研究 [94,126,133]Ⱦ
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ᇐѿ 2.4. Ԛ G Ѱ v 䱬ᴿ䲆㗚θެ 䘆㇍Ѱࣖ法θ䇦㗚中的ঋփݹѰ 0Ⱦ䇴 D ᱥ㗚

G 中的жѠ k ᆆ䳼θ৾ݹ 䇴 λ Ѱ㔏ᇐ的↙᮪ᮦȾྸ᷒ሯӄ㗚 G 中Աᝅ䶔ঋփݹ

g ∈ G \ {0}θ䜳ᚦᴿ⭧ D中ݹ㍖组ᡆ的 λѠᓅሯ (x, y)ֵᗍ g = x− yθࡏ〦 DѰ G

中的жѠ(v, k, λ)-差集Ⱦ⢯ࡡ的θྸ ᷒㗚 GᱥжѠ Abel㗚θᡌᗠ⧥㗚θࡏᡇԢҕ〦ᐤ

䳼 Dᱥ Abel的θᡌ循环的ȾᡇԢᇐѿжѠ (v, k, λ)-ᐤ䳼的阶Ѱ n = k − λȾ

ᇐѿ 2.5. 䇴 GѰ v䱬 Abel㗚θެ 中的䘆㇍Ѱࣖ法Ⱦ䇴 a ∈ Gθሯӄᆆ䳼合 S ⊆ GθԚ

S + a = {x+ a | x ∈ S} Ⱦ

ᡇԢሼ S + a〦Ѱ S 的жѠ平移δTranslationεȾ

с䶘的њѠᇐ⨼䈪᱄Ҽ (v, k, λ)-ᐤ䳼ф (v, k, λ)-ሯ〦䇴䇗ҁ䰪的ީ㌱Ⱦ

定理 2.6：设 G 为 v 阶有限群，其运算为加法。则存在 G 中的 (v, k, λ)-差集的

充分必要条件是存在一个正则的 (v, k, λ)-对称设计，它有一个与 G 同构的自同构

群 G̃，并且 G̃ 在此设计的点集上正则的。

定理 2.7：设 G 为 v 阶 Abel 群，D 为 G 的 k-子集。令

dev(D) = {D + g | g ∈ G}，

则 D 为 G 中一个 (v, k, λ)-差集的充分必要条件是，(G,dev(D)) 构成一个

(v, k, λ)-对称设计。

ᖉᐤ䳼ᱥะӄᗠ⧥㗚ᰬθфҁ⴮ሯᓊ的䇴䇗ҕޭᴿжѠᗠ⧥㠠ੂᶺȾ㙂ᗠ⧥ᐤ

䳼ᱥՎ㢥㓵ᙝ码的䠃㾷ᶺ䙖ᶛⓆ [6,59,134,142,151,182,192]Ⱦ൞сж㢸中θᡇԢሼ研究ྸ֋Ԅ

ޭᴿ㍖ᮦ䱬ঀ↙ࡏ㠠ੂᶺ的ᐤ䳼ᶺ䙖ж㌱ླࡍ的㓵ᙝ码Ⱦ

2.1.2 㓵ᙝ码фሯ〦䇴䇗

ᡇԢ俌ݾഔᗼжс㓵ᙝ码的ᇐѿȾ䇴 Fq ᱥ q 䱬ᴿ䲆ตθެ 中 q ᱥжѠ㍖ᮦᑸȾ

䇴 n, k, dᱥпѠ↙᮪ᮦθ┗䏩 n ≥ kૂ n ≥ dȾжѠ [n, k, d]q 㓵ᙝ码᤽的ᱥੇ䠅グ䰪

Fn
q 中的жѠ k 㔪ᆆグ䰪 Cθֵ ᗍެ中ԱᝅњѠуੂ码ᆍҁ䰪的䐓⿱уቅӄ dȾᡇԢ

〦жѠ [n, k, d]q 码ᱥ最优的θྸ ᷒ᆹ的ᴶቅ䐓⿱ d䗴ࡦҼᡶᴿ [n, k]q 码中的ᴶཝٲȾ
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ሯӄᴿ䲆ต Fq р的њѠ㓵ᙝ码θྸ ᷒ެ中жѠ码ਥԛ䙐䗽䠃ᧈආḽθᡌሼᡶᴿ码ᆍ

中Ḇжփ㖤的ݹ㍖ҎԛжѠ䶔䴬ݹ㍖ㅿᬃ֒਎ᦘᗍࡦਜжѠ码θࡏᡇԢ〦ᆹԢѰ等

价的Ⱦ

Ӂᇔрθ(v, k, λ)-ሯ〦䇴䇗的ީ㚊⸟䱫的㺂グ䰪ਥԛⵁ֒ᱥԱᝅᴿ䲆ต Fq р的

жѠ v䮵㓵ᙝ码Ⱦ䘏Ѡ码的㔪ᮦૂᴿ䲆ต Fq 的ཝቅᇼ࠽⴮ީȾ

性质 2.8：假设 C 是一个 (v, k, λ)-对称设计的关联矩阵中所有行向量在有限域 Fq

上张成的行空间中所有向量组成的 v 长线性码。则，

1. 如果 q | k − λ，那么 2 ≤ dim C ≤ (v + 1)/2；

2. 如果 q ∤ k − λ，并且 q | k，那么 dim C = v − 1；

3. 如果 q ∤ k − λ，并且 q ∤ k，那么 dim C = v。

с䶘ᡇԢኋ⽰жѠԄ Singerᐤ䳼ᗍࡦሯ〦䇴䇗θ䘑㙂⭕ᡆ㓵ᙝ码的ׁᆆȾ䇴

m ≥ 2Ѱж᮪ᮦθpѰж㍖ᮦᑸȾՍᡶઞ⸛θሺᖧ几֋ PG(m − 1, p)的⛯ૂ䎻ᒩ䶘ᶺ

ᡆҼжѠ৸ᮦѰ (
pm − 1

p− 1
,
pm−1 − 1

p− 1
,
pm−2 − 1

p− 1

)
的ሯ〦䇴䇗Ⱦ䘏ṭ的৸ᮦ㻡〦Ѱ经典参数δClassical Parameterε[p,m]Ⱦ䘏Ѡሯ〦䇴

䇗ҕਥԛ࡟⭞ྸс方法ԄжѠᐤ䳼中ᗍࡦȾԚ αᱥᴿ䲆ต Fpm 的Ҏ法㗚⭕ᡆݹθ঩

⟨α⟩ = F×
pmȾ䛙Ѿ᮪ᮦ䳼合 D = {0 ≤ i ≤ v − 1 | Trace(αi) = 0}ቧᶺᡆҼᗠ⧥㗚

Z/(vZ)中的жѠޭᴿ㔅ޮ৸ᮦ [p,m]的ᗠ⧥ᐤ䳼θެ 中 v = (pm − 1)/(p− 1)Ⱦ䘏䠂

Trace㺞⽰Ԅᴿ䲆ต Fpm ᆆตެࡦ Fp的迹函数

Trace(β) =
m−1∑
i=0

βpi θ β ∈ Fpm Ⱦ

ᡇԢሼ䘏ṭᶺ䙖的ᐤ䳼〦Ѱ Singer差集Ⱦ

㘹㲇жѠޭᴿ㔅ޮ৸ᮦ [2, 4] 的 Singer ᐤ䳼φᗠ⧥㗚 Z15 := Z/(15Z) 的ᆆ䳼

D = {0, 1, 2, 4, 5, 8, 10}ᶺᡆҼ䘏ṭжѠ (15, 7, 3)-ᗠ⧥ᐤ䳼Ⱦ↚ᰬθ(G,dev(D))ቧᱥ

жѠ (15, 7, 3)-ሯ〦䇴䇗θᆹ的ީ㚊⸟䱫 AᱥжѠ 15× 15的ᗠ⧥⸟䱫θެ 中的ㅢж㺂

ᱥ [111011001010000]Ⱦ⭧ӄ䘏Ѡᐤ䳼的䱬ᱥ k − λ = 7 − 3 = 4θᡶԛሯӄԱᝅཽ㍖
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ᮦᑸ qθ⸟䱫 A的㺂グ䰪൞ᴿ䲆ต Fq р䜳ᶺᡆжѠ [15, 15, 1]q 㓵ᙝ码θ঩ޞグ䰪 F15
q Ⱦ

㙂ྸ᷒ᡇԢ䘿਌ q = 2θ䛙Ѿ A的㺂グ䰪ቧᱥжѠ [15, 5, 7]2ᗠ⧥㓵ᙝ码θᒬъ䘏Ѡ码

ᱥᴶՎ的 [92]Ⱦ

2.2 㓵ᙝ码码䬴

2.2.1 㓵ᙝ码码䬴фṲ

൞рж㢸中θᡇԢኋ⽰ҼжѠԄሯ〦䇴䇗ᶺ䙖㓵ᙝ码的方法θռᱥ䘏ж方法∅⅗

䜳ਠ㜳ᗍࡦжѠ码θ㙂ᡇԢᑂᵑ㜳ཕڐᗍᴪླȾLanderᴴᨆ࠰Ҽж〃Ԅሯ〦䇴䇗中

㧭ᗍжࡍ㓵ᙝ码码䬴的ᴿ䏙方法 [114]Ⱦެ 中的ะᵢᜩ法ᱥθᡇԢ∅⅗ਠ䘿᤟ީ㚊⸟䱫

中的ж䜞࠼㺂ᶛ⭕ᡆ㓵ᙝ码Ⱦ൞䈜㓼ਏ䘦䘏жᜩ法ҁࢃθᡇԢ䘎䴶㾷жӑީӄṲ的

ะᵢ⸛䇼Ⱦ

ሯӄ↙᮪ᮦmθᡇԢᇐѿ秩δRankεѰm的格δLatticeεᱥᴿ⨼ੇ䠅グ䰪 Qm中ж

Ѡ〟Ѱ m的㠠⭧ Z-⁗中ᡶᴿੇ䠅组ᡆ的䳼合Ⱦ㙂ᡇԢᴶ᝕ު䏙的ᱥ䛙ӑ⭧ m×m

䱬ᴿ⨼⸟䱫的㺂ੇ䠅⭕ᡆ的Ṳθׁ ྸ䇴䇗的ީ㚊⸟䱫ㅿȾ↚ᰬθᡇԢሼ䘏Ѡ⸟䱫〦Ѱ

Ṳ的生成矩阵δGenerating MatrixεȾྸ ᷒жѠ方䱫的㺂ࡍᕅᱥঋփݹθ঩ ±1θ䛙Ѿᡇ

Ԣ〦ެѰ幺模δUnimodularε⸟䱫Ⱦ⌞ᝅࡦθྸ ᷒ Vૂ UᱥੂжѠṲ L的њѠ⭕ᡆ⸟

䱫θ䛙Ѿᗻᇐᆎ൞жѠ᮪㌱ᮦ的ᒰ⁗⸟䱫 Pθֵ ᗍ V = PUθਃҁӜᡆ㄁Ⱦ

ሯӄԱᝅ㍖ᮦ pθ䜳ᴿ䇮ཐ〃方法ਥԛԄжѠṲ L中ᶺ䙖࠰ᴿ䲆ต Fpр的㓵ᙝ

码Ⱦྸ ᷒ L ⊆ Zmθ䛙Ѿᴶㆶঋ的жѠ方法ቧᱥሯ L䘑㺂⁗ p㓜࠼δReduction Module

pεȾуӻྸ↚θᡇԢ䘎ਥԛሼ䘏ж方法᧞ᒵࡦԄṲ L中ᶺ䙖࠰жѠ㓵ᙝ码的ᰖキ码

䬴࠰ᶛȾԚ

πm : Zm → Fm
p

ᱥжѠć⁗ p㓜࠼Ĉ的ੂᘷ᱖ሺȾሯӄ᮪ᮦ α = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .θᇐѿᴿ䲆ต

Fpрྸс的码 Cαφ

Cα = πm(p−αL ∩ Zm)Ⱦ

ᱴ❬的θᡇԢᴿ

· · · ⊆ C−1 ⊆ C0 ⊆ C1 ⊆ C2 ⊆ · · · Ⱦ
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䘏ӑ码 Cα的㔪ᮦфṲ L的⭕ᡆ⸟䱫 V的不变因子δInvariant Factorsεᇼ࠽⴮ީȾ

性质 2.9：设 L ⊆ Zm 为一个格，整数矩阵 V 是它的生成矩阵。令 πi 是矩阵 V

中恰被 pi 整除的那些不变因子 d 的数目。那么对于所有 α < 0，均有

dim Cα = 0，

而对于任意 α ≥ 0，均有

dim Cα = π0 + · · ·+ πα。

证明. ⭧ӄ L ⊆ ZmθᡇԢԄ Cα 的ᶺ䙖方法ቧਥԛ⸛䚉θሯӄᡶᴿ α < 0 ൽᴿ

dim Cα = 0Ⱦ

䇴 Pૂ QᱥњѠ᮪ᮦᒰ⁗⸟䱫θֵ ᗍ PVQᱥжѠሯ䀈⸟䱫 Sφ

PVQ = S =

d1 0
. . .

0 dm

 Ⱦ
䛙Ѿ PV = SQ−1θᒬъ SQ−1 ҕᱥṲ L的⭕ᡆ⸟䱫Ⱦ↚ᰬᆎ൞᮪ᮦੇ䠅 v1, . . . ,vm ∈

Zmֵᗍ⸟䱫 SQ−1的㺂ੇ䠅ᱥ d1v1, . . . , dmvmȾ㘹ሕр䘦的ᶺ䙖方法ᡇԢਇ⧦θ䳼合

{πm(vi) | di ̸≡ 0 (mod pα+1)}ᱥ㓵ᙝ码 Cα的ж组ะȾᡶԛㅿᕅ dim Cα = π0+· · ·+πα

ᡆ㄁Ⱦ

ㆶ䀶ҁθᡇԢ的ᜩ法ቧᱥԄжѠሯ〦䇴䇗的ީ㚊⸟䱫 A ਇθ䇗㇍ᆹ的࠰

Smith ḽ߼ශ S = PAQθެ 中 P,Q,S 䜳ᱥ v × v 䱬᮪ᮦ⸟䱫θᒬъ S ᱥሯ䀈⸟䱫

S = diag(d1, . . . , dv)Ⱦ䛙Ѿต Fp р的码 Cα ⭧ะੇ䠅 {πm(vi) | di ̸≡ 0 (mod pα+1)}

⭕ᡆθެ 中 v1, . . . ,vv ᱥ⸟䱫 Q−1的ޞ䜞㺂ੇ䠅Ⱦ

䇟ᡇԢ㔝㔣㘹㲇ޭᴿ㔅ޮ৸ᮦ [2, 4]的 Singerᐤ䳼的ׁᆆȾ䘏Ѡᐤ䳼ᡶሯᓊ的

ሯ〦䇴䇗的ީ㚊⸟䱫 AᱥжѠᗠ⧥⸟䱫θެ 中ㅢж㺂ᱥ [111011001010000]Ⱦ䇗㇍ A

的 Smithḽ߼ශθᡇԢᗍࡦ

S = PAQ = diag(1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 4, 4, 4, 28)Ⱦ

䘿਌ p = 2θ঩ᡇԢ㘹㲇Ԅ A ⭕ᡆ的ӂݹ码ȾԚ⸟䱫 Q−1 的㺂ੇ䠅ࡡ࠼

Ѱ v1, . . . ,v15Ⱦ䛙Ѿ C0 的ж组ะᱥ {π15(vi) | 1 ≤ i ≤ 5}θ㙂 C1 的ะੇ䠅ᱥ

18



线性码码链的差集构造

{π15(vi) | 1 ≤ i ≤ 11}θ䘏ᱥഖѰ S的ሯ䀈㓵рࡡ࠼ᴿ 5ૂ 11Ѡݹ㍖൞⁗ 2ૂ⁗ 4

ᰬуㅿӄ䴬Ⱦ䙐䗽䇗㇍䘏њѠ码的৸ᮦ⸛䚉θC0 ᱥжѠ [15, 5, 7]2 㓵ᙝ码θ㙂 C1 ᱥж

Ѡ [15, 11, 3]2㓵ᙝ码θ䘏њѠ码䜳ᱥᴶՎ的Ⱦуӻྸ↚θC0ૂ C1的ሯڬδDualε码ࡡ࠼

ᱥޭᴿ৸ᮦ [15, 10, 4]2ૂ [15, 4, 8]2的㓵ᙝ码θᆹԢҕᱥᴶՎ的έ

2.2.2 㓵ᙝ码码䬴ф䖞䚉⸟䱫

Ԛ DᱥжѠ 2-(v, k, λ)䇴䇗Ⱦٽ䇴 DޭᴿжѠ t䱬的ᰖуࣞ⛯ᡌуࣞ॰组的ঀ

㠠ੂᶺࡏ↙ φθެ 中 tᱥжѠ㍖ᮦȾ⌞ᝅࡦθྸ ᷒䘏Ѡ䇴䇗ᱥሯ〦的θ䛙ѾԱᝅᰖуࣞ

⛯的㠠ੂᶺҕ⋗ᴿуࣞ॰组ȾᡇԢਥԛሼ䇴䇗 D的⛯䳼ૂ॰组䳼䠃᯦ᧈᓅθֵ ᗍީ

㚊⸟䱫 Aޭᴿྸс的࠼ඍᖘᕅφ

A =

 A1,1 · · · A1,v/t
... . . . ...

Ab/t,1 · · · Ab/t,v/t

 θ
ެ中∅Ѡᆆ⸟䱫 Ai,j 䜳ᱥ t䱬的ᗠ⧥⸟䱫θᆹ的㺂⭧ᗠ⧥㗚 ⟨φ⟩֒⭞с的ㅢ iѠ॰组

䖞䚉中的॰组䘑㺂ḽਭθ㙂ࡏࡍᱥ⭞ ⟨φ⟩֒⭞с的ㅢ j Ѡ⛯䖞䚉中的⛯ḽਭȾᇐѿ

(b/t)× (v/t)䱬⸟䱫

M =

 m1,1 · · · m1,b/t
... . . . ...

mb/t,1 · · · mb/t,v/t

 θ
ެ中mi,j ᱥ⸟䱫 Ai,j 中∅㺂੡ᴿ的ć1Ĉ的ᮦⴤȾᦘ䀶ҁθԱᝅ㔏ᇐ的ㅢ iѠ॰组䖞䚉

中的॰组θ䜳ऻ੡ᴿㅢ j Ѡ⛯䖞䚉中的 mi,j Ѡ⛯χ㙂Աᝅ㔏ᇐ的ㅢ j Ѡ⛯䖞䚉中的

⛯θ䜳ऻ੡൞ㅢ iѠ॰组䖞䚉中的 mi,j Ѡ॰组中ȾᡇԢ〦⸟䱫 Mᱥ䇴䇗 Dީӄ㠠ੂ

ᶺ φ的轨道矩阵δOrbit MatrixεȾ

ֵ⭞䖞䚉⸟䱫 M֒ѰṲ的⭕ᡆ⸟䱫θᡇԢਥԛᗍࡦ䇮ཐ的ᴶՎ码Ⱦׁ ྸ㔅ޮ৸

ᮦ [2, 6]的 Singerᐤ䳼ሯᓊӄжѠ (63, 31, 15)-ሯ〦䇴䇗Ⱦ䘏Ѡ䇴䇗ޭᴿжѠ t = 3䱬

的ঀ↙ࡏ㠠ੂᶺȾ䙐䗽р䶘的ᶺ䙖方法θᡇԢਥԛᗍࡦжࡍӂݹ㓵ᙝ码码䬴Ⱦެ 中

C2ᱥжѠӂݹ [21, 12]2㓵ᙝ码θᆹ的ᴶቅ䠃䠅ᱥ d = 5θ䘏ᱥжѠᴶՎ码Ⱦੂ ᰬθᆹ的

ሯڬ码 C⊥
2 ҕᱥжѠᴶՎ [21, 9, 8]2㓵ᙝ码Ⱦ
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2.2.3 ᴪཐׁᆆ

൞䘏жቅ㢸中θᡇԢሼኋ⽰ᴪཐԄ਺类ᐤ䳼中ᶺ䙖㓵ᙝ码码䬴的ׁᆆȾࡍḽ

ć䱬Ĉ㺞⽰ᡇԢ⭞ᶛᶺ䙖䖞䚉⸟䱫的ঀ↙ࡏ㠠ੂᶺ㗚的䱬ᮦχࡍḽć䬴Ĉ㺞⽰㓵ᙝ码༺

ӄ㓵ᙝ码码䬴中的փ㖤χࡍḽć码Ĉૂ ćሯڬ码Ĉࡡ࠼㺞⽰ᗍࡦ的㓵ᙝ码਀ެሯڬ码Ⱦ

䇦ਭ⋆㺞⽰ᡶᗍࡦ的㓵ᙝ码ᱥᴶՎ码θ঩ᆹ的ᴶቅ䠃䠅䗴ࡦҼ⨼䇰р⮂Ⱦ㙂㺞中ެ

ᆹ৸ᮦ的码ҕ䜳ᱥ䘇ղᴶՎ的θ঩ᆹԢ的ᴶቅ䠃䠅㲳❬⋗ᴿ䗴ࡦ⨼䇰⮂θռ൞ᡶᴿᐨ

⸛的码中ᱥᴶླ的Ⱦ

൞㺞 2.1ૂ㺞 2.2中θᡇԢࡡ࠼ኋ⽰ҼԄ Singerᐤ䳼ᗍࡦӂૂݹཐݹ㓵ᙝ码码

䬴的ׁᆆȾ

ᇐѿ 2.10. 䇴 q ᱥжѠ㍖ᮦᑸȾྸ ᷒ሺᖧᒩ䶘 PG(2, q)中жѠ⭧ m⛯组ᡆ的䳼合

A中ԱᝅпѠ⛯䜳уާ㓵θ䛙ѾᡇԢᣀ A〦ѰжѠ m-弧δm-ArcεȾᖉ q ᱥཽᮦᰬθ

ᡇԢሼ (q + 1)-ᕝ〦Ѱ椭圆δOvalεχ㙂ᖉ q ᱥڬᮦᰬθᡇԢሼ (q + 2)-ᕝ〦Ѱ超椭圆

δHyperovalεȾ

ж类⢯⇀的䎻ὣ഼㻡〦Ѱ单项式超椭圆δMonomial HyperovalεθᆹԢ൞ሺᖧᒩ

䶘 PG(2, 2d)中ޭᴿԛс的ሺᖧㅿԭ㺞⽰φ

D(xk) = {(1, t, tk) | t ∈ F2d} ∪ {(0, 1, 0), (0, 0, 1)}Ⱦ

ሺᖧᒩ䶘 PG(2, 2d)中ᐨ⸛的ঋ亯ᕅ䎻ὣ഼ᴿφ

1. Segre䎻ὣ഼ D(x6)θެ 中 d ≥ 5ᱥжѠཽᮦχ

2. Glynnㅢ Iශ䎻ὣ഼ D(xσ+γ)θެ 中φd ≥ 7ᱥжѠཽᮦχσ = 2(d+1)/2χ㤛 d ≡ 1

(mod 4)θᡇԢ਌ γ = 2(3d+1)/4θੜࡏ਌ γ = 2(d+1)/4χ

3. Glynnㅢ IIශ䎻ὣ഼ D(x3σ+4)θެ 中 d ≥ 11ᱥжѠཽᮦθᒬъ σ = 2(d+1)/2Ⱦ

⭧с䶘的ᇐ⨼ᡇԢ⸛䚉θঋ亯ᕅ䎻ὣ഼фᗠ⧥ᐤ䳼ҁ䰪ޭᴿ㍝ᇼ的㚊㌱ȾᡇԢ

ሼ䎻ὣ഼ሯᓊ的ᐤ䳼ҕ⭞⴮ੂ的੃ᆍ〦લθׁ ྸ Segreᐤ䳼θGlynnᐤ䳼ㅿȾ

定理 2.11 (Evans等 [75])：令 q = 2d。如果 D(xk) 是射影平面 PG(2, q) 中的一个超椭

圆，那么集合 Dk,d = Im(τ)\{0} 是循环群 F×
q 上的一个 (q−1, q/2−1, q/4−1)-差
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㺞 2.1 ⭧ Singerᐤ䳼ᗍࡦ的ӂݹ㓵ᙝ码码䬴
ᐤ䳼 䱬 䬴 码 ሯڬ码

(24 − 1, 23 − 1, 22 − 1) 1
C0 [15, 5, 7]2⋆ [15, 10, 4]2⋆
C1 [15, 11, 3]2⋆ [15, 4, 8]2⋆

(25 − 1, 24 − 1, 23 − 1) 1

C0 [31, 6, 15]2⋆ [31, 25, 4]2⋆
C1 — [31, 15, 8]2⋆
C2 [31, 26, 3]2⋆ [31, 5, 16]2⋆

(26 − 1, 25 − 1, 24 − 1)

1
C0 [63, 7, 31]2⋆ [63, 56, 4]2⋆
C3 [63, 57, 3]2⋆ [63, 6, 32]2⋆

3
C1 — [21, 11, 6]2⋆
C2 [21, 12, 5]2⋆ [21, 9, 8]2⋆

7
C1 [9, 4, 4]2⋆ —
C2 — [9, 3, 4]2⋆

(28 − 1, 27 − 1, 26 − 1)

3

C1 — [85, 68, 6]2
C2 — [85, 60, 8]2
C3 — [85, 24, 24]2
C4 — [85, 16, 32]2

5

C1 — [51, 42, 4]2⋆
C2 [51, 17, 16]2 —
C3 — [51, 16, 16]2
C4 — [51, 8, 24]2⋆

17
C1, C2 [15, 5, 7]2⋆ [15, 10, 4]2⋆
C3, C4 [15, 11, 3]2⋆ [15, 4, 8]2⋆

(29 − 1, 28 − 1, 27 − 1) 7
C2 — [73, 45, 10]2
C3 — [73, 36, 16]2

(210 − 1, 29 − 1, 28 − 1)

11

C1 — [93, 87, 2]2⋆
C2 — [93, 77, 6]2⋆
C3 [93, 36, 20]2 —
C2 — [93, 35, 20]2
C4 [93, 88, 2]2⋆ [93, 5, 48]2⋆

31

C1, C2 [33, 6, 16]2⋆ —
C3 [33, 16, 8]2⋆ —
C4 — [33, 15, 8]2
C5 — [33, 5, 16]2⋆
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㺞 2.2 ⭧ Singerᐤ䳼ᗍࡦ的ཐݹ㓵ᙝ码码䬴
ᐤ䳼 䱬 䬴 码 ሯڬ码

(3
4−1
3−1

, 3
3−1
3−1

, 3
2−1
3−1

)
2

C0 — [20, 15, 4]3⋆
C1 [20, 4, 12]3⋆ —

5
C0 [8, 3, 5]3⋆ [8, 5, 3]3⋆
C1 [8, 6, 2]3⋆ [8, 2, 6]3⋆

(3
5−1
3−1

, 3
4−1
3−1

, 3
3−1
3−1

) 11 C1 [11, 6, 5]3⋆ [11, 5, 6]3⋆

(3
6−1
3−1

, 3
5−1
3−1

, 3
4−1
3−1

)

2 C0 — [182, 172, 4]3⋆

7
C0 [52, 4, 34]3⋆ [52, 48, 2]3⋆
C3 [52, 49, 2]3⋆ [52, 3, 36]3⋆

13
C0 [28, 4, 18]3⋆ —
C3 — [28, 3, 18]3⋆

(3
8−1
3−1

, 3
7−1
3−1

, 3
6−1
3−1

) 41
C0 [80, 5, 53]3⋆ [80, 75, 3]3⋆
C5 [80, 76, 2]3⋆ [80, 4, 54]3⋆

(3
9−1
3−1

, 3
8−1
3−1

, 3
7−1
3−1

) 757 C1 [13, 7, 4]3⋆ [13, 6, 6]3⋆
(4

3−1
4−1

, 4
2−1
4−1

, 1) 3 C0 [7, 4, 3]4⋆ [7, 3, 4]4⋆
(4

5−1
4−1

, 4
4−1
4−1

, 4
3−1
4−1

) 11 C0 — [31, 25, 4]4⋆
(4

7−1
4−1

, 4
6−1
4−1

, 4
5−1
4−1

) 43 C0 — [127, 119, 4]4⋆

(5
4−1
5−1

, 5
3−1
5−1

, 5
2−1
5−1

) 13
C0 — [12, 8, 4]5⋆
C1 — [12, 3, 8]5⋆

(5
5−1
5−1

, 5
4−1
5−1

, 5
3−1
5−1

)
11

C0 — [71, 65, 4]5⋆
C2 [71, 66, 3]5 —

71 C1 [11, 6, 5]5⋆ [11, 5, 6]5⋆

(5
6−1
5−1

, 5
5−1
5−1

, 5
4−1
5−1

) 31
C0 [126, 7, 95]5⋆ —
C3 — [126, 6, 95]5

(3
5−1
3−1

, 3
4−1
3−1

, 3
3−1
3−1

) 11 C0 [11, 6, 5]9⋆ [11, 5, 6]9⋆
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㺞 2.3 ⭧ Segreᐤ䳼ᗍࡦ的㓵ᙝ码码䬴
ᐤ䳼 䱬 䬴 码 ሯڬ码

(29 − 1, 28 − 1, 27 − 1) 7
C0, C1 [73, 18, 24]2 [73, 55, 6]2
C3 [73, 36, 16]2 —
C4 [73, 45, 10]2 —

(211 − 1, 210 − 1, 29 − 1)
23

C1, C2 [89, 22, 28]2 —
C3 [89, 33, 20]2 [89, 56, 11]2
C5 [89, 55, 12]2 [89, 34, 20]2

C6, C7 [89, 66, 8]2 [89, 23, 28]2
89 C3, C4, C5 [23, 11, 8]2⋆ [23, 12, 7]2⋆

㺞 2.4 ⭧ Glynnㅢ Iૂㅢ IIශᐤ䳼ᗍࡦ的㓵ᙝ码码䬴
ᐤ䳼 䱬 䬴 码 ሯڬ码

(29 − 1, 28 − 1, 27 − 1) 7
C1 [73, 18, 24]2 [73, 55, 6]2
C3 [73, 36, 16]2 —
C4 [73, 45, 10]2 —

(211 − 1, 210 − 1, 29 − 1)
23

C0 [89, 11, 40]2⋆ [89, 78, 4]2⋆
C1 [89, 22, 28]2 —
C7 [89, 66, 8]2 [89, 23, 28]2
C8 [89, 77, 4]2⋆ —

89 C3 [23, 11, 8]2⋆ [23, 12, 7]2⋆

集，其中映射

τ : Fq → Fq

x 7→ τ(x) = x+ xk，

而 Im(τ) 表示映射 τ 的象集。

㺞 2.3ૂ㺞 2.4中ࡡ࠼ኋ⽰ҼԄ Sergeᐤ䳼ԛ਀Ԅ Glynnㅢ Iૂㅢ IIශᐤ䳼中

ᗍࡦᴶՎ㓵ᙝ码的ׁᆆȾ

䇴 m ᱥжѠ↙᮪ᮦθሯӄ∅Ѡ┗䏩 gcd(a,m) = 1 的᮪ᮦ aθᇐѿ ∆h(x) =

(x + 1)d + xd + 1θެ 中 d = 4h − 2h + 1Ⱦ䛙Ѿሯӄᴿ䲆ต的Ҏ法㗚 F×
2m 的жѠ⭕ᡆ

ݹ αθ䳼合

Ba = logα (F2m \∆a(F2m))

㻡〦Ѱ Dillon–Dobbertinᐤ䳼Ⱦᖉ a = 1ૂ a = 2ᰬθDillon–Dobbertinᐤ䳼ࡡ࠼ㅿԭ
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㺞 2.5 ⭧ Dillon–Dobbertinᐤ䳼ᗍࡦ的㓵ᙝ码码䬴
ᐤ䳼 a 䱬 䬴 码 ሯڬ码

(28 − 1, 27 − 1, 26 − 1) 3

3
C2 [85, 24, 24]2 —
C3 [85, 60, 8]2 [85, 25, 24]2

5

C1 [51, 8, 24]2⋆ —
C2 [51, 16, 16]2 —
C3 — [51, 17, 16]2
C4 [51, 42, 4]2⋆ —

17
C1, C2 [15, 4, 8]2⋆ [15, 11, 3]2⋆
C3, C4 [15, 10, 4]2⋆ [15, 5, 7]2⋆

(29 − 1, 28 − 1, 27 − 1) 4 7 ф Glynnㅢ Iૂㅢ IIශᐤ䳼中⴮ੂ
(210 − 1, 29 − 1, 28 − 1) 3 11 C7 [93, 82, 4]2⋆ —

(211 − 1, 210 − 1, 29 − 1)

3 23
C2 [89, 11, 40]2⋆ [89, 78, 4]2⋆
C6 [89, 11, 40]2⋆ —

89 ф Glynnㅢ Iૂㅢ IIශᐤ䳼中⴮ੂ

4 23

C1, C2 [89, 22, 28]2 —
C3 [89, 33, 20]2 —
C5 [89, 55, 12]2 [89, 34, 20]2

C6, C7 [89, 66, 8]2 [89, 23, 28]2
89 ф Glynnㅢ Iૂㅢ IIශᐤ䳼中⴮ੂ

ӄ Singerᐤ䳼ૂ Segreᐤ䳼Ⱦ൞㺞 2.5中θᡇԢኋ⽰Ԅ䘏类ᐤ䳼ᗍࡦ的㓵ᙝ码码䬴᛻

߫θެ 中ࡍḽćaĈ㺞⽰ᐤ䳼中৸ᮦ a的਌ٲȾ

2.3 уㅿԭᗠ⧥ᐤ䳼

жѠ (v, k, λ)-ᗠ⧥ᐤ䳼㻡〦Ѱᱥ Hadamard 的θྸ ᷒ᆎ൞↙᮪ᮦ n ֵᗍ v =

4n− 1θk = 2n− 1θᒬъ λ = n− 1Ⱦᗠ⧥ Hadamardᐤ䳼фᗠ⧥ Hadamard⸟䱫ԛ਀

ӂ㓝㠠⴮ީᓅࡍδTwo-Level Autocorrelation Sequenceεޭ ᴿ㍝ᇼ㚊㌱ȾᆹԢ൞਺〃ᮦ

ᆍ䙐ؗ㌱㔕中䜳ޭᴿ䠃㾷֒⭞ [90,143,148]ȾBaumert൞ 1971ᒪ⥒ᜩθᗠ⧥ Hadamardᐤ

䳼中㗚 G的䱬ᮦ vਠᴿԛсп〃ਥ㜳的᛻߫φ

1. v = pθެ 中 pᱥжѠ㍖ᮦᒬъ p ≡ 3 (mod 4)χ

2. v = p(p+ 2)θެ 中 pૂ p+ 2䜳ᱥ㍖ᮦχ

3. v = 2n − 1θެ 中 nᱥԱᝅжѠཝӄㅿӄ 2的↙᮪ᮦȾ

൞ᇔ䱻ᐛぁᓊ⭞中θㅢп类䮵ᓜᴶѰᑮ⭞Ⱦ㪍੃的ᶷཝ䮵ᓜᓅࡍδMaximal

Length Sequenceθ䇦Ѱ m-ᓅࡍεθቧኔӄр䘦ㅢп类 [89]Ⱦ研究㘻ᐨ㔅ᇂޞ᧘䇞Ҽԛс
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৸ᮦ的᛻߫φBaumertф Fredericksen൞ 1967ᒪ研究Ҽ৸ᮦ (127, 63, 31) [10]χCheng൞

1982ᒪ研究Ҽ৸ᮦ (255, 127, 63) [37]χDreierф Smithθԛ਀ Kim⤢㄁的研究Ҽ৸ᮦ

(511, 255, 127) [69,105]χGaalф Golomb൞ 2001ᒪ研究Ҽ৸ᮦ (1023, 511, 255) [82]Ⱦ൞䘏

ж㢸中θᡇԢሼ᷆࠼ᡶᴿԄ (511, 255, 127)-ᗠ⧥ Hadamardᐤ䳼中⭕ᡆ的㓵ᙝ码码䬴Ⱦ

⭧ᮽ⥤ [69,105] ⸛䚉θжާᆎ൞ 5类уㅿԭ的 (511, 255, 127)-ᗠ⧥ᐤ䳼Ⱦ࡟⭞ᗠ⧥

ᐤ䳼ф㠠⴮ީᓅࡍҁ䰪的ሯᓊީ㌱δሯӄᡶᴿ i = 0, 1, . . . , 2n − 2θᓅࡍ s中ㅢ iփ的

ٲ s(i) = 0ᖉъӻᖉ i ∈ DεθᡇԢሼ䘏 5类уㅿԭ的 (511, 255, 127)-ᗠ⧥ Hadamard

ᐤ䳼㺞⽰Ѱ 5Ѡӂݹᓅࡍθެ 中 αᱥᴿ䲆ต F29 的ḆѠᵢ৕ݹθTrace㺞⽰ F29 ࡦ

F2的䘯࠳ᮦθ㙂 i = 0, 1, . . . , 510φ

1. m511δm-ᓅࡍεφs(i) = Trace(αi)χ

2. G511δGMW-ᓅࡍεφs(i) = Trace(αi + α11i + α43i)χ

3. M511-1φs(i) = Trace(αi + α23i + α31i)χ

4. M511-2φs(i) = Trace(αi + α51i + α57i + α83i + α111i + α125i + α183i)χ

5. M511-3φs(i) = Trace(αi+α7i+α57i+α77i+α83i+α103i+α111i+α127i+α183i)Ⱦ

⭧ӄ 511 = 7 · 73θᡇԢ䴶㾷㘹㲇䱬 tѰ 7ૂ 73的ঀ↙ࡏ㠠ੂᶺ㗚ȾӁᇔрθ੄

ж〃 t = 73᛻ᖘ䶔ᑮㆶঋφᡶᴿӊ类ᐤ䳼⭕ᡆ的㓵ᙝ码码䬴中ਠ੡ᴿ C̃0 ૂ C̃1 њ〃

㓵ᙝ码θᆹԢ的䠃䠅࠼ᐹࡡ࠼Ѱ 1 + x7ૂ 1 + 7x3 + 7x4 + x7Ⱦެ 中㓼ᗤ的॰ࡡ൞ӄθ

GMW-ᓅࡍ㔏࠰的ᱥ C0 = C̃0ૂ C1 = C̃1θ㙂ެᆹ഑类䜳㔏࠰ C0 = C1 = C̃0ૂ C2 = C̃1Ⱦ

ᖉঀ↙ࡏ㠠ੂᶺ㗚䱬ᮦᱥ t = 7的ᰬُθ᛻߫ՐགྷᵸжӑθᡇԢሼ㔉᷒㖍ྸࡍсȾ

⌞ᝅࡦθᡶᴿ的码䜳ᱥӂݹ的Ⱦ

• m511φ

– #1φ[73, 1, 73] = [73, 1, 73] ⊆ [73, 28, 9] ⊆ [73, 37, 9] ⊆ [73, 46, 9]χ

– #2φ[73, 1, 73] ⊆ [73, 7, 32] ⊆ [73, 19, 9] ⊆ [73, 37, 9] ⊆ [73, 55, 4] ⊆ [73, 67, 1]χ

• G511:
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– #1ૂ #2ф m511的 #1ૂ #2⴮ੂχ

– #3φ[73, 1, 73] ⊆ [73, 13, 24] ⊆ [73, 19, 9] ⊆ [73, 37, 9] ⊆ [73, 55, 4] ⊆ [73, 61, 1]χ

– #4φ[73, 1, 73] ⊆ [73, 13, 24] ⊆ [73, 28, 9] ⊆ [73, 37, 9] ⊆ [73, 46, 4] ⊆ [73, 61, 1]χ

– #5φ[73, 4, 32] ⊆ [73, 7, 32] ⊆ [73, 25, 9] ⊆ [73, 37, 4] ⊆ [73, 49, 4] ⊆ [73, 67, 1] ⊆

[73, 70, 1]χ

– #6φ[73, 4, 32] ⊆ [73, 10, 28] ⊆ [73, 19, 9] ⊆ [73, 37, 4] ⊆ [73, 55, 4] ⊆ [73, 64, 1] ⊆

[73, 70, 1]χ

– #7φ[73, 7, 32] ⊆ [73, 10, 32] ⊆ [73, 16, 9] ⊆ [73, 37, 4] ⊆ [73, 58, 4] ⊆ [73, 64, 1] ⊆

[73, 67, 1]χ

– #8φ[73, 7, 32] ⊆ [73, 10, 28] ⊆ [73, 25, 9] ⊆ [73, 37, 4] ⊆ [73, 49, 4] ⊆ [73, 64, 1] ⊆

[73, 67, 1]χ

• M511-1ૂM511-2φ

– #1φ[73, 1, 73] ⊆ [73, 19, 21] ⊆ [73, 28, 16] ⊆ [73, 37, 9] ⊆ [73, 46, 9] ⊆ [73, 55, 6]χ

• M511-3φ

– #1φ[73, 19, 21] = [73, 19, 21] ⊆ [73, 28, 16] ⊆ [73, 37, 9] ⊆ [73, 46, 9] ⊆

[73, 55, 6]Ⱦ

ެ中 #㺞⽰уㅿԭ的码䬴的䇗ᮦθׁ ྸ GMW-ᓅࡍ൞ 7䱬ঀ↙ࡏ㠠ੂᶺ֒⭞сᗍࡦ

的уੂ码䬴ާᴿ 8ᶗȾ
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3 LDPC码的ᐤ⸟䱫ᶺ䙖

3.1 LDPC码ㆶԁ

ᇐѿ 3.1. Ԛ HᱥжѠᇐѿ൞ӂݹต F2р的⸟䱫θྸ ᷒ެ中 “1”的ᮦⴤ⴮ሯᖾቇθᡇ

Ԣ〦䘏Ѡ⸟䱫ᱥ稀疏的Ⱦԛ〶⯅⸟䱫 H֒Ѱṗ僂⸟䱫的δӂݹε码ቧ㻡〦Ѱ低密度奇

偶校验码δLow-Density Parity-Check CodeθLDPC码εȾ

LDPC 码ਥԛ࡟⭞䖥䗉ޛ䖥䗉࠰的䘣ԙ䈇码㇍法䘑㺂䀙码θׁ ྸૂ〥㇍法

δSum-Product Algorithmεㅿ㖤ؗՖ᫣δBelief-Propagatingε㇍法θቧ㜳ཕ䗴ࡦᜀӰ的

儎᭾⦽ [83,125,137]Ⱦ൞ӂ䘑࡬䗉ޛ的ࣖᙝ Gaussⲳಠ༦δAdditive White Gaussian Noiseθ

AWGNεؗ 䚉сθ码⦽Ѱ 1/2Ƚ码䮵Ѱ 107 的䶔㿺ࡏ LDPC码䙐䗽㖤ؗՖ᫣䘣ԙ方法

䈇码θᖉ䭏䈥Ᾰ⦽Ѱ 10−6ᰬθ䐓⿱ Shannon⮂ӻᐤ 0.0045dBθ䘏ᱥⴤࢃ䐓⿱ Shannon

⮂ᴶ䘇的ླ码 [42]Ⱦ

ᰟ൞ 1962ᒪθGallagerቧ൞Ԍ的ঐ༡䇰ᮽ中ሯ LDPC码的㌱㔕ޞ䶘的䇰䘦θྖ

ᇐҼ LDPC码研究的⨼䇰ะ⹶ [83]Ⱦռ⭧ӄᖉᰬ䇗㇍㜳ૂ࣑ᆎ۞㜳࣑的䲆࡬θӰԢ⋗

ᴿ䇚䇼ࡦ LDPC码的Վ䏀ᙝȾԄ Gallagerᨆ࠰ LDPC码ࡦMacKayㅿӰ䠃᯦ਇ⧦的

30ཐᒪ䰪θਠᴿቇᮦӰީ⌞䗽 LDPC码θެ 中 Tannerᨆ࠰的 LDPC码的ӂ䜞ഴ㺞⽰

ᱥᵕ䰪的ѱ㾷䘑ኋ [167]ȾԄ TannerഴрθᡇԢਥԛ⴪㿸的⨼䀙 LDPC码的䘣ԙ䈇码

䗽ぁȾ൞ӂॷь㓠ᵡθMacKayㅿӰᙱ㔉ࢃӰᐛ֒ [125]θ൞䇰ᮽ中䈜㓼䇰䘦Ҽ LDPC码

的⨼䇰ૂᇔ䱻ᙝ㜳θ䇷᱄Ҽ LDPC码ᱥж〃ᇔ⭞ླ码θ᧞ᒵҼ Gallager的Ᾰ⦽䘣ԙ

䈇码㇍法θᨅ䘦Ҽᇔ⭞䈇码方法的䈜㓼ᇔ⧦方法θʊ ཝ的᧞ࣞҼ LDPC码的ਇኋθᱥ

LDPC码়ਨр的жѠ䠂ぁ⻇Ⱦ↚੄θLDPC码的研究൞䈇码㇍法的ㆶौȽᇼᓜ䘑ौ

的᭯䘑Ƚ䶔㿺ࡏ码的ᓜᮦ䇴䇗Ƚṗ僂⸟䱫的ᶺ䙖Ƚ䐓⿱⢯ᙝૂᙝ㜳⮂的᷆࠼Ƚ൞䙐ؗૂ

ᮦᦤᆎ۞中的ᓊ⭞ԛ਀ LDPC码的ᇔ⧦ㅿ਺方䶘ኋᔶθ਌ᗍҼᖾཐᴿԭٲ的研究ᡆ

᷒θᒬ൞ᇔ䱻㌱㔕中ᗍࡦҼᓊ⭞Ⱦ

ᐨᴿ的 LDPC码ᶺ䙖方法ਥԛཝ㠪࠼ࡈѰԛсњ类φㅢж类ᱥ䳅ᵰ码δRandom

Codeεθׁ ྸᮽ⥤ [83,125,136,137,140,149]χㅢӂ类ᱥ㔉ᶺौ码δStructured Codeεθׁ ྸᮽ
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⥤ [111,168,169,176]Ⱦ䳅ᵰ码ᱥ⭧䇗㇍ᵰะӄ⢯ᇐ䇴䇗㿺ࡏᡌഴ㔉ᶺᩒ㍘ᗍࡦ的θׁ ྸഴ

的പ䮵δGirthεૂ ⛯ᓜ࠼ᐹδDegree Distributionεㅿᙝ䍞㾷≸Ⱦ㙂㔉ᶺौ码ࡏᱥֵ⭞

жᇐ的ԙᮦૂ组合方法ᶺ䙖码ᆍȾ䙐ᑮ䮵ᓜ䖹ཝ的䳅ᵰ LDPC码∊⴮ղ৸ᮦс的

㔉ᶺौ LDPC码ᴪࣖ᧛䘇 Shannonᶷ䲆θռ䳅ᵰ码的问题൞ӄᆹԢ⋗ᴿ䏩ཕ的ԙᮦ

ؗᚥᶛ᭥ᤷㆶঋ儎᭾的编码方ṾȾфҁ⴮ሯ的θ㔉ᶺौ码䙐ᑮ൞编码䗽ぁ中ᤛᴿᐞ

ཝՎࣵθ⢯ࡡᱥᗠ⧥码δCyclic Codeεૂ ᤕᗠ⧥码δQuasi-Cyclic Codeε的编码ӻ䴶㾷

ᴶㆶঋ的〱փᇺᆎಞቧ㜳ཕᇂᡆ [111,121,166,168]Ⱦᖉ䟽⭞Ѩ㺂编码δSerial Encodingεᰬ θ

གྷᵸᓜૂṗ僂փδParity-Check Bitsε的ᮦⴤ੾㓵ᙝީ㌱θ㙂ᖉ䟽⭞ᒬ㺂编码δParallel

Encodingεᰬ θགྷᵸᓜᱥ码䮵的㓵ᙝ࠳ᮦȾ൞ᇔ䱻ᓊ⭞൰Ქ中θ码ᆍ的䮵ᓜуՐའཝȾ

↚ᰬ㔉ᶺौ LDPC码൞∊⢯䭏䈥⦽δBit-Error RateεȽඍ䭏䈥⦽δBlock-Error Rateεૂ

ᐤ䭏ᒩᓋ/ᴶք䈥码⦽δError-Floorεㅿ㔲合᤽ḽрθф䳅ᵰ码ᒬуᆎ൞᱄ᱴ的ᐤ䐓Ⱦ

ᇐѿ 3.2. Ԛӂݹ〶⯅⸟䱫 HᱥжѠ LDPC码 C 的ṗ僂⸟䱫Ⱦྸ ᷒ H的∅жࡍ䜳ޭ

ᴿ⴮ੂ的ࡍ䠃䠅 γθᒬъ∅ж㺂䜳ᴿ⴮ੂ的㺂䠃䠅 ρθ䛙ѾᡇԢቧሼ䘏Ѡ LDPC码 C

〦Ѱᱥ正则的δRegularεθᡌ(γ, ρ)-正则的Ⱦެ 中的৸ᮦ γૂ ρ䜳ᓊ⴮ሯӄ码的䮵ᓜ㙂

䀶䶔ᑮቅȾྸ ᷒ṗ僂⸟䱫 H的㺂䠃䠅ᡌࡍ䠃䠅уᱥരᇐ的θ䛙Ѿቧሼ码 C 〦Ѱ不规

则的δIrregularεȾ

൞几҄ᡶᴿᐨ⸛的 LDPC码ᶺ䙖方法中θ䜳ሯӄṗ僂⸟䱫 H的㺂фࡍᨆ࠰Ҽԛ

с的㾷≸φԱᝅњ㺂δᡌњࡍε䜳ᴶཐਠᴿжѠփ㖤ੂᰬᱥć1ĈȾᡇԢሼ䘏ѠᶗԬ〦

Ѱ行列限制δRow-Column ConstraintεȾሯӄ⸟䱫 H的㺂ࡍ䲆ؓ࡬䇷Ҽԛ HѰṗ僂⸟

䱫的 LDPC码ᡶሯᓊ的 Tannerഴ [167]δTanner Graphε中у੡ᴿ䮵ᓜѰ 4的ാθ঩↚ᰬ

Tannerഴ的പ䮵㠩ቇѰ 6 [111,122,139]Ⱦޭ ᴿ儎പ䮵的 LDPC码൞䘣ԙ䈇码䗽ぁ中ޭᴿ

ᴪᘡ的᭬ᮑᙝȾԚ γmin 㺞⽰ H的ᴶቅࡍ䠃䠅θ䛙Ѿ㺂ࡍ䲆࡬䘎ؓ䇷Ҽᗍࡦ的 LDPC

码的ᴶቅ Hamming䐓⿱уՐቅӄ γmin + 1θ㿷ᮽ⥤ [111,122,139]Ⱦታ㇗䘏Ѡީӄᴶቅ䐓⿱

的с⮂ሯӄቅ䮵ᓜૂу㿺ࡏ的 LDPC码㙂䀶ᒬуླθռެሯӄޭᴿཝ的ࡍ䠃䠅的㿺

ࡏ LDPC码㙂䀶θ䘏жс⮂䙐ᑮᱥ㍝的θׁ ྸ䛙ӑԄ几֋ሯ䊗 [111] ૂԄᴿ䲆ต [113,190]

ሲ࠰的 LDPC码Ⱦ
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3.2 ᤕᗠ⧥ LDPC码фᐤ⸟䱫

3.2.1 ᤕᗠ⧥ LDPC码

ྸ᷒ LDPC码的ṗ僂⸟䱫 HᱥѠ⭧жӑ⴮ੂཝቅ的ӂݹ〶⯅ᗠ⧥方䱫组ᡆ的

䱫ࡍδᡌඍεθ䛙Ѿ䘏ṭ的 LDPC码ቧ㻡〦Ѱᱥ拟循的（Quasi-Cyclic）θ䇦֒ QC-LDPC

码Ⱦཝ䠅的⁗ᤕᇔ僂㺞᱄θֵ ⭞䟽⭞ֵ⭞ؗᚥՖ䙈㇍法δMessage-Passing Algorithmε

䘑㺂䈇码θ䙐䗽㋴ᐝԙᮦᶺ䙖的ᤕᗠ⧥ LDPC码൞൞ಠ༦ؗ䚉中ޭᴿ䶔ᑮླ的ᙝ

㜳 [122,139]θެ 㺞⧦ਥԛ䶔ᑮ᧛䘇 Shannonᶷ䲆Ⱦ䘏ӑ码൞ AWGNؗ䚉ૂӂ䘑ࡖ࡬䲚

ؗ䚉中的ᙝ㜳㺞⧦⭐㠩ླӄ䛙ӑะӄ䇗㇍ᵰᩒ㍘ᗍࡦ的䳅ᵰᡌՠ䳅ᵰ LDPC码 [113]Ⱦ

↚ཌθᤕᗠ⧥ LDPC码䘎൞编码䈇码㇍法的⺢Ԭᇔ⧦䗽ぁ中ޭᴿᐞཝՎࣵȾެ 编码

䗽ぁਥԛ⭧㓵ᙝགྷᵸᓜ的〱փᇺᆎಞᇔ⧦ [120]Ⱦ㙂൞䈇码的ᰬُθᆹԢ的ᤕᗠ⧥㔉ᶺ

ਥԛㆶौ㓵ᮭ䇴 [34]δWire Routingεθ䘎㜳䜞࠼ᓊ⭞ᒬ㺂㇍法 [34,180]θֵ ᡇԢ㜳൞䈇码

的གྷᵸᙝૂ䙕ᓜҁ䰪ᒩ㺗਌㡃Ⱦᤕᗠ⧥ LDPC码的䘏ӑՎ㢥ᙝ䍞◶ਇҼᴪཐ学㘻的

ު䏙θ㓭㓭ᣋޛሯ䘏类 LDPC码的䇴䇗Ƚʌ 䙖方法ૂᙝ䍞的研究⎠▤中Ⱦ

൞↚θᡇԢሼኋ⽰ж〃࡟⭞㖤ᦘ⸟䱫ሯж㡢㗚р的⸟䱫䘑㺂ӂݹᮙᐹԄ㙂㧭ᗍ

ᤕᗠ⧥ LDPC码的方法Ⱦ

ᇐѿ 3.3. ྸ᷒ᴿ䲆ต F2р的жѠ方䱫中的∅㺂ૂ∅ࡍ䜳ᚦླਠᴿжѠć1Ĉθ䛙Ѿᡇ

Ԣሼ䘏ṭ的⸟䱫〦Ѱ置换矩阵δPermutation MatrixθPMεȾᡶᴿ的 v䱬㖤ᦘ⸟䱫൞Ფ

䙐⸟䱫Ҏ法的ᝅѿсᶺᡆҼжѠ㗚 Pvθ䘏Ѡ㗚的ཝቅᱥ v!Ⱦ

ᇐѿ 3.4. 䇴 (G,+)Ѱ v 䱬Ӛᦘ㗚ȾᡇԢ⭞㗚 G中的ݹ㍖ḽ䇦жѠ v × v 䱬⸟䱫的

㺂ૂࡍȾᇐѿ᱖ሺφ

δ : G → Fv×v
2

g 7→ δ(g)

ެ中⸟䱫 δ(g)൞ (i, j)փ㖤的ٲѰ 1ᖉъӻᖉ j − i = g ∈ GȾᡇԢሼ䘏ж⸟䱫㺞⽰

〦Ѱ㗚ݹ㍖ g的G-重二元矩阵散布δG-Fold Binary Matrix Dispersionεθᡌㆶ〦Ѱ二元

矩阵散布Ⱦ
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ᇯ᱉ਇ⧦θሯӄԱᝅ㗚ݹ㍖ g ∈ Gθެ ӂݹ⸟䱫ᮙᐹ δ(g)䜳ᱥжѠ v 䱬㖤ᦘ⸟

䱫θԄ㙂 δᱥԄ (G,+)ࡦ (Pv, · )的жѠ㗚ੂᘷȾ

⧦൞㘹㲇жѠm× n䱬⸟䱫 W = [wi,j]θެ 中的ݹ㍖਌㠠㗚 GȾ䙐䗽ሼ⸟䱫中的

∅жѠݹ㍖ wi,j ∈ G⭞ᆹ的ӂݹ⸟䱫ᮙᐹ࠳ᮦ的䊗 δ(wi,j)ᴵԙθᡇԢਥԛᗍࡦжѠ

m× n的 v䱬㖤ᦘ⸟䱫䱫ࡍ
δ(w0,0) δ(w0,1) · · · δ(w0,n−1)
δ(w1,0) δ(w1,1) · · · δ(w1,n−1)

... ... . . . ...
δ(wm−1,0) δ(wm−1,1) · · · δ(wm−1,n−1)

Ⱦ
䘏ᱥжѠཝቅѰ mv × nv的ӂݹ⸟䱫ȾᡇԢሼެ䇦֒ δ(W)θᒬ〦ҁѰ W的二元矩阵

散布Ⱦ

⢯ࡡ的θྸ ᷒䘿਌的㗚 GᱥжѠ v䱬ᗠ⧥㗚 Zv := Z/vZ = {0, 1, . . . , v − 1}θᒬ

ъሼ v × v䱬⸟䱫的㺂ḽࡍḽ᤿➝㠠❬亰ᓅḽ䇦θ䛙Ѿ㗚ݹ㍖ k ∈ Zv 的ӂݹ⸟䱫ᮙ

ᐹ δ(k)中θㅢ (i, j)փ㖤р的਌ٲѰć1Ĉᖉъӻᖉ j − i ≡ k (mod v)θ㙂ެᆹᰬُ䜳

਌ٲѰć0ĈȾ⭧ӄ䘏Ѡ⸟䱫的ㅢж㺂中ਠ൞ㅢ k ᴿ୥жжѠć1Ĉθᒬъެᆹ的㺂ࡍ

䜳ᱥㅢж㺂ᗠ⧥਩〱ᗍࡦ的θഖ↚ᡇԢሼ䘏ṭ的⸟䱫〦Ѱ循环置换矩阵δCirculant

Permutation MatrixθCPMεȾ⢯ࡡ的θδ(0)ቧᱥ v䱬ঋփ⸟䱫 Ivχ㙂⸟䱫 δ(k)ਥԛⵁ֒

ᱥሼ Iv 的∅ж㺂䜳਩ᗠ⧥〱ࣞ kѠփ㖤ᡶᗍࡦ的θެ 中 k = 0, 1, . . . , v − 1Ⱦ

Ԛ Wᱥ㗚 Zv р的жѠ m × n䱬⸟䱫θ䛙Ѿ δ(W)ᱥжѠᤕᗠ⧥⸟䱫Ⱦྸ ᷒ᡇԢ

ሼ δ(W)⭞֒жѠ㓵ᙝ码 C 的ṗ僂⸟䱫θ䛙Ѿ䘏Ѡ㓵ᙝ码ᤕᗠ LDPC码Ⱦ↚ᰬθC ਥԛ

൞㓵ᙝᰬ䰪གྷᵸᓜ޻ᇂᡆ编码䈇码䗽ぁȾᡇԢ䴶㾷⌞ᝅࡦθж㡢 Abel㗚 Gр的⸟䱫

W的ӂݹᮙᐹᒬужᇐޭᴿ䘏жՎ㢥ᙝ䍞Ⱦ

3.2.2 ᐤ⸟䱫

ѰҼֵ⭞㗚 Gр的m× n䱬⸟䱫 W的ӂݹᮙᐹ δ(W)֒Ѱᤕᗠ⧥ LDPC码的ṗ

僂⸟䱫θᡇԢ䙐ᑮ㾷≸ δ(W)ሯᓊ的 Tannerഴ中у੡ᴿ䮵ᓜѰ 4的ാȾ࡟⭞ҁࢃᨆࡦ

的㺂ࡍ䲆࡬㾷≸θᡇԢᴿྸсᕋ⨼Ⱦ

引理 3.5：令 W = [wi,j] 是一个 m × n 阶矩阵，其中每个元素来自于一个 v 阶

Abel 群 G。那么矩阵 W 的二元散布 δ(W) 满足行列限制，当且仅当对于任意不同

的两行 0 ≤ i ̸= j ≤ m− 1，n 个差 wi,k −wj,k 都是两两不同的，k = 0, 1, . . . , n− 1。
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⢯ࡡ的θሯӄ n = v 的ᶷ䲆᛻߫θр䶘ᕋ⨼中的㾷≸ᚦླૂж类㻡〦Ѱᐤ⸟䱫

δDifference MatrixθDMε的组合学䇴䇗㔉ᶺ䶔ᑮ⴮ղȾ

ᇐѿ 3.6. Ԛ (G, ◦) ᱥжѠ v 䱬㗚ȾжѠ(v, k;λ)-差矩阵θᡌ (v, k;λ)-DMθ᤽的ᱥ

жѠ k × vλ 䱬⸟䱫 D = [di,j]θެ 中的ݹ㍖ኔӄ㗚 GθᒬъሯӄԱᝅуੂ的њ㺂

0 ≤ i ̸= j ≤ k − 1θཐ䠃䳼合 *di,l ◦ d−1
j,l | 0 ≤ l ≤ vλ − 1+中䜳੡ᴿ G中∅Ѡݹ㍖ᚦ

ླ λ⅗Ⱦྸ ᷒ λ = 1θᡇԢֵ⭞ㆶौ䇦ਭ (v, k)-DMȾ

ᖉ GᱥжѠ Abel㗚ᰬθᡇԢ䙐ᑮֵ⭞ࣖਭ֒Ѱ㗚䘆㇍ㅜਭθ঩㘹㲇ཐ䠃䳼合

*di,l − dj,l | 0 ≤ l ≤ vλ− 1+Ⱦ㙂ᖉ G = Zv ᱥжѠᗠ⧥㗚ᰬθ䘏ṭ的ᐤ⸟䱫ҕ㻡〦Ѱ

循环的δCyclicεθᒬ䇦֒ (v, k;λ)-CDMȾ䴶㾷⌞ᝅࡦθ⭧ (v, k;λ)-ᐤ⸟䱫中的Աᝅ几

㺂组ᡆ的ᆆ⸟䱫ד❬ᱥжѠᐤ⸟䱫Ⱦ

ީӄᐤ⸟䱫的研究ѱ㾷䎭Ⓠӄ↙Ӛ䱫ࡍ的ᶺ䙖问题θ㿷ᮽ⥤ [12,48] ㅿȾռᐤ

⸟䱫൞ެᆹ䇮ཐ方䶘䜳ޭᴿ䠃㾷ᓊ⭞θׁ ྸᶺ䙖⋗ᴿؓᇼᙝ䴶≸的䇚䇷码 [157]

δAuthentication Code without Secrecyεθ䖥Ԭ⎁䈋 [45,46]θᮦᦤু㕟 [110]θԛ਀фᑮ䠃码⴮

ީ的ᒵѿ Steinerпݹ㌱ [183]δGeneral Steiner Triple SystemεㅿȾ

ީӄᐤ⸟䱫的ᆎ൞ᙝᡌуᆎ൞ᙝ的研究θR с䶘䘏ӑ࠼ݻᙝ的ᡌᗻ㾷ᙝ的㔉᷒Ⱦ

定理 3.7 (Jungnickel [104])：如果 k > vλ，那么不存在 (v, k;λ)-差矩阵。

定理 3.8 (Drake [68])：令 G 是一个偶数阶的群，其大小 |G| = v。如果 λ 是一个奇

数，并且 G 的 Sylow 2-子群是一个循环群，那么不存在 G 上的 (v, 3;λ)-差矩

阵。特别的，当 λ 为奇数时，不存在 (v, 3;λ)-差矩阵，使得 v ≡ 2 (mod 4)；也不存

在偶数阶循环群 Zv 上的 (v, 3;λ)-差矩阵。

定理 3.9 (Ge [85])：存在一个 (g, 4; 1)-差矩阵当且仅当 g ≥ 4 并且 g ̸≡ 2 (mod 4)。

定理 3.10 (Evans [74])：存在一个 Zv 上的 (v, 5; 1)-循环差矩阵，当且仅当 v 是

奇数并且 v ̸∈ {3, 9}，可能的例外是 v = 9p，其中 p 是一个奇素数，并且

p ̸∈ {5, 7, 11, 13, 17, 23, 29, 31, 109}。

定理 3.11 (Buratti [24])：存在一个 v 阶群 G 上的 (v, p; 1)-差矩阵，其中 p 是 v

的最小素因子。
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ᡇԢࡍ߃Ѵжӑᐤ⸟䱫的ᐨ⸛ᶺ䙖方法ȾㅢжѠ方法ᱥ൞њѠ㗚的⴪〥рᶺ䙖

ᐤ⸟䱫Ⱦ

定理 3.12 (Buratti [24])：令 H 是群 G 的一个正规子群。如果同时存在群 H 上

的 (u, k;λ)-差矩阵和群 G/H 上的 (v/u, k;λ′)-差矩阵，那么群 G 上存在一个

(v, k;λλ′)-差矩阵。特别的，如果存在一个群 G 上的 (v, k;λ)-差矩阵和一个群 H

上的 (u, k;λ′)-差矩阵，那么存在群 G×H 上的一个 (vu, k;λλ′)-差矩阵。

с䶘䘏Ѡᶺ䙖方法㻡〦Ѱᕖ䠅〥δTensor Productεᡌ KroneckerҎ〥法Ⱦ

定理 3.13 (Shrikhande [147])：如果存在群 G 上的一个 (v, k;λ)-差矩阵和一个

(v, k′;λ′)-差矩阵，那么存在群 G 上的一个 (v, kk′;λλ′)-差矩阵。

с䶘њѠᇐ⨼中的ᶺ䙖方法䜳ࡦ⭞࡟Ҽ㗚的ޭ։㔉ᶺȾ

定理 3.14 (Drake [68])：令 EA(g) 是（唯一的）由素数阶循环群直积（Direct Prod-

uct）得到的 g 阶群。有限域 Fq 的乘法表是群 EA(q) 上的一个 (q, q; 1)-差矩

阵。

定理 3.15 (Colbourn与Colbourn [50])：令 v 和 k 是两个正整数，满足条件 gcd(v, (k−

1)!) = 1。对于每个 i = 0, 1, . . . , k − 1 和 j = 0, 1, . . . , v − 1，令 di,j ≡ ij (mod v)。

则 D = [di,j] 就是一个 (v, k)-循环差矩阵。特别的，如果 v 是一个奇素数，那么对

于所有整数 k ≤ v，都存在一个 (v, k)-循环差矩阵。

⌞ᝅࡦθColbournㅿӰ的㔉䇰ਥԛⵁ֒ᱥ Drakeᇐ⨼的᧞ᒵȾ⭧ӄԌԢᗍࡦ的

ᐤ⸟䱫ޭᴿᗠ⧥ᙝ䍞θ䘏类⸟䱫ሼᱥᡇԢ⭞ᶛᶺ䙖ᤕᗠ⧥ LDPC码的ѱ㾷৕ᯏȾ

3.3 ᮦٲ⁗ᤕф᷆࠼

Ԛ Dᱥ൞ᴿ䲆 Abel㗚 (G,+)р的 (v, k)-ᐤ⸟䱫θ䇴 Wᱥ D的жѠ m × n䱬ᆆ

⸟䱫Ⱦᇯ᱉僂䇷θδ(W )┗䏩㺂ࡍ䲆࡬Ⱦഖ↚⭞ δ(W )֒Ѱṗ僂⸟䱫的 LDPC码ޭᴿ

പ䮵уքӄ 6的ᙝ䍞Ⱦ⭧ӄᤕᗠ⧥ LDPC码൞编码䈇码䗽ぁ中的ޭᴿᐞཝՎࣵθᡇ

Ԣሼѱ㾷㘹㲇Ԅᗠ⧥㗚 Zv ᗍࡦ的ṗ僂⸟䱫 δ(W)Ⱦ

ㅢжѠׁᆆ中θᡇԢ䘿᤟ 421䱬ᗠ⧥㗚 Z421ȾԚ D = [di,j]ᱥжѠ 5 × 421䱬⸟
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B
E

R

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

SNR (dB/N0)
1 2 3 4 5 6

LTL(8420,6315,5)

DM(8420,6315,5)

ഴ 3.1 LDPC码ᙝ㜳∊䖹θ码⦽ 0.75

䱫θެ 中的ݹ㍖ di,j = i · j ∈ Z421θ0 ≤ i ≤ 4θ0 ≤ j ≤ 420Ⱦ⭧ᇐ⨼ 3.15⸛䚉θDᱥжѠ

(421, 5)-ᗠ⧥ᐤ⸟䱫ȾԚ Wᱥ⭧ D中ࢃ 组ᡆ的жѠཝቅѰࡍ20 5× 20的ᆆ⸟䱫θ䘏

Ѡ⸟䱫的ӂݹᮙᐹ H = δ(W)ᱥжѠ 2105×8420䱬的ӂݹ⸟䱫θެ 中∅жࡍ的䠃䠅䜳

ᱥ 5θ㙂∅ж㺂的䠃䠅䜳ᱥ 20ȾᡇԢ⭞ H֒Ѱṗ僂⸟䱫⭕ᡆжѠᤕᗠ⧥ LDPC码 Cθ

ެ䮵ᓜᱥ 8420θ㔪ᮦᱥ 6319θ码⦽Ѱ 0.75Ⱦ䘏Ѡ码ૂ LanㅿӰᮽㄖ中的ׁᆆޭᴿ⴮ੂ

的৸ᮦ [112]ȾᡇԢ൞ഴ 3.1中ኋ⽰Ҽ䘏њѠ码的ᙝ㜳∊䖹θެ 中ćLTL(8420, 6315, 5)Ĉ

㺞⽰ LanㅿӰᮽ中的ׁᆆθ㙂ćDM(8420, 6315, 5)Ĉ㺞⽰ᡇԢ的码Ⱦഴ中的⁠䖪㺞⽰

ؗಠ∊δSignal-Noise RatioθSNRεθ㙂㓫䖪㺞⽰∊⢯䭏䈥⦽δBit-Error RateθBERεȾԄ

ഴ中ਥԛਇ⧦θ൞քؗಠ∊⧥ູ中δቅӄ 2.8dBεθᡇԢ的码ޭᴿᴪք的∊⢯䭏䈥⦽Ⱦ

㙂൞ؗಠ∊儎ӄ 3.0dB的ᰬُθ㲳❬ᡇԢ的∊⢯䭏䈥⦽儎ӄ LanㅿӰ的ׁᆆθռᱥެ

㔓ሯٲ൞ 10−4ԛсθ൞ᇔ䱻ᓊ⭞中ᇂޞ䏩ཕȾਜж方䶘θྸ ᷒Ԅ码的ᶺ䙖䀈ᓜⵁθԌ

Ԣ的码ᱥะӄᴿ䲆ตр॰组䮵ᓜѰ 5的ᒩ㺗уᇂޞ॰组䇴䇗δBalanced Incomplete

Block DesignθBIBDε的Ⱦ䘏ж方法ਠ㜳Ԅ∅Ѡ䇴䇗中ᗍࡦ୥жжѠࡍ䠃䠅ㅿӄ 5的

LDPC码Ⱦ㙂ᡇԢ的ᶺ䙖中ਠ䴶㾷⭞ࡦᴶะᵢ的᮪ᮦҎ法θᒬъԄੂжѠᐤ⸟䱫࠰

ਇθቧਥԛᗍ࠰Աᝅࡍ䠃䠅у䎻䗽 421的 LDPC码θޭ ᴿᴪཝ的⚫⍱ᙝȾ

൞ㅢӂѠׁᆆ中θᡇԢሼኋ⽰࡟⭞ Z91р的 (91, 7)-ᗠ⧥ᐤ⸟䱫ᶛӝ⭕жѠᤕᗠ
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B

E
R

1e-07

1e-06

1e-05

1e-04

1e-03

1e-02

1e-01

SNR

1 2 3 4 5 6

 VM(4610,4149,5)
 DM(4550,4099,5)

ഴ 3.2 LDPC码ᙝ㜳∊䖹θ码⦽ 0.9

⧥ LDPC码θᒬ∊䖹ᆹ的ᙝ㜳ȾᡇԢԄ䘏Ѡᗠ⧥ᐤ⸟䱫中᥇ެ࠰中的ࢃ 5㺂ૂࢃ 50

жѠࡦ䱫ᮙᐹθᗍ⸟ݹθሼެ䘑㺂ӂࡍ 455 × 4550䱬的⸟䱫 HȾ࡟⭞ H的Ṯグ䰪θᡇ

ԢᗍࡦжѠ䮵ᓜᱥ 4550θ码⦽儎䗴 0.9的㓵ᙝ码Ⱦሼ䘏Ѡ码ф VasicфMilenkovicᮽ

中的ׁᆆڐ∊䖹 [176]ȾԄഴ 3.2中ਥԛⵁࡦθ䘏њѠ码ᆍޭᴿ几҄⴮ੂ的ć∊⢯䭏䈥

⦽Ăؗಠ∊Ĉᴨ㓵Ⱦռ൞ԌԢ的ᶺ䙖中θֵ ⭞Ҽᗠ⧥ᐤᰅδCyclic Difference Familyε

ૂ䇮ཐᴿ䲆ต的Ҏ法䇗㇍θ∊ᡇԢ的ᶺ䙖方法的䇗㇍གྷᵸᓜ儎ᖾཐθ㙂ъу᱉᧞ᒵࡦ

ж㡢的ࡍ䠃䠅Ⱦ
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4 㖤ᦘ码с⮂的᭯䘑

4.1 㖤ᦘ码ㆶԁ

㖤ᦘ码δPermutation CodeεR ᰬ৾㻡〦Ѱ㖤ᦘ䱫ࡍδPermutation ArrayεȾީ ӄᆹ

的研究ᔶခӄпॷཐᒪࢃ [57,78]θ❬㙂⴪ࡦ䘇ॷᒪԛࢃθሯެީ⌞ᓜᒬу儎Ⱦռ⭧ӄ学

㘻䱼㔣ਇ⧦Ҽᆹ൞⭫࣑㓵ᮦᦤՖ䗉 [76,132,177]θ࠼组ᇼ码䇴䇗 [54]θૂ ൞ཐቸ䰠ᆎ [101,102]

ㅿ亼ต中的ᓊ⭞θ㖤ᦘ码ᔶခ㔅়ж⅗ᕰ࣑的གྷ㤅Ⱦ

൞⭫࣑㓵䙐䇥ᓊ⭞中θᡇԢਥԛ䙐䗽ሼ⭫⍷䈹࡬ᡆѰжᰅ nѠ᧛䘇的仇⦽θԄ

㙂ᇔ⧦൞уᖧଃ⭫࣑䗉䘷的ੂᰬՖ䙈ؗᚥȾ᧛᭬ㄥ䲚Ҽ㧭ᗍ⭫࣑θ䘎ਥԛሼ仇⦽的

਎ौ䀙䈹࡬Ѱᆍ∃ㅜਭθ㘱䈇࠰ᡶՖ䙈的ؗᚥ [39,132]ȾѰҼ䇟ؗᚥ的Ֆ䘷уሯ⭫࣑Ֆ

䗉ӝ⭕ᒨᢦθ䘏ӑ䈹࡬੄的仇⦽䏀ᚈᇐ䏀ླȾж〃ਥ㺂的方ᕅቧᱥ࡟⭞㖤ᦘ码ሯؗ

ᚥ䘑㺂编码θֵ ᗍ䘏 nѠ仇⦽൞䮵ᓜѰ n的码ᆍ中䜳ᚦླਠ࠰⧦ж⅗Ⱦ

൞⭫࣑㓵䙐ؗ⁗ශ中θѱ㾷ᴿԛсп类ಠ༦φ

• ⭧ӄ㓵䐥р的ެᆹ⭫ᆆ䇴༽䙖ᡆ的ズᑜδNarrowbandεಠ༦θ䘏类ಠ༦的⢯⛯

ᱥᰬ䰪䮵Ƚᖧଃཝθռਠᒨᢦ仇䉧中ズቅ的ж⇫χ

• 㜿ߨಠ༦δImpulse Noiseεθᆹ࠰⧦的ᰬ䰪ᴶ⸣θռՐੂᰬᖧଃ䖹ᇳ的仇⇫χ

• ⭧Ֆ䗉ؗ䚉δྸ⭫㓵ㅿε的⢯ᙝᡶߩᇐ的ؗਭ㺦ૂࠅ儎ᯥⲳಠ༦δWhite

Gaussian NoiseεȾ

൞Ֆ㔕的ᮦᦤՖ䗉჈ԁ中δྸ⭫䈓㓵ૂড᱕䙐䇥ㅿεθ儎ᯥⲳಠ༦ᱥᖧଃ㌱㔕ᙝ㜳的

ѱ㾷ഖ㍖Ⱦռ൞ᡇԢ的⁗ශ中θਜཌњ类ಠ༦䭏䈥䙖ᡆ的ᖧଃᴪѰᱴ㪍Ⱦ研究ਇ⧦θ

ֵ⭞㖤ᦘ码ᶛ编码ؗᚥਥԛᴿ᭾ށᵃ䘏њ类的䭏䈥 [76,177]Ⱦഖ↚ᡇԢ䴶㾷ሱᢴ┗䏩

жᇐδ䐓⿱ε㾷≸的 n䮵㖤ᦘ码θֵ ެऻ੡ᴿᴶཐਥ㜳的码ᆍᮦⴤθԄ㙂㜳ཕ编码ᴪ

ཐ的ؗᚥȾ

ᇐѿ 4.1. Ԛ Sn 㺞⽰֒⭞൞ nѠݹ㍖δ䙐ᑮ䘿਌ {1, 2, . . . , n}εр的ޞ䜞㖤ᦘᶺᡆ的
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ሯ〦㗚θ䛙ѾжѠ置换码δPermutation Codeε᤽的ቧᱥ C ⊆ Sn的жѠᆆ䳼ȾᡇԢ〦码

C 的长度Ѱ nθ㙂ެ中的∅Ѡ㖤ᦘ㻡〦Ѱ码字Ⱦ

㖤ᦘ码 C 的㓖䭏㜳࣑фᆹ的ᴶቅ䐓⿱⴮ީȾሯӄњѠуੂ的㖤ᦘ σ, π ∈ Snθᡇ

ԢᇐѿᆹԢҁ䰪的 Hamming距离 dH(σ, π)Ѱެуੂ的փ㖤Ѡᮦθ঩

dH(σ, π) = |{i ∈ [n] | σ(i) ̸= π(i)}|θ

ެ中 [n] = {1, 2, . . . , n}Ⱦㅿԭ的θᡇԢ〦 σ ૂ π ҁ䰪的䐓⿱Ѱ δθ㤛 σπ−1 ᚦླരᇐ

n− δѠ⛯θӜ঩ ∣∣{i ∈ [n] | σπ−1(i) = i}
∣∣ = n− δȾ

⌞ᝅࡦθㅿᕅ dH(σ, π) = dH(id, σπ
−1) ᙱᱥᡆ㄁的θެ 中 id 㺞⽰ Sn 中的ঋփݹ

δIdentityεȾഖ↚θᡇԢᙱᱥਥԛуཧж㡢ᙝ的ٽ䇴 id ∈ CȾ

ᇐѿ 4.2. 㤛㖤ᦘ码 C ⊆ Sn 中ԱᝅњѠуੂ㖤ᦘ䰪的 Hamming䐓⿱䜳уቅӄ dθࡏ

ᡇԢ〦 Cޭᴿ最小 Hamming距离 dȾᡇԢሼ䮵ᓜѰ nȽJ ቅ Hamming䐓⿱Ѱ d的㖤

ᦘ码䇦֒(n, d)-置换码θᡌㆶ䇦Ѱ PA(n, d)θᒬሼᡶᴿ PA(n, d)中ऻ੡ᴿ的ᴶཐ的码

ᆍѠᮦ䇦ѰM(n, d)Ⱦ

ѰҼ༺⨼уੂ的ಠ༦䭏䈥⁗ශθҕᴿ学㘻ᨆ࠰Ҽะӄެᆹ䐓⿱ᓜ䠅的㖤ᦘ码θׁ

ྸ Chebyshev䐓⿱ [107,108]ㅿȾ൞ᵢㄖ中θᡇԢሼਠ㘹㲇 Hamming䐓⿱θ᭻ᴿᰬሼެㆶ

〦Ѱ䐓⿱Ⱦ

൞ᵢㄖ中θᡇԢሼ൞㖤ᦘ码ૂж类⢯⇀ഴ中的⤢㄁䳼ҁ䰪ᔰ㄁жжሯᓊީ㌱θ䘑

㙂࡟⭞ഴ䇰ᐛޭૂ方法研究ሯᓊഴ的⤢㄁ᮦθԛ↚㧭ᗍީӄ㖤ᦘ码ཝቅM(n, d)的

с⮂ؗᚥȾታ㇗࡟⭞码ф⤢㄁䳼ҁ䰪㚊㌱的䘏жᜩ法ޭᴿᖾᕰ的䙐⭞ᙝθռ问题的

䳴⛯൞ӄྸ֋䪾ሯ਺〃⢯ᇐ的码类䘿᤟ਥ㺂的ഴ䇰ᙝ䍞ૂ⴮ީ৸ᮦ䘑㺂䇗㇍研究Ⱦ

ׁྸ Jiangф Vardy [103] ԛ਀ެ੄的 VuфWu [178] ㅿҕֵ⭞Ҽ码ૂ⤢㄁䳼的㚊

㌱θࡡ࠼ᨆ儎Ҽީӄӂૂݹ qݹδ䶔㓵ᙝε码的 Gilbert–Varshamov⮂ȾJiangф Vardy

൞ᮽㄖ中զ䇗Ҽഴ中Աᝅ京⛯的䛱ต中੡ᴿ的䗯ᮦ tθਇ⧦䘏Ѡᮦⴤ⴮ሯ䖹ቅθԄ㙂

⭧䘏жቶ䜞〶⯅ᙝ࠰ਇᗍࡦҼԌԢ的㔉䇰Ⱦ

㙂ᡇԢሼ䟽⭞жѠуੂ的ഴ䇰ᙝ䍞Ⱦޭ ։䈪ᶛθᡇԢሼ㘹㲇ഴ中Աᝅ京⛯䛱ต

中的ᴶཝᓜᮦ mθ䙐䗽զ䇗 mᶛ᭯䘑ީӄ㖤ᦘ码ཝቅ的 Gilbert–Varshamovශс⮂Ⱦ
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ᡇԢ䘿᤟䘏жᙝ䍞ᱥ⭧ӄᆹޭᴿᴶ֩的ਥ㺂ᙝφᡇԢਥԛᖾླ的զ㇍৸ᮦmθ㙂৸ᮦ

t的䇗㇍ᱥ几҄уਥ㺂的Ⱦ

ᓊ䈛᤽࠰θഴ的жӑެᆹᙝ䍞ੂṭਥԛ⭞ᶛ᧞ሲީӄ⤢㄁ᮦ的զ䇗θᡇԢᔰ䇤

ཝᇬ৸䰻 Alonф Spencer的щ㪍ɅThe Probabilistic MethodɆ[3]θҜ中Ԅഴ䇰㿸⛯࠰ਇθ

ሯӄ⤢㄁ᮦ问题䘑㺂Ҽж㡢ᙝ的䇞䇰Ⱦ

ᵢㄖ޻ᇯᆿᧈྸсφᡇԢሼ俌ݾ൞ㅢ 4.2㢸中ഔ亴㖤ᦘ码жӑᐨ⸛的рс⮂χ❬

੄൞ㅢ 4.3㢸中ԁ㔃жӑ⴮ީ的ഴ䇰Ᾰᘫૂᇐ⨼χJ ੄θᡇԢީӄM(n, d)с⮂的᭯

䘑ሼ൞ㅢ 4.4㢸中䈜㓼䇞䇰Ⱦ

4.2 ᐨ⸛的рс⮂

ީӄ㖤ᦘ码的жѠṮᗹ研究问题ቧᱥ⺤ᇐ M(n, d)的ٲθռ⧦൞ⵁᶛ䘏ж问

题䶔ᑮ的ദ䳴ȾӁᇔрθ䲚Ҽ䮵ᓜ n ᖾቅ的ᰬُԛཌθᡇԢሯӄᴶቅ䐓⿱ d ┗䏩

4 ≤ d ≤ n− 1ᰬ的᛻ᖘθᡶ⸛ᶷެᴿ䲆 [49,60,71,79]Ⱦഖ↚θ⧦൞ཝᇬ的ѱ㾷㋴࣑䜳䘎䳼

中൞研究M(n, d)的рс⮂Ⱦԛс的㔉䇰ਥԛ⭧ะᵢ的组合ᢶᐝᗍࡦȾ

引理 4.3： 1. M(n, 2) = n!，M(n, 3) = n!/2，M(n, n) = n；

2. M(n, d) ≤ nM(n− 1, d)；

3. M(n, d) ≤ n!/(d− 1)!。

൞㔝㔣䇞䇰ҁࢃθᡇԢᜩݾᕋޛжѠ䇦ਭ D(n, k)θᆹሼᶷཝㆶौсᮽ中的䇰䇷

䗽ぁȾ

ᇐѿ 4.4. 䇴 nѰ↙᮪ᮦθkѰ䶔䍕᮪ᮦθъ 0 ≤ k ≤ nȾԚ D(n, k)㺞⽰ Sn中фঋփ

ݹ id䐓⿱ᚦླѰ k的䛙ӑ㖤ᦘ组ᡆ的䳼合φ

D(n, k) := {σ ∈ Sn | dH(σ, id) = k}Ⱦ

䛙Ѿ䳼合 D(n, k)的ཝቅᱥ

|D(n, k)| =
(
n

k

)
Dkθ

ެ中 Dk 㺞⽰ k䱬䭏ᧈδDerangementεᮦȾ
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ׁ 4.5. ⭧ӄ∅Ѡ䶔ঋփ㖤ᦘ䜳㠩ቇ〱ࣞҼњѠݹ㍖θ᭻ D(n, 1) = ∅Ⱦ䳼合 D(n, 2)

ૂ D(n, 䮵ᓜѰ⭧ࡡ࠼(3 2的ാδ৾〦ሯᦘθTranspositionεૂ 䮵ᓜѰ 3的ാ组ᡆȾ䳼

合 D(n, 4)中的ݹ㍖ᴿњ类θࡡ࠼ᱥ䮵ᓜѰ 4的ാθԛ਀њѠуӚ 2-ാ的合ᡆȾ

ީӄ㖤ᦘ码的 Gilbert–Varshamov⮂ૂ⨹ມݻδSphere Packingε⮂ᒵѰᡶ⸛Ⱦ൞

d䖹ቅ的ᰬُθ䘏њѠ⮂䙐ᑮ∊ެᆹᐨ⸛的⮂ᴪ㍝Ⱦ

定理 4.6：
n!∑d−1

k=0 |D(n, k)|
≤M(n, d) ≤ n!∑⌊ d−1

2 ⌋
k=0 |D(n, k)|

。

㗚⭞࡟ Sn 的㺞⽰⨼䇰ૂ㓵ᙝ㿺ࡈ方法θDukesф Sawchuck᭯䘑Ҽ d = 4ᰬ的

р⮂Ⱦ

定理 4.7 (Dukes与 Sawchuck [71])：如果存在整数 k ≥ 2 使得 k2 ≤ n ≤ k2 + k − 2，

那么

n!

M(n, 4)
≥ 1 +

(n+ 1)n(n− 1)

n(n− 1)− (n− k2)((k + 1)2 − n)((k + 2)(k − 1)− n)
。

ሯӄቅ৸ᮦ的 nૂ dθ研究㘻䇴䇗Ҽ䇮ཐ䇗㇍ᵰᩒ㍘ㆌ⮛ᶛሱᢴޭᴿ㔏ᇐ㠠ੂ

ᶺ㗚的㖤ᦘ码θ䘏ӑ㔉᷒䙐ᑮ㔏࠰Ҽⴤࢃᴶ֩的M(n, d)с⮂Ⱦ㙂ᖉжѠӻ᤽ᇐҼᒩ

ࠗ㠠ੂᶺ㗚的キѴᩒ㍘ぁᓅ䘆㺂㔉ᶕᰬθᡇԢҕቧᇂޞ⺤ᇐҼM(n, d)的ٲȾR ު䏙

的䈱㘻ਥԛ৸㘹 SmithфMontemanniᮽ中的㺞Ṳૂ⴮ީᮽ⥤ [152]Ⱦ

4.3 Cayleyഴф⤢㄁䳼

4.3.1 Cayleyഴ

ᇐѿ 4.8. 䇴ٽ H ᱥжѠδᴿ䲆ε㗚θS ᱥ H 的жѠᆆ䳼Ⱦ㤛ḉ㢨ᴿੇഴ Γ = Γ(H,S)

┗䏩ԛсᶗԬφ

• 㗚 H 中的ݹ㍖фഴ的京⛯ V (Γ)жжሯᓊχ

• S 中的∅Ѡݹ㍖ s䜳㻡䎁Ҿж〃仒㢨 csχ

• ሯӄԱᝅ g ∈ H ૂ s ∈ Sθሯᓊӄ g ૂ gs的њѠ京⛯䰪的ᴿੇ䗯ֵ⭞ cs 䘑㺂

ḉ㢨Ⱦ
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ᡇԢሼഴࡏ Γ〦Ѱ Cayley图θ㙂ሼ䳼合 S 〦Ѱ生成集δGenerating SetεȾ

൞几֋㗚䇰中θ⭕ᡆ䳼 S 䙐ᑮᱥሯ〦的θ঩ S = S−1θᒬъуऻ੡㗚的ঋփݹȾ

↚ᰬθ㤛ᡇԢ߃䘿਌ᡶᴿ的仒㢨䜳⴮ੂθࡏᗍࡦ的 CayleyഴቧᱥжѠㆶঋഴθ঩ഴ中

у੡㠠ാδLoopεθᒬъ䗯䜳ᱥᰖੇ的Ⱦ

4.3.2 ഴ的⤢㄁ᮦ

ᇐѿ 4.9. 䇴ഴG = (V,E)ѰㆶঋഴθV (G)ૂE(G)ࡡ࠼ѰഴG的京⛯䳼ૂ䗯䳼Ⱦ䇴

S ᱥ V (G)的䶔グᆆ䳼θ㤛 S 中Աᝅњ⛯ൽуᶺᡆ E(G)中的жᶗ䗯θࡏ〦 S Ѱ G的

жѠδ京⛯ε独立集δIndependent SetεȾ৾ 㤛уᆎ൞ G的⤢㄁䳼 Pθֵ ᗍ |P | > |S|θࡏ

〦 SѰG的最大独立集θ↚ᰬ䇦 α(G) = |S|θ〦 α(G)ѰഴG的独立数δIndependence

Numberεθ঩

α(G) = max
{
|S| | S ⊆ V (G)θS ᱥ G的жѠ⤢㄁䳼

}
Ⱦ

ഴ的⤢㄁ᮦᱥഴ䇰研究中的䠃㾷䈴题ҁжθH 㻡䇮ཐ学㘻␧ޛ᧘䇞䗽Ⱦᆹ䘎ф

ഴ的ެᆹ䠃㾷৸ᮦᴿ⵶㍝ᇼ的ީ㚊θׁ ྸḉ㢨ᮦδChromatic NumberεθഘᮦδClique

NumberεㅿȾ൞↚θᡇԢሼࡦ⭞࡟ LiㅿӰީӄ⤢㄁ᮦ的жѠ㔉䇰 [118,119]ȾѰ↚ᡇԢ䴶

㾷ሯӄ᮪ᮦm ≥ 1ૂ x ≥ 0θᇐѿ࠳ᮦ

fm(x) =

∫ 1

0

(1− t)1/m

m+ (x−m)t
dtȾ

䘏Ѡ࠳ᮦޭᴿԛс的ᙝ䍞Ⱦ

性质 4.10：设 x 和 m 为两整数。若 0 ≤ x ≤ m，则 fm(x) ≤ 1/(1+x)。若 m ≥ 1，

则

fm(x) ≥
ln(x/m)− 1

x
。

ᇐѿ 4.11. 䇴 G = (V,E) Ѱㆶঋഴθa ᱥഴ中的жѠ京⛯ȾԚ V ′ = {b ∈ V (G) |

(a, b) ∈ E(G)}θE ′ = {(b, c) ∈ E(G) | b, c ∈ V ′}θࡏᡇԢሼԛ V ′ ૂ E ′ Ѱ京⛯䳼ф䗯

䳼的ഴ G′ = (V ′, E ′)〦Ѱഴ Gީӄ京⛯ a的诱导子图Ⱦ

LiㅿӰ࡟⭞䈧ሲᆆഴ中的ᴶཝᓜզ䇗Ҽ৕ഴ中⤢㄁ᮦ的ཝቅθс䶘ቧᱥԌԢ的

ᇐ⨼Ⱦ
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定理 4.12 (Li等 [118,119])：令 m 是一个正整数。设 G 为含有 N 个顶点的简单图，

其平均度数为 ∆。如果 G 中每个顶点的诱导子图中的最大度都小于 m，那么

α(G) ≥ N · fm(∆) ≥ N · ln(∆/m)− 1

∆
。

4.4 ᭯䘑㖤ᦘ码с⮂

൞䘏ж㢸中θᡇԢሼ൞㗚H = Sn中䘿᤟合䘸的⭕ᡆ䳼 Sᶺ䙖࠰жѠ Cayleyഴθ

Ԅ㙂᭯䘑ީӄ㖤ᦘ码ཝቅM(n, d)的 Gilbert–Varshamovශс⮂Ⱦ

Ԛ S(n, k) = ∪k
i=1D(n, i)θެ 中 k ≤ nѰж↙᮪ᮦȾࡏᡇԢ᝕ު䏙的 CayleyഴѰ

Γ(n, d) := Γ(Sn, S(n, d− 1))Ⱦ

⭧ S(n, k) 的ᇐѿ⸛θњѠуੂ的㖤ᦘ σ ૂ π ҁ䰪的䐓⿱ dH(σ, π) ≤ kθᖉъӻᖉ

σπ−1 ∈ S(n, k)Ⱦ঩൞ഴ Γ(n, d)中θ京⛯ σૂ πҁ䰪ᴿжᶗ䗯⴮䘔的࠼ݻъᗻ㾷ᶗԬ

ᱥᆹԢ的䐓⿱ቅӄ dȾഖ↚θᡇԢਥԛሼ∅Ѡ㖤ᦘ码 PA(n, d)ૂഴ Γ(n, d)中的жѠ

⤢㄁䳼ᔰ㄁ྸс的жжሯᓊީ㌱Ⱦ

引理 4.13：一个 (n, d)-置换码中全部码字对应的顶点集合是 Cayley 图 Γ(n, d)

中的一个独立集。反之，图 Γ(n, d) 中任意一个独立集的顶点也构成了一个

(n, d)-置换码的码字集合。

ѰҼ㜳ཕᓊ⭞ᇐ⨼ 4.12㧭ᗍM(n, d)的с⮂զ䇗θᡇԢ䴶㾷Ԋ㓼䇗㇍ഴ Γ(n, d)

的⴮ީ৸ᮦȾ⭧ᇐѿ⸛θ䘏Ѡ CayleyഴᱥжѠ੡ᴿ |Sn| = n!Ѡ京⛯的↙ࡏഴθ∅Ѡ

京⛯的ᓜᮦ ∆(n, d)䜳ㅿӄ⭕ᡆ䳼的ཝቅθ঩φ

∆(n, d) = |S(n, d− 1)| =
d−1∑
k=1

(
n

k

)
DkȾ

ᡇԢ⭞ G(n, d)㺞⽰ Cayleyഴ Γ(n, d)ީӄ京⛯ id的䈧ሲᆆഴȾ䛙Ѿഴ G(n, d)

的京⛯䳼Ѱφ

V (G(n, d)) = S(n, d− 1) =
d−1∪
k=1

D(n, k)Ⱦ

ഴ中њѠуੂ的京⛯ σ ૂ π ҁ䰪ᴿжᶗ䗯⴮䘔θᖉъӻᖉᆹԢ䰪的䐓⿱ቅӄ dθ঩

σπ−1 ∈ S(n, d− 1)ȾᡇԢሼഴ G(n, d)中的ᴶཝᓜ䇦֒m(n, d)Ⱦ
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引理 4.14：设 n ≥ 7 为一正整数。当 d ∈ {2, 3, 4, 5} 时，图 G(n, d) 中顶点的最大

度 m(n, d) 分别为：

1. m(n, 2) = m(n, 3) = 0，

2. m(n, 4) = 4n− 8，

3. m(n, 5) = 7n2 − 31n+ 34。

证明. ഖѰ D(n, 1) = ∅θᡶԛ m(n, 2) = 0Ⱦ㙂൞ഴ G(n, 3)中θ∅Ѡ京⛯䜳ᱥжѠሯ

ᦘȾ਌њѠሯᦘ (ij)ૂ (kl)θެ 中 1 ≤ i < j ≤ nθ1 ≤ k < l ≤ nθ䛙Ѿ䘏њѠሯᦘҁ

䰪的䐓⿱ᱥφ

dH((ij), (kl)) =


0 㤛 |{i, j} ∩ {k, l}| = 2

3 㤛 |{i, j} ∩ {k, l}| = 1

4 㤛 |{i, j} ∩ {k, l}| = 0Ⱦ

ഖ↚m(n, 3) = 0Ⱦ

⭧ G(n, 4)的ᇐѿ⸛䚉θᆹ的京⛯䳼ᱥ V (G(n, 4)) = S(n, 3) = D(n, 2)∪D(n, 3)θ

঩⭧ᡶᴿ 2-ാૂ 3-ാ组ᡆȾуཧж㡢ᙝ的θᡇԢࡡ࠼㘹㲇ެ中的њѠ⢯⇀的京⛯

(12) ∈ D(n, 2)ૂ (123) ∈ D(n, 3)Ⱦ

ሯӄ (12)θᡇԢሼ G(n, 4)中ެᆹᡶᴿ京⛯࠼ࡈᡆԛс഑Ѡ䜞࠼φ

N2,1 = {(1x), (2x) | 3 ≤ x ≤ n}θ

N2,2 = {(12x), (21x) | 3 ≤ x ≤ n}θ

N2,3 = {(xy), (1xy), (2xy) | 3 ≤ x, y ≤ n, x ̸= y}θૂ

N2,4 = {(xyz), (xzy) | 3 ≤ x < y < z ≤ n}Ⱦ

䛙Ѿሯӄ∅Ѡ京⛯ σ ∈ G(n, 4)θᆹૂ (12)的䐓⿱ dH(σ, (12))Ѱφ

dH(σ, (12)) =



3 㤛 σ ∈ N2,1

2 㤛 σ ∈ N2,2

4 㤛 σ ∈ N2,3

5 㤛 σ ∈ N2,4Ⱦ
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ഖ↚ (12)൞ G(n, 4)中的䛱⛯䳼合Ѱ N2 := N2,1 ∪N2,2Ⱦ

ሯӄ (123)θᡇԢੂṭሼ䈧ሲᆆഴ中的ެᆹᡶᴿ京⛯䘑㺂࠼ࡈφ

N3,1 = {(12), (13), (23)}θ

N3,2 = {(132), (12x), (23x), (31x) | 4 ≤ x ≤ n}θ

N3,3 = {(ix), (13x), (21x), (32x) | 1 ≤ i ≤ 3 < x ≤ n}θ

N3,4 = {(xy), (ixy), (iyx) | 1 ≤ i ≤ 3 < x < y ≤ n} θૂ

N3,5 = {(xyz), (xzy) | 4 ≤ x < y < z ≤ n}Ⱦ

䛙Ѿሯӄ G(n, 4)中ެᆹḆѠ京⛯ σθᆹૂ (123)的䐓⿱ dH(σ, ᱥࡡ࠼((123)

dH(σ, (123)) =



2 㤛 σ ∈ N3,1

3 㤛 σ ∈ N3,2

4 㤛 σ ∈ N3,3

5 㤛 σ ∈ N3,4

5 㤛 σ ∈ N3,5Ⱦ

ᡶԛ (123)൞ᆆഴ G(n, 4)中的䛱ตᱥ N3 := N3,1 ∪N3,2Ⱦ

Ԅ㙂ᡇԢᴿㅿᕅφ

m(n, 4) = max{|N2| , |N3|}

= max{4(n− 2), 3(n− 3) + 4}

= 4n− 8Ⱦ

䙐䗽类ղ的方法᷆࠼ m(n, 5)θᡇԢਇ⧦ (12)൞ഴ G(n, 5)中ᴿᴶཐ的䛱⛯θެ

ᮦⴤѰm(n, 5) = 7n2− 31n+34Ⱦ䘏䠂ᡇԢ䴶㾷㘹㲇G(n, 5)中ྸсޭᴿԙ㺞ᙝ的京

⛯φD(n, 2)中的 (12)θD(n, 3)中的 (123)θԛ਀ D(n, 4)中的 (12)(34)ૂ (1234)Ⱦ

ሼԛрᕋ⨼中的㔉䇰ᓊ⭞ࡦᇐ⨼ 4.12中θቧਥԛᗍྸࡦсީӄM(n, d)的с⮂

զ䇗Ⱦ
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㺞 4.1 ᖉ d = 4ૂ 5ᰬθ(n, d)-㖤ᦘ码的с⮂δ8 ≤ n ≤ 20ε

n d = 4 d = 5
8 605 90
9 4046 509
10 31047 3386
11 268673 25885
12 2588633 223378
13 27484422 2147724
14 318853331 22767826
15 4013217263 263832788
16 54470270765 3317928906
17 793090335806 45006297715
18 12331219009156 655021291542
19 203926244407855 10181693092799
20 3574258846215948 168351610362186

定理 4.15：记 m′(n, d) = m(n, d) + 1，并令

MIS(n, d) := n! ·
∫ 1

0

(1− t)1/m
′(n,d)

m′(n, d) + [∆(n, d)−m′(n, d)] t
· dt。

那么 M(n, d) ≥MIS(n, d)。

ሯӄᴶቅ䐓⿱ d਌ٲѰ 4ૂ 5的ᰬُθᡇԢሼ 8 ≤ n ≤ 20ᰬ〥࠼MIS(n, d)的

൞Ҽ㺞ࡍٲ 4.1中Ⱦ䘏ӑٲᱥ䙐䗽ᔶⓆᮦ学䖥Ԭ Sage䇗㇍ᗍࡦ的 [155]Ⱦ⢯ࡡ的θᖉ

(n, d) = (13, 5)ᰬθᡇԢ的ٲ 2147724䖹ҁӄҁࢃᮽ⥤中的㔉᷒M(13, 5) ≥ 878778

ᱥᶷཝ的᭯䘑 [39,152]Ⱦ

൞ᵢ㢸的ᴶ੄ж䜞࠼中θᡇԢሼ㘹㲇ᖉᴶቅ䐓⿱ dരᇐθ㙂码䮵 n䙆⑆໔ཝᰬθ

⭧⤢㄁ᮦ䈧ሲ的с⮂MIS(n, d)Րޭᴿᙄṭ的⑆䘇ᙝ䍞Ⱦ

引理 4.16：对于固定的 d，当 n 趋于无穷大时，m(n, d) = O(nd−3)。

证明. 䇴 σ Ѱ Cayleyഴ Γ(n, d)中ԱᝅжѠ䘿ᇐ的京⛯θֵ ᗍ σ ∈ D(n, k)θ1 ≤ k ≤

d− 1ȾᡇԢሼզ䇗 σ൞ഴ G(n, d)中的ᓜᮦθ঩൞ঋփݹ的䈧ሲᆆഴ中ᴿཐቇѠ京⛯

πθֵ ᗍ πૂ σҁ䰪ᴿжᶗ䗯⴮䘔Ⱦ

俌ݾθᡇԢሼṯᦤ㖤ᦘ idȽσૂ π֒⭞ӄ [n]中ݹ㍖ᡶᗍࡦ的䊗θᣀ䳼合 [n]࠼ࡈ
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ᡆδ㠩ཐε5ѠњњуӚ的䜞࠼Ⱦ

X = {i ∈ [n] | σ(i) ̸= i, π(i) = i}θ

Y = {i ∈ [n] | σ(i) ̸= i, π(i) = σ(i)}θ

Z = {i ∈ [n] | σ(i) ̸= i, π(i) ̸= i, σ(i) ̸= π(i)}θ

U = {i ∈ [n] | σ(i) = i, π(i) ̸= i}θ ԛ਀

V = {i ∈ [n] | σ(i) = π(i) = i}Ⱦ

Ԛ xȽyȽzȽuૂ v 㺞⽰䳼合ࡡ࠼ XȽYȽZȽU ૂ V ҁ中ݹ㍖的ѠᮦȾ䛙ѾпѠ㖤ᦘҁ

䰪的䐓⿱ᶗԬਥԛሲ࠰с䶘䘏ӑީ㌱ᕅφ

x+ y + z = k ≤ d− 1θ (4.1)

y + z + u ≤ d− 1θ (4.2)

x+ z + u ≤ d− 1θԛ਀ (4.3)

x+ y + z + u+ v = nȾ

⢯ࡡ的θᡇԢਥԛ䙐䗽䇗㇍ (4.2) + (4.3)− (4.1)ᗍࡦ

u ≤ 2d− 2− (k + z)

2
≤ d− 1− ⌊k + z

2
⌋Ⱦ

䘿ᇐ的京⛯ σ的䛱⛯ π的ᮦⴤθ⭧ π֒⭞൞䳼合 YȽZ ૂ U 的ਥ㜳的䊗ᡶߩᇐȾ

⭧ᕅδ4.1ε⸛ y + zуཝӄ kθᡶԛ൞ᡇԢ的զ㇍中θπ൞ U р的䊗的䘿᤟ᮦሼᱥᴶѱ

㾷的ഖ㍖Ⱦ൞ᡇԢ䙆亯᷆࠼ k的਌ٲҁࢃθᡇԢ㔏࠰ԛс的ᯣ䀶Ⱦ

断言：ྸ ᷒ z = 0θ䛙Ѿ x ̸= 1θᒬъ y ̸= 1Ⱦ

断言的证明：䇴 Z = ∅θᒬъX = {i}Ⱦ䛙Ѿ↚ᰬ i ∈ σ(Y ) = π(Y )θռ⭧ X 的ᇐ

ѿ⸛ π(i) = iθӄᱥӝ⭕⸑ⴴȾ࡟⭞ੂṭ的᷆࠼ਥ⸛θz = 0ૂ y = 1у㜳ੂᰬᡆ㄁Ⱦ

䇷∋Ⱦ

ᖉ k = 2ᰬθ⭧р䶘的ᯣ䀶ᗍࡦ x = 0ᡌ㘻 y = 0Ⱦ䘏ᰬਥࡡ࠼⭧ᕅδ4.2εᡌᕅ

δ4.3εᗍ࠰ u ≤ d− 3ȾഖѰ |Y ∪ Z| ≤ k = 2θᒬъ |U | ≤ d− 1− k = d− 3θᡶԛ π的

ᮦⴤ㻡ᆹ൞ Y ∪ Z ૂ U рਥ㜳的䊗ᡶߩᇐθ঩

deg(σ) ≤ 2! ·
(
n− 2

d− 3

)
· (d− 3)!

= O(nd−3)Ⱦ
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ᖉ k = 3ᰬȾྸ ᷒ z = 0θ䛙Ѿ⭧ᯣ䀶ᗍ⸛ᡌ㘻 x = 0ъ y = 3θᡌ㘻 x = 3ъ

y = 0Ⱦ൞䘏њ〃᛻߫сθуㅿᕅ u ≤ d − 4ൽᡆ㄁Ⱦ㙂ྸ᷒ z ≥ 1θ䛙ѾᡇԢᗍࡦ

u ≤ d− 1− ⌊k+z
2
⌋ ≤ d− 3Ⱦഖ↚ᙱᴿ deg(σ) = O(nd−3)Ⱦ

㙂ᖉ k ≥ 4 ᰬθᡇԢᴿ u ≤ d − 1 − ⌊k+z
2
⌋ ≤ d − 3 − ⌊k−3

2
⌋ ≤ d − 3Ⱦ↚ᰬ

deg(σ) = O(nd−3)Ⱦ

㔲合р䶘的᷆࠼⸛䚉φ

m(n, d) = max
2≤k≤d−1

{deg(σ) | σ ∈ D(n, k)}

= O(nd−3)Ⱦ

定理 4.17：当 d 固定，而 n 趋向于无穷大时，我们有

MIS(n, d)

MGV (n, d)
= Ω(ln(n))，

其中 MGV (n, d) 表示置换码的 Gilbert—Varshamov 型下界：

MGV (n, d) :=
n!∑d−1

k=0 |D(n, k)|
。

证明.

MIS(n, d)

MGV (n, d)
=

n!
∫ 1

0
(1−t)1/m

′(n,d)

m′(n,d)+[∆(n,d)−m′(n,d)]t
dt

n!
1+∆(n,d)

≥
ln(∆(n,d)/m′(n,d))−1

∆(n,d)

1
∆(n,d)+1

≥ ln
(
∆(n, d)

m′(n, d)

)
− 1Ⱦ

⭧ӄ Dk =
⌊
k!
e
+ 1

2

⌋
θᡶԛᡇԢᴿ

∆(n, d) =
d−1∑
k=0

(
n

k

)
Dk = Θ(nd−1)Ⱦ

ഖ↚θ

MIS(n, d)

MGV (n, d)
≥ ln

(
∆(n, d)

m′(n, d)

)
− 1

≥ ln(cn2)− 1

= Ω(ln(n))θ
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ެ中 cᱥжѠ↙的ᑮᮦȾ

঩൞⑆䘇ᝅѿсθᡇԢ࡟⭞ሯ Cayleyഴ Γ(n, d)中⤢㄁䳼的զ䇗θሼ㖤ᦘ码ཝቅ

M(n, d)的 Gilbert–Varshamovශс⮂ᨆ儎Ҽ Ω(ln(n))كȾ
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5 ᴶՎᑮ䠃གྷ合码的组合䙈ᖈᶺ䙖

5.1 ᑮ䠃གྷ合码ㆶԁ

䇴 X ૂ RᱥњѠᴿ䲆䳼θᡇԢ⭞ RX 㺞⽰ᡶᴿ䮵ᓜѰ |X|的ੇ䠅θੇ 䠅中的փ

㖤⭞ X 中的ݹ㍖ḽ䇦θ㙂∅Ѡփ㖤р的਌ٲ൞䳼合 R中θ঩ u = (ux)x∈X ᒬъሯӄ

∅Ѡ x ∈ X 䜳ᴿ ux ∈ RȾжѠ䮵ᓜѰ n的 q 码ᱥ᤽的жѠ䳼合ݹ C ⊆ ZX
q θެ 中

|X| = nȾ⌞ᝅࡦ䘏жᇐѿ㲳❬൞ᖘᕅрфㅢ 1ㄖ中⮛ᴿуੂθռᇔ䍞ᱥжṭ的ȾӁ

ᇔрθᡇԢਠ䴶਌ X = {1, 2, . . . , n}঩ਥȾ类ղ的θᡇԢਥԛᇐѿ䠃䠅ૂ䐓⿱ㅿᾸᘫȾ

ᇐѿ 5.1. ሯӄњѠੇ䠅 u,v ∈ ZX
q θᡇԢᇐѿᆹԢ的支撑集Ѱ supp(u,v) = {x ∈

X | ux ̸= vx}ȾᡇԢ⭞ supp(u)㺞⽰ uૂ䴬ੇ䠅的᭥᫇䳼θᒬ〦ҁѰੇ䠅 u的支撑

集Ⱦ

ᇐѿ 5.2. 䇴ੇ䠅 u ∈ ZX
q Ⱦሯӄ∅Ѡ᮪ᮦ j = 1, 2, . . . , q − 1θԚ

wj = |{x ∈ X | ux = j}| θ

组ݹᡇԢሼཐࡏ w = [w1, . . . , wq−1]〦Ѱੇ䠅 u的构型δCompositionεȾ

ᇐѿ 5.3. 䇴 X ѰжѠ nݹ䳼合θq ≥ 2Ѱж↙᮪ᮦȾԚ C ⊆ ZX
q ᱥжѠᴶቅ䐓⿱Ѱ

d(C) = d的码Ⱦ㤛码 C 中∅Ѡ码ᆍ䜳ޭᴿ⴮ੂ的䠃䠅 wθࡏᡇԢ〦 C Ѱ常重码θ䇦

֒(n, d, w)q-码Ⱦ䘑ж↛的θ㤛码 C中∅Ѡ码ᆍ䘎ޭᴿ⴮ੂ的ᶺශ wθࡏᡇԢ〦 CѰ常

重复合码θ䇦֒(n, d, w)q-码Ⱦ

ᡇԢሼᡶᴿ (n, d, w)q-码中ऻ੡的码ᆍѠᮦᴶཝٲ㻡䇦Ѱ Aq(n, d, w)θᒬሼ䗴ࡦ

䘏жᴶཝٲ的码〦Ѱᱥ最优的Ⱦ⌞ᝅࡦθ䙐䗽䠃ᧈ w中的࠼䠅ᡌࡖ䲚 w中的䴬࠼ٲ

䠅θ䜳уՐሯᑮ䠃གྷ合码的䐓⿱ᡌ䠃䠅ᙝ䍞ӝ⭕ᖧଃȾഖ↚θᡇԢਥԛуཧж㡢ᙝ的

䇴ᶺශٽ w中的࠼䠅ٲ┗䏩ᶗԬ w1 ≥ · · · ≥ wq−1 ≥ 1Ⱦ

ԛрᇐѿ的ᑮ䠃གྷ合码ਥԛⵁ֒ᱥӂݹᑮ䠃码的ж类᧞ᒵθሼᆍ∃㺞Ԅ৕

ᶛ的 Z2 ᢟኋࡦҼж㡢的 Zqθެ 中 q ≥ 2Ⱦ㙂ᡇԢржㄖ中研究的㖤ᦘ码ҕਥԛ
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㺞 5.1 ᖉ n ≤ 10ᰬθA3(n, 5, [3, 1])ૂ A3(n, 5, [2, 2])的ٲ

n A3(n, 5, [3, 1]) A3(n, 5, [2, 2])
4 1 1
5 1 2
6 3 3
7 7 7
8 8 12
9 10 18
10 13 20

ⵁڐᱥᆹ的жѠ⢯⇀ᆆ类 [150]Ⱦ䘏ж᧞ᒵ੄的编码ᒵ⌑ᓊ⭞ӄ⧦ԙ䙐ؗ亼ต的

਺Ѡ方䶘θׁ ྸ⺤ᇐ⿱ᮙᰖ䇦ᗼؗ䚉δDiscrete Memoryless Channelε中䴬䭏䈥ߩㆌ

ਃ侾ᇯ䠅δZero Error Decision Feedback Capacityε[170]θཐᆎ਌䙐 δؗMultiple Access

Communicationε[72]θ⨹ᖘ码δSpherical Codesε䈹࡬ [73]θDNA 码 [106,127]θ⭫࣑㓵䙐ؗ

δPowerline Communicationεθ䐩仇δFrequency Hoppingεᢶᵥ [41]ㅿȾ

ሯᑮ䠃གྷ合码的研究ခӄ 20ь㓠 80ᒪԙࡓθᆹᴶࡓ㻡ᓊ⭞൞ߩㆌਃ侾ؗ䚉

中θԛ䲃քՖ䗉䗽ぁᰬㅜਭ/ᆍ∃ਇ⭕䭏䈥ᡌࡖ䲚的Ᾰ⦽ [51]Ⱦ❬㙂⴪ࡦ 90ᒪԙ੄

ᵕθӰԢᢃ䙆⑆ሯެኋᔶ㌱㔕ᙝ的᧘究 [18,19,162]Ⱦ൞䘏ӑ研究ҁ中θ⺤ᇐᴶՎᑮ䠃གྷ

合码ᡶ੡ᴿ的码ᆍᮦ䠅ᱥᴶѰṮᗹ的问题ҁжθR ު䏙的䈱㘻ਥԛ৸㿷⴮ީ的ᮽ

⥤ [17,30–32,39–41,49,58,61–65,99,116,124,164,165,185–187]Ⱦ

пݹᑮ䠃码的码ᆍѠᮦ൞䇮ཐᮽ⥤中䜳ᴿ研究 [20,33,86,163]Ⱦ2002ᒪθSvanström

ㅿӰ䙐䗽䇗㇍ᵰᩒ㍘ㅿ方法θᗍࡦҼ码䮵у䎻䗽 10的пݹᑮ䠃གྷ合码的жӑрс

⮂㔉᷒ [165]Ⱦެ 中䠃䠅Ѱ 4ъ䐓⿱Ѱ 5的᛻߫㻡ᇂޞ⺤ᇐсᶛθᡇԢሼ䘏ӑ㔉᷒ࡍ൞

㺞 5.1中Ⱦ൞ 2008ᒪθCheeㅿӰ俌⅗ᨆ࠰Ҽਥ࠼组码的Ᾰᘫθᒬъ࡟⭞ᆹᶺ䙖࠰Ҽ

ᡶᴿ䠃䠅Ѱ 3的ᴶՎпݹᑮ䠃གྷ合码 [31]ȾԌԢ的ᐛ֒ԛ਀ެԌ研究㘻的੄㔣⴮ީᐛ

֒䜳㺞᱄θਥ࠼组码䘏жᾸᘫ൞ᴶՎᑮ䠃码ૂᑮ䠃གྷ合码的䙈ᖈᶺ䙖中ਇᥛ⵶ᐞཝ

的֒⭞ [31,188,189,191,193,194]Ⱦ

൞䘏жㄖ中θᡇԢሼ㔝㔣ֵ⭞ਥ࠼组码䘏жᕰᴿ࣑的ᐛޭθʌ 䙖࠰䠃䠅Ѱ 4ъᴶ

ቅ䐓⿱Ѱ 5ᰬθᡶᴿ䮵ᓜ的ᴶՎпݹᑮ䠃གྷ合码Ⱦ൞↚৸ᮦсθޞ䜞ਥ㜳的码ᆍᶺශ

ާᴿњ〃θࡡ࠼ᱥ [3, 1]-ශૂ [2, 2]-ශȾ൞䘑ޛԊ㓼䇞䇰ҁࢃθᡇԢݾሼᵢㄖ的ѱ㾷㔉

䇰ᖈ㓩Ѱс䶘的䘏Ѡᇐ⨼θኋ⽰㔏䈱㘻Ⱦ

48



最优常重复合码的组合递归构造

定理 5.4：对于任意正整数 n ≥ 4。最优 (n, 5, [3, 1])3-码的含有的码字个数是：

A3(n, 5, [3, 1]) =



1 若 n = 4

3 若 n = 6

10 若 n = 9

⌊n
3
⌊n−1

2
⌋⌋ − 1 若 n ≡ 5 (mod 6)

⌊n
3
⌊n−1

2
⌋⌋ 其它情况。

而最优 (n, 5, [2, 2])3-码的含有的码字个数是

A3(n, 5, [2, 2]) =



1 若 n = 4

2 若 n = 5

3 若 n = 6

7 若 n = 7

⌊n
2
⌊n−1

2
⌋⌋ − 1 若 n ≥ 8 并且 n ≡ 3 (mod 4)

⌊n
2
⌊n−1

2
⌋⌋ 其它情况。

ᵢㄖ֏с的䜞࠼㔉ᶺྸсφ൞ㅢ 5.2㢸中θᡇԢሼԁ㔃੄䶘䴶㾷⭞ࡦ的жӑ组合

䇴䇗ૂ编码⨼䇰中的ะᵢᇐѿૂ㔉䇰χ൞ㅢ 5.3㢸ૂㅢ 5.4㢸中θᡇԢࡡ࠼⺤ᇐᴶՎ

(n, 5, [3, 1])3-码ૂ (n, 5, [2, 2])3-码的ཝቅфᶺ䙖问题Ⱦ⭧ӄᡇԢ的䙈ᖈ方法䴶㾷ֵ⭞

ཝ䠅⸣䮵的码θѰҼ䰻䈱的⍷⭻θ䘏ӑ䖻ࣟ码䜳᭴ࡦҼㅢ 5.5㢸中Ⱦ

5.2 䇼⸛༼߼

ᡇԢ俌ݾ㓜ᇐᵢㄖ中的жӑ䇦ਭȾᡇԢሼ⭞ Z≥0ૂ Z>0ࡡ࠼㺞⽰䶔䍕᮪ᮦૂ↙

᮪ᮦ䳼合θ⭞ [a, b]㺞⽰᮪ᮦ䳼合 {a, a + 1, . . . , b}δެ中 a < b䜳ᱥ᮪ᮦεθ⭞㣧ᤢਭ

H·I㺞⽰ཐ䠃䳼合δMultisetεȾ
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5.2.1 几类组合䇴䇗㔉ᶺ

5.2.1.1 ਥ࠼组䇴䇗

ᇐѿ 5.5. 䇴 (X,B)ѰжѠ䳼合㌱㔕δ৸㿷ᇐѿ 2.1εθᒬ䇴 G = {G1, . . . , Gt}ᱥ⛯䳼

X 的жӑᆆ䳼ᶺᡆ的䳼ᰅȾྸ ᷒пݹ组 (X,G,B)┗䏩ԛспѠᶗԬφ

1. G ᱥ X 的жѠ࠼ࡈθެ 中的∅Ѡ䳼合 Gi㻡〦Ѱ组δGroupεχ

2. X 中ԱᝅњѠуੂ组的⛯ሯᚦླӻ࠰⧦൞жѠ॰组中χ

3. Աᝅ॰组ૂ组的Ӛ䜳уཐӄжѠ⛯θ঩ሯӄԱᝅ B ∈ B ૂԱᝅ G ∈ Gθൽᴿ

|B ∩G| ≤ 1Ⱦ

䛙ѾθᡇԢቧሼпݹ组 (X,G,B)〦ѰжѠ可分组设计δGroup Divisible DesignθGDDεȾ

ᒬሼཐ䠃䳼合 *|G| | G ∈ G+〦Ѱ↚ਥ࠼组䇴䇗的型δTypeεȾ

䙐ᑮᡇԢֵ⭞᤽ᮦ䇦ਭδExponential Notationεɒ ᨅ䘦ਥ࠼组䇴䇗的ශφᡇԢ〦

(X,G,B)的ශѰ gt11 . . . g
ts
s θ᤽的ᱥ G 中ᚦླᴿ ti Ѡ组的ཝቅᱥ giθ1 ≤ i ≤ sȾਜཌθ

ྸ᷒䳼合㌱㔕 (X,B)ᱥK-ൽश的θ䛙Ѿਥ࠼组䇴䇗 (X,G,B)ҕ㻡〦ѰᱥK-均匀的θ

↚ᰬሼެㆶ䇦Ѱ K-GDDȾ

ᇐѿ 5.6. ᡇԢሼශѰmk的 {k}-ൽशਥ࠼组䇴䇗〦Ѱ横截设计δTransversal Designεθ

⭞䇦ਭ TD(k,m)㺞⽰Ⱦ

с䶘䘏ӑᇐ⨼中ީӄਥ࠼组䇴䇗ૂ⁠ᡠ䇴䇗的ᆎ൞ᙝ㔉᷒ሼ൞੄䶘њ㢸的䇷

᱄中ཐ⅗⭞ࡦθᡇԢሼу߃жж⌞᱄ᕋ⭞࠰༺Ⱦ

定理 5.7 (Brouwer等 [23])：型为 gt 的 {4}-GDD 存在的充分必要条件是 t ≥ 4，并

且

1. g ≡ 1, 5 (mod 6)，并且 t ≡ 1, 4 (mod 12)；或者

2. g ≡ 2, 4 (mod 6)，并且 t ≡ 1 (mod 3)；或者

3. g ≡ 3 (mod 6)，并且 t ≡ 0, 1 (mod 4)；或者
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4. g ≡ 0 (mod 6)。

其中有两个例外：型为 24 或 64 的 {4}-GDD 不存在。

定理 5.8 (Ge与Rees [88])：不存在型为 64 的 {4}-GDD；当 (u,m) ∈ {(7, 15), (11, 21),

(11, 24), (11, 27), (13, 27), (13, 33), (17, 39), (17, 42), (19, 45), (19, 48), (19, 51),

(23, 60), (23, 63)} 时，型为 6um1 的 {4}-GDD 存在性待定；对于其它满足条件

u ≥ 4 和 m ≡ 0 (mod 3) 且 0 ≤ m ≤ 3u − 3 的参数 (u,m)，都存在型为 6um1

的 {4}-GDD。

定理 5.9 (Abel 等 [2])：用 TD(k) 表示那些存在 TD(k,m) 的正整数 m 组成

的集合，则：TD(3) = Z>0；TD(4) = Z>0\{2, 6}；TD(5) = Z>0\{2, 3, 6, 10}；TD(6) =

Z>0\{2, 3, 4, 6, 10, 14, 18, 22}；TD(9) ⊇ {8, 16}。

䙐䗽ᡠ⸣⁠ᡠ䇴䇗中的组ᡌ㘻॰组θᡇԢਥԛᗍࡦᖾཐ᯦的ਥ࠼组䇴䇗Ⱦ

定理 5.10 (截短组，见 Hanani [93])：设 k ≥ 2 是一个整数，s 是一个非负整数。若

存在横截设计 TD(k + s,m)，并且整数 g1, g2, . . . , gs 满足条件 0 ≤ gi ≤ m，其中

1 ≤ i ≤ s。那么存在一个型为 mkg11g
1
2 · · · g1s 的 K-GDD，其中 K = [k, k + s]。

定理 5.11 (截短区组)：设整数 k 和 s 满足条件 k ≥ 2 和 0 ≤ s ≤ k。若存在一个

横截设计 TD(k,m)，那么型为 (m− 1)smk−s 的 {k − s, k − 1, k}-GDD 也存在。

ᇐѿ 5.12. 䇴 (X,G,B)ѰжѠਥ࠼组䇴䇗θᒬ䇴䳼合 B′ ⊆ BȾ㤛X 中∅Ѡ⛯䜳ᚦླ

ਠऻ੡൞ B′的жѠ॰组中θࡏᡇԢ〦 B′ѰжѠ平行类δParallel ClassεȾ䘑ж↛的θ㤛

॰组䳼 Bਥԛᇂ࠼ࡈޞѰ㤛ᒨѠᒩ㺂类ҁуӚᒬθࡏ〦 (X,G,B)ᱥжѠ可分解分组

设计δResolvable GDDθRGDDεȾ

㔲合ᮽ⥤ [87,145,161] 中的㔉䇰θᡇԢᴿྸсީӄൽशਥ࠼䀙࠼组䇴䇗 {4}-RGDD

的ᆎ൞ᙝ㔉᷒Ⱦ

定理 5.13： 1. 当 (h, n) ∈ {(2, 4), (2, 10), (3, 4), (6, 4)} 时，不存在型为 hn 的

{4}-RGDD。

2. 当 (h, n) 为以下取值时，型为 hn 的 {4}-RGDD 存在性待定：
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(a) h = 2，并且 n ∈ {34, 46, 52, 70, 82, 94, 100, 118, 130, 178, 184, 202, 214, 238,

250, 334}；

(b) h = 6，并且 n ∈ {6, 68}；

(c) h = 9，并且 n = 44；

(d) h = 10，并且 n ∈ {4, 34, 52, 94}；

(e) h = 18，并且 n ∈ {18, 38, 62}；

(f) h = 36，并且 n ∈ {11, 14, 15, 18, 23}；

(g) h ∈ [14, 454] ∪ {478, 502, 514, 526, 614, 626, 686} 且 h ≡ 2, 10 (mod 12)，

并且 n ∈ {10, 70, 82}。

3. 其它满足必要条件 n ≥ 4，hn ≡ 0 (mod 4) 并且 h(n− 1) ≡ 0 (mod 3) 的参

数 (h, n)，都存在型为 hn 的 {4}-RGDD。

5.2.1.2 ᡆሯᒩ㺗䇴䇗

ᇐѿ 5.14. 䇴ٽ (X,B)ᱥжѠ v 䱬的 K-ൽश䳼合㌱㔕θྸ ᷒ X 中ԱᝅњѠуੂ

的⛯䜳ᚦླӻ࠰⧦൞ B 的жѠ॰组中θࡏᡇԢሼ䘏Ѡ䳼合㌱㔕〦Ѱ成对平衡设计

δPairwise Balanced Designεθ䇦֒ PBD(v,K)Ⱦ

䇴 kѰжѠ↙᮪ᮦȾ㤛ᡆሯᒩ㺗䇴䇗 PBD(v,K ∪ {k})中㠩ቇऻ੡жѠཝቅѰ

k的॰组θࡏሼҁ䇦Ѱ PBD(v,K ∪ {k⋆})Ⱦᴪ䘑ж↛൦θྸ ᷒ k ̸∈ Kθࡏ䘏Ѡ䇦ਭ㺞⽰

↚ᡆሯᒩ㺗䇴䇗中恰有жѠཝቅѰ k的॰组χ㙂ྸ᷒ k ∈ KθࡏᡇԢ㾷≸至少ᴿжѠ

॰组的ཝቅѰ kȾ

定理 5.15 (Rees与 Stinson [135])：假设 v > w 为两个正整数。存在一个成对平衡设

计 PBD(v, {4, w⋆})，当且仅当 v ≥ 3w + 1，并且：

1. v ≡ 1, 4 (mod 12) 且 w ≡ 1, 4 (mod 12)；或者

2. v ≡ 7, 10 (mod 12) 且 w ≡ 7, 10 (mod 12)。

定理 5.16 (Abel等 [1])：对于所有参数 v ≥ 4 且 v ̸∈ {7, 8, 9, 10, 11, 12, 14, 15, 18, 19, 23}，

都存在一个成对平衡设计 PBD(v, {4, 5, 6})。
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5.2.1.3 ມݻ䇴䇗

ᇐѿ 5.17. 㔏ᇐ↙᮪ᮦ v ≥ k ≥ tθૂ ↙᮪ᮦ λȾྸ᷒жѠ v 䱬的 {k}-ൽश䳼合㌱

㔕 (X,B)中θX 的Աᝅ t-ᆆ䳼䜳㠩ཐऻ੡൞ λѠ॰组中θࡏ〦䘏Ѡ䳼合㌱㔕ᱥжѠ

t-(v, k, λ)填充设计δPacking DesignεȾ

䴶㾷䈪᱄的ᱥθᖉ λ > 1ᰬθᡇԢݷ䇮 B中ᴿ䠃གྷ的॰组Ⱦ

ᇐѿ 5.18. ሯӄ㔏ᇐ的৸ᮦ v, k, t, λθᇐѿ࠳ᮦ

Dλ(v, k, t) = max{b |ᆎ൞॰组ᮦѰ b的 t-(v, k, λ)ມݻ䇴䇗}Ⱦ

ࡏ Dλ(v, k, t) 㻡〦Ѱ填充数δPacking NumberεȾ㤛 (X,B) ᱥ॰组ᮦѰ Dλ(v, k, t)

的 t-(v, k, λ) ມݻ䇴䇗θࡏሼެ〦Ѱᱥ最优（或最大）的Ⱦ䙐ᑮሼ D1(v, k, t) 䇦֒

D(v, k, t)Ⱦ

定理 5.19 (Stinson 等 [160])：如果 v ≡ 2 (mod 6) 且 λ ≡ 4 (mod 6)，或者 v ≡ 5

(mod 6) 且 λ ≡ 1 (mod 3)，则

Dλ(v, 3, 2) = Uλ(v, 3, 2)− 1； (5.1)

对于其它的 v 和 λ，

Dλ(v, 3, 2) = Uλ(v, 3, 2)， (5.2)

其中

Uλ(v, k, t) = ⌊v
k
⌊v − 1

k − 1
· · · ⌊λ(v − t+ 1)

k − t+ 1
⌋⌋⌋。 (5.3)

5.2.2 ਥ࠼组码

㔏ᇐੇ䠅 u ∈ ZX
q ૂᆆ䳼 Y ⊆ XȾྸ ᷒ੇ䠅 v ∈ ZX

q ┗䏩ᶗԬφ

vx =


ux 㤛 x ∈ Y

0 㤛 x ∈ X\Yθ

〦ࡏ v ᱥu 关于 Y 的限制δRestrictionεθ䇦֒ u|YȾྸ᷒ੇ䠅 v ∈ ZY
q ┗䏩ᶗԬ

vx = uxθx ∈ Yθࡏሼެ〦Ѱu关于 Y 的压缩δConstrictionεθ䇦֒ u|YȾ
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ᇐѿ 5.20. Ԛ X ѰжѠཝቅѰ n 的䳼合θG = {G1, . . . , Gt} ᱥ X 的жѠ࠼ࡈθ㙂

C ⊆ ZX
q ᱥᴶቅ䐓⿱Ѱ d的жѠ码Ⱦྸ᷒ሯӄԱᝅ码ᆍ u ∈ Cθൽᴿ wt(u|Gi

) ≤ 1θ

1 ≤ i ≤ tθࡏᡇԢሼпݹ组 (X,G, C) 〦ѰжѠᴶቅ䐓⿱Ѱ d 的可分组码δGroup

Divisible CodeθGDCεȾ

䘑ж↛的θྸ ᷒ C 中∅Ѡ码ᆍ的䠃䠅䜳ᱥᑮᮦ wθࡏ䇦Ѱ w-GDC(d)χྸ ᷒∅Ѡ

码ᆍ䜳ޭᴿᚈᇐᶺශ wθࡏᡇԢሼެ֒ߏ w-GDC(d)Ⱦ

фਥ࠼组䇴䇗ᰬ类ղθᡇԢᇐѿжѠਥ࠼组码 (X,G, C)的型δTypeεѰ G 中䳼合

ཝቅᶺᡆ的ཐ䠃䳼 * |G| | G ∈ G+θᒬъҕሼֵ⭞᤽ᮦ䇦ਭᶛ㺞⽰ȾᡇԢሼ |C|〦֒࠼

组码 (X,G, C)的大小δSizeεȾ⌞ᝅࡦθ੡ sѠ码ᆍ的 (n, d, w)q-码ㅿੂӄжѠཝቅѰ

sȽශѰ 1n的 w-GDC(d)Ⱦ

ਥ࠼组码的Ᾰᘫᴶᰟ⭧ Cheeㅿᨆ࠰ [31]θᮽ中ੂᰬ㔏࠰Ҽжӑ䶔ᑮᴿ⭞的ᶺ䙖

方法Ⱦ

性质 5.21 (组填充（Filling in Groups）)：令 d ≤ 2(w− 1)。假设 (X,G, C) 为一个含有

a 个码字、型为 gt11 · · · gtss 的可分组码。假设对于每个 1 ≤ i ≤ s，都存在一个大小为

bi 的 (gi, d, w)q-码 Ci。那么存在一个大小为 a+
∑s

i=1 tibi 的 (
∑s

i=1 tigi, d, w)q-码

C ′。特别地，如果 C 和 Ci（1 ≤ i ≤ s）中的码字都具有相同构型 w，那么 C ′ 中的每

个码字的构型也是 w。

性质 5.22 (点添加（Adjoining Points）)：假设 y 为正整数，并且存在一个含 a 个码

字、型为 gt11 · · · gtss 的（主）可分组码 w-GDC(d)。如果下面的（辅助）码也存在：

1. 大小为 b 的 (g1 + y, d, w)q-码；

2. 大小为 ci，型为 1giy1 的可分组码 w-GDC(d)，2 ≤ i ≤ s；

3. 大小为 c1，型为 1g1y1 的可分组码 w-GDC(d)，并且 t1 ≥ 2。

那么存在一个大小为 a+ b+ (t1 − 1)c1 +
∑s

i=2 tici 的 (y +
∑s

i=1 tigi, d, w)q-码。进

一步的，如果主码和辅助码都具有恒定的构型，那么得到的码也具有同样的构型。

с䶘的㟞㛶ᶺ䙖法δInflation Constructionεҕ䶔ᑮᴿ⭞Ⱦ
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性质 5.23 (膨胀构造)：令 (X,G, C) 是一个大小为 a、型为 gt11 · · · gtss 的 w-GDC(d)。

如果存在横截设计 TD(w,m)，那么存在一个型为 (mg1)
t1 · · · (mgs)ts 的 w-GDC(d)，

其含有 am2 个码字。进一步的，如果出发的可分组码具有恒定构型 w，那么得到的

码也具有相同的构型。

с䶘的ᶺ䙖㻡〦Ѱะᵢᶺ䙖法δFundamental Constructionεθ䘏ᱥሯӄ组合䇴䇗

⨼䇰中Wilsonะᵢᶺ䙖法൞编码⨼䇰中的ᤉᒵȾ

定理 5.24 (基本构造，Chee等 [31])：假设 d ≤ 2(w − 1)。令 (X,G,B) 是一个（主）可

分组设计，而 ω : X → Z≥0 是一个权重函数（Weight Function）。如果对于每个

区组 B ∈ B，都存在一个型为 *ω(a) | a ∈ B+ 的（辅助）可分组码 w-GDC(d)。那么

则存在一个型为 *∑x∈G ω(x) | G ∈ G+ 的可分组码 w-GDC(d)。进一步的，如果所

有辅助可分组码都具有恒定构型 w，那么得到的可分组码也具有相同的构型。

5.2.3 ᐨ⸛的рс⮂

൞䠃䠅Ѱ w的ᑮ䠃གྷ合码中θԱᝅњѠуੂ码ᆍ䰪的䐓⿱㠩ቇѰ 2θ㠩ཐѰ 2wχ

ᒬъᖉެ䐓⿱Ѱ 2wᰬθ䘏њѠ码ᆍ的᭥᫇䳼ᱥуӚ的Ⱦ

引理 5.25 (Chee等 [31])：记 w =
∑q−1

i=1 wi，则

Aq(n, d, [w1, . . . , wq−1]) =



(
n
w

)(
w

w1,...,wq−1

)
若 d ≤ 2

⌊ n
w
⌋ 若 d = 2w

1 若 d ≥ 2w + 1。

с䶘的ᇐ⨼ᨅ䘦Ҽᑮ䠃གྷ合码的 Johnsonශр⮂Ⱦ

定理 5.26 (Svanström等 [165])：对于任意 i = 1, . . . , q − 1，我们都有

Aq(n, d, [w1, . . . , wq−1]) ≤
n

wi

Aq(n− 1, d, [w1,i, . . . , wq−1,i])，

其中

wj,i =


wj − 1 若 j = i

wj 若 j ̸= i。
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֒Ѱᕋ⨼ 5.25ૂᇐ⨼ 5.26的᧞䇰θᡇԢᴿྸс㔉᷒Ⱦ

推论 5.27 (Chee等 [32])：记 w =
∑q−1

i=1 wi，则

Aq(n, d, [w1, . . . , wq−1]) ≤


⌊ n
w1
⌊ n−1
w−1

⌋⌋ 若 d = 2w − 2

⌊ n
w1
⌊ n−1
w1−1

⌋⌋ 若 d = 2w − 3。

⢯ࡡ的θሯӄ䐓⿱Ѱ 5Ƚ䠃䠅Ѱ 4的ᑮ䠃གྷ合码θᡇԢᴿྸсᖘᕅ的 Johnson⮂Ⱦ

推论 5.28 (Johnson界)：

A3(n, 5, [3, 1]) ≤
⌊
n

3

⌊
n− 1

2

⌋⌋
:= U(n, 5, [3, 1])， 并且 (5.4)

A3(n, 5, [2, 2]) ≤
⌊
n

2

⌊
n− 1

2

⌋⌋
:= U(n, 5, [2, 2])。 (5.5)

5.3 ⺤ᇐ A3(n, 5, [3, 1])的ٲ

൞䘏ж㢸中θᡇԢሼሯᡶᴿ的↙᮪ᮦ n䜳⺤ᇐ࠰ A3(n, 5, [3, 1])的ٲ⺤߼Ⱦռ൞

↚ҁࢃθᡇԢݾᕋޛњѠ䇦ਭθԛㆶौ䘏ж㢸ૂсж㢸中的㺞䘦Ⱦ

䇴 rૂ cѰ↙᮪ᮦθᡇԢ⭞ Gr,c㺞⽰䳼ᰅφ

Gr,c :=
{
{i+ j · r | j = 0, 1, . . . , c− 1} | i = 0, 1, . . . , r − 1

}
Ⱦ

⌞ᝅࡦθGr,c中的䳼合ᶺᡆҼ Zrc的жѠ࠼ࡈȾ

ᡇԢ߃ᇐѿੇ䠅的ж〃ㅿԭ㺞⽰方法Ⱦٽ䇴ੇ䠅 u ∈ ZX
q 的ᶺශᱥ wθެ 中

w = [w1, . . . , wq−1]ȾԚ w =
∑q−1

i=1 wiθࡏᡇԢਥԛሼ u ㅿԭ൦㺞⽰ѰжѠ w 组ݹ

⟨a1, a2, . . . , aw⟩ ∈ Xwθެ 中

ua1 = · · · = uaw1
= 1θ

uaw1+1 = · · · = uaw1+w2
= 2θ

...

ua∑q−2
i=1

wi+1
= · · · = uw = q − 1Ⱦ

ᖉੇ䠅的䠃䠅䖹ቅᰬθ䘏〃㺞⽰方法ᴪࣖㆶ⌷ૂ⚫⍱Ⱦഖ↚θᡇԢ൞с䶘њ㢸中䜳ሼ

䟽⭞䘏〃ᖘᕅᶛҜߏᑮ䠃གྷ合码的码ᆍȾ
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5.3.1 жӑਥ࠼组码 [3, 1]-GDC(5)

性质 5.29：存在大小为 8、型为 24 的 [3, 1]-GDC(5)；也存在大小为 28、型为 27 的

[3, 1]-GDC(5)。

证明. (Z8,G4,2, C1)ᱥжѠཝቅѰ 8ȽශѰ 24 的 [3, 1]-GDC(5)θެ 中 C1 ⭧ԛсੇ䠅组

ᡆφ

⟨0, 1, 2, 3⟩ ⟨0, 6, 7, 1⟩ ⟨1, 4, 7, 2⟩ ⟨2, 5, 7, 0⟩
⟨0, 3, 5, 6⟩ ⟨1, 3, 6, 4⟩ ⟨2, 3, 4, 5⟩ ⟨4, 5, 6, 7⟩

(Z14,G7,2, C2)ᱥжѠཝቅѰ 28ȽශѰ 27 的 [3, 1]-GDC(5)θެ 中 C2 ⭧ԛсੇ䠅组

ᡆφ
⟨0, 1, 2, 3⟩ ⟨2, 3, 6, 8⟩ ⟨4, 9, 12, 1⟩ ⟨0, 12, 13, 8⟩
⟨0, 3, 4, 5⟩ ⟨2, 7, 8, 5⟩ ⟨5, 7, 13, 4⟩ ⟨1, 10, 12, 0⟩
⟨0, 5, 6, 1⟩ ⟨2, 4, 5, 10⟩ ⟨5, 8, 10, 6⟩ ⟨1, 11, 13, 5⟩
⟨0, 8, 9, 4⟩ ⟨3, 7, 11, 9⟩ ⟨5, 9, 11, 8⟩ ⟨2, 10, 13, 1⟩
⟨1, 3, 5, 7⟩ ⟨3, 9, 13, 0⟩ ⟨6, 7, 12, 3⟩ ⟨2, 11, 12, 6⟩
⟨1, 4, 6, 2⟩ ⟨4, 7, 10, 8⟩ ⟨6, 8, 11, 0⟩ ⟨3, 8, 12, 11⟩
⟨1, 7, 9, 6⟩ ⟨4, 8, 13, 3⟩ ⟨0, 10, 11, 2⟩ ⟨6, 9, 10, 11⟩

性质 5.30：存在大小为 30、型为 35，和大小为 63、型为 37 的 [3, 1]-GDC(5)。

证明. (Z15,G5,3, C1) ᱥжѠཝቅѰ 30ȽශѰ 35 的 [3, 1]-GDC(5)θެ 中 C1 ⭧ੇ䠅

⟨1, 2, 13, 0⟩ૂ ⟨3, 9, 11, 0⟩的ᡶᴿᗠ⧥〱փ组ᡆȾ

(Z21,G7,3, C2) ᱥжѠཝቅѰ 63ȽශѰ 37 的 [3, 1]-GDC(5)θެ 中 C2 ⭧ੇ䠅

⟨1, 2, 4, 0⟩Ƚ⟨3, 8, 18, 0⟩ૂ ⟨5, 9, 17, 0⟩的ᡶᴿᗠ⧥փ〱组ᡆȾ

性质 5.31：存在一个大小为 32、型为 44 的 [3, 1]-GDC(5)。

证明. (Z16,G4,4, C)ᱥжѠཝቅѰ 32ȽශѰ 44的 [3, 1]-GDC(5)θެ 中 C⭧ੇ䠅 ⟨1, 3, 14, 0⟩

ૂ ⟨5, 6, 15, 0⟩的ᡶᴿᗠ⧥〱փ组ᡆȾ

性质 5.32：对于所有 u ≥ 4，都存在一个型为 6u 的 [3, 1]-GDC(5)。

证明. ᖉ u ≡ 0, 1 (mod 4) ъ u ≥ 4 ᰬθ⭧ᇐ⨼ 5.15 ⸛θᆎ൞жѠᡆሯᒩ㺗䇴䇗

PBD(3u + 1, {4})ȾԄ䘏Ѡ䇴䇗中ࡖ䲚жѠ⛯θࡏᡇԢᗍࡦжѠශѰ 3u 的 {4}-GDDȾ

㙂ᖉ u ≡ 2, 3 (mod 4)ъ u ≥ 7ᰬθ⭧ੂжᇐ⨼⸛ᆎ൞жѠ PBD(3u + 1, {4, 7⋆})Ⱦᡇ
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ԢԄ X 中ࡖ䲚ᦿཝቅ 7的॰组ҁཌ的ḆжѠ⛯θਥԛᗍࡦශѰ 3u 的 {4, 7⋆}-GDDȾ

ᙱҁθሯӄᡶᴿ৸ᮦ u ≥ 4ъ u ̸= 6θ䜳ᆎ൞жѠශѰ 3u的 {4, 7}-GDDȾ

ሼะᵢᶺ䙖法ᓊ⭞ӄԛрᗍࡦ的ශѰ 3u 的 {4, 7}-GDDθެ 中ᵹ䠃࠳ᮦ的ٲᚈ

Ѱ 2θ㙂䴶㾷的䖻ࣟ码δශѰ 24ૂ 27的 [3, 1]-GDC(5)ε⭧ᙝ䍞 5.29ؓ䇷Ⱦഖ↚ሯӄᡶ

ᴿ৸ᮦ u ≥ 4θᒬъ u ̸= 6θᡇԢ䜳ਥԛᗍࡦжѠශѰ 6u的 [3, 1]-GDC(5)Ⱦ

ᖉ u = 6ᰬθ(Z36,G6,6, C)ᱥжѠཝቅѰ 180ȽශѰ 66的 [3, 1]-GDC(5)θެ 中 C ⭧

ㅢ 5.5㢸中㺞 的ੇ䠅组ᡆȾ޻5.4

性质 5.33：对于所有 u ∈ [4, 7]，都存在一个型为 6u21 的 [3, 1]-GDC(5)，其含有

2u(3u− 1) 个码字；对于所有 v ∈ [4, 9]，都存在一个型为 6v41 的 [3, 1]-GDC(5)，其

含有 2v(3v + 1) 个码字。

证明. ሯӄ u ∈ [4, 7]θԚ Xu = Z6u ∪ {∞0,∞1}θъ Hu = Gu,6 ∪ {{∞0,∞1}}Ⱦ䛙Ѿ

(Xu,Hu, Cu)ቧᱥᡇԢ䴶㾷的ཝቅѰ 2u(3u − 1)ȽශѰ 6u21 的 [3, 1]-GDC(5)θެ 中 Cu

⭧ㅢ 5.5㢸中㺞 的ੇ䠅᤿↛䮵Ѱ޻5.5 6的ᤕᗠ⧥δQuasi-Cyclicε〱 փᗍࡦȾ

ሯӄ v ∈ [4, 9]θԚ Xv = Z6v ∪ {∞0, . . . ,∞3}θъ Hv = Gv,6 ∪ {{∞0, . . . ,∞3}}Ⱦ

䛙Ѿ (Xv,Hv, Cv)ቧᱥᡇԢ䴶㾷的ཝቅѰ 2v(3v + 1)ȽශѰ 6v41 的 [3, 1]-GDC(5)θެ

中 Cv ⭧ㅢ 5.5㢸中㺞 的ੇ䠅᤿↛䮵Ѱ޻5.6 6的ᤕᗠ⧥〱փᗍࡦȾ

5.3.2 䮵ᓜ n ≡ 0 (mod 6)的᛻ᖘ

ᡇԢ俌ݾ⺤ᇐ䮵ᓜ n ≥ 11ъ n ≡ 0 (mod 6)ᰬθA3(n, 5, [3, 1])的ٲȾ

性质 5.34：对于每个 n ∈ {12, 18, 24, 30, 36, 42, 54}，都存在一个含有 U(n, 5, [3, 1])

个码字的最优 (n, 5, [3, 1])3-码。

证明. ԛсѰᴶՎ (12, 5, [3, 1])3-码的 20Ѡ码ᆍφ

⟨0, 1, 2, 3⟩ ⟨1, 3, 5, 7⟩ ⟨2, 4, 8, 9⟩ ⟨1, 8, 11, 4⟩ ⟨5, 8, 10, 3⟩
⟨0, 3, 4, 5⟩ ⟨1, 4, 6, 2⟩ ⟨2, 5, 9, 6⟩ ⟨3, 6, 10, 9⟩ ⟨6, 7, 11, 3⟩
⟨0, 5, 6, 1⟩ ⟨1, 7, 9, 0⟩ ⟨6, 8, 9, 7⟩ ⟨3, 9, 11, 1⟩ ⟨2, 10, 11, 0⟩
⟨0, 7, 8, 2⟩ ⟨2, 3, 7, 4⟩ ⟨0, 9, 10, 4⟩ ⟨4, 7, 10, 1⟩ ⟨4, 5, 11, 10⟩
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ԛсѰᴶՎ (18, 5, [3, 1])3-码的 48Ѡ码ᆍφ

⟨0, 4, 7, 9⟩ ⟨2, 4, 5, 13⟩ ⟨0, 3, 17, 13⟩ ⟨4, 12, 17, 5⟩ ⟨0, 12, 14, 16⟩
⟨0, 1, 11, 7⟩ ⟨2, 7, 9, 14⟩ ⟨1, 15, 17, 0⟩ ⟨4, 14, 16, 6⟩ ⟨10, 12, 16, 4⟩
⟨0, 2, 13, 1⟩ ⟨3, 5, 13, 7⟩ ⟨1, 5, 16, 14⟩ ⟨4, 9, 10, 17⟩ ⟨10, 13, 17, 6⟩
⟨0, 5, 9, 11⟩ ⟨3, 8, 9, 16⟩ ⟨1, 9, 13, 10⟩ ⟨7, 10, 14, 5⟩ ⟨11, 14, 17, 4⟩
⟨0, 6, 16, 2⟩ ⟨4, 8, 11, 2⟩ ⟨2, 15, 16, 8⟩ ⟨7, 12, 13, 2⟩ ⟨13, 14, 15, 9⟩
⟨1, 2, 12, 9⟩ ⟨5, 6, 17, 1⟩ ⟨2, 6, 10, 15⟩ ⟨8, 12, 15, 6⟩ ⟨5, 11, 12, 15⟩
⟨1, 3, 7, 15⟩ ⟨5, 7, 15, 4⟩ ⟨2, 8, 17, 10⟩ ⟨8, 13, 16, 0⟩ ⟨6, 11, 13, 14⟩
⟨1, 4, 6, 11⟩ ⟨5, 8, 10, 9⟩ ⟨3, 10, 11, 8⟩ ⟨9, 11, 15, 3⟩ ⟨7, 11, 16, 10⟩
⟨1, 8, 14, 3⟩ ⟨6, 7, 8, 13⟩ ⟨3, 4, 15, 14⟩ ⟨9, 16, 17, 7⟩
⟨2, 3, 14, 0⟩ ⟨6, 9, 14, 8⟩ ⟨3, 6, 12, 17⟩ ⟨0, 10, 15, 12⟩

ཝቅѰ 204的ᴶՎ (36, 5, [3, 1])3-码的码ᆍ䳼合⭧с䶘的ੇ䠅᤿↛䮵Ѱ 12的ᤕ

ᗠ⧥〱փኋᔶᗍࡦφ

⟨6, 7, 1, 4⟩ ⟨15, 5, 26, 8⟩ ⟨6, 17, 29, 0⟩ ⟨12, 21, 15, 3⟩ ⟨22, 3, 30, 10⟩
⟨1, 8, 25, 0⟩ ⟨16, 0, 14, 3⟩ ⟨7, 11, 27, 1⟩ ⟨12, 27, 25, 4⟩ ⟨23, 10, 35, 3⟩
⟨4, 28, 7, 3⟩ ⟨17, 0, 32, 4⟩ ⟨7, 19, 25, 8⟩ ⟨13, 10, 24, 5⟩ ⟨24, 9, 18, 11⟩
⟨7, 3, 26, 5⟩ ⟨17, 3, 21, 9⟩ ⟨8, 16, 34, 6⟩ ⟨13, 26, 2, 10⟩ ⟨25, 28, 29, 2⟩
⟨7, 8, 0, 10⟩ ⟨18, 16, 1, 5⟩ ⟨8, 31, 22, 9⟩ ⟨14, 18, 15, 9⟩ ⟨4, 27, 35, 10⟩
⟨8, 13, 9, 2⟩ ⟨19, 0, 28, 6⟩ ⟨8, 4, 21, 11⟩ ⟨14, 20, 17, 8⟩ ⟨6, 35, 13, 11⟩
⟨9, 23, 7, 0⟩ ⟨2, 20, 23, 9⟩ ⟨9, 15, 20, 5⟩ ⟨14, 34, 28, 7⟩ ⟨10, 34, 17, 11⟩
⟨0, 35, 24, 9⟩ ⟨2, 21, 18, 0⟩ ⟨9, 35, 16, 8⟩ ⟨15, 27, 22, 2⟩ ⟨12, 32, 30, 11⟩
⟨10, 0, 31, 1⟩ ⟨20, 30, 6, 1⟩ ⟨1, 17, 15, 10⟩ ⟨16, 21, 26, 1⟩ ⟨14, 19, 22, 11⟩
⟨11, 1, 10, 6⟩ ⟨21, 10, 9, 4⟩ ⟨10, 16, 30, 2⟩ ⟨16, 29, 23, 4⟩ ⟨14, 21, 24, 10⟩
⟨11, 30, 2, 8⟩ ⟨21, 31, 6, 2⟩ ⟨10, 25, 33, 9⟩ ⟨17, 22, 24, 1⟩ ⟨15, 16, 25, 11⟩
⟨13, 5, 11, 4⟩ ⟨21, 5, 23, 7⟩ ⟨11, 24, 15, 7⟩ ⟨18, 23, 31, 8⟩ ⟨32, 11, 20, 10⟩
⟨15, 30, 4, 0⟩ ⟨5, 16, 32, 9⟩ ⟨12, 13, 14, 0⟩ ⟨19, 26, 17, 7⟩
⟨15, 32, 7, 6⟩ ⟨5, 33, 19, 3⟩ ⟨12, 18, 17, 2⟩ ⟨20, 26, 22, 3⟩

ᖉ n ∈ {24, 30, 42, 54}ᰬθJ Վ (n, 5, [3, 1])3-码的码ᆍ⭧ㅢ 5.5㢸中㺞 的޻5.7

ੇ䠅᤿➝↛䮵Ѱ 6的ᤕᗠ〱փ⧥ኋᔶᗍࡦȾ

性质 5.35：对于所有 t ≥ 4，都存在大小为 24t(t− 1)、型为 12t 的 [3, 1]-GDC(5)。

证明. ᖉ t > 4ᰬθ⭧ᇐ⨼ 5.7⸛ᆎ൞жѠශѰ 6t 的 {4}-GDDθሯެᓊ⭞ᵹ䠃Ѱ 2的

ะᵢᶺ䙖θࡏਥᗍࡦཝቅѰ 24t(t− 1)ȽශѰ 12t的 [3, 1]-GDC(5)θެ 中䴶㾷的 24ශ䖻

ࣟਥ࠼组码⭧ᙝ䍞 5.29ᨆבȾ

ᖉ t = 4ᰬθֵ ⭞⁠ᡠ䇴䇗 TD(4, 3)ሯжѠཝቅѰ 32ȽශѰ 44 的 [3, 1]-GDC(5)

䘑㺂㟞㛶θቧਥԛᗍࡦжѠཝቅѰ 288ȽශѰ 124的 [3, 1]-GDC(5)Ⱦ

性质 5.36：对于所有 t ≥ 1，等式 A3(12t, 5, [3, 1]) = U(12t, 5, [3, 1]) 均成立。
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证明. ᖉ t ≥ 4 ᰬθੇ ශѰ 12t 的 [3, 1]-GDC(5) 中∅Ѡ组޻ມޛжѠཝቅѰ 20

的 (12, 5, [3, 1])3-码θࡏᡇԢਥԛᗍࡦжѠཝቅѰ 24t(t − 1) + 20t = 24t2 − 4t 的

(12t, 5, [3, 1])3-码θ䘏↙ླ䗴ࡦҼ᧞䇰 5.28 中的р⮂θഖ↚ᆹᱥᴶՎ的Ⱦ㙂ᖉ n =

24, 36ᰬθᡇԢ൞ᙝ䍞 5.34中ᶺ䙖࠰的码䗴ࡦҼᴶՎȾ

性质 5.37：对于所有 t ≥ 49，均存在一个含有 U(12t + 6, 5, [3, 1]) 个码字的最优

(12t+ 6, 5, [3, 1])3-码。

证明. ⭧ᇐ⨼ 5.9⸛θሯӄᡶᴿ u ≥ 12䜳ᆎ൞⁠ᡠ䇴䇗 TD(6, 2u)Ⱦྸ ᇐ⨼ 5.10中ᡶ

⽰θᡇԢሼᴶ੄њѠ组ᡠ⸣θᗍࡦශѰ (2u)4(2x)131的 {4, 5, 6}-GDDθެ 中 x ∈ [0, u]Ⱦ

ሯ䘏Ѡਥ࠼组䇴䇗ֵ⭞ᵹ䠃Ѱ 6的ะᵢᶺ䙖θມޛශѰ 64, 65, 66的 [3, 1]-GDC(5)θԄ

㙂ᗍࡦශѰ (12u)4(12x)1181 的ਥ࠼组码Ⱦੇ ެ组޻␱ࣖ䘑䮵ᓜѰ 12u, 12x, 18的ᴶ

Վ码Ⱦࡏ⭕ᡆ的码ޭᴿ䮵ᓜ n = 12t + 6θެ 中 t = 4u + x + 1θ㙂 u ≥ 12θx ∈ [0, u]Ⱦ

ᖉ x䐇䚃 [0, u]ᰬθt的਌ٲሼऻ੡᮪Ѡ॰䰪 [4u + 1, 5u + 1]Ⱦ䘑ж↛θᖉ u的਌ٲԄ

12䙆⑆໔ཝࡦᰖキᰬθ॰䰪 [4u+ 1, 5u+ 1]ሼՐӝ⭕䠃ਖᒬ㾼ⴌᡶᴿуቅӄ 49的↙

᮪ᮦȾᇯ᱉Ỷḛਇ⧦θ䘏ӑᑮ䠃གྷ合码的码ᆍѠᮦᚦѰ U(12t+ 6, 5, [3, 1])θԄ㙂ᆹԢ

ᱥᴶՎ的Ⱦ

性质 5.38：对于所有 t ∈ [17, 48]，均存在达到 Johnson 界的最优 (12t+6, 5, [3, 1])3-

码。

证明. ᖉ 17 ≤ t ≤ 33ᰬθᡇԢሼжѠ⁠ᡠ䇴䇗 TD(9, 8)的ᴶ੄ӊѠ组䘑㺂ᡠ⸣θᗍ

жѠශѰࡦ 84(2g5)
1 . . . (2g8)

131 的 {4, 5, . . . , 9}-GDDθެ 中 0 ≤ gi ≤ 4δi ∈ [5, 8]εȾ

ශѰ⭞࡟ 6uδu ∈ [4, 9]ε的䖻ࣟ [3, 1]-GDC(5)θሯެֵ⭞ᵹ䠃Ѱ 6的ะᵢᶺ䙖θԄ㙂

㧭ᗍжѠශѰ 484(12g5)
1 . . . (12g8)

1181 的 [3, 1]-GDC(5)ȾJ ੄ੇ߃组中ມޛ䮵ᓜѰ

n ∈ {12, 24, 36, 48, 18}的ᴶՎ码θᡇԢቧਥԛᗍࡦ䴶㾷的ᴶՎᑮ䠃གྷ合码Ⱦሯ⁠ᡠ

䇴䇗 TD(9, 16)ֵ⭞⴮ղ的方法θᡇԢਥԛᗍࡦ䮵ᓜѰ 12t + 6δt ∈ [33, 48]ε的ᴶՎ

码Ⱦ

性质 5.39：对于所有 t ∈ [5, 16]，均存在最优 (12t+ 6, 5, [3, 1])3-码，其含有的码字个

数是 U(12t+ 6, 5, [3, 1])。

60



最优常重复合码的组合递归构造

证明. ᖉᰬ t = 5, 6, 8θሯශѰ 6t−191 的 {4}-GDD ֵ⭞ะᵢᶺ䙖法θ䖻ࣟ䇴䇗ᱥශ

Ѱ 24 的 [3, 1]-GDC(5)Ⱦެੇ߃组޻ມޛ䮵ᓜѰ 12, 18的ᴶՎ码θࡏਥԛᗍࡦ䮵ᓜѰ

n = 12t+ 6的ᴶՎᑮ䠃གྷ合码Ⱦ

ᖉ t = 7, 10ᰬθ࡟⭞⁠ᡠ䇴䇗 TD(4, 3)ሯශѰ 65 ᡌ 67 的 [3, 1]-GDC(5)䘑㺂㟞

㛶θᒬ൞组中ມޛ䮵ᓜ合䘸的ᴶՎ码θࡏਥԛᗍࡦᡶ䴶的ᴶՎᑮ䠃གྷ合码Ⱦ

ᖉ t = 9ᰬθᡠ⸣⁠ᡠ䇴䇗 TD(5, 4)ᗍࡦжѠශѰ 4431的 {4, 5}-GDDθ࡟⭞ශѰ

64ᡌ 65的 [3, 1]-GDC(5)θֵ ⭞ะᵢᶺ䙖法ᗍࡦශѰ 244181的 [3, 1]-GDC(5)ȾJ ੄ੇ

ެ组޻ມޛ合䘸的码঩㜳ᗍࡦ㾷≸的ᴶՎᑮ䠃གྷ合码Ⱦ

ᖉ t = 11, 12ᰬθ⭧⁠ᡠ䇴䇗 TD(5, 5)ᗍࡦශѰ 5431 ᡌ 55 的 {4, 5}-GDDȾֵ ⭞

ะᵢᶺ䙖法δ䗉ޛශѰ 64 ᡌ 65 的 [3, 1]-GDC(5)εᒬੇ组޻ມޛᴶՎ码θቧㅿᗍࡦᡇ

Ԣ䴶㾷的㔉᷒Ⱦ

ᖉ t = 13, 14ᰬθ⭧⁠ᡠ䇴䇗 TD(6, 5)ᗍࡦශѰ 5521 ᡌ 5541 的 {5, 6}-GDDȾֵ

⭞ะᵢᶺ䙖法δ䗉ޛශѰ 65 ᡌ 66 的 [3, 1]-GDC(5)εᒬੇ组޻ມޛᴶՎ码θቧㅿᗍࡦ

ᡇԢ䴶㾷的㔉᷒Ⱦ

ᖉ t = 15 ᰬθ㔏ශѰ 47 的 {4}-RGDD 中的пѠᒩ㺂类ࡡ࠼␱ࣖпѠ⛯θԄ

㙂ᗍࡦжѠශѰ 4731 的 {4, 5}-GDDȾֵ߃⭞ะᵢᶺ䙖法θ䗉ޛශѰ 64 ૂ 65 的

[3, 1]-GDC(5)θᒬੇ组޻ມޛᴶՎ码θ঩ਥᗍࡦᡶ䴶的㔉䇰Ⱦ

ᖉ t = 16ᰬθᡠ⸣⁠ᡠ䇴䇗 TD(6, 7)ᗍࡦжѠශѰ 743121 的 {4, 5, 6}-GDDθ࡟

⭞ශѰ 64Ƚ65 ૂ 66 的 [3, 1]-GDC(5)θֵ ⭞ะᵢᶺ䙖法ᗍࡦශѰ 425181121 的 [3, 1]-

GDC(5)ȾJ ੄ੇެ组޻ມޛ合䘸的码঩㜳ᗍࡦ㾷≸的ᴶՎᑮ䠃གྷ合码Ⱦ

㔲合ԛр的㔉䇰θᡇԢਥԛ⸛䚉φ

定理 5.40：对于所有 t ≥ 2，等式 A3(6t, 5, [3, 1]) = U(6t, 5, [3, 1]) 均成立。

5.3.3 䮵ᓜ n ≡ 1 (mod 6)的᛻ᖘ

性质 5.41：存在长度 n = 13 和 19 的最优 (n, 5, [3, 1])3-码，其大小达到上界

U(n, 5, [3, 1])。
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证明. ᴶՎ (13, 5, [3, 1])3-码的 26Ѡ码ᆍ⭧ੇ䠅 ⟨0, 1, 4, 2⟩ૂ ⟨0, 2, 7, 6⟩的ᡶᴿᗠ⧥

〱փӝ⭕Ⱦ

ᴶՎ (19, 5, [3, 1])3-码的 57Ѡ码ᆍ⭧ੇ䠅 ⟨3, 11, 13, 0⟩Ƚ⟨1, 14, 15, 0⟩ૂ ⟨2, 5, 9, 0⟩

的ᡶᴿᗠ⧥〱փӝ⭕Ⱦ

定理 5.42：对于所有 t ≥ 2，等式 A3(6t+ 1, 5, [3, 1]) = U(6t+ 1, 5, [3, 1]) 均成立。

证明. ሯӄ t = 2, 3θ৸㿷ᙝ䍞 5.41Ⱦᖉ t ≥ 4ᰬθੇ ශѰ 6t的 [3, 1]-GDC(5)中␱ࣖж

Ѡᰖキ⛯θᒬੇ∅Ѡ组ૂ䘏Ѡᰖキ⛯中ມޛᴶՎ (7, 5, [3, 1])3-码θቧਥԛᗍࡦ䮵ᓜѰ

6t+ 1的ᴶՎᑮ䠃གྷ合码Ⱦ

5.3.4 䮵ᓜ n ≡ 2 (mod 6)的᛻ᖘ

性质 5.43：存在长度 n = 14 和 20 的最优 (n, 5, [3, 1])3-码，含有 U(n, 5, [3, 1]) 个

码字。

证明. ᴶՎ (14, 5, [3, 1])3-码的 28 Ѡ码ᆍ⭧ੇ䠅 ⟨0, 2, 3, 1⟩Ƚ⟨1, 4, 8, 0⟩Ƚ⟨3, 5, 9, 0⟩ ૂ

⟨4, 9, 10, 1⟩᤿↛䮵Ѱ 2的ᤕᗠ⧥〱փ组ᡆȾ

ᴶՎ (20, 5, [3, 1])3-码的 60Ѡ码ᆍᴿԛсੇ䠅᤿↛䮵Ѱ 4的ᤕᗠ⧥〱փ组ᡆφ

⟨0, 1, 2, 3⟩ ⟨1, 5, 12, 0⟩ ⟨3, 14, 8, 1⟩ ⟨0, 17, 12, 2⟩
⟨0, 4, 7, 1⟩ ⟨1, 7, 13, 2⟩ ⟨3, 4, 15, 2⟩ ⟨5, 10, 15, 3⟩
⟨3, 7, 6, 0⟩ ⟨2, 5, 18, 1⟩ ⟨4, 2, 14, 0⟩ ⟨6, 17, 19, 3⟩

定理 5.44：对于任意整数 t ≥ 2，均有 A3(6t+ 2, 5, [3, 1]) = U(6t+ 2, 5, [3, 1]) 成立。

证明. ᖉ t = 2 ૂ 3 ᰬθᡶ䴶的码൞ᙝ䍞 5.43 中ᐨ㔅㔏࠰Ⱦᖉ t ≥ 4 ᰬθ䘿਌жѠ

ශѰ 6t 的 [3, 1]-GDC(5)֒Ѱѱ码θ␱ࣖњѠᰖキ⛯θ❬੄ੇ∅Ѡ组ф䘏њѠ⛯中

ੂᰬມޛжѠශѰ 24 的 [3, 1]-GDC(5)Ⱦᗍࡦ的ਥ࠼组码的ශѰ 23t+1ȾԊ㓼䇗㇍䘏

Ѡਥ࠼组码的৸ᮦਥਇ⧦θᆹऻ੡Ҽ 8 ∗ t + 6t(t − 1) = 6t2 + 2tѠ码ᆍθᚦླㅿӄ

U(6t+ 2, 5, [3, 1])Ⱦഖ↚䘏Ѡਥ࠼组码ቧᱥжѠᡶ≸的ᴶՎ (6t+ 2, 5, [3, 1])3-码Ⱦ
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5.3.5 䮵ᓜ n ≡ 3 (mod 6)的᛻ᖘ

性质 5.45：对于每个 n ∈ {15, 21, 27, 33, 39}，均存在含 U(n, 5, [3, 1]) 个码字的最优

(n, 5, [3, 1])3 码。

证明. ᴶՎ (n, 5, [3, 1])3-码ऻ੡的 U(n, 5, [3, 1])Ѡ码ᆍࡡ࠼⭧ԛсੇ䠅᤿↛䮵Ѱ 3

的ᡶᴿ〱փ组ᡆφ

n = 15:

⟨0, 1, 3, 2⟩ ⟨5, 8, 9, 2⟩ ⟨2, 4, 10, 0⟩ ⟨3, 5, 12, 0⟩ ⟨2, 7, 11, 1⟩
⟨0, 4, 5, 1⟩ ⟨1, 6, 13, 0⟩

n = 21φ

⟨5, 18, 1, 2⟩ ⟨8, 3, 12, 0⟩ ⟨5, 20, 17, 1⟩ ⟨9, 20, 10, 0⟩ ⟨8, 16, 7, 2⟩
⟨6, 19, 4, 2⟩ ⟨0, 14, 15, 2⟩ ⟨7, 12, 14, 1⟩ ⟨13, 16, 11, 0⟩ ⟨18, 15, 4, 1⟩

n = 27φ

⟨7, 9, 6, 0⟩ ⟨6, 20, 1, 2⟩ ⟨11, 1, 25, 0⟩ ⟨3, 24, 26, 1⟩ ⟨15, 26, 22, 2⟩
⟨18, 3, 7, 2⟩ ⟨8, 23, 5, 0⟩ ⟨11, 13, 4, 1⟩ ⟨7, 22, 23, 1⟩ ⟨8, 14, 15, 1⟩
⟨5, 0, 10, 2⟩ ⟨9, 0, 17, 1⟩ ⟨12, 4, 25, 2⟩

n = 33φ

⟨2, 7, 4, 0⟩ ⟨3, 14, 10, 0⟩ ⟨5, 21, 12, 0⟩ ⟨9, 10, 17, 1⟩ ⟨5, 15, 20, 1⟩
⟨6, 16, 5, 2⟩ ⟨4, 18, 10, 2⟩ ⟨6, 20, 26, 0⟩ ⟨9, 15, 27, 0⟩ ⟨8, 11, 32, 2⟩
⟨6, 2, 19, 1⟩ ⟨4, 21, 23, 1⟩ ⟨7, 18, 22, 1⟩ ⟨11, 19, 31, 0⟩ ⟨13, 22, 23, 2⟩
⟨0, 28, 30, 1⟩

n = 39φ

⟨29, 0, 9, 2⟩ ⟨29, 26, 5, 0⟩ ⟨38, 16, 8, 0⟩ ⟨14, 21, 18, 0⟩ ⟨27, 10, 15, 2⟩
⟨1, 19, 34, 0⟩ ⟨31, 6, 17, 2⟩ ⟨4, 12, 13, 2⟩ ⟨17, 15, 33, 1⟩ ⟨31, 20, 21, 1⟩
⟨21, 8, 34, 2⟩ ⟨32, 37, 5, 1⟩ ⟨6, 10, 30, 0⟩ ⟨22, 15, 20, 0⟩ ⟨33, 31, 11, 0⟩
⟨25, 9, 37, 0⟩ ⟨36, 5, 30, 2⟩ ⟨13, 29, 23, 1⟩ ⟨25, 26, 22, 2⟩

性质 5.46：对于所有整数 t ≥ 94，A3(6t+ 3, 5, [3, 1]) 的值均为 U(6t+ 3, 5, [3, 1])。
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证明. ᡠ⸣⁠ᡠ䇴䇗 TD(6, u)δu ≥ 23ε的ᴶ੄њѠ组θਥԛᗍࡦжѠශѰ u4x1y1 的

{4, 5, 6}-GDDθެ 中 x, y ∈ [0, u]Ⱦሯ䘏Ѡਥ࠼组䇴䇗ֵ⭞ะᵢᶺ䙖θެ 中ሯཝቅѰ u

ૂ x的ӊѠ组中的⛯ֵ⭞ᵹ䠃 6θሯᴶ੄жѠ组中的⛯ֵ⭞ᵹ䠃 2Ƚ4ᡌ 6θࡏ⭕ᡆ的

ᱥжѠශѰ (6u)4(6x)1z1 的 [3, 1]-GDC(5)θެ 中 x ∈ [0, u]θᒬъ z ∈ {14, 20, . . . , 38}Ⱦ

ੇ䘏Ѡਥ࠼组码␱ࣖжѠᰖキ⛯θ❬੄ੇ∅Ѡ组ૂ䘏жᰖキ⛯ມޛжѠ䮵ᓜѰ

6u + 1Ƚ6x + 1ૂ z + 1的ᴶՎ码θࡏᗍࡦжѠ䮵ᓜѰ n = 6t + 3的ᴶՎᑮ䠃གྷ合码θ

ެ中 t ∈ [4u + 2, 5u + 6]Ⱦᖉ uԄ 23䙆⑆໔ࣖᰬθ॰䰪 [4u + 2, 5u + 6]Րӝ⭕䠃ਖθ

ᒬ㾼ⴌᡶᴿуቅӄ 94的↙᮪ᮦȾ

性质 5.47：对于每个整数 22 ≤ t ≤ 93，等式 A3(6t+ 3, 5, [3, 1]) = U(6t+ 3, 5, [3, 1])

均成立。

证明. 䇷᱄фᙝ䍞 5.46⴮类ղȾᖉ t ∈ [22, 29]ᰬθᡠ⸣ TD(6, 5)的ᴶ੄њѠ组θᗍࡦ

жѠශѰ 54x1y1 的 {4, 5, 6}-GDDθެ 中 x, y ∈ [0, 5]Ⱦሯެֵ⭞ะᵢᶺ䙖θᗍࡦශѰ

304(6x)1z1 的 [3, 1]-GDC(5)θެ 中 x ∈ [0, 5]θz ∈ {14, 20, 26}Ⱦ␱ࣖжѠᰖキ⛯θ❬੄

ੇ∅Ѡ组ૂ䘏⛯中ມޛ䘸ᖉ䮵ᓜ的ᴶՎ码θቧਥԛᗍࡦ䮵ᓜѰ n = 6t + 3的ᴶՎᑮ

䠃གྷ合码Ⱦᖉ t ∈ [30, 93]ᰬθሼੂṭ的方法ᓊ⭞ࡦ⁠ᡠ䇴䇗 TD(8, 7)ૂ TD(8, 13)θ࠼

ࡦᗍࡡ t ∈ [30, 55]ૂ t ∈ [55, 93]ᰬ的㔉᷒Ⱦ

性质 5.48：对于每个 t ∈ [7, 21]，A3(6t+ 3, 5, [3, 1]) = U(6t+ 3, 5, [3, 1]) 均成立。

证明. ሯӄ t = 12 ૂ 17θ⭧ᙝ䍞 5.30 ⸛θᆎ൞ශѰ 35 ૂ 37 的ਥ࠼组码θሯެֵ

⭞ TD(4, 5) 䘑㺂㟞㛶θᗍࡦශѰ 155 ૂ 157 的 [3, 1]-GDC(5)Ⱦੇެ组޻ມޛᴶՎ

(15, 5, [3, 1])3-码θቧਥԛᗍࡦ䮵ᓜѰ 75ૂ 105ᰬ的ᴶՎᑮ䠃གྷ合码Ⱦ

ሯӄެᆹ的 t ∈ [7, 21]\{12, 17}θJ Վ (6t+ 3, 5, [3, 1])3-码的 U(6t+ 3, 5, [3, 1]) =

(2t + 1)(3t + 1) Ѡ码ᆍ⭧ᮽ⥤ [84] 中㺞 I 的ੇ䠅᤿↛䮵Ѱ޻ 3 的ᤕᗠ⧥〱փᡶ组

ᡆȾ

㔲合р䘦㔉᷒θᡇԢᴿྸс㔉䇰φ

定理 5.49：对于每个正整数 t ≥ 2，等式 A3(6t + 3, 5, [3, 1]) = U(6t + 3, 5, [3, 1]) 均

成立。
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㺞 5.2 ᴶՎ (16, 5, [3, 1])3-码的 37Ѡ码ᆍ

⟨0, 3, 8, 9⟩ ⟨0, 6, 7, 12⟩ ⟨8, 9, 11, 2⟩ ⟨3, 5, 13, 12⟩ ⟨9, 13, 15, 1⟩
⟨1, 4, 7, 6⟩ ⟨1, 3, 15, 5⟩ ⟨0, 9, 12, 13⟩ ⟨4, 10, 13, 9⟩ ⟨0, 10, 15, 11⟩
⟨3, 6, 9, 7⟩ ⟨1, 6, 11, 8⟩ ⟨1, 5, 14, 11⟩ ⟨5, 11, 15, 7⟩ ⟨4, 12, 15, 10⟩
⟨4, 6, 8, 0⟩ ⟨1, 8, 12, 3⟩ ⟨1, 9, 10, 14⟩ ⟨5, 6, 10, 15⟩ ⟨8, 10, 14, 12⟩
⟨5, 7, 9, 0⟩ ⟨2, 3, 7, 11⟩ ⟨2, 10, 11, 1⟩ ⟨6, 12, 14, 1⟩ ⟨11, 13, 14, 15⟩
⟨0, 1, 13, 2⟩ ⟨2, 4, 9, 12⟩ ⟨2, 12, 13, 6⟩ ⟨7, 11, 12, 4⟩
⟨0, 2, 14, 8⟩ ⟨2, 5, 8, 10⟩ ⟨3, 10, 12, 0⟩ ⟨7, 14, 15, 3⟩
⟨0, 4, 5, 14⟩ ⟨2, 6, 15, 9⟩ ⟨3, 4, 11, 13⟩ ⟨7, 8, 13, 14⟩

5.3.6 䮵ᓜ n ≡ 4 (mod 6)的᛻ᖘ

性质 5.50：对于每个整数 u ∈ [3, 11] ∪ {13, 14, 17, 18, 22}，都存在型为 23u41 的

[3, 1]-GDC(5)。

证明. ሯӄ∅Ѡ u ∈ [3, 11] ∪ {13, 14, 17, 18, 22}θԚ Xu = Z3u ∪ {∞0, . . . ,∞3}θᒬԚ

Hu = G3u,2 ∪ {{∞0, . . . ,∞3}}Ⱦٽ䇴ᱥ Cu ᡶᴿᮽ⥤ [84] 中㺞 II޻的⴮ᓊੇ䠅᤿↛䮵

Ѱ 2的ᤕᗠ⧥〱փ组ᡆȾࡏ (Xu,Hu, Cu)ቧᱥᡶ≸的ශѰ 23u41 的 [3, 1]-GDC(5)θᆹ

੡ᴿ 6u(u+ 1)Ѡ码ᆍȾ

定理 5.51：对于所有 t ≥ 2，A3(6t+ 4, 5, [3, 1]) = U(6t+ 4, 5, [3, 1]) 均成立。

证明. ᖉ t = 2ᰬθJ Վ (16, 5, [3, 1])3-码的 37Ѡ码ᆍࡍ൞㺞 5.2中Ⱦ

ᖉ t ≥ 3ᰬθԚ K = [4, 12] ∪ {14, 15, 18, 19, 23}Ⱦ⭧ᇐ⨼ 5.16⸛θሯӄ∅Ѡ t ≥ 3

䜳ᆎ൞ PBD(t+1, K)ȾԄ䘏Ѡᡆሯᒩ㺗䇴䇗中ࡖৱжѠ⛯θᗍࡦжѠ t䱬的K-GDDθ

ެ组ཝቅ㩳൞䳼合 {k − 1 | k ∈ K}中Ⱦሯ䘏Ѡਥ࠼组䇴䇗ֵ⭞ะᵢᶺ䙖θ䗉ޛශ

Ѱ 6u 的 [3, 1]-GDC(5)θެ 中 u ∈ KȾࡏᗍࡦ的ਥ࠼组码䮵ᓜѰ 6tθᒬъ组ཝቅ䳼

合Ѱ {6k − 6 | k ∈ K}Ⱦੇ 䘏Ѡ码中␱ࣖ഑Ѡᰖキ⛯θᒬມޛශѰ 23s41 的䖻ࣟ码θ

s+ 1 ∈ Kθ䛙Ѿ⭕ᡆ的码的ශѰ 23t41ȾJ ੄ੇཝቅѰ 4的䛙Ѡ组中ມޛ䮵ᓜ 4的ᴶ

Վ码δӻжѠ码ᆍεθԄ㙂ᗍࡦ䮵ᓜѰ 6t + 4的ᑮ䠃གྷ合码Ⱦ䇗㇍ᗍ⸛θ䘏Ѡ码੡ᴿ

U(6t+ 4, 5, [3, 1])Ѡ码ᆍθഖ↚ᆹᱥᴶՎ的Ⱦ

5.3.7 䮵ᓜ n ≡ 5 (mod 6)的᛻ᖘ

引理 5.52：对于所有正整数 n ≡ 5 (mod 6)，均有 A3(n, 5, [3, 1]) ≤ U(n, 5, [3, 1])− 1。
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证明. Ԛ C ⊆ ZX
3 ᱥжѠᴶՎ (n, 5, [3, 1])3-码θެ 䮵ᓜ |X| = n ┗䏩ᶗԬ n ≡ 5

(mod 6)Ⱦሯӄ∅Ѡ码ᆍθᡇԢሼެ中Ѱ “1”的փ㖤਌࠰组ᡆжѠ X 的 3-ᆆ䳼Ⱦᇯ᱉

僂䇷θԛ䘏ӑ |C|Ѡ 3-ᆆ䳼Ѱ॰组䳼θቧᶺᡆҼ X р的жѠ 2-(n, 3, 1)ມݻ䇴䇗Ⱦ⭧

ᇐ⨼ 5.19⸛θ

A3(n, 5, [3, 1]) ≤ D1(n, 3, 2)

= U1(n, 3, 2)− 1

= ⌊n
3
⌊n− 1

2
⌋⌋ − 1

= U(n, 5, [3, 1])− 1Ⱦ

性质 5.53：对于每个 n ∈ {11, 17, 23, 29}，都存在大小为 U(n, 5, [3, 1]) − 1 的最优

(n, 5, [3, 1])3-码。

证明. ৸㿷ᮽ⥤ [84]中的㺞 IIIȾ

性质 5.54：对于所有整数 t ≥ 93，等式 A3(6t + 5, 5, [3, 1]) = U(6t + 5, 5, [3, 1]) − 1

均成立。

证明. ᡠ⸣⁠ᡠ䇴䇗 TD(6, u)的组θᗍࡦශѰ u4x1y1的 {4, 5, 6}-GDDθެ 中 x ∈ [0, u]θ

㙂 y ∈ [2, 5]Ⱦᓊ⭞ะᵢᶺ䙖θެ 中ཝቅѰ y的组中жѠ⛯的ᵹ䠃Ѱ 4θެ ᆹᡶᴿ⛯的

ᵹ䠃Ѱ 6θਥᗍࡦжѠශѰ (6u)4(6x)1z1 的ਥ࠼组码θެ 中 z = 10, 16, 22, 28Ⱦ␱ࣖж

Ѡᰖキ⛯θੇ߃∅Ѡ组ૂ䘏Ѡᰖキ⛯中ມޛ合䘸䮵ᓜ的ᴶՎ码θᡇԢਥԛᗍࡦ䮵ᓜѰ

6t+5的ᴶՎᑮ䠃གྷ合码θެ 中 t ∈ [4u+1, 5u+4]Ⱦᖉ uԄ 23໔ཝࡦᰖキᰬθ॰䰪ሼ

Րӝ⭕䠃ਖᒬ㾼ⴌᡶᴿуቅӄ 93的↙᮪ᮦȾ

性质 5.55：对于每个整数 17 ≤ t ≤ 92，等式 A3(6t+5, 5, [3, 1]) = U(6t+5, 5, [3, 1])−1

都成立。

证明. 䇷᱄фᙝ䍞 5.54类ղȾᖉ t ∈ [17, 20]ᰬθᡠ⸣ TD(5, 4)的ᴶ੄жѠ组ᗍࡦශѰ

44x1的 {4, 5}-GDDθެ 中 x ∈ [1, 4]Ⱦᓊ⭞ᵹ䠃Ѱ 6的ะᵢᶺ䙖法θᗍࡦශѰ 244(6x)1

的ਥ࠼组码Ⱦ␱ࣖ഑Ѡᰖキ⛯θᒬੇ∅Ѡ组ૂ䘏഑Ѡ⛯中ມޛශѰ 6441的䖻ࣟ码θᗍ
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ශѰࡦ 616(6x+ 4)1的 [3, 1]-GDC(5)ȾJ ੄ੇ߃䘏Ѡ码中␱ࣖжѠᰖキ⛯θᒬມޛ䮵

Ѱ 7ૂ 6x+ 5的ᴶՎ码θቧਥԛᗍࡦᴶՎ (6t+ 5, 5, [3, 1])3-码Ⱦ

ᖉ t ∈ [21, 29]ᰬθᡠ⸣TD(6, 5)ᗍࡦශѰ 54x1y1的 {4, 5, 6}-GDDθެ 中 x ∈ [0, 5]θ

y ∈ [2, 5]Ⱦᓊ⭞ะᵢᶺ䙖θJ ੄жѠ组中的ж⛯ᵹ䠃Ѱ 4θެ ᆹᡶᴿ⛯ᵹ䠃Ѱ 6θᗍࡦ

ශѰ 304(6x)1z1的ਥ࠼组码θެ 中 z = 10, 16, 22, 28Ⱦ␱ࣖжѠᰖキ⛯θᒬੇ∅Ѡ组ૂ

䘏Ѡᰖキ⛯中ມޛ䮵ᓜѰ 6x + 1ૂ z + 1的ᴶՎ码θቧਥԛᗍࡦ䮵ᓜ 6t + 5的ᴶՎ

ᑮ䠃གྷ合码Ⱦ

ᖉ t ∈ [29, 92]ᰬθሼ⴮ղ的方法ᓊ⭞ࡦ⁠ᡠ䇴䇗 TD(8, 7)ૂ TD(10, 9)θቧਥԛ

ࡦᗍࡡ࠼ t ∈ [29, 60]ૂ t ∈ [37, 94]ᰬ的㔉᷒Ⱦ

性质 5.56：对于每个整数 6 ≤ t ≤ 16，等式 A3(6t+5, 5, [3, 1]) = U(6t+5, 5, [3, 1])−1

均成立。

证明. ᖉ t ∈ {6, 8, 10, 12, 14, 16}ᰬθJ Վ (6t + 5, 5, [3, 1])码的码ᆍ⭧њ䜞࠼组ᡆȾ

ㅢж䜞࠼ᱥжѠะӄ⛯䳼 {∞0, . . . ,∞10}р的ᴶՎ (11, 5, [3, 1])码Ⱦㅢӂ䜞࠼⭧ᮽ

⥤ [84] 中㺞 IV޻的ੇ䠅᤿➝㖤ᦘ (0, 1, . . . , 3t − 4)(3t − 3, . . . , 6t − 7)(∞0) · · · (∞10)

的֒⭞ኋᔶᗍࡦȾ

ᖉ t ∈ {7, 9, 11, 13, 15} ᰬθԚ s = 3(t − 1)/2ȾᴶՎ (6t + 5, 5, [3, 1]) 码的码ᆍ

ሼᴿԛсп䜞࠼φㅢж䜞࠼ᱥ൞⛯䳼 {∞0, . . . ,∞10}р的ᴶՎ (11, 5, [3, 1])码χㅢӂ

䜞࠼ᱥᮽ⥤ [84] 中㺞 V ㅢж㺂的њѠੇ䠅᤿➝㖤ᦘ޻ (0, 1, . . . , s − 1)(s, . . . , 2s −

1)(2s, . . . , 3s− 1)(3s, . . . , 4s− 1)(∞0) · · · (∞10)֒⭞ኋᔶ⭕ᡆχㅢп䜞࠼⭧㺞࢟޻с

的ੇ䠅᤿➝㖤ᦘ (0, 1, . . . , 2s− 1)(2s, . . . , 4s− 1)(∞0) · · · (∞10)֒⭞ᗍࡦȾ

ᡇԢሼ䘏ӑ㔉᷒合ᒬ䎭ᶛȾ

定理 5.57：对于所有正整数 t ≥ 1，等式 A3(6t+ 5, 5, [3, 1]) = U(6t+ 5, 5, [3, 1])− 1

均成立。

5.4 ⺤ᇐ A3(n, 5, [2, 2])的ٲ

൞䘏ж㢸中θᡇԢሼ⺤ᇐᡶᴿ A3(n, 5, [2, 2])的ٲȾެ 中ᖉ䮵ᓜ n ≤ 10ᰬθᐨ㔅

⭧ SvanströmㅿӰ⺤ᇐ [165]θ㿷ᵢㄖㅢ 5.1㢸中的㺞 5.1Ⱦ
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5.4.1 жӑਥ࠼组码 [2, 2]-GDC(5)

性质 5.58：对于 u ∈ {7, 9, 11}，存在大小为 u(u− 1)、型为 2u 的 [2, 2]-GDC(5)。

证明. (Z14,G7,2, C1) ᱥжѠཝቅѰ 42ȽශѰ 27 的 [2, 2]-GDC(5)θެ 中 C1 ᱥ⭧ੇ䠅

⟨0, 11, 2, 12⟩Ƚ⟨0, 1, 4, 10⟩ૂ ⟨0, 5, 11, 13⟩的ᡶᴿᗠ⧥〱փ组ᡆȾ

(Z18,G9,2, C2) ᱥжѠཝቅѰ 72ȽශѰ 29 的 [2, 2]-GDC(5)θެ 中ᱥ C2 ⭧ੇ䠅

⟨0, 14, 10, 13⟩Ƚ⟨0, 2, 7, 8⟩Ƚ⟨0, 1, 3, 16⟩ૂ ⟨0, 8, 1, 12⟩的ᡶᴿᗠ⧥〱փ组ᡆȾ

(Z22,G11,2, C3) ᱥжѠཝቅѰ 110ȽශѰ 211 的 [2, 2]-GDC(5)θެ 中 C3 ᱥ⭧ੇ

䠅 ⟨0, 8, 6, 10⟩Ƚ⟨0, 10, 1, 3⟩Ƚ⟨0, 19, 4, 9⟩Ƚ⟨0, 6, 5, 14⟩ૂ ⟨0, 2, 18, 19⟩的ᡶᴿᗠ⧥〱փ组

ᡆȾ

性质 5.59：对于 u ∈ [4, 7]，都存在型为 4u 的 [2, 2]-GDC(5)，其含有 4u(u− 1) 个

码字。

证明. (Z16,G4,4, C1)ᱥжѠཝቅѰ 48ȽශѰ 44的 [2, 2]-GDC(5)θެ 中的码ᆍᱥ⭧ԛс

ੇ䠅᤿↛䮵Ѱ 4的ᤕᗠ⧥〱փ组ᡆφ

⟨0, 2, 1, 7⟩ ⟨0, 11, 6, 9⟩ ⟨1, 8, 7, 10⟩ ⟨3, 10, 8, 13⟩ ⟨1, 2, 3, 12⟩
⟨1, 7, 4, 6⟩ ⟨1, 15, 2, 8⟩ ⟨3, 14, 4, 5⟩ ⟨3, 12, 9, 10⟩ ⟨1, 14, 0, 11⟩
⟨0, 10, 3, 5⟩ ⟨0, 13, 10, 11⟩

ሯӄ u ∈ [5, 7]θԚ Xu = Z4uθHu = Gu,4θᒬԚ Cu ԛсੇ䠅的ᗠ⧥〱փ组⭧ࡡ࠼

ᡆφ

u = 5φ

⟨0, 7, 8, 19⟩ ⟨0, 14, 3, 11⟩ ⟨0, 12, 14, 18⟩ ⟨0, 9, 13, 16⟩

u = 6φ

⟨0, 16, 15, 17⟩ ⟨0, 9, 11, 16⟩ ⟨0, 14, 10, 19⟩
⟨0, 1, 14, 22⟩ ⟨0, 5, 8, 9⟩

u = 7φ

⟨0, 12, 17, 23⟩ ⟨0, 19, 10, 18⟩ ⟨0, 4, 12, 24⟩
⟨0, 15, 9, 13⟩ ⟨0, 18, 6, 15⟩ ⟨0, 2, 3, 4⟩

ࡏ (Xu,Hu, Cu)ࡡ࠼ᱥᡇԢᡶ≸的࠼组码Ⱦ

性质 5.60：存在大小为 64、型为 4421 的，和大小为 100、型为 4521 的 [2, 2]-GDC(5)。
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证明. ሯӄ u = 4ૂ 5θԚ Xu = Z4u ∪ {∞0,∞1}θHu = Gu,4 ∪ {{∞0,∞1}}Ⱦ䇟 Cu ࠼

ᱥ⭧ԛсੇ䠅᤿↛䮵Ѱࡡ 2的ᤕᗠ⧥〱փ组ᡆ的䳼合φ

u = 4φ

⟨0, 2, 9, 15⟩ ⟨0, 13, 3, 10⟩ ⟨1, 10, 12, 15⟩ ⟨1, 15, 2, 8⟩
⟨∞0, 1, 3, 6⟩ ⟨∞1, 0, 1, 6⟩ ⟨2, 1, 0,∞1⟩ ⟨7, 6, 1,∞0⟩

u = 5φ

⟨0, 3, 2, 16⟩ ⟨0, 11, 9, 13⟩ ⟨0, 13, 1, 7⟩ ⟨0, 19, 6, 8⟩
⟨1, 4, 7, 18⟩ ⟨1, 14, 12, 13⟩ ⟨∞0, 1, 2, 5⟩ ⟨17, 8, 0,∞0⟩
⟨∞1, 0, 4, 11⟩ ⟨5, 4, 1,∞1⟩

ࡏ (Xu,Hu, Cu)ᱥᡶ≸的ਥ࠼组码Ⱦ

性质 5.61：存在一个型为 65 的 [2, 2]-GDC(5)，含有 180 个码字。

证明. Ԛ C ᱥ⭧ԛсੇ䠅൞ Z30中的ᗠ⧥〱փ组ᡆφ

⟨0, 12, 6, 8⟩ ⟨0, 22, 9, 23⟩ ⟨0, 24, 7, 28⟩ ⟨0, 9, 21, 27⟩
⟨0, 11, 14, 22⟩ ⟨0, 13, 2, 29⟩

ࡏ (Z30,G5,6, C)ᱥжѠᡶ≸的ਥ࠼组码Ⱦ

性质 5.62：当 u = 4 或 5 时，存在一个大小为 16u(u−1)、型为 8u 的 [2, 2]-GDC(5)。

证明. Ԛ C4ૂ C5ࡡ࠼ᱥԛсੇ䠅൞ Z32ૂ Z40中的ᗠ⧥〱փ组ᡆ的䳼合φ

u = 4φ

⟨0, 11, 5, 10⟩ ⟨0, 31, 22, 29⟩ ⟨0, 6, 17, 19⟩ ⟨0, 2, 9, 27⟩
⟨0, 3, 6, 21⟩ ⟨0, 13, 14, 15⟩

u = 5φ

⟨0, 7, 16, 39⟩ ⟨0, 12, 13, 31⟩ ⟨0, 21, 29, 33⟩ ⟨0, 38, 4, 36⟩
⟨0, 1, 3, 22⟩ ⟨0, 3, 14, 27⟩ ⟨0, 31, 17, 28⟩ ⟨0, 11, 18, 34⟩

ࡏ (Z32,G4,8, C4)ૂ (Z40,G5,8, C5)ࡡ࠼ᱥཝቅѰ 192ȽශѰ 84ૂཝቅѰ 320ȽශѰ 85的

[2, 2]-GDC(5)Ⱦ

性质 5.63：对于每个 u ∈ [5, 9]，都存在一个大小为 8u(2u+ 3)、型为 8u101 和一个

大小为 8u(2u+ 5)、型为 8u141 的 [2, 2]-GDC(5)。
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㺞 5.3 ᴶՎ (12, 5, [2, 2])3-码的 30Ѡ码ᆍ

⟨0, 4, 1, 7⟩ ⟨2, 7, 6, 8⟩ ⟨4, 5, 0, 9⟩ ⟨4, 11, 2, 3⟩ ⟨7, 9, 3, 10⟩
⟨0, 5, 3, 8⟩ ⟨2, 8, 4, 9⟩ ⟨0, 11, 4, 6⟩ ⟨4, 8, 5, 11⟩ ⟨8, 10, 1, 2⟩
⟨0, 6, 2, 5⟩ ⟨2, 9, 0, 1⟩ ⟨1, 3, 9, 11⟩ ⟨5, 10, 6, 7⟩ ⟨8, 11, 0, 7⟩
⟨1, 5, 2, 4⟩ ⟨3, 6, 4, 7⟩ ⟨1, 6, 0, 10⟩ ⟨6, 10, 8, 9⟩ ⟨0, 2, 10, 11⟩
⟨1, 8, 3, 6⟩ ⟨3, 7, 0, 2⟩ ⟨2, 10, 3, 5⟩ ⟨6, 7, 1, 11⟩ ⟨5, 11, 1, 10⟩
⟨1, 9, 7, 8⟩ ⟨3, 9, 5, 6⟩ ⟨3, 4, 8, 10⟩ ⟨7, 11, 5, 9⟩ ⟨9, 10, 4, 11⟩

证明. ᖉ u ∈ [5, 9]ᰬθԚXu = Z8u∪{∞0, . . . ,∞9}θᒬԚHu = Gu,8∪{{∞0, . . . ,∞9}}Ⱦ

䇴ٽ Cuᱥ⭧ᮽ⥤ [84]中㺞 VI޻的ੇ䠅᤿➝↛䮵Ѱ 2的ᤕᗠ⧥〱փኋᔶᗍࡦ的䳼合θ

䛙Ѿ (Xu,Hu, Cu)ቧᱥᡶ䴶的ਥ࠼组码Ⱦ

ᖉ v ∈ [5, 9]ᰬθԚXv = Z8v∪{∞0, . . . ,∞13}θᒬԚHv = Gv,8∪{{∞0, . . . ,∞13}}Ⱦ

䇴ٽ Cv ᱥ⭧ᮽ⥤ [84] 中㺞 VII的ੇ䠅᤿➝↛䮵Ѱ 2的ᤕᗠ⧥〱փኋᔶᗍࡦ的䳼合θ

䛙Ѿ (Xv,Hv, Cv)ቧᱥᡶ䴶的ਥ࠼组码Ⱦ

性质 5.64：对于每个 u ∈ [4, 7]，都存在大小为 36u(u−1)、型为 12u 的 [2, 2]-GDC(5)。

证明. ሯӄ∅Ѡ 4 ≤ u ≤ 7θ࡟⭞⁠ᡠ䇴䇗 TD(4, 3)ሼශѰ 4u 的 [2, 2]-GDC(5)䘑㺂

ᵹ䠃Ѱ 3的㟞㛶ቧਥԛᗍࡦ㔉᷒θެ 中ᡶ䴶的ਥ࠼组码⭧ᙝ䍞 5.59ؓ䳒Ⱦ

5.4.2 䮵ᓜ n ̸≡ 3 (mod 4)的᛻ᖘ

性质 5.65：对于每个 n ∈ {12, 13, 14, 16, 17, 18, 20, 21, 22}，都存在含有 U(n, 5, [2, 2])

个码字的最优 (n, 5, [2, 2])3-码。

证明. ᴶՎ (12, 5, [2, 2])3-码的 30Ѡ码ᆍ㿷㺞 5.3Ⱦ

ሯӄ n ∈ {13, 14, 17, 18, 21, 22}θJ Վ (n, 5, [2, 2])3-码的 U(n, 5, [2, 2])Ѡ码ᆍ⭧

ԛсੇ䠅的ᗠ⧥〱փ组ᡆφ

n = 13φ ⟨0, 2, 7, 10⟩Ƚ⟨0, 1, 3, 12⟩ૂ ⟨0, 3, 4, 9⟩χ

n = 14φ ⟨0, 5, 6, 8⟩Ƚ⟨0, 3, 2, 12⟩ૂ ⟨0, 1, 5, 11⟩χ

n = 17φ ⟨0, 9, 6, 8⟩Ƚ⟨0, 14, 7, 15⟩Ƚ⟨0, 10, 2, 13⟩ૂ ⟨0, 1, 5, 12⟩χ

n = 18φ ⟨0, 1, 2, 4⟩Ƚ⟨0, 4, 14, 17⟩Ƚ⟨0, 5, 11, 12⟩ૂ ⟨0, 8, 5, 16⟩χ

n = 21φ ⟨0, 12, 13, 15⟩Ƚ⟨0, 11, 10, 18⟩Ƚ⟨0, 2, 11, 14⟩Ƚ⟨0, 20, 5, 16⟩ૂ ⟨0, 6, 4, 8⟩χ
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n = 22φ ⟨0, 1, 2, 4⟩Ƚ⟨0, 2, 7, 8⟩Ƚ⟨0, 4, 14, 19⟩Ƚ⟨0, 3, 12, 20⟩ૂ ⟨0, 5, 18, 21⟩Ⱦ

ሯӄ n = 16ૂ 20θJ Վ (n, 5, [2, 2])3-码的 U(n, 5, [2, 2])Ѡ码ᆍ⭧ԛсੇ䠅᤿↛

䮵Ѱ 2的ᤕᗠ⧥〱փ组ᡆφ

n = 16φ

⟨0, 2, 4, 9⟩ ⟨1, 8, 2, 14⟩ ⟨1, 7, 10, 11⟩ ⟨0, 15, 13, 14⟩
⟨1, 13, 3, 8⟩ ⟨1, 10, 6, 13⟩ ⟨0, 10, 11, 15⟩

n = 20φ

⟨0, 4, 1, 3⟩ ⟨1, 8, 6, 17⟩ ⟨0, 15, 8, 14⟩ ⟨0, 12, 5, 16⟩
⟨0, 19, 2, 6⟩ ⟨0, 1, 12, 15⟩ ⟨1, 17, 5, 18⟩ ⟨1, 7, 13, 16⟩
⟨0, 9, 7, 11⟩

性质 5.66：对于每个正整数，都存在长度为 n = 4t、4t + 1 和 4t + 2 的最优

(n, 5, [2, 2])3-码。

证明. ⭧ᇐ⨼ 5.16θሯӄᡶᴿ t ≥ 23θ䜳ᆎ൞жѠ PBD(t+1, {4, 5, 6})Ⱦࡖৱެ中жѠ

⛯ᗍࡦ组ཝቅѰ 3Ƚ4ᡌ 5的 t䱬 {4, 5, 6}-GDDȾᓊ⭞ะᵢᶺ䙖䘑㺂 4ࣖᵹθᗍࡦශѰ

44Ƚ45ૂ 46的 [2, 2]-GDC(5)θެ 组ཝቅѰ 12Ƚ16ᡌ 20θᡇԢሼެ䇦Ѱ C⋆Ⱦ

ੇ C⋆的组中ມޛ䮵ᓜѰ 12Ƚ16ૂ 20的ᴶՎᑮ䠃གྷ合码θቧਥԛᗍީࡦӄ n = 4t

的㔉᷒θެ 中 t ≥ 23Ⱦ

൞ C⋆ 中␱ࣖжѠᰖキ⛯θᒬੇ∅Ѡ组ૂ䘏Ѡᰖキ⛯ມޛ䮵ᓜѰ 13Ƚ17ૂ 21的

ᴶՎ码θቧᗍީࡦӄ䮵ᓜ n = 4t+ 1的㔉᷒Ⱦ

൞ C⋆ 中␱ࣖњѠᰖキ⛯θᒬੇ∅Ѡ组ૂ䘏њѠᰖキ⛯ມޛශѰ 27Ƚ29 ૂ 211 的

[2, 2]-GDC(5)Ⱦ䙐䗽䇗㇍ᗍ⸛θ䘏Ѡਥ࠼组码中ᚦླ੡ᴿ U(4t + 2, 5, [2, 2])Ѡ码ᆍθ

ഖ↚ᆹԢቧᱥ䮵ᓜѰ 4t+ 2的ᴶՎᑮ䠃གྷ合码Ⱦ

性质 5.67：对于每个 t ∈ {8, 10, 12} ∪ [14, 16] ∪ [18, 22]，都存在长度为 n = 4t 和

4t+ 1 的最优 (n, 5, [2, 2])3-码。

证明. ሯӄ t = 8, 10θ䘿਌ශѰ 84 ૂ 85 的 [2, 2]-GDC(5)Ⱦੇެ中␱ࣖ xѠᰖキ⛯θ

x = 0, 1θᒬੇ∅Ѡ组ૂ䘏ӑᰖキ⛯中ມޛᴶՎ码θቧਥԛᗍࡦ䮵ᓜࡡ࠼Ѱ 32 + xૂ

40 + x的ᴶՎᑮ䠃གྷ合码Ⱦ
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ᖉ t = 12, 14ᰬθ⭧ᇐ⨼ 5.7⸛θᆎ൞ශѰ 34 ૂ 27 的 {4}-GDDȾሯެᓊ⭞ะᵢ

ᶺ䙖θ䘿᤟ᵹ䠃Ѱ 4θቧᗍࡦҼශѰ 124ૂ 87的 [2, 2]-GDC(5)Ⱦ❬੄ੇެ中␱ࣖ xѠ

ᰖキ⛯θx = 0, 1θᒬੇ∅Ѡ组ૂ䘏ӑᰖキ⛯中ມޛᴶՎ码θቧਥԛᗍࡦ䮵ᓜࡡ࠼Ѱ

48 + xૂ 56 + x的ᴶՎᑮ䠃གྷ合码Ⱦ

ሯӄ t = 15θሼᵹѰ 4的ะᵢᶺ䙖ᓊ⭞ࡦශѰ 35的 {4}-GDDȾ❬੄ੇެ中␱ࣖ

xѠᰖキ⛯θx = 0, 1θᒬੇ∅Ѡ组ૂ䘏ӑᰖキ⛯中ມޛᴶՎ码θቧਥԛᗍࡦ䮵ᓜѰ

60 + x的ᴶՎᑮ䠃གྷ合码Ⱦ

ᖉ t = 16, 18, 19, 20 ᰬθᡠ⸣ TD(5, 4) ᗍࡦශѰ 44y1 的 {4, 5}-GDDθެ 中 y =

0, 2, 3, 4ȾሼᵹѰ 4的ะᵢᶺ䙖ᓊ⭞ࡦ䘏Ѡਥ࠼组䇴䇗θ❬੄ੇެ中␱ࣖ xѠᰖキ⛯θ

x = 0, 1Ⱦੇ߃∅Ѡ组ૂ䘏ӑᰖキ⛯中ມޛᴶՎ码θቧਥԛᗍࡦ䮵ᓜѰ 4t + x的ᴶՎ

ᑮ䠃གྷ合码Ⱦ

ሯӄ t = 21θሼᵹѰ 4的ะᵢᶺ䙖ᓊ⭞ࡦශѰ 37 的 {4}-GDDȾ❬੄ੇެ中␱

ࣖ xѠᰖキ⛯θx = 0, 1θᒬੇ∅Ѡ组ૂ䘏ӑᰖキ⛯中ມޛᴶՎ码θቧਥԛᗍࡦᴶՎ

(84 + x, 5, [2, 2])3-码Ⱦ

ᖉ t = 22ᰬθᡠ⸣ TD(5, 5)ᗍࡦශѰ 5421的 {4, 5}-GDDȾሼᵹѰ 4的ะᵢᶺ䙖

ᓊ⭞ࡦ䘏Ѡਥ࠼组䇴䇗Ⱦ❬੄ੇެ中␱ࣖ xѠᰖキ⛯θx = 0, 1θᒬੇ∅Ѡ组ૂ䘏ӑᰖ

キ⛯中ມޛᴶՎ码θቧਥԛᗍࡦ䮵ᓜѰ 88 + x的ᴶՎᑮ䠃གྷ合码Ⱦ

性质 5.68：对于每个 t ∈ {12, 15, 16} ∪ [18, 22]，都存在大小为 U(4t+ 2, 5, [2, 2]) 的

最优 (4t+ 2, 5, [2, 2])3-码。

证明. ᖉ t ∈ {12, 15, 18, 21}ᰬθੇ ශѰ 12uδu ∈ [4, 7]ε的 [2, 2]-GDC(5)中␱ࣖњѠ

ᰖキ⛯θ❬੄ੇ∅Ѡ组ૂ䘏ӑᰖキ⛯中ມޛශѰ 27 的䖻ࣟ码ȾᡇԢᗍࡦжѠශѰ

26u+1的ਥ࠼组码θ⭧ӄެཝቅㅿӄ U(4 ∗ (3u) + 2, 5, [2, 2])θഖ↚ᱥᴶՎᑮ䠃གྷ合码Ⱦ

ᖉ t = 16, 19, 20ᰬθᡠ⸣ TD(5, 4)ᗍࡦශѰ 44x1δx = 0, 3, 4ε的 {4, 5}-GDDȾᓊ

⭞ᵹ䠃Ѱ 4的ะᵢᶺ䙖θ❬੄␱ࣖњѠᰖキ⛯θᒬੇ∅Ѡ组ૂ䘏ӑᰖキ⛯中ມޛශѰ

27ૂ 29的䖻ࣟ码ȾᡇԢቧᗍࡦҼ㾷≸的㔉᷒Ⱦ

ᴶ੄ᖉ t = 22ᰬθሯශѰ 65的 [2, 2]-GDC(5)䘑㺂ᵹ䠃Ѱ 3的㟞㛶θ❬੄ੇ∅Ѡ

组޻ມޛ䮵ᓜѰ 18的ᴶՎ码ቧᗍࡦҼ䮵ᓜѰ 90的ᴶՎᑮ䠃གྷ合码Ⱦ
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性质 5.69：对于参数

1. n = 4t, 4t+ 1 且 t ∈ {6, 7, 9, 11, 13, 17}；和

2. n = 4t+ 2 且 t ∈ [6, 11] ∪ {13, 14, 17}，

等式 A3(n, 5, [2, 2]) = U(n, 5, [2, 2]) 均成立。

证明. ሯӄ∅Ѡ t ∈ {6, 7, 9, 11, 13, 17}θJ Վ (4t, 5, [2, 2])3-码的码ᆍ⭧ㅢ 5.5 㢸中

㺞 的ੇ䠅᤿↛䮵Ѱ޻5.8 2的ᤕᗠ⧥〱փ组ᡆȾ

ሯӄ∅Ѡ t ∈ {6, 7, 9, 11, 13, 17}θJ Վ (4t + 1, 5, [2, 2])3-码的码ᆍ⭧ㅢ 5.5㢸中

㺞 的ੇ䠅的ᗠ⧥〱փ组ᡆȾ޻5.9

ሯӄ∅Ѡ t ∈ [6, 11] ∪ {13, 14, 17}θJ Վ (4t+ 2, 5, [2, 2])3-码的码ᆍ⭧ㅢ 5.5㢸中

㺞 的ੇ䠅的ᗠ⧥〱փ组ᡆȾ޻5.10

㔲рθᡇԢᴿс䶘的㔉䇰Ⱦ

定理 5.70：对于所有满足 n ≥ 12 和 n ̸≡ 3 (mod 4) 的长度 n，等式 A3(n, 5, [2, 2]) =

U(n, 5, [2, 2]) 均成立。

5.4.3 䮵ᓜ n ≡ 3 (mod 4)的᛻ᖘ

൞ਏ䘦с䶘的ᕋ⨼ҁࢃθᡇԢ䴶㾷ᕋޛ⇁⮏ഴ的ᾸᘫȾԚ G = (Vn, E)ᱥжѠ n

䱬ᴿੇᇂޞഴθެ 中京⛯䳼Ѱ Vn = {1, 2, . . . , n}θ䗯䳼Ѱ E = {i → j : i ̸= j}Ⱦ㔏ᇐ

жѠ (n, 5, [2, 2])3-码 Cθሯӄެ中∅Ѡ码ᆍ v = ⟨a, b, c, d⟩θᡇԢሼެф G的жѠᆆഴ

G(v) = (Vn, E(v))⴮ሯᓊθެ 中䗯䳼Ѱ E(v) = {a → c, a → d, b → c, b → d}Ⱦᇯ᱉

僂䇷θሯӄԱᝅњѠуੂ码ᆍ u ̸= vθൽᴿ E(u) ∩ E(v) = ∅θੜࡏ dH(u,v) < 5䘓㜂

Ҽ䐓⿱ᶗԬȾᡇԢሼ G的ᆆഴ G(C) = (Vn, E(C))〦Ѱ码 C 的残留图δLeave Graphεθ

ެ中 E(C) = E\
∪

v∈C E(v)Ⱦ

引理 5.71：对于所有长度 n ≡ 3 (mod 4)，均有 A3(n, 5, [2, 2]) ≤ U(n, 5, [2, 2])− 1。

证明. 䇦 n = 4t + 3Ⱦٽ䇴ᆎ൞жѠ (4t + 3, 5, [2, 2])3-码 Cθ੡ᴿ U := U(4t +

3, 5, [2, 2]) = 4t2 + 5t+ 1Ѡ码ᆍȾ䛙Ѿᆹ的⇁⮏ഴ G(C) = (V4t+3, E(C))中੡ᴿ的䗯
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ᮦⴤѰφ

|E(C)| = |E| −

∣∣∣∣∣∪
v∈C

E(v)

∣∣∣∣∣
= (4t+ 3)(4t+ 2)− 4U

= 2Ⱦ

⭧ӄ G(C)的㺛ഴ中∅Ѡ京⛯的࠰ᓜૂޛᓜ䜳Ѱڬᮦθᡶᴿ⇁⮏ഴр୥жਥ㜳的䗯

ᧈᐹᖘᕅਠ㜳ᱥԄḆѠ京⛯᤽ੇਜжѠ京⛯的ޭᴿњᶗ䠃གྷ的ᴿੇ䗯Ⱦռ䘏ૂ⇁⮏

ഴᓊ䈛ᱥжѠㆶঋᴿੇഴ的Ӂᇔӝ⭕Ҽ⸑ⴴȾഖ↚ Johnson⮂уਥ㜳䗴ࡦȾ

性质 5.72：对于每个 t ∈ {0, 1, 2}，都存在最优 (4t + 11, 5, [2, 2])3-码，其大小为

U(4t+ 11, 5, [2, 2])− 1。

证明. 㿷ㅢ 5.5㢸中的㺞 5.11Ⱦ

性质 5.73：对于所有 t ≥ 96，都存在大小为 U(4t + 11, 5, [2, 2]) − 1 的最优

(4t+ 11, 5, [2, 2])3-码。

证明. ⭧ᇐ⨼ 5.9⸛θሯӄᡶᴿ u ≥ 12θ䜳ᆎ൞⁠ᡠ䇴䇗 TD(6, 2u)Ⱦᡠ⸣ᴶ੄њѠ组θ

ᗍࡦශѰ (2u)4(2x)151ᡌ (2u)4(2x)171的 {4, 5, 6}-GDDθެ 中 x ∈ [0, u]Ⱦᓊ⭞ะᵢᶺ

䙖法θެ 中ࢃӊѠ组的ᵹ䠃Ѱ 4θJ ੄жѠ组的ᵹ䠃Ѱ 2θᗍࡦශѰ (8u)4(8x)1101 ᡌ

(8u)4(8x)1141 的 [2, 2]-GDC(5)Ⱦ❬੄␱ࣖжѠᰖキ⛯θᒬੇ∅Ѡ组ૂ䘏Ѡᰖキ⛯中

ມޛᴶՎ码θቧਥԛ⭕ᡆ䮵ᓜѰ 4t+11的ᴶՎᑮ䠃གྷ合码θެ 中 t ∈ [8u, 10u+1]Ⱦᖉ

uԄ 12໔ཝᰬθ॰䰪 [8u, 10u+ 1]ሼՐӝ⭕䠃ਖθᒬ㾼ⴌޞ䜞уቅӄ 96的᮪ᮦȾ

性质 5.74：对于每个整数 10 ≤ t ≤ 95，都存在最优 (4t + 11, 5, [2, 2])3-码，含

U(4t+ 11, 5, [2, 2])− 1 个码字。

证明. ᖉ 10 ≤ t ≤ 19ᰬθ⭧ᙝ䍞 5.63θሯӄ∅Ѡ u ∈ [5, 9]θᆎ൞ශѰ 8u101 ૂ 8u141

的 [2, 2]-GDC(5)Ⱦ␱ࣖжѠᰖキ⛯ᒬੇ∅Ѡ组ૂ䘏Ѡ⛯中ມޛᴶՎ的ᑮ䠃གྷ合码θ

ቧᗍࡦҼᴶՎ (4t+ 11, 5, [2, 2])3-码θެ 中 10 ≤ t ≤ 19Ⱦ

ሯӄ 20 ≤ t ≤ 27θᡠ⸣ TD(6, 5)的ᴶ੄њѠ组⭕ᡆжѠශѰ 54x1y1的 {4, 5, 6}-

GDDθެ 中 x ∈ {0, 2, 3, 4, 5}θ㙂 y ∈ [3, 5]Ⱦሯެᓊ⭞ะᵢᶺ䙖法θެ 中䘿ᇐᴶ੄жѠ
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组中的ḆѠ⛯ᵹ䠃Ѱ 2θ㙂ެԌᡶᴿ⛯ᵹ䠃Ѱ 4θᗍࡦශѰ 204(4x)1101Ƚ204(4x)1141

ૂ 204(4x)1181的ਥ࠼组码Ⱦ␱ࣖжѠᰖキ⛯θᒬੇ∅Ѡ组ૂ䘏жᰖキ⛯中ມޛ䮵ᓜ

Ѱ 4(20 + x) + 11Ƚ4(21 + x) + 11ૂ 4(22 + x) + 11的ᴶՎ码঩ᗍࡦ㔉䇰Ⱦ

ᖉ 28 ≤ t ≤ 97ᰬθሼੂṭ的方法ᓊ⭞ࡦ⁠ᡠ䇴䇗 TD(6, u)рθu ∈ {7, 9, 11, 19}θ

ቧਥԛᗍࡦᡶ䴶的㔉䇰Ⱦ

性质 5.75：对于每个 3 ≤ t ≤ 9，都存在长度为 n = 4t+11 的最优 (n, 5, [2, 2])3-码，

其大小为 U(n, 5, [2, 2])− 1。

证明. ᴶՎ (23, 5, [2, 2])3-码的 125Ѡ码ᆍ⭧ԛсੇ䠅᤿㖤ᦘ

(0, 1, . . . , 4)(5, 6, . . . , 9)(10, 11, . . . , 14)(15, 16, . . . , 19)(20)(21)(22)

֒⭞⭕ᡆφ

⟨1, 8, 9, 14⟩ ⟨0, 17, 20, 6⟩ ⟨19, 3, 7, 18⟩ ⟨11, 1, 15, 10⟩ ⟨3, 10, 16, 15⟩
⟨10, 5, 0, 3⟩ ⟨12, 13, 8, 6⟩ ⟨20, 9, 8, 16⟩ ⟨12, 19, 1, 15⟩ ⟨5, 11, 18, 22⟩
⟨19, 4, 0, 6⟩ ⟨13, 0, 11, 4⟩ ⟨3, 16, 13, 0⟩ ⟨12, 22, 9, 13⟩ ⟨5, 12, 20, 14⟩
⟨21, 6, 0, 9⟩ ⟨14, 3, 21, 1⟩ ⟨7, 2, 14, 18⟩ ⟨20, 18, 3, 12⟩ ⟨7, 15, 21, 10⟩
⟨5, 9, 19, 1⟩ ⟨18, 4, 22, 9⟩ ⟨8, 15, 5, 13⟩ ⟨22, 17, 0, 15⟩ ⟨21, 18, 15, 14⟩

ᴶՎ (27, 5, [2, 2])3-码的 174Ѡ码ᆍ⭧ԛсੇ䠅᤿↛䮵Ѱ 9的ᤕᗠ⧥〱փ⭕ᡆφ

⟨5, 6, 8, 9⟩ ⟨0, 2, 14, 15⟩ ⟨5, 25, 2, 10⟩ ⟨1, 18, 17, 21⟩ ⟨5, 20, 12, 15⟩
⟨0, 6, 4, 11⟩ ⟨0, 23, 8, 21⟩ ⟨6, 10, 2, 18⟩ ⟨1, 25, 11, 18⟩ ⟨5, 23, 18, 25⟩
⟨1, 2, 6, 23⟩ ⟨0, 26, 7, 16⟩ ⟨6, 22, 7, 17⟩ ⟨2, 12, 10, 17⟩ ⟨6, 18, 13, 24⟩
⟨2, 16, 0, 8⟩ ⟨1, 14, 2, 13⟩ ⟨7, 16, 3, 22⟩ ⟨2, 19, 22, 26⟩ ⟨6, 20, 10, 16⟩
⟨2, 23, 5, 7⟩ ⟨1, 19, 3, 25⟩ ⟨8, 11, 0, 10⟩ ⟨2, 22, 16, 20⟩ ⟨6, 23, 15, 19⟩
⟨2, 3, 9, 12⟩ ⟨3, 13, 2, 21⟩ ⟨8, 21, 9, 13⟩ ⟨2, 24, 11, 13⟩ ⟨6, 25, 14, 26⟩
⟨4, 25, 7, 8⟩ ⟨3, 23, 4, 13⟩ ⟨8, 23, 2, 24⟩ ⟨3, 12, 14, 20⟩ ⟨8, 18, 11, 20⟩
⟨6, 14, 1, 3⟩ ⟨3, 25, 0, 15⟩ ⟨0, 11, 12, 13⟩ ⟨3, 18, 16, 19⟩ ⟨8, 24, 12, 18⟩
⟨6, 7, 5, 25⟩ ⟨3, 5, 23, 26⟩ ⟨0, 13, 10, 19⟩ ⟨3, 22, 10, 24⟩ ⟨8, 25, 19, 22⟩
⟨7, 9, 6, 14⟩ ⟨4, 22, 0, 23⟩ ⟨0, 19, 17, 23⟩ ⟨3, 26, 17, 25⟩ ⟨8, 26, 14, 21⟩
⟨8, 13, 4, 6⟩ ⟨4, 24, 3, 14⟩ ⟨1, 12, 15, 16⟩ ⟨4, 16, 11, 21⟩
⟨8, 19, 1, 5⟩ ⟨4, 8, 15, 17⟩ ⟨1, 16, 19, 24⟩ ⟨4, 19, 13, 18⟩

ᴶՎ (31, 5, [2, 2])3-码的 231Ѡ码ᆍ⭧ԛсੇ䠅᤿㖤ᦘ

(0, 1, . . . , 6)(7, 8, . . . , 13)(14, 15, . . . , 20)(21, 22, . . . , 27)(28)(29)(30)
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֒⭞⭕ᡆφ

⟨1, 3, 9, 8⟩ ⟨2, 8, 28, 22⟩ ⟨15, 18, 3, 16⟩ ⟨2, 16, 26, 21⟩ ⟨14, 28, 11, 23⟩
⟨2, 3, 4, 6⟩ ⟨22, 21, 7, 0⟩ ⟨15, 29, 23, 6⟩ ⟨22, 24, 27, 4⟩ ⟨15, 27, 10, 29⟩
⟨2, 9, 11, 0⟩ ⟨8, 11, 12, 3⟩ ⟨16, 23, 6, 28⟩ ⟨22, 25, 17, 6⟩ ⟨16, 26, 15, 27⟩
⟨8, 7, 1, 18⟩ ⟨8, 30, 4, 23⟩ ⟨16, 24, 18, 8⟩ ⟨22, 29, 20, 9⟩ ⟨23, 13, 11, 22⟩
⟨1, 28, 14, 0⟩ ⟨9, 17, 14, 6⟩ ⟨2, 10, 18, 13⟩ ⟨4, 21, 30, 25⟩ ⟨23, 30, 12, 20⟩
⟨1, 4, 16, 15⟩ ⟨15, 14, 1, 21⟩ ⟨2, 12, 19, 29⟩ ⟨8, 24, 26, 17⟩
⟨2, 7, 27, 24⟩ ⟨15, 17, 11, 8⟩ ⟨2, 13, 25, 12⟩ ⟨9, 19, 30, 15⟩

ሯӄ∅Ѡ n ∈ {35, 39, 43, 47}θJ Վ (n, 5, [2, 2])3-码的 U(n, 5, [2, 2]) − 1 Ѡ码

ᆍ⭧њ䜞࠼组ᡆȾㅢж䜞࠼ᱥ൞⛯䳼 {n − 11, n − 10, . . . , n − 1} р的жѠᴶՎ

(11, 5, [2, 2])-码Ⱦㅢӂ䜞࠼⭧ㅢ 5.5㢸中㺞 ᤿ԛс㖤ᦘ֒⭞⭕ᡆφࡡ࠼的ੇ䠅޻5.12

• ᖉ n = 35 ᰬθ㖤ᦘѰ (0, 1, . . . , 5) (6, 7, . . . , 11) (12, 13, . . . , 17) (18, 19, . . . , 23)

(24, 25, . . . , 29) (30, 31) (32, 33) (34)χ

• ᖉ n ∈ {39, 43, 47} ᰬθ㖤ᦘѰ (0, 1, . . . , s − 1) (s, . . . , 2s − 1) (2s, . . . , 3s − 1)

(3s, . . . , 4s− 1) (4s)(4s+ 1) · · · (4s+ 10)θެ 中 s = (n− 11)/4Ⱦ

㔲合р䘦㔉䇰θᡇԢ䇷᱄Ҽс䶘的ᇐ⨼Ⱦ

定理 5.76：对于每个正整数 t，都存在最优 (4t + 11, 5, [2, 2])3-码，其含有 U(4t +

11, 5, [2, 2])− 1 个码字。

5.5 㺞Ṳ䱺ᖋ

㺞 5.4 66ශ [3, 1]-GDC(5)中的 180Ѡ码ᆍ

⟨0, 1, 8, 3⟩ ⟨4, 7, 21, 18⟩ ⟨11, 16, 18, 2⟩ ⟨6, 20, 23, 21⟩ ⟨13, 27, 29, 22⟩
⟨0, 4, 35, 2⟩ ⟨5, 12, 33, 8⟩ ⟨11, 19, 27, 0⟩ ⟨6, 21, 34, 13⟩ ⟨13, 34, 35, 26⟩
⟨0, 9, 23, 7⟩ ⟨5, 7, 18, 10⟩ ⟨11, 32, 33, 4⟩ ⟨6, 33, 35, 10⟩ ⟨14, 15, 25, 18⟩
⟨1, 3, 35, 6⟩ ⟨5, 8, 16, 24⟩ ⟨12, 15, 35, 4⟩ ⟨7, 10, 14, 33⟩ ⟨14, 16, 27, 13⟩
⟨1, 4, 27, 8⟩ ⟨5, 9, 19, 22⟩ ⟨13, 26, 30, 3⟩ ⟨7, 11, 28, 27⟩ ⟨14, 17, 30, 19⟩
⟨1, 5, 6, 14⟩ ⟨6, 10, 15, 8⟩ ⟨14, 21, 31, 6⟩ ⟨7, 12, 26, 15⟩ ⟨14, 22, 23, 25⟩
⟨2, 7, 29, 4⟩ ⟨6, 13, 22, 2⟩ ⟨15, 19, 32, 5⟩ ⟨7, 15, 23, 20⟩ ⟨14, 24, 35, 27⟩
⟨3, 4, 32, 0⟩ ⟨6, 16, 19, 3⟩ ⟨16, 20, 33, 1⟩ ⟨7, 22, 33, 35⟩ ⟨14, 28, 33, 31⟩
⟨3, 5, 25, 2⟩ ⟨6, 25, 29, 9⟩ ⟨16, 21, 30, 7⟩ ⟨8, 10, 13, 27⟩ ⟨15, 17, 20, 22⟩
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⟨3, 7, 24, 8⟩ ⟨6, 28, 32, 7⟩ ⟨17, 18, 28, 8⟩ ⟨8, 11, 25, 21⟩ ⟨15, 29, 31, 14⟩
⟨4, 5, 14, 3⟩ ⟨6, 8, 17, 31⟩ ⟨17, 24, 25, 3⟩ ⟨8, 12, 27, 29⟩ ⟨15, 30, 34, 17⟩
⟨4, 8, 9, 17⟩ ⟨7, 16, 17, 9⟩ ⟨2, 12, 21, 11⟩ ⟨8, 15, 24, 35⟩ ⟨16, 23, 32, 18⟩
⟨6, 7, 27, 5⟩ ⟨7, 20, 34, 3⟩ ⟨2, 13, 33, 28⟩ ⟨8, 21, 35, 34⟩ ⟨16, 24, 26, 31⟩
⟨6, 9, 14, 4⟩ ⟨7, 8, 30, 28⟩ ⟨2, 15, 18, 13⟩ ⟨8, 31, 33, 30⟩ ⟨16, 31, 35, 12⟩
⟨0, 13, 20, 4⟩ ⟨7, 9, 35, 14⟩ ⟨2, 16, 25, 33⟩ ⟨9, 10, 25, 30⟩ ⟨17, 22, 32, 27⟩
⟨0, 2, 34, 15⟩ ⟨8, 18, 34, 7⟩ ⟨2, 24, 28, 25⟩ ⟨9, 12, 16, 20⟩ ⟨17, 26, 31, 34⟩
⟨0, 3, 17, 26⟩ ⟨8, 19, 23, 6⟩ ⟨2, 27, 31, 17⟩ ⟨9, 13, 18, 35⟩ ⟨17, 27, 34, 18⟩
⟨0, 5, 27, 28⟩ ⟨8, 22, 29, 1⟩ ⟨22, 24, 27, 7⟩ ⟨9, 20, 22, 23⟩ ⟨18, 19, 21, 14⟩
⟨0, 7, 32, 34⟩ ⟨9, 24, 31, 2⟩ ⟨23, 27, 30, 1⟩ ⟨9, 29, 34, 19⟩ ⟨18, 20, 31, 29⟩
⟨1, 2, 30, 10⟩ ⟨9, 26, 28, 5⟩ ⟨25, 26, 27, 6⟩ ⟨9, 30, 32, 13⟩ ⟨18, 22, 25, 26⟩
⟨1, 23, 24, 4⟩ ⟨0, 10, 26, 23⟩ ⟨3, 11, 30, 14⟩ ⟨10, 17, 19, 32⟩ ⟨18, 26, 35, 21⟩
⟨1, 33, 34, 5⟩ ⟨0, 11, 31, 33⟩ ⟨3, 12, 22, 19⟩ ⟨10, 20, 27, 25⟩ ⟨18, 27, 32, 11⟩
⟨1, 9, 11, 18⟩ ⟨0, 14, 19, 35⟩ ⟨3, 13, 16, 17⟩ ⟨10, 21, 23, 31⟩ ⟨18, 29, 33, 34⟩
⟨2, 10, 35, 9⟩ ⟨0, 15, 28, 19⟩ ⟨3, 19, 20, 18⟩ ⟨10, 24, 33, 17⟩ ⟨19, 22, 35, 15⟩
⟨2, 3, 23, 34⟩ ⟨0, 16, 29, 21⟩ ⟨3, 31, 34, 11⟩ ⟨10, 31, 32, 15⟩ ⟨19, 24, 34, 33⟩
⟨2, 4, 19, 30⟩ ⟨0, 21, 22, 20⟩ ⟨4, 12, 13, 32⟩ ⟨11, 13, 14, 15⟩ ⟨19, 26, 29, 27⟩
⟨2, 5, 22, 18⟩ ⟨0, 25, 33, 14⟩ ⟨4, 15, 26, 11⟩ ⟨11, 21, 24, 28⟩ ⟨19, 30, 33, 26⟩
⟨2, 6, 11, 19⟩ ⟨1, 10, 29, 26⟩ ⟨4, 18, 23, 15⟩ ⟨11, 26, 34, 25⟩ ⟨20, 21, 29, 12⟩
⟨2, 9, 17, 12⟩ ⟨1, 12, 17, 33⟩ ⟨4, 24, 29, 20⟩ ⟨12, 14, 34, 23⟩ ⟨20, 30, 35, 31⟩
⟨3, 10, 18, 1⟩ ⟨1, 14, 18, 28⟩ ⟨4, 25, 30, 23⟩ ⟨12, 19, 28, 17⟩ ⟨21, 25, 28, 32⟩
⟨3, 14, 29, 7⟩ ⟨1, 15, 16, 30⟩ ⟨5, 10, 30, 20⟩ ⟨12, 20, 25, 34⟩ ⟨22, 30, 31, 32⟩
⟨3, 6, 26, 28⟩ ⟨1, 20, 28, 35⟩ ⟨5, 13, 15, 12⟩ ⟨12, 23, 31, 28⟩ ⟨23, 25, 34, 27⟩
⟨3, 8, 28, 13⟩ ⟨1, 21, 32, 29⟩ ⟨5, 20, 24, 13⟩ ⟨12, 29, 32, 25⟩ ⟨23, 26, 33, 16⟩
⟨4, 11, 20, 7⟩ ⟨1, 22, 26, 12⟩ ⟨5, 21, 26, 19⟩ ⟨13, 17, 21, 10⟩ ⟨25, 32, 35, 22⟩
⟨4, 17, 33, 6⟩ ⟨10, 11, 12, 3⟩ ⟨5, 28, 31, 21⟩ ⟨13, 23, 28, 24⟩ ⟨27, 28, 35, 30⟩
⟨4, 6, 31, 35⟩ ⟨11, 15, 22, 6⟩ ⟨5, 32, 34, 31⟩ ⟨13, 24, 32, 16⟩ ⟨28, 29, 30, 33⟩

㺞 5.5 6u21ශ [3, 1]-GDC(5)的ะ⹶码ᆍθu ∈ [4, 7]

u ะ⹶码ᆍ

4

⟨0, 18, 7, 9⟩ ⟨3, 0, 10, 5⟩ ⟨2, 12, 23, 5⟩ ⟨5, 20, 11, 22⟩ ⟨∞1, 1, 15, 0⟩
⟨1, 8, 19, 2⟩ ⟨3, 2, 16, 1⟩ ⟨3, 4, 17, 14⟩ ⟨∞0, 0, 9, 3⟩ ⟨∞0, 4, 19, 17⟩
⟨2, 1, 0, 11⟩ ⟨3, 5, 22, 4⟩ ⟨4, 22, 1, 15⟩ ⟨∞0, 2, 5, 8⟩ ⟨1, 16, 11, 18⟩
⟨2, 8, 21, 3⟩ ⟨3, 9, 12, 2⟩ ⟨5, 12, 7, 18⟩ ⟨∞1, 2, 4, 7⟩ ⟨∞1, 0, 5, 23⟩
⟨2, 9, 7, 16⟩ ⟨4, 6, 5, 19⟩

5

⟨0, 3, 4, 1⟩ ⟨0, 18, 29, 7⟩ ⟨3, 17, 10, 4⟩ ⟨3, 11, 22, 25⟩ ⟨∞0, 5, 13, 1⟩
⟨1, 4, 2, 10⟩ ⟨1, 28, 0, 27⟩ ⟨3, 25, 9, 26⟩ ⟨3, 20, 21, 17⟩ ⟨∞1, 0, 14, 2⟩
⟨1, 7, 3, 24⟩ ⟨2, 10, 26, 8⟩ ⟨5, 12, 3, 11⟩ ⟨3, 24, 26, 12⟩ ⟨∞1, 1, 22, 0⟩
⟨0, 13, 6, 17⟩ ⟨2, 28, 19, 0⟩ ⟨5, 22, 4, 18⟩ ⟨5, 23, 14, 17⟩ ⟨∞1, 3, 29, 10⟩
⟨0, 16, 22, 9⟩ ⟨2, 29, 5, 28⟩ ⟨1, 17, 13, 15⟩ ⟨∞0, 2, 6, 9⟩ ⟨∞0, 3, 16, 2⟩
⟨0, 17, 19, 8⟩ ⟨3, 14, 6, 27⟩ ⟨2, 13, 20, 21⟩
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6

⟨0, 9, 8, 13⟩ ⟨1, 8, 30, 33⟩ ⟨5, 9, 25, 28⟩ ⟨2, 35, 34, 21⟩ ⟨∞1, 1, 2, 6⟩
⟨3, 6, 8, 11⟩ ⟨1, 9, 16, 26⟩ ⟨0, 19, 22, 27⟩ ⟨3, 18, 28, 26⟩ ⟨∞0, 3, 7, 35⟩
⟨4, 0, 3, 19⟩ ⟨2, 15, 10, 0⟩ ⟨0, 34, 23, 14⟩ ⟨4, 17, 12, 32⟩ ⟨∞0, 5, 22, 7⟩
⟨0, 26, 1, 10⟩ ⟨2, 27, 4, 17⟩ ⟨1, 11, 32, 28⟩ ⟨4, 24, 13, 33⟩ ⟨∞1, 0, 11, 7⟩
⟨0, 31, 29, 2⟩ ⟨2, 29, 9, 24⟩ ⟨1, 15, 23, 12⟩ ⟨4, 26, 35, 18⟩ ⟨∞0, 0, 20, 15⟩
⟨0, 35, 32, 4⟩ ⟨3, 24, 1, 14⟩ ⟨2, 21, 23, 16⟩ ⟨5, 13, 34, 15⟩ ⟨∞1, 3, 22, 23⟩
⟨1, 20, 10, 5⟩ ⟨5, 1, 27, 18⟩ ⟨2, 22, 25, 18⟩ ⟨5, 24, 15, 16⟩

7

⟨0, 2, 1, 6⟩ ⟨0, 38, 19, 2⟩ ⟨4, 15, 0, 27⟩ ⟨2, 20, 17, 32⟩ ⟨5, 23, 22, 41⟩
⟨0, 16, 3, 8⟩ ⟨0, 5, 39, 36⟩ ⟨4, 35, 8, 17⟩ ⟨2, 36, 27, 19⟩ ⟨5, 28, 31, 30⟩
⟨2, 5, 24, 1⟩ ⟨1, 14, 16, 4⟩ ⟨5, 30, 36, 3⟩ ⟨3, 15, 40, 14⟩ ⟨∞1, 1, 9, 38⟩
⟨3, 32, 2, 5⟩ ⟨1, 41, 35, 3⟩ ⟨0, 26, 31, 37⟩ ⟨3, 19, 29, 28⟩ ⟨∞0, 0, 32, 26⟩
⟨3, 5, 1, 39⟩ ⟨2, 33, 39, 7⟩ ⟨0, 27, 18, 17⟩ ⟨4, 20, 14, 15⟩ ⟨∞0, 1, 33, 17⟩
⟨4, 26, 3, 9⟩ ⟨3, 23, 27, 4⟩ ⟨0, 40, 13, 39⟩ ⟨4, 22, 10, 19⟩ ⟨∞0, 4, 41, 36⟩
⟨5, 6, 35, 2⟩ ⟨3, 7, 25, 26⟩ ⟨1, 13, 18, 21⟩ ⟨4, 27, 17, 30⟩ ⟨∞1, 0, 34, 12⟩
⟨0, 30, 10, 4⟩ ⟨4, 1, 37, 41⟩ ⟨2, 10, 19, 41⟩ ⟨5, 14, 25, 37⟩ ⟨∞1, 2, 11, 22⟩

㺞 5.6 6v41ශ [3, 1]-GDC(5)的ะ⹶码ᆍθv ∈ [4, 9]

v ะ⹶码ᆍ

4

⟨4, 2, 5, 7⟩ ⟨0, 5, 23, 14⟩ ⟨0, 13, 15, 10⟩ ⟨∞1, 1, 20, 3⟩ ⟨∞3, 2, 16, 15⟩
⟨5, 3, 8, 6⟩ ⟨1, 22, 11, 8⟩ ⟨2, 12, 13, 23⟩ ⟨∞2, 0, 7, 21⟩ ⟨∞3, 3, 17, 16⟩
⟨2, 8, 17, 3⟩ ⟨2, 19, 1, 20⟩ ⟨∞0, 2, 0, 5⟩ ⟨∞2, 2, 3, 12⟩ ⟨0, 11, 18, 17⟩
⟨3, 20, 9, 2⟩ ⟨3, 4, 13, 18⟩ ⟨∞1, 0, 9, 6⟩ ⟨∞3, 0, 19, 1⟩ ⟨∞0, 5, 7, 18⟩
⟨3, 6, 16, 9⟩ ⟨4, 10, 1, 23⟩ ⟨∞0, 4, 21, 2⟩ ⟨∞1, 5, 10, 19⟩ ⟨∞2, 4, 11, 22⟩
⟨4, 6, 9, 19⟩

5

⟨1, 7, 9, 3⟩ ⟨5, 4, 8, 12⟩ ⟨2, 18, 24, 16⟩ ⟨∞0, 0, 26, 9⟩ ⟨∞1, 5, 18, 21⟩
⟨3, 9, 0, 2⟩ ⟨1, 12, 24, 0⟩ ⟨2, 19, 15, 28⟩ ⟨∞1, 3, 16, 4⟩ ⟨∞2, 3, 22, 25⟩
⟨1, 4, 28, 2⟩ ⟨1, 18, 19, 7⟩ ⟨2, 23, 11, 19⟩ ⟨∞2, 2, 0, 24⟩ ⟨∞3, 0, 29, 11⟩
⟨2, 20, 1, 9⟩ ⟨3, 5, 12, 24⟩ ⟨3, 14, 15, 17⟩ ⟨∞3, 2, 16, 8⟩ ⟨∞3, 1, 15, 24⟩
⟨2, 9, 5, 26⟩ ⟨4, 26, 2, 25⟩ ⟨4, 13, 11, 17⟩ ⟨∞0, 1, 10, 12⟩ ⟨∞2, 5, 1, 4⟩
⟨3, 10, 6, 7⟩ ⟨5, 21, 22, 9⟩ ⟨5, 24, 16, 28⟩ ⟨∞0, 3, 11, 14⟩ ⟨∞1, 2, 25, 14⟩
⟨4, 22, 6, 3⟩ ⟨1, 17, 23, 15⟩

6

⟨4, 9, 1, 2⟩ ⟨0, 33, 14, 5⟩ ⟨0, 26, 19, 11⟩ ⟨5, 14, 31, 16⟩ ⟨∞2, 3, 8, 16⟩
⟨2, 9, 0, 31⟩ ⟨1, 0, 17, 10⟩ ⟨0, 29, 31, 33⟩ ⟨5, 20, 28, 27⟩ ⟨∞0, 3, 13, 17⟩
⟨3, 11, 2, 7⟩ ⟨1, 2, 15, 17⟩ ⟨0, 32, 21, 22⟩ ⟨∞3, 0, 3, 1⟩ ⟨∞2, 1, 24, 15⟩
⟨3, 5, 1, 12⟩ ⟨1, 32, 34, 0⟩ ⟨1, 10, 21, 11⟩ ⟨∞0, 0, 22, 2⟩ ⟨∞2, 4, 11, 13⟩
⟨5, 19, 8, 3⟩ ⟨3, 10, 35, 0⟩ ⟨2, 30, 17, 22⟩ ⟨∞0, 2, 5, 18⟩ ⟨∞3, 1, 29, 14⟩
⟨5, 4, 6, 19⟩ ⟨4, 26, 13, 9⟩ ⟨3, 16, 24, 13⟩ ⟨∞1, 0, 7, 15⟩ ⟨∞3, 2, 34, 15⟩
⟨0, 20, 4, 17⟩ ⟨5, 22, 21, 8⟩ ⟨4, 21, 25, 32⟩ ⟨∞1, 3, 29, 2⟩ ⟨∞1, 4, 14, 0⟩
⟨0, 27, 5, 32⟩ ⟨0, 25, 10, 20⟩ ⟨5, 10, 30, 33⟩
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7

⟨4, 0, 3, 9⟩ ⟨1, 38, 12, 0⟩ ⟨4, 21, 38, 6⟩ ⟨1, 25, 33, 13⟩ ⟨∞3, 1, 10, 7⟩
⟨2, 6, 0, 29⟩ ⟨2, 21, 5, 18⟩ ⟨4, 6, 19, 10⟩ ⟨2, 22, 28, 20⟩ ⟨∞3, 2, 17, 0⟩
⟨3, 23, 7, 5⟩ ⟨2, 26, 13, 8⟩ ⟨5, 1, 37, 24⟩ ⟨2, 32, 41, 10⟩ ⟨∞0, 1, 27, 11⟩
⟨5, 22, 6, 2⟩ ⟨2, 35, 3, 36⟩ ⟨5, 16, 28, 1⟩ ⟨4, 27, 15, 35⟩ ⟨∞0, 2, 40, 34⟩
⟨0, 5, 20, 22⟩ ⟨2, 8, 25, 19⟩ ⟨5, 18, 9, 13⟩ ⟨5, 24, 41, 25⟩ ⟨∞1, 3, 36, 28⟩
⟨1, 18, 0, 26⟩ ⟨3, 14, 27, 1⟩ ⟨0, 12, 22, 17⟩ ⟨∞0, 0, 11, 3⟩ ⟨∞1, 5, 13, 14⟩
⟨1, 21, 24, 9⟩ ⟨3, 16, 40, 6⟩ ⟨0, 27, 32, 16⟩ ⟨∞1, 2, 4, 27⟩ ⟨∞2, 4, 41, 22⟩
⟨1, 23, 41, 3⟩ ⟨3, 5, 39, 15⟩ ⟨0, 37, 34, 12⟩ ⟨∞2, 0, 8, 31⟩ ⟨∞3, 0, 15, 20⟩
⟨1, 34, 2, 33⟩ ⟨4, 17, 5, 23⟩ ⟨1, 16, 13, 40⟩ ⟨∞2, 3, 1, 39⟩

8

⟨0, 2, 1, 45⟩ ⟨4, 23, 24, 3⟩ ⟨1, 26, 39, 29⟩ ⟨4, 33, 22, 47⟩ ⟨∞3, 0, 9, 14⟩
⟨0, 4, 3, 15⟩ ⟨4, 29, 39, 8⟩ ⟨1, 37, 46, 43⟩ ⟨4, 40, 45, 33⟩ ⟨∞3, 1, 8, 12⟩
⟨2, 3, 32, 4⟩ ⟨5, 2, 27, 23⟩ ⟨1, 43, 29, 31⟩ ⟨4, 41, 30, 26⟩ ⟨∞3, 4, 5, 17⟩
⟨0, 17, 20, 6⟩ ⟨5, 20, 3, 10⟩ ⟨2, 13, 31, 16⟩ ⟨4, 47, 27, 18⟩ ⟨∞0, 0, 21, 47⟩
⟨0, 46, 43, 5⟩ ⟨5, 24, 1, 36⟩ ⟨2, 16, 44, 25⟩ ⟨5, 18, 32, 39⟩ ⟨∞0, 4, 25, 30⟩
⟨0, 5, 31, 20⟩ ⟨5, 43, 9, 34⟩ ⟨2, 19, 17, 14⟩ ⟨5, 22, 39, 41⟩ ⟨∞0, 5, 14, 19⟩
⟨1, 3, 21, 18⟩ ⟨0, 19, 45, 38⟩ ⟨3, 44, 39, 14⟩ ⟨5, 23, 17, 18⟩ ⟨∞1, 0, 34, 28⟩
⟨1, 42, 12, 5⟩ ⟨0, 26, 13, 39⟩ ⟨4, 14, 26, 25⟩ ⟨5, 46, 44, 31⟩ ⟨∞1, 5, 26, 11⟩
⟨2, 46, 7, 29⟩ ⟨0, 36, 15, 34⟩ ⟨4, 17, 42, 16⟩ ⟨∞1, 3, 7, 9⟩ ⟨∞2, 0, 41, 23⟩
⟨3, 45, 12, 6⟩ ⟨0, 38, 42, 29⟩ ⟨4, 31, 46, 32⟩ ⟨∞2, 4, 19, 9⟩ ⟨∞2, 2, 39, 12⟩

9

⟨2, 1, 0, 3⟩ ⟨2, 15, 22, 8⟩ ⟨4, 42, 5, 16⟩ ⟨4, 12, 52, 11⟩ ⟨∞3, 1, 11, 5⟩
⟨0, 4, 3, 34⟩ ⟨2, 19, 9, 26⟩ ⟨5, 8, 36, 22⟩ ⟨4, 29, 34, 51⟩ ⟨∞3, 3, 28, 0⟩
⟨1, 4, 48, 0⟩ ⟨2, 21, 10, 0⟩ ⟨0, 30, 28, 11⟩ ⟨4, 41, 17, 15⟩ ⟨∞0, 0, 49, 26⟩
⟨2, 8, 12, 5⟩ ⟨2, 4, 36, 28⟩ ⟨0, 39, 43, 17⟩ ⟨4, 47, 32, 43⟩ ⟨∞0, 2, 34, 18⟩
⟨3, 8, 37, 4⟩ ⟨2, 48, 5, 44⟩ ⟨0, 42, 13, 19⟩ ⟨5, 17, 38, 48⟩ ⟨∞0, 3, 23, 22⟩
⟨4, 7, 46, 2⟩ ⟨2, 7, 24, 37⟩ ⟨1, 25, 17, 51⟩ ⟨5, 18, 11, 43⟩ ⟨∞1, 0, 51, 32⟩
⟨4, 9, 25, 3⟩ ⟨3, 1, 36, 15⟩ ⟨1, 53, 24, 12⟩ ⟨5, 21, 51, 35⟩ ⟨∞1, 5, 25, 10⟩
⟨5, 0, 6, 49⟩ ⟨3, 20, 31, 6⟩ ⟨2, 45, 44, 15⟩ ⟨5, 40, 27, 19⟩ ⟨∞2, 4, 43, 24⟩
⟨5, 3, 24, 9⟩ ⟨3, 26, 51, 1⟩ ⟨2, 46, 32, 51⟩ ⟨∞1, 2, 40, 7⟩ ⟨4, 37, 11, 6⟩
⟨5, 9, 1, 17⟩ ⟨3, 40, 17, 5⟩ ⟨2, 52, 18, 41⟩ ⟨∞2, 3, 42, 8⟩ ⟨3, 47, 25, 28⟩
⟨1, 43, 20, 9⟩ ⟨3, 45, 22, 2⟩ ⟨3, 43, 29, 32⟩ ⟨∞2, 5, 20, 7⟩ ⟨∞3, 0, 14, 4⟩
⟨1, 8, 49, 39⟩

㺞 5.7 ᴶ Վ (n, 5, [3, 1])3-码 的 ะ ⹶ 码 ᆍθn ∈

{24, 30, 42, 54}

n ะ⹶码ᆍ

24

⟨12, 2, 9, 5⟩ ⟨8, 14, 1, 4⟩ ⟨13, 3, 11, 0⟩ ⟨8, 16, 21, 0⟩ ⟨14, 11, 17, 3⟩
⟨17, 3, 1, 5⟩ ⟨8, 9, 13, 1⟩ ⟨16, 2, 17, 1⟩ ⟨9, 15, 22, 2⟩ ⟨18, 19, 20, 5⟩
⟨4, 6, 23, 2⟩ ⟨11, 15, 7, 5⟩ ⟨18, 14, 9, 0⟩ ⟨12, 15, 16, 3⟩ ⟨7, 18, 13, 3⟩
⟨7, 22, 4, 1⟩ ⟨11, 2, 22, 4⟩ ⟨6, 12, 11, 1⟩ ⟨12, 21, 23, 4⟩ ⟨13, 16, 23, 5⟩
⟨8, 0, 10, 3⟩ ⟨12, 4, 19, 0⟩
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30

⟨2, 0, 1, 3⟩ ⟨1, 8, 25, 0⟩ ⟨0, 29, 24, 1⟩ ⟨6, 14, 16, 0⟩ ⟨8, 27, 23, 4⟩
⟨2, 7, 3, 4⟩ ⟨5, 28, 7, 3⟩ ⟨3, 21, 10, 0⟩ ⟨6, 25, 22, 1⟩ ⟨10, 11, 23, 3⟩
⟨4, 0, 3, 5⟩ ⟨6, 2, 18, 5⟩ ⟨4, 16, 20, 3⟩ ⟨6, 28, 19, 2⟩ ⟨10, 27, 12, 5⟩
⟨7, 9, 0, 2⟩ ⟨8, 3, 19, 1⟩ ⟨4, 23, 28, 1⟩ ⟨8, 11, 21, 2⟩ ⟨11, 20, 14, 1⟩
⟨1, 17, 6, 4⟩ ⟨9, 11, 1, 5⟩ ⟨5, 12, 29, 4⟩ ⟨8, 16, 26, 5⟩ ⟨8, 18, 15, 3⟩
⟨1, 5, 13, 2⟩ ⟨9, 4, 19, 0⟩ ⟨5, 27, 21, 1⟩

42

⟨21, 2, 1, 4⟩ ⟨3, 19, 13, 5⟩ ⟨16, 13, 15, 0⟩ ⟨23, 10, 14, 3⟩ ⟨30, 32, 17, 1⟩
⟨26, 0, 9, 1⟩ ⟨31, 16, 8, 4⟩ ⟨17, 12, 33, 2⟩ ⟨23, 41, 20, 2⟩ ⟨32, 12, 34, 0⟩
⟨26, 8, 1, 2⟩ ⟨31, 24, 1, 0⟩ ⟨20, 10, 40, 1⟩ ⟨24, 34, 37, 5⟩ ⟨35, 33, 25, 3⟩
⟨1, 29, 41, 5⟩ ⟨34, 28, 3, 1⟩ ⟨20, 24, 32, 3⟩ ⟨26, 33, 20, 0⟩ ⟨36, 11, 12, 3⟩
⟨13, 37, 8, 1⟩ ⟨34, 6, 29, 4⟩ ⟨21, 16, 24, 1⟩ ⟨26, 36, 40, 5⟩ ⟨36, 30, 31, 2⟩
⟨13, 9, 17, 4⟩ ⟨35, 0, 16, 5⟩ ⟨21, 30, 18, 0⟩ ⟨27, 38, 33, 4⟩ ⟨37, 12, 26, 4⟩
⟨27, 0, 15, 2⟩ ⟨4, 25, 39, 5⟩ ⟨21, 41, 40, 3⟩ ⟨28, 10, 37, 2⟩ ⟨38, 29, 35, 0⟩
⟨27, 41, 9, 0⟩ ⟨11, 15, 28, 4⟩ ⟨22, 11, 38, 1⟩ ⟨29, 13, 22, 3⟩ ⟨41, 30, 19, 4⟩

54

⟨2, 0, 1, 3⟩ ⟨4, 30, 7, 1⟩ ⟨8, 20, 38, 5⟩ ⟨14, 41, 49, 5⟩ ⟨17, 42, 24, 1⟩
⟨3, 7, 2, 4⟩ ⟨9, 11, 1, 5⟩ ⟨8, 36, 51, 2⟩ ⟨14, 48, 31, 1⟩ ⟨18, 48, 37, 4⟩
⟨4, 5, 1, 2⟩ ⟨10, 12, 3, 2⟩ ⟨9, 21, 50, 0⟩ ⟨15, 28, 40, 1⟩ ⟨19, 33, 50, 3⟩
⟨5, 0, 6, 1⟩ ⟨13, 11, 4, 0⟩ ⟨9, 24, 40, 4⟩ ⟨15, 43, 23, 2⟩ ⟨20, 23, 26, 4⟩
⟨0, 35, 7, 2⟩ ⟨18, 39, 5, 3⟩ ⟨11, 15, 25, 3⟩ ⟨15, 51, 34, 4⟩ ⟨20, 39, 53, 1⟩
⟨1, 6, 17, 4⟩ ⟨19, 28, 6, 2⟩ ⟨11, 40, 48, 2⟩ ⟨16, 22, 32, 0⟩ ⟨21, 22, 42, 2⟩
⟨12, 2, 9, 1⟩ ⟨2, 31, 33, 0⟩ ⟨12, 16, 44, 5⟩ ⟨16, 43, 27, 1⟩ ⟨28, 13, 33, 5⟩
⟨18, 6, 2, 5⟩ ⟨5, 16, 11, 4⟩ ⟨12, 26, 37, 3⟩ ⟨16, 53, 30, 2⟩ ⟨29, 10, 44, 0⟩
⟨3, 0, 27, 5⟩ ⟨6, 14, 16, 3⟩ ⟨13, 34, 52, 1⟩ ⟨17, 33, 39, 2⟩ ⟨14, 22, 46, 4⟩
⟨3, 29, 8, 1⟩ ⟨7, 20, 13, 3⟩ ⟨13, 45, 35, 4⟩ ⟨17, 40, 26, 5⟩ ⟨17, 41, 53, 0⟩
⟨4, 17, 8, 3⟩ ⟨7, 25, 37, 5⟩

㺞 5.8 ᴶ Վ (4t, 5, [2, 2])3-码 的 ะ ⹶ 码 ᆍθt ∈

{6, 7, 9, 11, 13, 17}

t ะ⹶码ᆍ

6
⟨1, 9, 4, 7⟩ ⟨1, 3, 5, 10⟩ ⟨1, 5, 19, 21⟩ ⟨1, 10, 11, 14⟩ ⟨1, 22, 9, 16⟩
⟨0, 4, 9, 23⟩ ⟨0, 9, 14, 20⟩ ⟨0, 10, 13, 17⟩ ⟨1, 20, 18, 22⟩ ⟨0, 18, 10, 15⟩
⟨1, 18, 0, 2⟩

7
⟨0, 11, 1, 6⟩ ⟨1, 3, 8, 16⟩ ⟨0, 1, 23, 26⟩ ⟨0, 13, 17, 24⟩ ⟨1, 19, 21, 27⟩
⟨0, 9, 2, 19⟩ ⟨1, 8, 7, 17⟩ ⟨0, 19, 3, 15⟩ ⟨0, 16, 20, 21⟩ ⟨0, 18, 12, 25⟩
⟨1, 14, 2, 4⟩ ⟨1, 9, 0, 18⟩ ⟨0, 2, 10, 13⟩

9

⟨1, 3, 4, 35⟩ ⟨0, 8, 13, 15⟩ ⟨1, 32, 5, 34⟩ ⟨0, 24, 14, 30⟩ ⟨1, 16, 24, 28⟩
⟨0, 2, 22, 31⟩ ⟨1, 25, 6, 27⟩ ⟨0, 13, 23, 24⟩ ⟨0, 27, 10, 21⟩ ⟨1, 12, 10, 16⟩
⟨0, 3, 25, 28⟩ ⟨1, 26, 9, 29⟩ ⟨0, 15, 27, 35⟩ ⟨1, 11, 25, 32⟩ ⟨0, 20, 16, 17⟩
⟨0, 31, 1, 11⟩ ⟨1, 31, 8, 30⟩
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11

⟨0, 5, 4, 21⟩ ⟨0, 24, 8, 33⟩ ⟨1, 21, 4, 40⟩ ⟨0, 17, 15, 26⟩ ⟨1, 34, 19, 22⟩
⟨0, 6, 1, 16⟩ ⟨0, 28, 3, 41⟩ ⟨1, 35, 8, 27⟩ ⟨0, 23, 20, 34⟩ ⟨0, 1, 35, 36⟩
⟨1, 2, 7, 39⟩ ⟨0, 4, 11, 27⟩ ⟨1, 5, 25, 33⟩ ⟨1, 26, 32, 38⟩ ⟨1, 10, 6, 41⟩
⟨1, 3, 5, 15⟩ ⟨0, 9, 17, 24⟩ ⟨0, 12, 14, 30⟩ ⟨1, 30, 11, 24⟩ ⟨0, 13, 42, 43⟩
⟨1, 33, 14, 34⟩

13

⟨0, 44, 8, 9⟩ ⟨0, 43, 3, 49⟩ ⟨1, 32, 5, 42⟩ ⟨0, 18, 37, 38⟩ ⟨0, 49, 40, 51⟩
⟨0, 14, 4, 48⟩ ⟨0, 7, 12, 36⟩ ⟨1, 49, 4, 24⟩ ⟨0, 24, 31, 39⟩ ⟨1, 18, 12, 47⟩
⟨0, 19, 5, 27⟩ ⟨1, 15, 2, 29⟩ ⟨1, 7, 17, 51⟩ ⟨0, 29, 14, 47⟩ ⟨1, 21, 43, 46⟩
⟨0, 3, 23, 50⟩ ⟨1, 22, 0, 14⟩ ⟨0, 11, 32, 41⟩ ⟨0, 39, 11, 35⟩ ⟨1, 35, 16, 32⟩
⟨0, 30, 2, 21⟩ ⟨1, 3, 20, 37⟩ ⟨0, 12, 13, 18⟩ ⟨0, 45, 28, 33⟩ ⟨1, 40, 10, 33⟩

17

⟨0, 1, 7, 17⟩ ⟨0, 41, 1, 13⟩ ⟨0, 14, 37, 66⟩ ⟨0, 56, 46, 50⟩ ⟨1, 45, 44, 52⟩
⟨0, 4, 3, 39⟩ ⟨0, 49, 2, 51⟩ ⟨0, 16, 25, 26⟩ ⟨0, 57, 43, 54⟩ ⟨1, 50, 27, 64⟩
⟨1, 5, 6, 30⟩ ⟨0, 9, 19, 32⟩ ⟨0, 23, 38, 47⟩ ⟨0, 66, 22, 28⟩ ⟨1, 52, 13, 20⟩
⟨0, 24, 5, 40⟩ ⟨1, 11, 9, 49⟩ ⟨0, 36, 21, 27⟩ ⟨1, 16, 28, 58⟩ ⟨1, 53, 43, 57⟩
⟨0, 27, 8, 20⟩ ⟨1, 55, 4, 19⟩ ⟨0, 40, 33, 55⟩ ⟨1, 37, 14, 15⟩ ⟨1, 66, 54, 61⟩
⟨0, 33, 4, 44⟩ ⟨1, 9, 31, 56⟩ ⟨0, 45, 18, 41⟩ ⟨1, 40, 32, 51⟩ ⟨1, 43, 34, 37⟩
⟨0, 37, 6, 57⟩ ⟨0, 13, 48, 65⟩ ⟨0, 55, 31, 64⟩

㺞 5.9 ᴶՎ (4t + 1, 5, [2, 2])3-码的ะ⹶码ᆍθt ∈

{6, 7, 9, 11, 13, 17}

t ะ⹶码ᆍ

6
⟨0, 4, 1, 3⟩ ⟨0, 16, 5, 6⟩ ⟨0, 17, 9, 19⟩ ⟨0, 3, 16, 23⟩ ⟨0, 11, 4, 21⟩
⟨0, 1, 8, 12⟩

7
⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 3, 19, 25⟩ ⟨0, 7, 18, 27⟩ ⟨0, 14, 21, 26⟩ ⟨0, 11, 10, 17⟩
⟨0, 10, 5, 23⟩ ⟨0, 6, 14, 15⟩

9
⟨0, 5, 9, 22⟩ ⟨0, 28, 6, 35⟩ ⟨0, 34, 2, 29⟩ ⟨0, 19, 30, 31⟩ ⟨0, 30, 27, 33⟩
⟨0, 1, 19, 24⟩ ⟨0, 31, 8, 20⟩ ⟨0, 15, 25, 28⟩ ⟨0, 20, 21, 36⟩

11
⟨0, 2, 9, 43⟩ ⟨0, 16, 1, 20⟩ ⟨0, 31, 34, 42⟩ ⟨0, 40, 16, 33⟩ ⟨0, 39, 23, 26⟩
⟨0, 11, 6, 10⟩ ⟨0, 35, 2, 27⟩ ⟨0, 33, 19, 24⟩ ⟨0, 42, 14, 15⟩ ⟨0, 17, 25, 39⟩
⟨0, 15, 5, 28⟩

13
⟨0, 52, 5, 9⟩ ⟨0, 3, 24, 45⟩ ⟨0, 4, 39, 51⟩ ⟨0, 10, 38, 40⟩ ⟨0, 45, 23, 33⟩
⟨0, 12, 7, 44⟩ ⟨0, 32, 4, 22⟩ ⟨0, 6, 14, 19⟩ ⟨0, 26, 29, 52⟩ ⟨0, 34, 46, 49⟩
⟨0, 17, 1, 34⟩ ⟨0, 39, 2, 36⟩ ⟨0, 9, 20, 27⟩

17

⟨0, 67, 5, 8⟩ ⟨0, 8, 52, 65⟩ ⟨0, 22, 14, 33⟩ ⟨0, 38, 59, 64⟩ ⟨0, 68, 15, 50⟩
⟨0, 43, 1, 34⟩ ⟨0, 9, 29, 39⟩ ⟨0, 25, 18, 67⟩ ⟨0, 52, 46, 54⟩ ⟨0, 29, 38, 53⟩
⟨0, 58, 6, 45⟩ ⟨0, 10, 22, 68⟩ ⟨0, 27, 31, 55⟩ ⟨0, 57, 23, 37⟩ ⟨0, 63, 13, 66⟩
⟨0, 7, 43, 47⟩ ⟨0, 16, 41, 48⟩
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㺞 5.10 ᴶՎ (4t+2, 5, [2, 2])3-码的ะ⹶码ᆍθt ∈ [6, 11]∪

{13, 14, 17}

t ะ⹶码ᆍ

6
⟨0, 2, 7, 8⟩ ⟨0, 8, 1, 10⟩ ⟨0, 4, 15, 22⟩ ⟨0, 3, 12, 17⟩ ⟨0, 5, 21, 25⟩
⟨0, 1, 4, 24⟩

7
⟨0, 19, 7, 8⟩ ⟨0, 10, 2, 13⟩ ⟨0, 3, 23, 28⟩ ⟨0, 16, 10, 12⟩ ⟨0, 6, 11, 27⟩
⟨0, 25, 1, 9⟩ ⟨0, 17, 4, 16⟩

8
⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 3, 12, 26⟩ ⟨0, 5, 27, 33⟩ ⟨0, 9, 20, 30⟩ ⟨0, 16, 29, 32⟩
⟨0, 2, 7, 8⟩ ⟨0, 4, 14, 19⟩ ⟨0, 6, 24, 31⟩

9
⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 11, 8, 36⟩ ⟨0, 3, 12, 16⟩ ⟨0, 5, 20, 23⟩ ⟨0, 7, 31, 37⟩
⟨0, 2, 7, 34⟩ ⟨0, 15, 6, 26⟩ ⟨0, 4, 14, 21⟩ ⟨0, 6, 28, 33⟩

10
⟨0, 1, 2, 4⟩ ⟨0, 4, 13, 16⟩ ⟨0, 6, 24, 35⟩ ⟨0, 14, 34, 40⟩ ⟨0, 17, 14, 36⟩
⟨0, 2, 7, 8⟩ ⟨0, 5, 22, 37⟩ ⟨0, 8, 31, 38⟩ ⟨0, 16, 27, 41⟩ ⟨0, 18, 28, 33⟩

11
⟨0, 14, 1, 21⟩ ⟨0, 10, 16, 32⟩ ⟨0, 17, 11, 29⟩ ⟨0, 28, 13, 42⟩ ⟨0, 16, 25, 44⟩
⟨0, 40, 4, 18⟩ ⟨0, 12, 17, 20⟩ ⟨0, 19, 38, 45⟩ ⟨0, 37, 34, 39⟩ ⟨0, 24, 15, 27⟩
⟨0, 5, 35, 41⟩

13
⟨0, 2, 7, 8⟩ ⟨0, 3, 12, 16⟩ ⟨0, 7, 35, 49⟩ ⟨0, 12, 11, 46⟩ ⟨0, 22, 37, 43⟩
⟨0, 1, 40, 52⟩ ⟨0, 4, 14, 48⟩ ⟨0, 8, 31, 41⟩ ⟨0, 14, 17, 50⟩ ⟨0, 21, 22, 25⟩
⟨0, 11, 2, 30⟩ ⟨0, 6, 24, 32⟩ ⟨0, 9, 29, 47⟩

14
⟨0, 57, 1, 3⟩ ⟨0, 3, 12, 52⟩ ⟨0, 7, 28, 41⟩ ⟨0, 14, 22, 39⟩ ⟨0, 42, 35, 55⟩
⟨0, 17, 6, 37⟩ ⟨0, 4, 14, 19⟩ ⟨0, 8, 31, 46⟩ ⟨0, 19, 11, 17⟩ ⟨0, 49, 33, 44⟩
⟨0, 20, 5, 27⟩ ⟨0, 6, 24, 32⟩ ⟨0, 12, 48, 57⟩ ⟨0, 24, 40, 54⟩

17

⟨0, 7, 5, 19⟩ ⟨0, 8, 18, 24⟩ ⟨0, 24, 11, 50⟩ ⟨0, 44, 14, 36⟩ ⟨0, 66, 38, 54⟩
⟨0, 2, 15, 39⟩ ⟨0, 15, 59, 67⟩ ⟨0, 34, 51, 55⟩ ⟨0, 49, 27, 45⟩ ⟨0, 40, 31, 65⟩
⟨0, 28, 7, 30⟩ ⟨0, 17, 20, 64⟩ ⟨0, 39, 22, 32⟩ ⟨0, 50, 23, 56⟩ ⟨0, 65, 29, 69⟩
⟨0, 38, 1, 46⟩ ⟨0, 19, 28, 60⟩

㺞 5.11 ᴶՎ (4t+ 11, 5, [2, 2])3-码的码ᆍθt ∈ {0, 1, 2}

t 码ᆍ䳼合

0

⟨0, 1, 2, 9⟩ ⟨2, 3, 1, 6⟩ ⟨5, 6, 2, 8⟩ ⟨1, 2, 4, 10⟩ ⟨7, 10, 3, 5⟩
⟨0, 4, 3, 8⟩ ⟨2, 4, 0, 5⟩ ⟨6, 7, 0, 9⟩ ⟨2, 10, 7, 8⟩ ⟨8, 10, 1, 9⟩
⟨0, 8, 5, 7⟩ ⟨2, 5, 3, 9⟩ ⟨6, 9, 1, 5⟩ ⟨3, 10, 0, 2⟩ ⟨4, 9, 2, 6⟩
⟨1, 3, 5, 8⟩ ⟨3, 6, 4, 7⟩ ⟨7, 9, 4, 8⟩ ⟨3, 4, 9, 10⟩ ⟨0, 7, 1, 10⟩
⟨1, 8, 0, 6⟩ ⟨4, 5, 1, 7⟩ ⟨0, 10, 4, 6⟩ ⟨5, 9, 0, 10⟩ ⟨6, 8, 3, 10⟩
⟨1, 9, 3, 7⟩
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最优常重复合码的组合递归构造

1

⟨0, 2, 5, 8⟩ ⟨1, 4, 9, 11⟩ ⟨4, 10, 0, 6⟩ ⟨0, 1, 10, 12⟩ ⟨10, 12, 5, 14⟩
⟨0, 8, 6, 9⟩ ⟨1, 7, 4, 13⟩ ⟨4, 11, 2, 5⟩ ⟨0, 10, 7, 13⟩ ⟨10, 13, 8, 12⟩
⟨1, 6, 2, 8⟩ ⟨1, 9, 7, 14⟩ ⟨5, 14, 8, 9⟩ ⟨0, 14, 1, 11⟩ ⟨11, 13, 3, 10⟩
⟨1, 8, 0, 3⟩ ⟨2, 11, 0, 9⟩ ⟨5, 6, 4, 12⟩ ⟨11, 12, 1, 8⟩ ⟨11, 14, 7, 12⟩
⟨2, 6, 3, 7⟩ ⟨2, 4, 1, 12⟩ ⟨5, 7, 2, 14⟩ ⟨12, 13, 7, 9⟩ ⟨12, 14, 3, 13⟩
⟨3, 4, 7, 8⟩ ⟨2, 9, 6, 13⟩ ⟨5, 9, 3, 11⟩ ⟨2, 14, 4, 10⟩ ⟨6, 12, 10, 11⟩
⟨5, 8, 1, 7⟩ ⟨3, 10, 2, 9⟩ ⟨7, 10, 1, 3⟩ ⟨2, 3, 11, 14⟩ ⟨8, 11, 13, 14⟩
⟨6, 7, 5, 9⟩ ⟨3, 11, 4, 6⟩ ⟨7, 9, 8, 10⟩ ⟨4, 5, 10, 13⟩ ⟨3, 8, 5, 10⟩
⟨0, 13, 2, 4⟩ ⟨3, 6, 1, 13⟩ ⟨8, 9, 2, 12⟩ ⟨6, 13, 0, 14⟩ ⟨9, 13, 1, 5⟩
⟨0, 4, 3, 14⟩ ⟨3, 7, 0, 12⟩ ⟨9, 12, 0, 4⟩ ⟨7, 13, 6, 11⟩ ⟨8, 10, 4, 11⟩
⟨1, 14, 5, 6⟩

2

⟨0, 5, 4, 8⟩ ⟨3, 6, 8, 16⟩ ⟨1, 3, 13, 14⟩ ⟨4, 9, 11, 18⟩ ⟨10, 16, 8, 13⟩
⟨1, 9, 2, 7⟩ ⟨3, 7, 5, 15⟩ ⟨10, 15, 3, 6⟩ ⟨5, 11, 3, 16⟩ ⟨10, 17, 5, 11⟩
⟨2, 8, 5, 6⟩ ⟨4, 10, 0, 2⟩ ⟨11, 16, 1, 9⟩ ⟨5, 16, 7, 12⟩ ⟨12, 16, 2, 10⟩
⟨2, 9, 3, 8⟩ ⟨4, 5, 1, 15⟩ ⟨11, 18, 2, 8⟩ ⟨6, 11, 0, 10⟩ ⟨13, 14, 7, 10⟩
⟨4, 7, 8, 9⟩ ⟨4, 8, 3, 14⟩ ⟨12, 14, 1, 8⟩ ⟨6, 15, 2, 12⟩ ⟨15, 18, 5, 14⟩
⟨6, 9, 1, 4⟩ ⟨5, 6, 9, 18⟩ ⟨13, 16, 4, 6⟩ ⟨6, 8, 11, 13⟩ ⟨2, 16, 14, 18⟩
⟨0, 11, 5, 7⟩ ⟨6, 14, 3, 5⟩ ⟨13, 17, 0, 8⟩ ⟨7, 11, 6, 18⟩ ⟨4, 18, 12, 13⟩
⟨0, 18, 1, 6⟩ ⟨7, 13, 2, 3⟩ ⟨14, 15, 4, 9⟩ ⟨7, 12, 4, 14⟩ ⟨5, 15, 10, 13⟩
⟨1, 13, 5, 9⟩ ⟨8, 17, 1, 2⟩ ⟨17, 18, 3, 7⟩ ⟨7, 15, 1, 11⟩ ⟨6, 17, 14, 15⟩
⟨1, 5, 6, 11⟩ ⟨0, 10, 9, 14⟩ ⟨2, 13, 1, 12⟩ ⟨7, 9, 13, 16⟩ ⟨9, 18, 10, 15⟩
⟨1, 7, 0, 12⟩ ⟨0, 12, 3, 11⟩ ⟨2, 17, 4, 13⟩ ⟨8, 10, 7, 15⟩ ⟨10, 14, 16, 17⟩
⟨1, 8, 4, 10⟩ ⟨0, 14, 2, 13⟩ ⟨2, 3, 10, 11⟩ ⟨8, 14, 0, 18⟩ ⟨11, 12, 13, 15⟩
⟨2, 12, 0, 9⟩ ⟨0, 7, 10, 17⟩ ⟨3, 10, 1, 18⟩ ⟨8, 18, 9, 17⟩ ⟨11, 13, 14, 17⟩
⟨2, 6, 7, 17⟩ ⟨0, 8, 12, 16⟩ ⟨3, 17, 9, 12⟩ ⟨9, 14, 6, 12⟩ ⟨12, 17, 16, 18⟩
⟨3, 12, 6, 7⟩ ⟨1, 15, 8, 18⟩ ⟨4, 12, 5, 17⟩ ⟨9, 15, 0, 17⟩ ⟨13, 18, 11, 16⟩
⟨3, 18, 0, 4⟩ ⟨1, 16, 3, 17⟩ ⟨4, 15, 7, 16⟩ ⟨0, 13, 15, 18⟩ ⟨14, 16, 11, 15⟩
⟨3, 5, 2, 17⟩ ⟨1, 2, 15, 16⟩ ⟨4, 17, 6, 10⟩ ⟨10, 11, 4, 12⟩

㺞 5.12 ᴶ Վ (n, 5, [2, 2])3-码 的 ะ ⹶ 码 ᆍθn ∈

{35, 39, 43, 47}

n ะ⹶码ᆍ

35

⟨2, 26, 6, 1⟩ ⟨25, 20, 2, 8⟩ ⟨11, 4, 23, 34⟩ ⟨20, 18, 27, 7⟩ ⟨9, 24, 14, 18⟩
⟨33, 0, 4, 3⟩ ⟨27, 2, 9, 11⟩ ⟨12, 10, 32, 3⟩ ⟨22, 11, 28, 6⟩ ⟨11, 20, 12, 24⟩
⟨5, 9, 7, 24⟩ ⟨27, 4, 20, 5⟩ ⟨12, 17, 7, 25⟩ ⟨22, 33, 7, 13⟩ ⟨13, 30, 21, 14⟩
⟨1, 0, 27, 16⟩ ⟨3, 12, 5, 27⟩ ⟨12, 27, 19, 0⟩ ⟨23, 24, 16, 0⟩ ⟨14, 10, 31, 16⟩
⟨10, 8, 2, 28⟩ ⟨6, 32, 9, 22⟩ ⟨12, 6, 28, 23⟩ ⟨3, 14, 23, 26⟩ ⟨17, 24, 11, 21⟩
⟨11, 31, 0, 7⟩ ⟨8, 28, 17, 7⟩ ⟨17, 21, 1, 31⟩ ⟨3, 34, 20, 15⟩ ⟨18, 12, 10, 29⟩
⟨13, 0, 32, 6⟩ ⟨0, 23, 18, 30⟩ ⟨19, 5, 13, 27⟩ ⟨30, 19, 0, 22⟩ ⟨23, 18, 13, 22⟩
⟨17, 34, 0, 8⟩ ⟨1, 20, 32, 22⟩ ⟨2, 11, 31, 13⟩ ⟨31, 5, 10, 12⟩ ⟨27, 15, 12, 14⟩
⟨21, 9, 0, 32⟩ ⟨10, 26, 0, 14⟩ ⟨20, 12, 4, 34⟩ ⟨7, 25, 21, 20⟩ ⟨32, 13, 17, 19⟩
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39

⟨2, 3, 32, 4⟩ ⟨5, 37, 8, 21⟩ ⟨16, 20, 4, 14⟩ ⟨5, 19, 38, 22⟩ ⟨18, 26, 35, 10⟩
⟨2, 4, 28, 9⟩ ⟨5, 8, 35, 15⟩ ⟨16, 35, 23, 1⟩ ⟨5, 22, 24, 33⟩ ⟨18, 27, 30, 26⟩
⟨5, 34, 2, 1⟩ ⟨7, 38, 4, 11⟩ ⟨18, 36, 27, 8⟩ ⟨5, 33, 13, 11⟩ ⟨18, 28, 22, 14⟩
⟨18, 30, 9, 1⟩ ⟨9, 13, 33, 1⟩ ⟨23, 24, 2, 31⟩ ⟨9, 30, 27, 22⟩ ⟨19, 22, 37, 12⟩
⟨25, 30, 6, 2⟩ ⟨10, 36, 14, 3⟩ ⟨23, 25, 21, 5⟩ ⟨10, 12, 20, 33⟩ ⟨19, 28, 24, 18⟩
⟨3, 0, 14, 15⟩ ⟨11, 28, 5, 23⟩ ⟨23, 37, 18, 6⟩ ⟨11, 26, 27, 12⟩ ⟨23, 35, 14, 10⟩
⟨5, 12, 30, 3⟩ ⟨11, 34, 10, 9⟩ ⟨26, 34, 8, 18⟩ ⟨11, 31, 16, 20⟩ ⟨24, 19, 36, 14⟩
⟨5, 13, 32, 9⟩ ⟨12, 19, 34, 1⟩ ⟨4, 38, 25, 20⟩ ⟨12, 14, 27, 18⟩ ⟨24, 21, 33, 17⟩
⟨5, 30, 23, 7⟩ ⟨13, 23, 38, 8⟩ ⟨5, 10, 36, 27⟩ ⟨16, 14, 30, 10⟩ ⟨26, 32, 23, 20⟩
⟨5, 31, 4, 18⟩ ⟨16, 17, 3, 34⟩ ⟨5, 11, 37, 25⟩ ⟨18, 25, 31, 13⟩

43

⟨11, 0, 9, 2⟩ ⟨8, 2, 21, 24⟩ ⟨24, 5, 30, 21⟩ ⟨7, 34, 12, 13⟩ ⟨25, 22, 15, 29⟩
⟨37, 7, 5, 3⟩ ⟨9, 1, 28, 34⟩ ⟨25, 36, 27, 6⟩ ⟨8, 18, 30, 39⟩ ⟨26, 35, 15, 19⟩
⟨8, 3, 6, 10⟩ ⟨11, 14, 38, 6⟩ ⟨27, 32, 13, 5⟩ ⟨9, 21, 17, 39⟩ ⟨27, 25, 33, 28⟩
⟨20, 7, 37, 4⟩ ⟨12, 14, 9, 32⟩ ⟨29, 16, 6, 21⟩ ⟨11, 35, 29, 31⟩ ⟨28, 16, 12, 41⟩
⟨23, 36, 0, 3⟩ ⟨12, 31, 42, 6⟩ ⟨3, 19, 42, 17⟩ ⟨12, 40, 22, 27⟩ ⟨28, 27, 37, 18⟩
⟨25, 4, 5, 36⟩ ⟨14, 5, 18, 23⟩ ⟨32, 7, 25, 30⟩ ⟨14, 30, 35, 15⟩ ⟨32, 30, 17, 18⟩
⟨27, 4, 39, 3⟩ ⟨15, 29, 3, 41⟩ ⟨33, 12, 8, 23⟩ ⟨15, 33, 28, 22⟩ ⟨33, 27, 21, 10⟩
⟨3, 5, 13, 39⟩ ⟨17, 39, 18, 0⟩ ⟨39, 31, 28, 2⟩ ⟨17, 20, 28, 32⟩ ⟨40, 16, 23, 15⟩
⟨5, 33, 25, 9⟩ ⟨21, 1, 16, 32⟩ ⟨40, 11, 4, 10⟩ ⟨20, 27, 14, 26⟩ ⟨42, 17, 12, 30⟩
⟨5, 34, 8, 17⟩ ⟨21, 19, 11, 0⟩ ⟨40, 19, 28, 5⟩ ⟨21, 14, 41, 31⟩ ⟨25, 16, 13, 32⟩
⟨6, 1, 41, 30⟩ ⟨22, 7, 16, 36⟩ ⟨42, 12, 18, 1⟩

47

⟨1, 7, 3, 28⟩ ⟨13, 36, 35, 2⟩ ⟨4, 11, 28, 39⟩ ⟨10, 16, 22, 17⟩ ⟨27, 32, 22, 38⟩
⟨18, 1, 8, 44⟩ ⟨17, 22, 18, 8⟩ ⟨4, 15, 23, 46⟩ ⟨10, 21, 35, 44⟩ ⟨28, 37, 24, 14⟩
⟨32, 26, 8, 5⟩ ⟨17, 32, 1, 26⟩ ⟨4, 24, 37, 17⟩ ⟨14, 18, 19, 38⟩ ⟨30, 44, 23, 19⟩
⟨4, 5, 43, 10⟩ ⟨19, 4, 14, 27⟩ ⟨4, 30, 44, 22⟩ ⟨15, 21, 27, 33⟩ ⟨31, 13, 27, 28⟩
⟨5, 44, 31, 0⟩ ⟨20, 42, 22, 5⟩ ⟨4, 33, 41, 13⟩ ⟨15, 22, 37, 26⟩ ⟨31, 29, 41, 33⟩
⟨6, 10, 42, 0⟩ ⟨22, 36, 33, 5⟩ ⟨4, 40, 15, 32⟩ ⟨15, 44, 17, 35⟩ ⟨32, 44, 33, 13⟩
⟨6, 2, 22, 14⟩ ⟨25, 33, 45, 5⟩ ⟨42, 4, 19, 18⟩ ⟨18, 17, 16, 43⟩ ⟨35, 12, 39, 17⟩
⟨6, 25, 23, 3⟩ ⟨27, 44, 2, 11⟩ ⟨43, 28, 2, 13⟩ ⟨18, 36, 31, 10⟩ ⟨45, 26, 27, 20⟩
⟨7, 38, 20, 8⟩ ⟨31, 11, 14, 8⟩ ⟨44, 9, 25, 28⟩ ⟨19, 26, 16, 35⟩ ⟨46, 32, 23, 31⟩
⟨7, 44, 29, 6⟩ ⟨31, 26, 1, 38⟩ ⟨45, 13, 10, 0⟩ ⟨21, 34, 12, 46⟩ ⟨6, 19, 38, 13⟩
⟨11, 10, 5, 40⟩ ⟨32, 1, 35, 30⟩ ⟨5, 13, 45, 26⟩ ⟨24, 40, 23, 11⟩ ⟨25, 34, 22, 43⟩
⟨12, 46, 4, 16⟩ ⟨34, 41, 13, 5⟩
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6 ਥ࠼码рс⮂的研究

6.1 ਥ࠼码ㆶԁ

ѰҼᣫᣍཐ჈։޻ᇯ的合䉁⣥㖠中ᴶᑮ㿷的ᒩൽ᭱࠱θTrappeㅿӰ൞ 2003ᒪᨆ

Ҽ࠰ t-ᕯᙝфᣍ合䉁码δt-Resilient AND Anti-Collusion Codeθt-AND-ACCε的Ᾰᘫ⭞

ᶛ䞃合编码䈹࡬θ䗴ࡦỶ⎁ᴶཐ tѠᚬᝅ⭞ᡭ৸ф的ᒩൽ᭱࠱ [173]Ⱦީ ӄ t-AND-ACC

的ᶺ䙖方法ਥԛ൞䈮ཐᮽ⥤中ᢴࡦ [36,66,117,173]Ⱦռ䚍៴的ᱥθt-AND-ACCᡶ᭥ᤷ的

ᦾᵹ⭞ᡭᮦⴤ൞ᇔ⭞的ཐ჈։᤽㓯㌱㔕中ԃᱴу䏩Ⱦ

ѰҼށᵃ t-AND-ACCᡶ᭥ᤷ的ᦾᵹ⭞ᡭᮦⴤу䏩的ࣙࣵθChengф Miao൞

2011ᒪᨆ࠰Ҽ t-ᕯᙝ䙱䗇ᣍ合䉁码δt-Resilient Logical Anti-Collusion Codeθt-LACCε

ૂфҁ⴮ީ的 t-ਥ࠼码δt-Separable Codeθt-SCεㅿ᯦Ᾰᘫ [36]ȾӁᇔрθжѠӂݹ t-ਥ

码ㅿԭӄжѠ࠼ t-LACCȾ↚ཌθཐݹਥ࠼码ҕਥԛ⭞ӄ䙈ᖈᶺ䙖ӂݹ的᛻ᖘȾ֒ 㘻

䇷᱄Ҽθt-LACCф t-AND-ACCޭᴿ⴮ੂ的䘳䑠㜳࣑θռࢃ㘻的㾷≸ᴪᕧȾะӄж类

⢯⇀的 t-LACCθԌԢᨆ࠰ҼжѠ儎᭾的Ỷ⎁㇍法θਥԛ൞жѠཝ的ཐ჈։᤽㓯㌱㔕

中᤽䇚࠰㠩ཐ tѠ৸фᒩൽ᭱࠱的ᚬᝅ⭞ᡭȾ

൞੄㔣的ᐛ֒中θਥ࠼码的ᆎ൞ᙝ问题ᡆѰީ⌞的䠃⛯ȾChengㅿӰᨆ࠰Ҽж

ӑрс⮂զ䇗θᒬᶺ䙖࠰䮵ᓜѰ 2ૂ 3ᰬθ䜞࠼৸ᮦ的ᴶՎ 2-ਥ࠼码 [35]Ⱦ൞ᵢㄖ中θ

ᡇԢՐ㔝㔣研究 2-ਥ࠼码的рс⮂问题Ⱦޭ ։޻ᇯᆿᧈྸсȾㅢ 6.2㢸ሼ⭞ᶛഔ亴

⴮ީ的Ᾰᘫૂᐨ⸛㔉᷒Ⱦ൞ㅢ 6.3㢸中θᡇԢሼཝᑻ᭯䘑 2-ਥ࠼码ᐨ⸛的р⮂θੂ ᰬ

䘎ሼ㘹㲇ਥ࠼码ᱥжѠ㓵ᙝ码ᰬ的᛻߫ȾJ ੄൞ㅢ 6.4㢸中θᡇԢሼՐ࡟ࡡ࠼⭞䳅ᵰ

方法ᡌ⺤ᇐᙝᶺ䙖方法θᗍࡦԱᝅ䮵ᓜਥ࠼码的ᆎ൞ᙝ㔉᷒Ⱦ

6.2 人༽⸛䇼

俌ݾഔᗼжс码的ᇐѿȾ䇴 nθMૂ qᱥпѠ↙᮪ᮦθᒬъQᱥжѠཝቅѰ |Q| =

q的ᆍ∃㺞θ䙐ᑮ਌Q = {0, 1, . . . , q−1}ȾᡇԢሼੇ䠅䳼合 C = {c1,c2, . . . ,cM} ⊆ Qn
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〦ѰжѠ(n,M, q)-码θެ 中的∅Ѡੇ䠅ਡڐжѠ码ᆍȾᖉ Q = {0, 1}ᰬθᡇԢҕሼж

Ѡ (n,M, 2)-码〦Ѱӂݹ码Ⱦ

ᇐѿ 6.1. 䇴ٽ Cᱥᆍ∃㺞Q = {0, 1}р的жѠ (n,M, 2)-码θᒬ䇴 t ≥ 2ᱥжѠ᮪ᮦȾ

• 㤛ሯӄԱᝅњѠ码ᆍ䳼合 C1, C2 ⊆ Cθ┗䏩 |C1| ≤ tθ|C2| ≤ tθᒬъ C1 ̸= C2θс䶘

的уㅿᕅ䜳ᡆ㄁ ∧
c∈C1

c ̸=
∧
c∈C2

cθ

ެ中
∧
㺞⽰䙆փδBitwiseε䙱䗇ćфĈδANDε䘆㇍Ⱦ䛙ѾᡇԢ〦 C ᱥжѠt-

AND-ACC(n,M, 2)Ⱦ

• 㤛ሯӄԱᝅњѠ码ᆍ䳼合 C1, C2 ⊆ Cθ┗䏩 |C1| ≤ tθ|C2| ≤ tθᒬъ C1 ̸= C2θс䶘

њѠуㅿᕅ中㠩ቇᴿжѠᡆ㄁φ

∨
c∈C1

c ̸=
∨
c∈C2

cθ ᡌ
∧
c∈C1

c ̸=
∧
c∈C2

cθ

ެ中
∨
㺞⽰䙆փ䙱䗇ćᡌĈδORε䘆㇍Ⱦ䛙ѾᡇԢቧሼ C〦ѰжѠt-LACC(n,M, 2)Ⱦ

ሯӄ᮪ᮦ iθ1 ≤ i ≤ nθᡇԢ⭞ c(i)㺞⽰ੇ䠅 c ∈ Qnㅢ iѠփ㖤р的ٲȾ㙂ሯӄ

жѠੇ䠅䳼合 C ⊆ QnθᡇԢੂṭ〦 C 的ㅢ iփѰ䳼合φ

C(i) = {c(i) ∈ Q | c ∈ C}Ⱦ

ᡇԢ߃ᇐѿφ

desc(C) = {x ∈ Qn | x(i) ∈ C(i), 1 ≤ i ≤ n}

= C(1)× · · · × C(n)Ⱦ

঩䳼合 desc(C)ᱥᡶᴿਥԛ⭧ C 中的码ᆍ䙐䗽合䉁ᡶӝ⭕的 n䮵ੇ䠅组ᡆ的䳼合Ⱦ

ᇐѿ 6.2. 䇴ٽ C ᱥжѠ (n,M, q)-码θᒬъ᮪ᮦ t ≥ 2Ⱦ

• ྸ᷒ሯӄԱᝅњѠ码ᆍ䳼合 C1, C2 ⊆ Cθ┗䏩ᶗԬ |C1| = |C2| = tθᒬъ C1 ̸= C2θ

ൽᴿ desc(C1) ̸= desc(C2)θ঩㠩ቇᆎ൞жѠආḽփ㖤 iθ1 ≤ i ≤ nθֵ ᗍ

C1(i) ̸= C2(i)Ⱦ䛙ѾᡇԢቧ〦 C ᱥжѠt-可分码θ䇦֒ t-SC(n,M, q)Ⱦ
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• ྸ᷒ሯӄԱᝅњѠ码ᆍ䳼合 C1, C2 ⊆ Cθ┗䏩ᶗԬ |C1| ≤ tθ|C2| ≤ tθᒬъ

C1 ̸= C2θ䜳ᴿ desc(C1) ̸= desc(C2)θ঩㠩ቇᆎ൞жѠփ㖤 iθ1 ≤ i ≤ nθֵ ᗍ

C1(i) ̸= C2(i)Ⱦ䛙ѾᡇԢቧ〦 C ᱥжѠt-可分码θ䇦֒ t-SC(n,M, q)Ⱦ

• ྸ᷒ሯӄԱᝅжѠ码ᆍ䳼合 C1 ⊆ Cθ┗䏩ᶗԬ |C1| ≤ tθ䜳ᴿ desc(C1)∩C = C1θ

঩ሯӄԱᝅ c ∈ C \ C1θ䜳㠩ቇᆎ൞жѠආḽ iθ1 ≤ i ≤ nθֵ ᗍ c(i) ̸∈

(desc(C1))(i) = C1(i)Ⱦ䛙ѾᡇԢቧ〦 C ᱥжѠt-防诬陷码δFrameproof Codeθ

FPCεθ䇦֒ t-FPC(n,M, q)Ⱦ

䘏ӑ码ҁ䰪ᴿྸс的жӑީ㌱Ⱦ

引理 6.3 (Cheng等 [35])：一个 (n,M, q)-码 C 是 t-可分码，当且仅当 C 同时是

(t− 1)-防诬陷码和 t-可分码。另一方面，所有 t-防诬陷码都是 t-可分码。

引理 6.4：如果同时存在一个 t-SC(n1,M, q) 和一个 t-SC(n2, q, 2)，那么存在一个

t-SC(n1n2,M, 2)。

⴪㿸൦ⵁθжѠ t-ਥ࠼码中Աᝅ tѠӰ合䉁ӝ⭕的ੇ䠅䳼合䜳уੂӄਜཌ tѠ

Ӱ合䉁ӝ⭕的χt-ਥ࠼码中ԱᝅњѠу䎻䗽 tӰ的䳼։合䉁ᡶ㜳ཕᗍࡦ的ੇ䠅䳼合ᱥ

уੂ的χ㙂 t-䱨䈢䲭码䠂θԱᝅу䎻䗽 tӰ的合䉁䳼ഘ䜳у㜳䈢䲭ԌԢҁཌ的ḆѠ⭞

ᡭȾ

䘎ᴿж类㻡ᒵ⌑研究的⴮ީᾸᘫᱥ࠼⿱૾ᑂᰅδSeparating Hash FamilyθSHFεθ

ҕᴿ学㘻ሼެ〦Ѱ࠼⿱码δSeparating Codeε[9,141,159]Ⱦ

ᇐѿ 6.5. 䇴 n,m,w1, w2Ѱ↙᮪ᮦθᒬъ n ≥ w1θn ≥ w2ȾԚ X ૂ Y Ѱᴿ䲆䳼θֵ ᗍ

|X| = nъ |Y | = mȾ䇴 F ᱥжӑ࠳ᮦ f : X → Y 组ᡆ的䳼合Ⱦ㤛ሯӄ X 中Աᝅ

њѠу⴮Ӛ的ᆆ䳼 X1, X2 ⊆ Xθެ 中 |X1| = w1 ъ |X2| = w2θ䜳ᆎ൞㠩ቇжѠ࠳ᮦ

f ∈ Fθֵ ᗍ {f(x) | x ∈ X1} ∩ {f(x) | x ∈ X2} = ∅Ⱦ䛙ѾᡇԢቧሼ࠳ᮦ䳼合 F 〦Ѱ

жѠ(n,m, {w1, w2})-分离哈希族θ䇦֒ SHF(N ;n,m, {w1, w2})θެ 中 N = |F|Ⱦ

ᮽ⥤中ᑮᑮ䟽⭞䱫ࡍ的㿸⛯研究૾ᑂ࠳ᮦᰅȾ䇴 F ᱥྸрᇐѿ的жѠ

SHF(N ;n,m, {w1, w2})θ䛙ѾᡇԢਥԛᔰ㄁жѠ䱫ࡍ A ∈ Y N×nᶛ㺞⽰䘏Ѡ SHFȾ⸟

䱫的㺂ḽᱥ F 中的࠳ᮦθ㙂ࡍḽᱥ X 中的ݹ㍖ȾሯӄԱᝅ f ∈ F ૂ x ∈ Xθ䱫ࡍ A
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൞ (f, x)փ㖤р的ٲᱥ A(f, x) = f(x) ∈ YȾሼ䘏Ѡ䱫ࡍ中的ੇࡍ䠅֒Ѱ码ᆍ䳼合θ

ᡇԢቧᗍࡦҼ分离码的ᾸᘫȾ

ᑂᰅф䱨䈢䲭码ҁ䰪ޭᴿྸсᒵѰᡶ⸛的㚊㌱Ⱦ૾⿱࠼

引理 6.6：存在一个 SHF(n;M, q, {1, t})，当且仅当存在一个 t-FPC(n,M, q)。

⭧ӄ t-ਥ࠼码的䮵ᓜ nфཐ჈։޻ᇯ中↙Ӛะؗਭ的ᮦⴤ⴮ީθ㙂码ᆍѠᮦࡏ

ૂਥԛ࠼䞃ࡦᮦᆍ᤽㓯的ᦾᵹ⭞ᡭᮦⴤ⴮ީθᡇԢᓊ䈛࣑࣠ᶺ䙖ޭᴿᴪཐ码ᆍ的

t-ਥ࠼码θੂ ᰬؓᤷ码䮵⴮ሯ䖹ቅȾ䘏ֵ׹ᡇԢ研究 t-SC(n,M, q)的码ᆍѠᮦ的⨼䇰

р⮂ȾԚM(t, n, q)㺞⽰ᡶᴿ䮵ᓜѰ n的 qݹ t-ਥ࠼码中ᴶཝ的码ᆍѠᮦȾᡇԢሼж

Ѡ੡ᴿM =M(t, n, q)Ѡ码ᆍ的ਥ࠼码 t-SC(n,M, q)〦Ѱᱥ最优的Ⱦ

ᡇԢਥԛ࡟⭞ t-ਥ࠼码ф t-䱨䈢䲭码θԛ਀ф࠼⿱૾ᑂᰅҁ䰪的ީ㌱θ㧭ᗍީӄ

M(t, n, q)的р⮂ؗᚥȾ

引理 6.7 (Blackburn 与 Wild [14]，Staddon 等 [153])：设正整数 t ≥ 2。如果存在一个

SHF(n;M, q, {1, t})，那么 M ≤ t(q⌈
n
t ⌉ − 1)。

引理 6.8 (Blackburn [13])：设正整数 t, n,M, q 满足 t ≥ 2，n ≥ 2，并且 M > q。如果

存在一个防诬陷码 t-FPC(n,M, q)，那么

M ≤ max
{
q⌈

n
t ⌉, r(q⌈

n
t ⌉ − 1) + (t− r)(q⌊

n
t ⌋ − 1)

}
，

其中整数 r ∈ {0, 1, . . . , t− 1}，使得 n ≡ r (mod t)。

⌞ᝅࡦθሯӄ几҄ᡶᴿ৸ᮦθрᕅ਩ם中的ㅢӂ亯䜳䖹ཝжӑȾ

ᡇԢᐨ㔅⸛䚉θྸ ᷒ᆎ൞жѠਥ࠼码 t-SC(n,M, q)θ䛙Ѿቧᆎ൞жѠ䱨䈢䲭码

(t − 1)-FPC(n,M, q)θᡌ㘻ㅿԭ的θжѠ࠼⿱૾ᑂᰅ SHF(n;M, q, {1, t − 1})Ⱦс䶘的

㔉䇰⴪᧛ᶛ㠠ӄࢃ䶘њѠᕋ⨼Ⱦ

定理 6.9：如果存在一个 t-SC(n,M, q)，那么

M ≤ (t− 1)(q⌈
n

t−1⌉ − 1)。

特别的，如果 M > q，并且整数 r ∈ {0, 1, . . . , t− 2} 使得 n ≡ r (mod t− 1)，那么

M ≤ max{q⌈
n

t−1⌉, r(q⌈
n

t−1⌉ − 1) + (t− 1− r)(q⌊
n

t−1⌋ − 1)}。
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ChengㅿӰ䇚Ѱθр䘦Ԅ䱨䈢䲭码ᗍࡦ的р⮂䙐ᑮуᱥ㍝的θᡇԢ䘎ᓊ䈛ਥԛԄ

ਥ࠼码的ᇐѿ࠰ਇᗍީࡦӄM(t, n, q)р⮂ᴪླ的զ䇗Ⱦ

引理 6.10 (Cheng 等 [35])：如果存在一个可分码 t-SC(n,M, q)，那么 M ≤ qn−1 +

q(q−1)
2
。

ᡇԢਥԛⵁࡦθ䘏жр⮂中ᒬ⋗ᴿ⭞ࡦ৸ᮦ t的ؗᚥȾ䙐䗽ㆶঋ䇗㇍ቧ㜳ਇ⧦θ

ᖉ t = 2的ᰬُθ䘏ж⭧ᇐѿ⴪᧛ᗍࡦ的р⮂∊ҁࢃԄ䱨䈢䲭码ᡌ࠼⿱૾ᑂᰅᗍࡦ

的р⮂㾷ᴪ㍝Ⱦռᖉ t਎ཝᰬθ䘏ж㔉䇰у߃ᡆ㄁Ⱦ

ሯӄ t = 2ᒬъ n = 2的⢯⇀᛻߫θ䘏ж⴪᧛р⮂ਥԛ㻡䘑ж↛的᭯䘑Ⱦ

引理 6.11 (Cheng等 [35])：设 t = 2，并且 n = 2。那么

M(2, 2, q) ≤ qk + s，

其中

k =

⌊
1 +

√
4q − 3

2

⌋
，

s =


0 若 k2 − k + 1 = q⌊
q(q−1−k2+k)

2k

⌋
若 k2 − k + 2 ≤ q ≤ k2⌊

qk
(k+1)2−q

⌋
若 k2 + 1 ≤ q ≤ k2 + k。

定理 6.12：当 n = 2，并且 1+
√
4q−3
2

是一个素数幂时，存在一个到达引理 6.11

中上界的可分码 2-SC(2,M, q)。当 n = 3 时，对于任意 q，都存在一个到达引

理 6.10 中上界的可分码 2-SC(3,M, q)。

6.3 ᭯䘑 2-ਥ࠼码的р⮂

6.3.1 ආḽ࠼组法

䙐䗽с䶘的ćආḽ࠼组Ĉ方法θᡇԢਥԛሼਥ࠼码的䮵ᓜ䘑㺂㕟⸣θռԎ࠰的ԙ

ԭᱥᆍ∃㺞的਎ཝȾ䘏жᜩ法的䇷᱄䶔ᑮㆶঋθռᡇԢሼՐⵁࡦᆹ䶔ᑮᴿ⭞Ⱦ
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引理 6.13：假设整数 c ≥ 2。如果存在一个可分码 t-SC(n,M, q)，那么就存在一个

可分码 t-SC(
⌈
n
c

⌉
,M, qc)。

证明. 䇴 C = {c1, . . . ,cM}ᱥжѠ t-SC(n,M, q)Ⱦ䙐䗽ੇ C 中∅Ѡ码ᆍ的੄䶘␱ࣖ

рԱᝅ n′ ≥ 0Ѡᆍ∃θᡇԢቧਥԛᗍࡦжѠ (n + n′,M, q)-码 C ′Ⱦᇯ᱉僂䇷θྸ ᷒ C ′

ҕᱥжѠ t-ਥ࠼码Ⱦഖ↚ᡇԢу࿞ٽ䇴 c | nθੜࡏ䇴㖤 nѰ c ·
⌈
n
c

⌉
Ⱦ

Ԛ d :=
⌈
n
c

⌉
Ⱦ㘹㲇ආḽ䳼合 [n] := {1, 2, . . . , n}的 dѠᆆ䳼A1, . . . , Adθֵ ᗍ∅Ѡ

䳼合的ཝቅ䜳ᱥ |Au| = cθu ∈ [d]θᒬъ A1 ∪ · · · ∪Ad = {1, 2, . . . , n}θ঩ A1, . . . , Adᱥ

[n]的жѠᒩൽ࠼ࡈȾᡇԢᇐѿᆍ∃㺞 Qc р的жѠ (d,M, qc)-码 C ′ = {c′
1, . . . ,c′

M}θ

ެ中ԱᝅжѠ码ᆍ c′
iㅢ uփр的਌ٲᱥ c′

i(u) = (ci(j) | j ∈ Au) ∈ Qcθެ 中 i ∈ [M ]θ

u ∈ [d]Ⱦ

䇴 C ′ 中ԱᝅњѠ码ᆍ䳼合 C ′
1, C ′

2 ⊆ C ′θ┗䏩 C ′
1 ≤ tθC ′

2 ≤ tθᒬъ C ′
1 ̸= C ′

2ȾԚ

C1 = {c ∈ C | c′ ∈ C ′
1}θᒬԚ C2 = {c ∈ C | c′ ∈ C ′

2}Ⱦᇯ᱉僂䇷 C1 ≤ tθC2 ≤ tθᒬ

ъ C1 ̸= C2Ⱦ⭧ӄ C ᱥжѠ t-ਥ࠼码θṯᦤᇐѿθᆎ൞жѠආḽ i ∈ {1, 2, . . . , n}θֵ ᗍ

C1(i) ̸= C2(i)Ⱦу࿞ٽ䇴 i൞ḆѠ䳼合 Au θެ޻ 中 1 ≤ u ≤ dȾ↚ᰬθᡇԢᴿуㅿᕅ

C ′
1(u) ̸= C ′

2(u)ᡆ㄁θ঩ C ′ҕᱥжѠ t-ਥ࠼码Ⱦ

ChengㅿӰ൞ᮽㄖ中ᨆ问θᱥੜਥԛԄਥ࠼码 t-SC(n,M, q)的ᇐѿᵢ䓡࠰ਇθᗍ

,ᴪཐީӄM(tࡦ n, q)的р⮂ؗᚥȾ൞↚θᡇԢቧ㔏࠰жѠ t = 2ᰬ的᭯䘑方法Ⱦ䙐

䗽൞ᕋ⨼ 6.13中䘿਌ c =
⌈
n
3

⌉
θᡇԢቧਥԛᗍࡦс䶘的㔉᷒ȾᡇԢ䘿᤟ c的䘏жٲᱥ

⭧ӄ↚ᰬ䮵ᓜѰ
⌈
n
c

⌉
= 3的ᴶՎਥ࠼码 2-SC(3,M, q)ሯӄԱᝅ的 q 䜳ᱥᆎ൞的θᆹ

੡ᴿM =M(2, 3, q) = q2 + q(q−1)
2
Ѡ码ᆍȾ

定理 6.14：如果存在一个可分码 2-SC(n,M, q)，那么其中的码字个数

M ≤ q2·⌈n/3⌉ +
q⌈n/3⌉(q⌈n/3⌉ − 1)

2

=
1

2

(
3q2·⌈n/3⌉ − q⌈n/3⌉

)
。

ᡇԢੂṭਥԛሼᕋ⨼ 6.13ᓊ⭞ࡦᕋ⨼ 6.11中Ⱦ

定理 6.15：令 c = ⌈n/2⌉，那么

M(2, n, q) ≤ qc · k + s，
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其中

k =

⌊
1 +

√
4qc − 3

2

⌋
，

并且

s =


0 若 k2 − k + 1 = qc⌊
qc(qc−1−k2+k)

2k

⌋
若k2 − k + 2 ≤ qc ≤ k2⌊

qck
(k+1)2−qc

⌋
若k2 + 1 ≤ qc ≤ k2 + k。

6.3.2 㓵ᙝ 2-ਥ࠼码的р⮂

൞䘏жቅ㢸ҁ中θᡇԢሼ㘹㲇ж类⢯⇀的ਥ࠼码的р⮂θ䘏ቧᱥ㓵ᙝਥ࠼

码ȾᡇԢሼٽ䇴 q ᱥжѠ㍖ᮦᑸθ㙂ሼᆍ∃㺞 Q਌Ѱᴿ䲆ต FqȾྸ ᷒жѠਥ࠼码

t-SC(n,M, q)ੂᰬҕᶺᡆҼੇ䠅グ䰪 Fn
q 中的жѠ m-㔪㓵ᙝᆆグ䰪θ䛙ѾᡇԢቧ〦

ᆹᱥжѠ线性可分码θ↚ᰬ码ᆍѠᮦM = qmȾ

Ԛ C ᱥжѠ㓵ᙝ t-SC(n,M, q)Ⱦуཧж㡢ᙝ的θᡇԢਥԛٽ䇴уᆎ൞ආḽ iθ

1 ≤ i ≤ nθֵ ᗍ∅Ѡ码ᆍ൞䘏жփ䜳਌ć0ĈȾੜࡏθᡇԢਥԛሼᡶᴿ码ᆍ中的䘏жփ

䜳ࡖৱθᗍࡦԃ❬ᱥжѠ t-SC(n − 1,M, q)Ⱦ↚ᰬθ㓵ᙝ码 C 的⭕ᡆ⸟䱫 Gਥԛޭᴿ

ඍᖘᕅφ࠼

G = [I | A]m×nθ

ެ中 Iᱥm䱬ঋփ⸟䱫θ㙂 Aᱥ Fq р的жѠm× (n−m)䱬⸟䱫Ⱦ

ሯӄԱᝅ䳼合 Z ⊆ [m]θᡇԢᇐѿжѠ k = n−m䱬方䱫 I(Z)Ѱφ

I(Z)(i, j) :=


1 㤛 i = j ∈ Z

0 ެᆹ᛻߫θ

ެ中 i, j ∈ [k]Ⱦ

引理 6.16：设 C ⊆ Fn
q 是一个大小为 qm 的线性码，它的生成矩阵是 G =

[I | A]m×n。如果存在集合 Z ⊆ [n − m]，以及两个非零向量 v1,v2 ∈ Fm
q ，使得

supp(v1) ∩ supp(v2) = ∅，并且

vT
1 · A · I(Z) = vT

2 · A · I(Z) = 0，
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其中 Z = [n−m]\Z 表示 Z 的补集。那么 C 不是一个线性可分码 2-SC(n, qm, q)。

证明. ሼ䮵ᓜѰ m 的ޞ䴬ੇ䠅䇦֒ 0ȾᡇԢ㘹㲇ྸсњѠу⴮Ӛ的码ᆍ䳼合

C1 = {0T ·G, (v1+v2)
T ·G}ૂ C2 = {vT

1 ·G,vT
2 ·G}Ⱦࡡ࠼䇗㇍ެ中的码ᆍθᡇԢᗍࡦφ

(vT
1 · G)(i) =


v1(i) 㤛 i ∈ supp(v1)

(vT
1 · A · I(Z))(i−m) 㤛 i−m ∈ Z

0 ެᆹ᛻߫χ

(vT
2 · G)(i) =


v2(i) 㤛 i ∈ supp(v2)

(vT
2 · A · I(Z))(i−m) 㤛 i−m ∈ Z

0 ެᆹ᛻߫χ

((v1 + v2)
T · G)(i) =



v1(i) 㤛 i ∈ supp(v1)

v2(i) 㤛 i ∈ supp(v2)

(vT
1 · A · I(Z))(i−m) 㤛 i−m ∈ Z

(vT
2 · A · I(Z))(i−m) 㤛 i−m ∈ Z

0 ެᆹ᛻߫Ⱦ

Ԅ㙂ᡇԢᗍ⸛ desc(C1) = desc(C2)θ঩ C уᱥжѠ 2-ਥ࠼码Ⱦ

定理 6.17：设 C ⊆ Fn
q 是一个大小为 qm 的线性码，它的生成矩阵是 G = [I | A]m×n。

如果 rank(A) < m− 1，那么 C 不是一个线性 2-可分码。

证明. ⭧ӄ rank(A) < m − 1θᆎ൞䶔䴬ੇ䠅 v1 ∈ Fm
q θֵ ᗍ 1 ≤ |supp(v1)| ≤

m − 1θᒬъ vT
1 · A = 0Ⱦ䘿਌ Z = [k]θᒬԚ v2 Ѱ Fm

q 中ԱᝅжѠ┗䏩ᶗԬ

supp(v1) ∩ supp(v2) = ∅䶔䴬ੇ䠅Ⱦᇯ᱉Ỷḛθ䘏ṭ䘿਌的䳼合 Z фੇ䠅 v1,v2┗

䏩ࢃжᕋ⨼中的ᶗԬȾഖ↚ C уᱥжѠ㓵ᙝਥ࠼码 2-SC(n,M, q)Ⱦ

推论 6.18：对于任意正整数 m，如果存在线性可分码 2-SC(n, qm, q)，那么 m ≤

(n+ 1)/2。
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证明. ྸ᷒ m > (n + 1)/2θ䛙Ѿ⭕ᡆ⸟䱫 G = [I | A]中 A 的ཝቅѰ m × kθެ 中

k = n−m < m− 1Ⱦ↚ᰬᗻ❬ᴿ rank(A) < m− 1θഖ↚уᆎ൞䘏ṭ的㓵ᙝਥ࠼码

2-SC(n, qm, q)Ⱦ

䴶㾷᤽࠰的ᱥθᇐ⨼ 6.17ૂ᧞䇰 6.18䜳㾷ћṲᕧӄᕋ⨼ 6.16θ৸㿷с䶘的䘏Ѡ

ׁᆆȾ

ׁ 6.19. Ԛ m = k = 2θn = m + k = 4θq = 2Ⱦ䇴 IᱥжѠ m䱬ঋփ⸟䱫Ⱦྸ᷒

ᡇԢ䘿਌ Z = {2}θૂ v1 = (10)θv2 = (01)Ⱦ䛙ѾሯӄԱᝅ m × k 䱬⸟䱫 Aθ䜳ᴿ

vT
1 ·A ·I(Z) = vT

2 ·A ·I(Z) = 0Ⱦ⢯ࡡ的θᡇԢ䇟 A = Iθ䛙Ѿ⭧ᕋ⨼ 6.16ᗍ⸛θԛ⭕ᡆ

⸟䱫 [I | I]的㺂グ䰪Ѱ码ᆍ的㓵ᙝ码уᱥжѠ 2-ਥ࠼码Ⱦ䘏жӁᇔҕਥԛ䙐䗽⴪᧛

僂䇷ᗍࡦφ䘿᤟њѠуӚ的码ᆍ䳼合 C1 = {(0000), (1111)}ૂ C2 = {(1010), (0101)}θ

ࡏ desc(C1) = {0, 1}4 = desc(C2)Ⱦռᱥᇐ⨼ 6.17ૂ᧞䇰 6.18䜳у㜳⴪᧛ᧈ䲚䘏Ѡ

ׁᆆȾ

Ӂᇔрθ᧞䇰 6.18中的р⮂൞с䶘ᇐ⨼的ᝅѿр㍝的Ⱦ

定理 6.20：设正整数 d 满足条件 2d + 1 ≤ q + 1，那么存在一个最优线性可分码

2-SC(2d+ 1, qd+1, q)。

证明. 䇦M = qd+1ȾԚ F = {f1, . . . , fM}ᱥᴿ䲆ต Fq рᡶᴿ⅗ᮦу䎻䗽 d的ཐ亯

ᕅޞ։ᡶ组ᡆ的䳼合ȾԚ䳼合 R ⊆ Fq ∪ {∞}θֵ ᗍ |R| = 2d + 1 ≤ q + 1ȾᇐѿжѠ

ੇ䠅䳼合 C ⊆ F|R|
q θެ 中的ੇ䠅⭞䳼合 F 中的࠳ᮦḽ䇦θ㙂∅Ѡੇ䠅的ආḽ⭞ R中

的ݹ㍖ḽ䇦ȾሯӄԱᝅ f ∈ Fθੇ 䠅 vf ൞ㅢ rփθ1 ≤ r ≤ 2d+ 1θр的਌ٲᱥφ

vf (r) =


f(r) 㤛 r ∈ R \ {∞}

ad 㤛 r = ∞θ

ެ中 ad ᱥཐ亯ᕅ f(x) =
∑d

i=0 aix
i 中 d⅗亯的㌱ᮦȾᇯ᱉ⵁ࠰θ䘏ṭᗍࡦ的䳼合 C

ᱥੇ䠅グ䰪 F2d+1
q 的жѠ㓵ᙝᆆグ䰪Ⱦ

ᡇԢᯣ䀶φC ᱥжѠ䱨䈢䲭码 2-FPC(2d + 1, qd+1, q)ȾӁᇔрθ⭧ӄ F 中࠳ᮦ的

⅗ᮦу䎻䗽 dθᡶԛ C 中ԱᝅњѠуੂ码ᆍ㠩ཐਠ൞ dѠփ㖤р的਌ٲ⴮ੂθ䘑㙂 C

中у੡䠃གྷ的码ᆍθ঩ |C| = qd+1ȾᒬъθሯӄԱᝅпѠњњуੂ的码ᆍ x,v1,v2θ䜳
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㠩ቇᆎ൞жѠփ㖤 r ∈ Rθֵ ᗍ x(r) ̸∈ {v1(r),v2(r)}ȾṯᦤᇐѿθC ቧᱥжѠ䱨䈢䲭

码 2-FPC(2d+ 1, qd+1, q)Ⱦ

ᡇԢᐨ㔅⸛䚉∅Ѡ t-FPC(n,M, q) ቧᱥжѠ t-SC(n,M, q)θᡶԛ C 䘏ṭжѠ

2-SC(2d + 1, qd+1, q)的码ᆍѠᮦ䗴ࡦҼ᧞䇰 6.18中的р⮂θഖ↚ᆹᱥᴶՎ㓵ᙝਥ࠼

码Ⱦ

6.4 ਥ࠼码的ᶺ䙖

ᇐѿ 6.21. 䇴 C ᱥжѠ (n,M, q)-码Ⱦྸ ᷒ሯӄԱᝅњѠ码ᆍ䳼合 C1, C2 ⊆ Cθެ 中

|C1| = aθ|C2| = bθᒬъ |C1 ∩ C2| = cθൽᴿᙝ䍞 desc(C1) ̸= desc(C2)ᡆ㄁Ⱦ䛙Ѿᡇ

Ԣቧ〦 C ᱥ(a, b; c)-可分的θ䇦֒ (a, b; c)-SC(n,M, q)θ

䘏жᇐѿθжѠ⭞࡟ (n,M, q)-码 C ᱥ t-ਥ࠼码ᖉъӻᖉሯӄ∅Ѡ s =

0, 1, . . . , t− 1θᆹ䜳ᱥ (t, t; s)-ਥ࠼的ȾCᱥ t-ਥ࠼码ᖉъӻᖉሯӄԱᝅ 1 ≤ a < b ≤ t

ъ 0 ≤ c ≤ aθૂ Աᝅ 1 ≤ a = b ≤ tъ 0 ≤ c ≤ a − 1θᆹ䜳ᱥ (a, b; c)-ਥ࠼的Ⱦ⢯ࡡ

的θሯӄ t = 2θс䶘的ᕋ⨼ሼ䈪᱄ C ᱥжѠ 2-ਥ࠼码ᖉъӻᖉᆹੂᰬᱥ (1, 1; 0)-ਥ

的ૂ࠼ (2, 2; 0)-ਥ࠼的θ㙂у⭞㘹㲇 (2, 2; 1)-ਥ࠼ᙝȾ

引理 6.22：一个 (n,M, q)-码 C 是 2-可分码的充要条件是：

1. C 中不含重复的码字，即 C 是 (1, 1; 0)-可分的；并且

2. 对于任意两个不相交的码字集合 C1, C2 ⊆ C，满足条件 C1 ∩ C2 = ∅ 和

|C1| = |C2| = 2，均有 desc(C1) ̸= desc(C2)；即 C 是 (2, 2; 0)-可分的。

证明. ⭧ᕋ⨼ 6.3θᗻ㾷ᙝᱥᱴ❬的Ⱦс䶘䇷᱄࠼ݻᙝȾ

䇴码ٽ C ┗䏩ᶗԬ 1ૂ 2θռуᱥжѠ 2̄-ਥ࠼码Ⱦ䛙Ѿᆎ൞њѠуੂ的码ᆍᆆ

䳼合 C1, C2 ⊆ CθC1 ̸= C2ᒬъ |C1| ≤ |C2| ≤ 2θֵ ᗍ desc(C1) = desc(C2)ȾᡇԢሼж

ж᷆࠼ C1ૂ C2中码ᆍ的䘿਌᛻߫Ⱦδԛсٽ䇴码ᆍ x,y,z,vњњуੂȾε

• 㤛 C1 = {x}θC2 = {y}Ⱦ䛙Ѿ⭧ desc(C1) = desc(C2)ᗍ࠰ x = yθ䘏ૂᡇԢ的

䇴⸑ⴴȾٽ
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• 㤛 C1 = {x}θC2 = {x,y}Ⱦ䛙Ѿ⭧ desc(C1) = desc(C2)ᗍ࠰ x = yθ䘏ૂᶗԬ

1⸑ⴴȾ

• 㤛 C1 = {x}θC2 = {y,z}Ⱦ䛙Ѿ⭧ desc(C1) = desc(C2)᧞࠰ x = y = zθ䘏ҕ

ૂᶗԬ 1⸑ⴴȾ

• 㤛 C1 = {x,y}θC2 = {x,z}Ⱦ䛙Ѿ⭧ desc(C1) = desc(C2)⸛䚉 y = zθ䘏ૂٽ

䇴 C1 ̸= C2⸑ⴴȾ

• 㤛 C1 = {x,y}θC2 = {z,v}Ⱦ䛙Ѿ desc(C1) = desc(C2)ૂᶗԬ 2⴮⸑ⴴȾ

ഖ↚θ┗䏩ᶗԬ 1ૂ 2的码 C ᱥжѠ 2-ਥ࠼码Ⱦ

6.4.1 䲚法ࡖ

ሯӄ᮪ᮦ a, b, cθᡇԢٽ䇴 a ≥ 1θb ≥ 1θᒬъ 0 ≤ c ≤ min{a, b}ȾᡇԢ⭞Pq(a, b; c)

㺞⽰ੇ䠅グ䰪Qa+b−c中┗䏩ᶗԬ {v(i) | 1 ≤ i ≤ a} = {v(i) | a−c+1 ≤ i ≤ a+b−c}

的ੇ䠅 v ∈ Qa+b−c的ᮦⴤθެ 中 q = |Q|ȾᡇԢ䘎ᇐѿ pq(a, b; c) := Pq(a, b; c)/q
a+b−cȾ

ׁྸθPq(1, 1; 0) = qθpq(1, 1; 0) = 1/qχPq(2, 2; 0) = q(2q− 1)θpq(2, 2; 0) = (2q− 1)/q3Ⱦ

ᡇԢሼ࡟⭞Ᾰ⦽方法δProbabilistic Methodε中㪍੃的ćࡖ䲚法ĈδDeletion

Methodθᡌ Expurgation Methodεθɒ ᶺ䙖ਥ࠼码 2-SC(n,M, q)Ⱦ䈱㘻ਥԛ৸㘹⴮

ީᮽ⥤中ީӄࡖ䲚法൞ެᆹ组合㔉ᶺ中的ᓊ⭞ [158,159]Ⱦ

定理 6.23：存在一个 2-SC(n,M, q)，使得码字个数

M ≤ (α− 2n−3 α4) q
2
3
n − 2−1 α2 q

n
3 ，

其中 0 < α < 21−
n
3 是一个常数。

证明. 䇴ٽ C ᱥжѠ䳅ᵰ的 (n,M, q)-码θެ 中∅Ѡ码ᆍ൞ᡶᴿփ㖤р的ٲ䜳ᱥӈ⴮

⤢㄁ъൽश的Ԅᆍ∃㺞 Q中䳅ᵰ䘿਌的ȾሯӄњѠ码ᆍ䳼合 C1, C2 ⊆ CθᡇԢᇐѿж

Ѡ䳅ᵰ਎䠅

X(C1, C2) =


0 㤛 desc(C1) ̸= desc(C2)

1 ެᆹ᛻߫Ⱦ

95



浙江大学博士学位论文

ሯӄ䶔䍕᮪ᮦ a, b, cθެ 中 c ≤ min{a, b}θᡇԢ߃ᇐѿਜཌжѠ䳅ᵰ਎䠅 X(a, b; c)Ѱ

X(a, b; c) :=
∑

C1,C2⊆C

X(C1, C2)θ

ެ中的≸ૂᱥሯӄᡶᴿ┗䏩ᶗԬ |C1| = aθ|C2| = bθᒬъ |C1 ∩ C2| = c的ᆆ䳼合 C1ૂ

C2Ⱦ

䘏њѠ䳅ᵰ਎䠅的ᵕᵑࡡ࠼ᱥ

E[X(C1, C2)] = (pq(a, b; c))
n

ૂ

E[X(a, b; c)] =


1
2
·
(

M
a−c,a−c,c

)
· (pq(a, a; c))n 㤛 a = b(

M
a−c,b−c,c

)
· (pq(a, b; c))n ެᆹ᛻߫Ⱦ

⭧ӄ C ᱥжѠ 2-ਥ࠼码的ݻ㾷ᶗԬᱥ C ੂᰬᱥ (1, 1; 0)-ਥ࠼的ૂ (2, 2; 0)-ਥ࠼

的θᡇԢԚ X = X(1, 1; 0) +X(2, 2; 0)Ⱦ䛙Ѿ

E[X] = E[X(1, 1; 0)] + E[X(2, 2; 0)]

=
1

2
·
(
M

1, 1

)
· (pq(1, 1; 0))n +

1

2
·
(
M

2, 2

)
· (pq(2, 2; 0))n

≤ 1

2
·M2 ·

(
1

q

)n

+
1

2
· M

4

(2!)2
·
(
2q − 1

q3

)n

≤ M2

2
· q−n +

M4

8
·
(
q2

2

)−n

Ⱦ

⧦൞θᡇԢ䘿਌ᑮᮦ αθֵ ᗍ 0 < α < 21−
n
3ȾᒬъᡇԢᙱਥԛ䘿᤟䘏ṭ的M ֵ

ᗍс䶘的уㅿᕅᡆ㄁φ

M ≤ α q
2
3
nȾ

ᇯ᱉僂䇷θ↚ᰬ

E[X] ≤ 2−1 α2 qn/3 + 2n−3 α4 q2n/3Ⱦ

ഖ↚θᡇԢᙱਥԛԄ C 中ࡖ䲚㠩ཐ E[X]Ѡ码ᆍθֵ ᗍ࢟с的ᡶᴿ码ᆍ组ᡆ的䳼合ᱥ

жѠਥ࠼码 2-SC(n,M ′, q)θެ 码ᆍѠᮦM ′┗䏩φ

M ′ ≥ M − E[X]

≥ (α− 2n−3 α4) q
2
3
n − 2−1 α2 q

n
3 Ⱦ
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䘏↙ᱥᡇԢ䴶㾷的㔉᷒Ⱦ

推论 6.24：当常数 α = 2(1−n)/3 时，系数 α− 2n−3 α4 达到最大值 3 · 2−(n+5)/3。因

此

M(2, n, q) ≥ 3 · 2−(n+5)/3 q2n/3 − 2−(2n+1)/3 qn/3。

ሼр䶘的㔉᷒ૂᇐ⨼ 6.14中的р⮂⴮∊䖹Ⱦሯӄ㔏ᇐ的码ᆍ䮵ᓜ nθᖉᆍ∃㺞

ཝቅ q 䏁ੇᰖキᰬθ䙐䗽ࡖ䲚法ᗍࡦ的ਥ࠼码с⮂码⦽ R2,n :=
(
logqM

)
/n = 2/3Ⱦ

䘏ж㔉᷒ૂᇐ⨼ 6.14中的码⦽⴮ж㠪θ঩䙐䗽ࡖ䲚法ᗍࡦ的ਥ࠼码码类ᱥ⑆䘇ᴶՎ

的Ⱦ

6.4.2 Stein–Lovászᇐ⨼

൞䘏жቅ㢸中θᡇԢሼ䙐䗽 Stein–Lovász ᇐ⨼㔏࠰ t-SC(n,M, q) 的жѠ⺤ᇐ

ᙝᶺ䙖方法Ⱦ䘏Ѡᇐ⨼ᴶࡓᱥ⭧ Steinૂ Lavász൞研究组合㾼ⴌ问题ᰬ⤢㄁ᨆ࠰

的 [123,154]Ⱦ൞ 1996 ᒪθCohen ㅿӰሼ䘏жᇐ⨼ᓊ⭞ࡦ编码问题ҁ中 [47]ȾуੂӄՖ

㔕的Ᾰ⦽方法θStein–Lovászᇐ⨼䟽⭞Ҽᶺ䙖ᙝ的方法θ㧭ᗍ组合㔉ᶺ的ᆎ൞ᙝ㔉

䇰 [55,115]ȾᡇԢ⧦ሼᇐ⨼䱾䘦ྸсȾ

定理 6.25 (Cohen等 [47])：设 A 是一个 N ×M 阶二元矩阵。若矩阵 A 中的每一

行至少含有 v 个“1”，并且每列至多含有 a 个“1”。那么存在 A 的一个 N ×K

阶子矩阵 S，其中

K ≤ N/a+ (M/v) ln a

≤ (M/v)(1 + ln a)，

使得 S 中的每一行都至少含有一个“1”。

ᡇԢሼኋ⽰њѠԄ Stein–Lovászᇐ⨼ᶺ䙖ਥ࠼码的方法θㅢжѠᱥ⭧ᇐѿ⴪᧛

ᶺ䙖 2-ਥ࠼码θㅢӂѠ方法ࡏᱥ䙐䗽ᶺ䙖࠼⿱૾ᑂᰅᶛሲ࠰ж㡢 t-ਥ࠼码的ᆎ൞ᙝ

㔉䇰Ⱦ

定理 6.26：存在一个可分码 2-SC(n,M, q)，使得

n ≤ q3

q3 − 2q + 1

(
1 + ln

(
1

2

(
M

1, 1

)
+

1

2

(
M

2, 2

)))
。
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证明. ᡇԢሼᶺ䙖жѠ䘸ᖉ的ӂݹ⸟䱫 AθԄ㙂࡟⭞ Stein–Lovászᇐ⨼㧭ᗍᡇԢ䴶㾷

的㔉䇰Ⱦ

Ԛ r1 =
(
M
1,1

)
/2θૂ r2 =

(
M
2,2

)
/2Ⱦ䛙Ѿ൞㠠❬ᮦ 1, 2, . . . , r1ф [M ] := {1, 2, . . . ,M}

的 2-ᆆ䳼 {c1, c2 ∈ [M ] | c1 ̸= c2} ҁ䰪ᴿ⵶㠠❬的жжሯᓊθᒬъ൞㠠❬ᮦ

r1 + 1, r1 + 2, . . . , r1 + r2ф䳼合 [M ]中的ᰖᓅуӚ 2-ᆆ䳼ሯ {B1, B2 ⊆ [M ] | |B1| =

|B2| = 2, B1 ∩ B2 = ∅}ҁ䰪ҕᱥжжሯᓊ的Ⱦਜж方䶘θ㠠❬ᮦ 1, 2, . . . , qM ҕф

ੇ䠅グ䰪 QM 中的ᡶᴿੇ䠅ᆎ൞жжሯᓊީ㌱ȾᡇԢሼᶺ䙖的⸟䱫 A的㺂ᮦቧᱥ

r1 + r2θ㙂ࡍᮦቧᱥ qMȾ

ሯӄ⸟䱫 A中的Աᝅж㺂 iθ1 ≤ i ≤ r1 + r2θૂ Աᝅжࡍ jθ1 ≤ j ≤ qMθ⸟䱫

㍖ݹ A(i, j)᤿с䶘的方ᕅ਌ٲȾᡇԢу࿞䇴ࡍḽ j ሯᓊ的 QM 中的ੇ䠅ᱥ vȾྸ ᷒

1 ≤ i ≤ r1θᡇԢٽ䇴㺂ḽሯᓊ的 [M ]中的 2-ᆆ䳼ᱥ {c1, c2}θ↚ᰬ A(i, j) = 1ᖉъӻ

ᖉ v(c1) ̸= v(c2)Ⱦ㙂ྸ᷒ r1 + 1 ≤ i ≤ r1 + r2θ䇦 iሯᓊ的 [M ]中的ᰖᓅ 2-ᆆ䳼ሯᱥ

(B1, B2)θ䛙Ѿᇐѿ A(i, j) = 1ᖉъӻᖉ {v(k) | k ∈ B1} ̸= {v(k) | k ∈ B2}Ⱦ

ᱴ❬θ൞⸟䱫 A 中的ࢃ r1 㺂中θ∅㺂䜳੡ᴿ v1 = qM − Pq(1, 1; 0) · qM−2 =

(q− 1) qM−1Ѡć1Ĉθ㙂൞⸟䱫的੄ r2㺂中θ∅㺂䜳੡ᴿ v2 = qM −Pq(2, 2; 0) · qM−4 =

(q3 − 2q + 1) qM−3 Ѡć1ĈȾ⭧ӄሯᓊԱᝅ↙᮪ᮦ qθv1 䜳уཝӄ v2θᡶԛ⸟䱫 A中

∅ж㺂䜳㠩ቇ੡ᴿ v = max{v1, v2} = v2 Ѡć1ĈȾਜж方䶘θ⸟䱫∅жࡍ中ć1Ĉ的ᮦ

ⴤуՐཐӄᡶᴿ㺂ᮦ a = r1 + r2Ⱦṯᦤ Stein–Lovászᇐ⨼θᡇԢ⸛䚉ᆎ൞ A的жѠ

(r1 + r2)× n䱬ᆆ⸟䱫 Sθֵ ᗍެ中∅ж㺂㠩ቇ੡ᴿжѠć1Ĉθ䘏䠂

n ≤ qM

v
(1 + ln a)

=
q3

q3 − 2q + 1

(
1 + ln

(
1

2

(
M

1, 1

)
+

1

2

(
M

2, 2

)))
Ⱦ

᧛⵶θᡇԢሼԄ⸟䱫 S中ᶺ䙖жѠ (n,M, q)-码 CȾѰ↚θᡇԢݾԄ S࠰ਇᶺ䙖ਜ

ཌжѠ n×M 䱬⸟䱫 Hθ方法ྸсȾ⭧ӄ⸟䱫 S的∅жࡍ䜳ᱥԄ A中ᨆ਌的θᡇԢሼ

S的ᡶᴿࡍδ൞ A中εሯᓊ的䛙ӑM 䮵 q 䠅䳼合䇦֒ੇݹ B ⊆ QMθ|B| = nȾ䛙Ѿ

⸟䱫 Hቧᱥԛ䘏ӑ B中的ੇ䠅֒Ѱ㺂ੇ䠅ᖘᡆ的 n ×M 䱬 q 䱫ȾᡇԢ䴶㾷的⸟ݹ

(n,M, q)-码 C ቧᱥ⭧⸟䱫 H的ᡶᴿੇࡍ䠅组ᡆ的䳼合Ⱦ

ᴶ੄ᡇԢ䈪᱄θ䘏ṭᗍࡦ的 C ⺤ᇔᱥжѠ 2-SC(n,M, q)Ⱦṯᦤᕋ⨼ 6.22θ码 C ᱥ

2-ਥ࠼码ᖉъӻᖉᆹੂᰬ (1, 1; 0)-ਥ࠼的ૂ (2, 2; 0)-ਥ࠼的Ⱦሯӄ C 中ԱᝅњѠ码ᆍ
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c1,c2θᆹԢሯᓊӄ⸟䱫 H中的њࡍ 1 ≤ h1, h2 ≤ Mθ㙂䳼合 {h1, h2}ḽ䇦Ҽ S中的

Ḇж㺂 rθ1 ≤ r ≤ r1Ⱦ⭧ӄ S的∅㺂中㠩ቇ੡ᴿжѠć1ĈθᡇԢٽ䇴ㅢ r㺂的ć1Ĉ࠰

⧦൞ㅢ sࡍθ㙂䘏жࡍሯᓊ的 QM 中的ੇ䠅ᱥ vȾ䛙Ѿ vᱥ⸟䱫 H中的Ḇж㺂 rhȾṯ

ᦤ䘏ӑ⸟䱫的ᇐѿθ䘏ж㺂中ㅢ h1 ㅢૂࡍ h2 ㍖ᱥуੂ的θ঩码ᆍݹփ㖤р的ࡍ c1

ૂ c2൞ㅢ rh փр的ٲуੂȾᡶԛ码 C 中⋗ᴿ䠃གྷ的码ᆍθ঩ᱥ (1, 1; 0)-ਥ࠼的Ⱦੂ

⨼ਥԛ䇷᱄ C ҕᱥ (2, 2; 0)-ਥ࠼的Ⱦഖ↚θC ⺤ᇔжѠ 2-SC(n,M, q)Ⱦ

ㅢӂѠ⭧ Stein–Loveászᇐ⨼㧭ᗍ的ਥ࠼码с⮂ᱥ䙐䗽ሼެᓊ⭞ӄ࠼⿱૾ᑂᰅ

ᗍࡦ的ȾѰ↚θᡇԢ䴶㾷ᇐѿഴ的ḉ㢨ཐ亯ᕅ的ᾸᘫȾ

ᇐѿ 6.27. 䇴 G = (V,E)ᱥжѠㆶঋഴθmᱥжѠ↙᮪ᮦȾᡇԢ⭞ Π(G,m)㺞⽰⭞

m〃仒㢨Ѱഴ G中京⛯ḉ㢨的方法ᮦθֵ ᗍഴ中Աᝅжᶗ䗯рњѠ京⛯的仒㢨䜳у

⴮ੂȾ䘏ṭᗍࡦ的 Π(G,m)㻡〦ҁѰ图 G的染色多项式δChromatic Polynomialεθᆹ

ᱥީӄm的 |V |⅗ཐ亯ᕅȾ

定理 6.28 (Deng等 [55])：存在一个分离哈希族 SHF(n;M, q, {w1, w2})，使得

n ≤ qw1+w2

Π(Kw1,w2 , q)

(
1 + ln

(
M

w1, w2

))
，

其中 Kw1,w2 表示两个部分分别含有 w1 和 w2 个顶点的完全二部图。

⭧ӄᡇԢਥԛԄ࠼⿱૾ᑂᰅ SHF(n;M, q, {1, t})中ሲ࠰ਥ࠼码 t-SC(n,M, q)θ

㙂ᇯ᱉䇗㇍ӂ䜞ഴ K1,t 的ḉ㢨ཐ亯ᕅᱥ Π(K1,t, q) = q (q − 1)tȾᡶԛᡇԢਥԛᴿс

䶘的㔉䇰Ⱦ

推论 6.29：存在一个可分码 t-SC(n,M, q) 使得

n ≤ qt

(q − 1)t

(
1 + ln

(
M

1, t

))
。
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压缩感知矩阵的构造

7 ু㕟᝕⸛⸟䱫的ᶺ䙖

7.1 ু㕟᝕⸛⨼䇰ㆶԁ

ু㕟᝕⸛δCompressed SensingθCSεᱥ䘇ᒪᶛᘡ䙕ਇኋ的жѠؗᚥ学亼ตθެ ѱ

㾷ⴤ的ᱥֵ⭞ታ䠅ቇ的Ỷ⎁⅗ᮦᶛ㧭਌жѠؗਭ的ᙝ䍞ȾሯӄжѠ⿱ᮙᰬ䰪ؗਭ

x ∈ RnθᡇԢᑂᵑ࡟⭞ mѠ㓵ᙝᣋᖧᶛ⎁䠅 xȾᡇԢሼ⭧䘏 mѠ㓵ᙝᣋᖧ组ᡆ的

m × n䱬⸟䱫 Φ〦Ѱ感知矩阵δSensing Matrixεθᒬᣀ㔉᷒ y = Φx〦Ѱ测量向量

δMeasurement VectorεȾᡇԢީᗹ的问题ᱥθ㔏ᇐжѠ⎁䠅ੇ䠅 yθᡇԢྸ֋ਥԛሼ৕

ခؗਭ xԄ y = Φx䘏ж㔉᷒中ᚘགྷ࠰ᶛϋᡇԢ䜳⸛䚉θᖉm < nᰬθ䘏ṭ的ᚘགྷ问

题䙐ᑮᱥ⯻ᘷ的Ⱦռ Donoho [67]ૂ Candésㅿ [27]的ᐛ֒࡟࠼ݻ⭞Ҽ〶⯅ؗਭ的ᙝ䍞θ

ֵᗍᡇԢ㜳⭞⅗ᮦᖾቇ的⎁䠅ቧ㜳ᗍީࡦӄ৕ᶛ的〶⯅ؗਭ的ؗᚥȾ䘏ж问题ਥԛ

ᨅ䘦ᡆྸс的ሱᢴ㓵ᙝ方ぁ y = Φx〶⯅䀙的问题φ

min
x∈Rn

∥x∥0 s.t.: Φx = yȾ (7.1)

䘏ṭ的 ℓ0-ᴶቅौ问题ᱥжѠ组合问题θެ ≸䀙䙐ᑮᱥ NP-ദ䳴的 [128]Ⱦռᱥθু 㕟᝕

⸛⨼䇰ᨆבҼжѠᕰཝ的方法θਥԛ࡟⭞儎᭾的㇍法ᚘགྷ࠰〶⯅ؗਭ xθᒬъᡶ⭞ࡦ

的⎁䠅⅗ᮦm䘒ቅӄ nȾ

ྸ᷒жѠؗਭ x中㠩ཐᴿ k Ѡ䶔䴬࠼䠅θ䛙ѾᡇԢ〦 xᱥk-稀疏的Ⱦ䘿᤟ж

Ѡ m × n䱬的䳅ᵰ Gauss⸟䱫 Φ֒Ѱ᝕⸛⸟䱫θެ 中∅Ѡփ㖤р的ٲ䜳⴮ӈ⤢㄁

的θᒬъᵃԄ⴮ੂ৸ᮦ的 Gauss࠼ᐹȾু 㕟᝕⸛⨼䇰൞ᵢ䍞рᴿњ〃方ᕅᶛᚘགྷж

Ѡ k-〶⯅的ؗਭ xȾㅢж〃方法ᱥ㘹㲇ሯᕅᆆδ7.1ε中的问题䘑㺂凸松弛δConvex

RelaxationεȾԚ m ≥ Ck log(n/m)θެ 中 C ᱥжѠᑮᮦθᡇԢਥԛ࡟⭞≸䀙ྸс的

ℓ1-ᴶቅौ问题ᶛԛ䶔ᑮ儎的Ᾰ⦽ᇂޞᚘགྷ࠰ x [29]φ

min
x∈Rn

∥x∥1 s.t.: Φx = yȾ (7.2)

ㅢӂ〃方法ᱥሱᢴ䍠Ⴀ㇍法≸䀙 ℓ0-ᴶቅौ问题δ7.1εȾ䘏类方法中ᴶޭᴿԙ㺞

ᙝ的ᱥ↙Ӛ९䞃䘳䑠δOrthogonal Matching PursuitθOMPε㇍法Ⱦྸ᷒⎁䠅的⅗ᮦ
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m ≥ C ′k log(n/δ)θެ 中 C ′ ᱥжѠᑮᮦθᒬъ δ ∈ (0, 0.36)θ䛙Ѿ OMP㇍法㜳ԛ䎻䗽

1− 2δ的Ᾰ⦽Ԅᕅδ7.1ε中ᚘགྷؗ࠰ਭ xȾྸ ᷒䈱㘻ᜩҼ䀙ᴪཐީӄ OMP㇍法਀ެ

਺〃᭯䘑θᡌެૂᆹ类ղ的䍠Ⴀ㇍法θਥԛ৸㿷⴮ީᮽ⥤ [52,129,130,174]Ⱦᙱ㙂䀶ҁθᡇԢ

ਥԛ䙐䗽䘿਌䘸ᖉ的᝕⸛⸟䱫θሼ〶⯅ؗਭᚘགྷ问题䖢ᦘѰжѠޭᴿ儎᭾≸䀙㇍法

的Վौ问题Ⱦ

ѰҼ⺤ᇐӶѾṭ的⸟䱫ᴪ䘸合֒Ѱ᝕⸛⸟䱫θᡇԢ䴶㾷жӑ࡚ᯣḽ߼ȾCandés

ૂ Tao [28] ␧ࡱ⍔ሕҼՖ᝕⸟䱫的ᵢ䍞θᨆ࠰Ҽ⧦൞㻡ᒵ⌑᧛਍的࡚ᯣḽ߼φ਍䲆ㅿ

䐓ᙝδRestricted Isometry PropertyθRIPεȾ

ᇐѿ 7.1. 䇴 ΦᱥжѠm× n䱬⸟䱫Ⱦྸ ᷒ᆎ൞жѠᑮᮦ 0 ≤ δk < 1θֵ ᗍሯӄԱᝅ

k-〶⯅的ؗਭ x ∈ Rnθൽᴿྸсуㅿᕅᡆ㄁φ

(1− δk)∥x∥22 ≤ ∥Φx∥22 ≤ (1 + δk)∥x∥22Ⱦ

ᡇԢ〦⸟䱫ࡏ Φ┗䏩k阶受限等距性ȾᡇԢ䘎ሼ┗䏩рᕅ的ᴶቅ䶔䍕ᇔᮦ δk 〦Ѱk

阶受限等距常数δRestricted Isometry ConstantθRICεȾ

ᦘਛ䈓䈪θྸ ᷒⸟䱫 Φ┗䏩 k 䱬਍䲆ㅿ䐓ᙝθ䛙Ѿ⸟䱫中的Աᝅ k Ѡੇࡍ䠅㺞

ᶛ的ᙝ䍞θ䜳䶔ᑮ᧛䘇ӄжѠ↙Ӛ㌱㔕δOrthogonal࠰⧦ SystemεȾᡇԢ᤽࠰θ਍䲆ㅿ

䐓ᙝᱥؓ䇷〶⯅ؗਭਥԛ䙐䗽≸䀙 ℓ1-ᴶቅौ问题ᇂޞᚘགྷ的жѠ࠼ݻᶗԬ [26]Ⱦྸ

᷒жѠ᝕⸛⸟䱫┗䏩਍䲆ㅿ䐓ᙝθᒬъެ਍䲆ㅿ䐓ᑮᮦ䏩ཕቅθ䛙Ѿ OMP㇍法ቧਥ

ԛ߼⺤ᚘགྷ࠰〶⯅ؗਭ [53]Ⱦ

᝕⸛⸟䱫的ᶺ䙖ᱥু㕟᝕⸛⨼䇰中的Ṯᗹ问题Ⱦٽ䇴жѠ k-〶⯅ؗਭ x ∈ Rn

ਥԛ䙐䗽m⅗⎁䠅㻡ᇂޞᚘགྷθ䛙Ѿީӄ〶⯅ᙝ的жѠр⮂ᱥφ

k ≤ C · m

log(n/m)
θ

ެ中 C ᱥжѠᑮᮦ [44]Ⱦ研究㘻Ԣᐨ㔅ᶺ䙖࠰䗴ࡦ䘏жр⮂的䳅ᵰ᝕⸛⸟䱫θᆹԢ㜳

ཕԛᖾ儎Ᾰ⦽ᚘགྷ࠰ k-〶⯅的ؗਭ [29]ȾӁᇔрθྸ ᷒⸟䱫的∅Ѡݹ㍖䜳䳅ᵰ的Ԅж

Ѡ㔏ᇐ的Ᾰ⦽࠼ᐹ中䘿਌θ䛙Ѿᗍࡦ的⸟䱫ԛᖾ儎的Ᾰ⦽┗䏩 k䱬਍䲆ㅿ䐓ᙝθֵ ᗍ

k ≤ Cm/ log(n/m)θެ 中 C ᱥḆѠᑮᮦ [8]Ⱦռੂᰬθ䳅ᵰ⸟䱫ҕᴿжӑ㕰⛯Ⱦ俌ݾθ

ؓᆎжѠ䳅ᵰ᝕⸛⸟䱫䴶㾷㙍䍯ᐞཝ的ᆎ۞グ䰪Ⱦެ ⅗θᡇԢ䘎⋗ᴿᴿ᭾的㇍法ᶛ
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Ỷ僂жѠ䳅ᵰ⸟䱫ᱥੜ┗䏩਍䲆ㅿ䐓ᙝθ⭐㠩у㜳⺤䇚ᆹ㜳ԛᖾ儎的Ᾰ⦽┗䏩 RIP

ᙝ䍞Ⱦф䳅ᵰ᝕⸛⸟䱫⴮∊θ⺤ᇐᙝᶺ䙖方法ਥԛ᩼㝧䘏ӑу䏩ҁ༺Ⱦ⺤ᇐᙝ᝕⸛⸟

䱫ਥԛ൞ֵ⭞的ᰬُ߃⭧㇍法⭕ᡆθԄ㙂㢸ⴷҼᆎ۞グ䰪Ⱦਜж方䶘θ䙐䗽研究⺤ᇐ

ᙝ⸟䱫中的ޭ։㔉ᶺθᡇԢਥԛ䪾ሯᙝ的䇴䇗࠰ᴪࣖ儎᭾的ᘡ䙕ᚘགྷ㇍法Ⱦ

ሯӄжѠ⭧ੇࡍ䠅 a1,a2, . . . ,an 组ᡆ的⸟䱫 ΦθᡇԢᇐѿ Φ 的相关性

δCoherenceεѰφ

µ(Φ) = max
i̸=j

|⟨ai,aj⟩|
∥ai∥ · ∥aj∥

θ ሯӄᡶᴿ 1 ≤ i, j ≤ nȾ

⭧ӄք⴮ީᙝਥԛሲ࠰਍䲆ㅿ䐓ᙝθᡶԛ䘏жᙝ䍞൞ু㕟᝕⸛⸟䱫的⺤ᇐᙝᶺ䙖方

法研究中ᢤ╊Ṯᗹ䀈㢨Ⱦ

引理 7.2 (Bourgain等 [22])：假设矩阵 Φ 的相关性为 µ。那么对于所有 k < 1/µ+1，

矩阵 Φ 都满足 k 阶受限等距性，其受限等距常数 δk ≤ µ(k − 1)。

ሯӄԱᝅm× n䱬δགྷε⸟䱫 Φθᆹ的⴮ީᙝ µ(Φ)ᗻ亱┗䏩㪍੃的Welch⮂φ

µ(Φ) ≥
√

n

m(n−m)
Ⱦ

䘏䈪᱄θᡶᴿะӄ⴮ީᙝ的⺤ᇐᙝᶺ䙖方法ᗍࡦ的᝕⸛⸟䱫θ䜳ਠ㜳┗䏩䱬Ѱ

k = O(m1/2)的਍䲆ㅿ䐓ᙝȾ

䘇几ᒪ中θR жӑֵ⭞਍䲆ㅿ䐓ᙝ֒Ѱ࡚ᇐḽ߼的⺤ᇐᙝᶺ䙖方法㻡ᨆ࠰θެ 中

ཝ䜞࠼䜳ᱥะӄ⴮ީᙝ的ȾDeVoreֵ⭞ᴿ䲆ต Fp руཝӄ r⅗的ཐ亯ᕅᶛᶺ䙖ཝ

ቅѰ p2 × pr+1的ӂݹ᝕⸛⸟䱫 [56]Ⱦ䘏ӑ⸟䱫的⴮ީᙝѰ r/pθᆹԢ┗䏩 k < p/r + 1

䱬਍䲆ㅿ䐓ᙝȾAminiૂ Marvastiֵࡏ⭞ᴶቅ䐓⿱ᖾཝ的 BCH 码֒Ѱᐛޭ [4]θʌ

䙖Ҽ⴮ީᙝѰ µ ≤ (2l−j − 1)/(2l − 1)的њᶷ⸟䱫δBipolar Matrixεθެ 中੡ᴿ 2l − 1

㺂ૂ 2O(2(l−j)(ln j)/j) θެࡍ RIP 䱬ᮦᱥ k ≤ 2j + 1Ⱦҁ੄θ䘏ж方法㻡᧞ᒵֵࡦ⭞ p

ݹ BCH码ᶺ䙖࠰གྷᮦตр的᝕⸛⸟䱫 [5]ȾBourgainㅿӰֵ⭞ࣖ法组合学δAdditive

Combinatoricsε中的ᢶᐝᶺ䙖࠰ཝቅѰm× n的᝕⸛⸟䱫θֵ ᗍެ਍䲆ㅿ䐓ᙝ的䱬ᱥ

k ≥ m1/2+ϵθᒬъ n1−ϵ ≤ m ≤ nθެ 中 ϵ > 0ᱥԱᝅ䘿ᇐ的ᇔᮦ [22]Ⱦٲᗍжᨆ的ᱥθ䘏

ж方法シ⹪Ҽะӄ⴮ީᙝᶺ䙖中的ཟ❬ኅ䳒 k = O(m1/2)Ⱦ↚ཌθ䘎ᴿ研究㘻ᗍࡦҼ

⴮ީᙝ µ = O( logn log logn
m

)1/3的᝕⸛⸟䱫θᆹ的 RIP䱬ᮦᱥ k = Ω( m
logn log logn)

1/3Ⱦ
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ਜж方䶘θੂ ṭᴿуะӄ਍䲆ㅿ䐓ᙝ的⺤ᇐᙝᶺ䙖方法㻡ᨆ࠰ȾApplebaumㅿ

Ӱֵ⭞㓵ᙝ䈹仇㜿ߨᓅࡍδChirp Sequenceεʌ 䙖Ҽགྷᮦตр的᝕⸛⸟䱫θᒬᨆ࠰Ҽ

жѠᘡ䙕ᚘགྷ㇍法 [7]ȾHowardㅿӰ࡟⭞ু㕟᝕⸛ૂ编码⨼䇰䰪的㚊㌱θֵ ⭞ӂ䱬

Reed–Muller码਀ެᆆ码ᶺ䙖Ҽᇔᮦตр的᝕⸛⸟䱫 [98]Ⱦ㙂 CalderbankㅿӰᙱ㔉Ҽ

ԛрњ〃方法θᨆ࠰Ҽ᝕⸛⸟䱫的㔕䇗਍䲆ㅿ䐓ᙝδStatistical RIPε[25]Ⱦ䘏жᙝ䍞∊

RIPᕧθᆹؓ䇷Ҽ䲚᤽ᮦቅδExponentially Smallε的䜞࠼ҁཌθ几҄ᡶᴿ〶⯅ؗਭ的

ਥᚘགྷᙝȾBerindeㅿӰԄ䶔ᒩ㺗ᢟኋഴδUnbalanced Expander Graphε䘏ṭж类ޭᴿ

㢥ླᢟኋᙝ䍞的ӂ䜞ഴ࠰ਇθʌ 䙖࠰ӂݹ的᝕⸛⸟䱫ᒬ䇴䇗ҼжѠ组合的ᚘགྷ㇍

法 [11]ȾIndyk࡟⭞૾ᑂ࠳ᮦδHash Functionsεૂ ᨆ਌ഴδExtractor GraphεҕᗍࡦҼӂ

的᝕⸛⸟䱫ݹ [100]Ⱦ

൞ᵢㄖ中θᡇԢሼ⵶⵲ӄ࡟⭞ᴿ䲆ตр的ԙᮦᴨ㓵ᶛᶺ䙖⺤ᇐᙝ的᝕⸛⸟䱫Ⱦ

䘏жᶺ䙖方法ਥԛⵁ֒ᱥ DeVoreᐛ֒的᧞ᒵ [56]ȾᡇԢ的ᜩ法ᶛⓆӄ GoppaθԌᴴ

㔅ֵ⭞ᴿ䲆ตр的ԙᮦᴨ㓵ᶺ䙖࠰ᙝ㜳Վᔸ的㓵ᙝ码 [91]ȾԌ的䘏жᜩ法੄ᶛᗍࡦ

ᶛ的㓖䭏码〦Ѱ代数几何码δAlgebraic࠰ਇኋθӰԢሼ䘏ӑԄԙᮦᴨ㓵中ᶺ䙖࠼ݻ

Geometry Codeε[15,175,184]Ⱦީ ӄԙᮦᴨ㓵ૂ࠳ᮦต的⸛䇼ሼѰᡇԢᶺ䙖᝕⸛⸟䱫ᨆ

ᐞཝ的⚫⍱ᙝב [131,156]Ⱦ䙐䗽䘿਌合䘸的ᴨ㓵θᡇԢ㜳ཕᗍࡦ∊ DeVore的方法中ᴪ

ླ的᝕⸛⸟䱫Ⱦ

ᵢㄖ֏с的䜞࠼组㓽亰ᓅྸсȾㅢ 7.2㢸中θᡇԢሼԁ㔃ᴿ䲆ตр的ԙᮦᴨ㓵

਀ެԙᮦ࠳ᮦต的㜂Ქ⸛䇼Ⱦ⢯ࡡ的θᡇԢሼՐԁ㔃 Goppaᱥྸ֋ᣀ Reed–Solomon

码᧞ᒵᡆѰԙᮦ几֋码的θ䘏↙ᱥᡇԢᙓᜩ的࠰ਇ⛯Ⱦ൞ㅢ 7.3㢸中θᡇԢ俌ݾഔ亴

Ҽ DeVore的ᶺ䙖方法Ⱦ䳅੄ᡇԢሼ䈜㓼䈪᱄ྸ֋࡟⭞ԙᮦᴨ㓵ᶛᶺ䙖᝕⸛⸟䱫ȾJ

੄θᡇԢՐ൞ㅢ 7.4㢸中ኋ⽰жӑׁᆆθԛ䈪᱄ެᙝ㜳Ⱦ

7.2 䇼⸛༼߼

7.2.1 ԙᮦᴨ㓵ㆶԁ

൞ᵢㄖ中θᡇԢሼ䚫ᗠ XingㅿӰᮽㄖ中ީӄԙᮦᴨ㓵фԙᮦ࠳ᮦต的䇦ਭ [184]Ⱦ

Ԛ Fq 㺞⽰੡ᴿ qѠݹ㍖的ᴿ䲆ตθެ 中 qᱥжѠ㍖ᮦᑸȾᡇԢሼᴿ䲆ต Fq р的жѠ

绝对不可约δAbsolute Irreducibleεԙᮦᴨ㓵 X Ѱߏ X/Fqθሼᴨ㓵 X 的亏格δGenusε
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䇦֒ g = g(X )ȾᡇԢᣀᴨ㓵р䛙ӑආḽ䜳㩳൞ᴿ䲆ต Fqr 中的⛯〦ѰFqr-有理点θ

r ≥ 1Ⱦж㡢的θᡇԢሼ Fq-ᴿ⨼⛯ㆶ〦Ѱ X/Fq р的有理点Ⱦ

ᴨ㓵 X 的除子δDivisorεD᤽的ᱥ䘏ṭ的ᖘᕅૂ

D =
∑
P∈X

nPPθ

ެ中ሯӄ∅Ѡ⛯ Pθ㌱ᮦ nP 䜳ᱥ᮪ᮦθᒬъᡶᴿ䘏ӑ㌱ᮦ中ਠᴿᴿ䲆Ѡ的਌ٲу

Ѱ䴬Ⱦྸ ᷒∅жѠ㌱ᮦ nP 䜳ᱥ䶔䍕的θ䛙ѾᡇԢ〦䲚ᆆ D ᱥжѠ有效除子θ䇦Ѱ

D ≥ 0Ⱦ䲚ᆆ D的支撑集δSupport Setεᱥᖘᕅૂ中ᡶᴿ䛙ӑ㌱ᮦ nP уㅿӄ䴬的⛯

P ᶺᡆ的䳼合θ䇦ᡆ supp(D)Ⱦ䲚ᆆ D的度数δDegreeε⭧сᕅ㔏࠰

deg(D) =
∑
P∈X

nP deg(P )Ⱦ

⌞ᝅࡦθᡶᴿᴿ⨼⛯ P ∈ X 的ᓜᮦ䜳ㅿӄ 1Ⱦ

ᡇԢ⭞䇦ਭ Fq(X ) 㺞⽰ᴨ㓵 X 的࠳ᮦตθሼެ中的∅Ѡݹ㍖〦Ѱ函数

δFunctionεȾሯӄжѠ࠳ᮦ x ∈ Fq(X )θᆹሯᓊ的主除子δPrincipal Divisorεᱥ

div(x) =
∑
P∈X

νP (x)Pθ

ެ中 νP ᱥሯᓊӄ⛯ P 的正规化离散赋值δNormalized Discrete ValuationεȾਥԛ䇷

᱄θሯӄԱᝅ࠳ᮦ xθ䘏ӑ䎁࠳ٲᮦ൞ x的ٲ νP (x)ਠᴿᴿ䲆Ѡᱥ䶔䴬的Ⱦਜཌθ䎁ٲ

νP (x) ≥ 0ᝅ઩⵶ x(P ) ∈ Fqθެ 中 Fq㺞⽰ᴿ䲆ต Fq的代数闭包δAlgebraic ClosureεȾ

⢯ࡡ的θྸ ᷒ P ᱥжѠᴿ⨼⛯θ䛙Ѿ x(P ) ∈ FqȾ

㔏ᇐԙᮦᴨ㓵 X/Fq 的жѠ䲚ᆆ GθᡇԢᇐѿ G的 Riemann–Roch空间Ѱ

L(G) = {x ∈ Fq(X ) \ {0} | div(x) +G ≥ 0} ∪ {0}Ⱦ

䘏ṭᇐѿ的 L(G)ᱥᴿ䲆ต Fqр的жѠᴿ䲆㔪ੇ䠅グ䰪θᡇԢሼᆹ的㔪ᮦ䇦֒ ℓ(G)Ⱦ

定理 7.3 (Riemann–Roch定理)：

ℓ(G) ≥ deg(G)− 1 + g。

并且当 deg(G) ≥ 2g − 1 时，等号成立。
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7.2.2 ԙᮦ几֋码

ᡇԢሼ䚫ᗠ Stichtenoth Ҝ中ީӄԙᮦ几֋码的㺞䘦方ᕅ [156]Ⱦٽ䇴䳼合

{α1, α2, . . . , αn} ᱥᴿ䲆ต Fq 中的жѠ n ᆆ䳼ȾԚݹ Pk 㺞⽰⭧ Fq рᡶᴿᓜᮦ

у䎻䗽 k − 1的ཐ亯ᕅᶺᡆ的䳼合φ

Pk = {f ∈ Fq[X] | deg f ≤ k − 1}Ⱦ

ᇯ᱉僂䇷θ䘏ṭᇐѿ的 Pk ᱥ Fq р的жѠ k-㔪ੇ䠅グ䰪Ⱦ

ᇐѿжѠ䎁ٲ᱖ሺ ϕ : Pk → Fn
q

ϕ(f) = (f(α1), f(α2), . . . , f(αn)) ∈ Fn
qȾ

䛙Ѿ ϕ的䊗グ䰪ቧᱥжѠ䮵ᓜѰ nθ㔪ᮦѰ k的 qݹ㓵ᙝ码 Ck

Ck = {(f(α1), f(α2), . . . , f(αn)) | f ∈ Pk}Ⱦ

䘏ቧᱥ㪍੃的 Reed–Solomon码Ⱦ⭧ӄ f ∈ Pk ᴶཐਠᴿ k − 1Ѡ䴬⛯θC 的ᴶቅ䐓

⿱ d ≥ n + 1 − kȾਜж方䶘θ㓵ᙝ码的 Singleton⮂઀䇿ᡇԢ d ≤ n + 1 − kȾഖ↚θ

Reed–Solomon码ᱥж类ᶷཝ䐓⿱ਥ࠼δMaximum Distance SeparableθMDSε码Ⱦ

ԙᮦ几֋码ᱥ Reed–Solomon码的㠠❬᧞ᒵȾᡇԢਠ䴶ሯр䶘的ᶺ䙖方法࠰ڐ

䘸ᖉ的䈹᮪θቧ㜳ᗍࡦԙᮦ几֋码Ⱦޭ ։䈪ᶛθᡇԢሼᣀᴿ䲆ต中的ᆆ䳼合ᦘᡆԙᮦ

ᴨ㓵р的жӑᴿ⨼⛯θᒬ⭞ḆѠ䲚ᆆ G的 Riemann–Rochグ䰪 L(G)ᶛԙᴵੇ䠅グ

䰪 PkȾ

㘹㲇жᶗӅṲѰ g的ԙᮦᴨ㓵 X/FqȾԚ P1, P2, . . . , Pnᱥᆹр䶘的 nѠуੂ的

ᴿ⨼⛯Ⱦٽ䇴䲚ᆆG┗䏩ᶗԬ g ≤ deg(G) < nθᒬъ supp(G)∩{P1, P2, . . . , Pn} = ∅Ⱦ

䛙Ѿሯӄᡶᴿ f ∈ L(G)ૂ 1 ≤ i ≤ nθൽᴿ䎁ٲ νPi
(f) ≥ 0θഖ↚ f(Pi) ∈ FqȾᡇԢᇐ

ѿжѠ䎁ٲ᱖ሺ ψ : L(G) → Fn
q

ψ(f) = (f(P1), f(P2), . . . , f(Pn)) ∈ Fn
q Ⱦ

ᡇԢᣀ ψ的䊗グ䰪䇦֒ C(P1, P2, . . . , Pn;G)θ䘏ቧᱥжѠ代数几何码Ⱦс䶘的ᇐ⨼ᨅ

䘦Ҽ䘏Ѡ码的৸ᮦȾ
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定理 7.4 (Tsfasman与 Vladut [175])：如上构造的 C(P1, P2, . . . , Pn;G) 是有限域 Fq

上的一个 [n, k, d]q 线性码，它的参数满足下面的不等式：

k ≥ deg(G) + 1− g， 并且

d ≥ n− deg(G)。

特别的，当 deg(G) ≥ 2g − 1 时，码的维数 k = deg(G) + 1− g。

7.3 ѱ㾷㔉᷒

7.3.1 ഔ亴 DeVore的ᶺ䙖法

൞ DeVore的ᮽㄖ中θR 䲆ตр的ཐ亯ᕅ㻡⭞ᶛᶺ䙖᝕⸛⸟䱫 [56]ȾѰҼ㺞䘦的ㆶ

ޞθᡇԢ⭞㍖ᮦ䱬的ᴿ䲆ต֒Ѱׁᆆ䈪᱄Ԍ的方法Ⱦሯӄ㍖ᮦᑸ的᛻ᖘθ方法ᱥᇂ׵

类ղ的ȾԚ Fp Ѱ p䱬ᴿ䲆ตθެ 中 pᱥжѠ㍖ᮦȾ⭞ Pr 㺞⽰ Fp рᡶᴿ⅗ᮦу䎻䗽

r − 1的ཐ亯ᕅ组ᡆ的䳼合θ|Pr| = prȾ

ᡇԢሼㅑগݵ〥 Fp × Fp 中的ᡶᴿݹ㍖᤿➝ᆍ∃亰ᓅ䘑㺂ᧈࡍφ(0, 0),

(0, 1), . . . , (p − 1, p − 1)Ⱦሯӄ Pr 中的ԱᝅжѠཐ亯ᕅ fθᡇԢᇐѿжѠӂࡍݹ

ੇ䠅 vfθᆹ的㺂⭞ Fp × Fp中的ݹ㍖ḽ䇦Ⱦ䘏Ѡӂੇࡍݹ䠅 vf 的ᖘᕅᱥφ

(f0,0, . . . , f0,p−1, f1,0, . . . , f1,p−1, . . . , fp−1,0, . . . , fp−1,p−1)
T θ

ެ中

fi,j =


1 㤛 f(i) = j

0 ެᆹ᛻߫θ

䘏䠂 0 ≤ i, j ≤ p − 1Ⱦ↚ᰬθሯӄԱᝅжѠཐ亯ᕅ f ∈ Prθӂੇࡍݹ䠅 vf 中䜳ᚦླ

੡ᴿ pѠć1ĈȾӁᇔрθᡇԢਥԛሼ f ⵁᡆԄ Fpࡦ Fp的᱖ሺθ䛙Ѿ vf ቧᱥሼ f 的䊗

㺞⽰ᡆҼӂੇࡍݹ䠅的ᖘᕅȾᡇԢሼᡶᴿ䘏ӑੇࡍ䠅 {vf | f ∈ Pr}ᧈ൞ж䎭θ组ᡆ

ҼжѠ p2 × pr 䱬的⸟䱫 Φ0Ⱦ

定理 7.5 (DeVore [56])：令 Φ = 1√
p
Φ0，那么 Φ 是一个相关性为 µ(Φ) ≤ (r− 1)/p 的

感知矩阵。
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ᱴ❬θDeVore的䘏Ѡᶺ䙖方法ҕ䘸⭞ӄж㡢的ᴿ䲆ต Fq 的᛻ᖘθެ 中 qᱥжѠ

㍖ᮦᑸȾ൞䘏Ѡᶺ䙖中θ∅Ѡཐ亯ᕅᨆבҼ᝕⸛⸟䱫中的жࡍȾ㙂൞ Reed–Solomon

码的ᶺ䙖中θ∅Ѡཐ亯ᕅᨆבҼжѠ码ᆍȾ䘏ṭ的⴮ղᙝֵ׹ᡇԢৱሱᢴ᝕⸛⸟䱫

᯦的ᶺ䙖方法Ⱦੂ Reed–Solomon码的᧞ᒵ类ղθᡇԢሼ൞сжቅ㢸中㔏࠰жѠะӄ

ᴿ䲆ตрԙᮦᴨ㓵ᶺ䙖᝕⸛⸟䱫的方法Ⱦ

7.3.2 ᡇԢ的ᶺ䙖方法

䇴ٽ q ᱥжѠ㍖ᮦᑸθ㙂 X ᱥᴿ䲆ต Fq р的жᶗԙᮦᴨ㓵ȾԚ䳼合 P ⭧ж

ӑᴨ㓵 X/Fq рᴿ⨼⛯ᶺᡆȾ䘿᤟жѠ䲚ᆆ Gθֵ ᗍᆹ┗䏩ᶗԬ deg(G) < |P| ૂ

supp(G) ∩P = ∅Ⱦ䛙Ѿ G的 Riemann–Rochグ䰪 L(G)ᱥ Fq р的жѠ ℓ(G)-㔪ੇ䠅

グ䰪Ⱦ⭧ӄ supp(G)∩P = ∅θᡶԛሯӄԱᝅᴿ⨼⛯ P ∈ P ᮦ࠳ૂ f ∈ L(G)θᡇԢൽ

ᴿ f(P ) ∈ FqȾф DeVoreᶺ䙖方法类ղ的θᡇԢҕਥԛሼ࠳ᮦ f 㺞⽰ᡆжѠӂࡍݹ

ੇ䠅 vfθᆹ的㺂⭞䳼合 P × Fq 中的ݹ㍖ḽ䇦Ⱦሯӄփ㖤 (P, a) ∈ P × Fqθੇ 䠅 vf ൞

䘏жփ㖤р的਌ٲᱥ

fP,a =


1 㤛 f(P ) = a

0 ެᆹ᛻߫Ⱦ

⌞ᝅࡦθሯӄ∅Ѡ f ∈ L(G)θੇ 䠅 vf 中䜳ᴿ |P|Ѡ䶔䴬ݹȾ

Ԛ m = |P| × qθn = qℓ(G)Ⱦᡶᴿ的䘏ӑੇࡍ䠅 {vf | f ∈ L(G)} ᶺᡆҼжѠ

m× n䱬的⸟䱫 Φ0ȾᡇԢᴿྸс的ᇐ⨼Ⱦ

定理 7.6：令 Φ = 1√
|P|

Φ0。那么 Φ 是一个相关性为 µ(Φ) ≤ deg(G)/ |P| 的感知

矩阵。

证明. ሯӄ L(G)中ԱᝅњѠуੂ的࠳ᮦ f ૂ gθੇࡍ䠅 1√
|P|

vf ૂ
1√
|P|

vg ᱥ Φ中

的њѠঋփ䮵ᓜ的ੇࡍ䠅ȾԚ zѰੇ䠅 vf ૂ vg 的޻〥φ

z = |⟨vf ,vg⟩|

= |{P ∈ P | f(P ) = g(P )}|

= |{P ∈ P | (f − g)(P ) = 0}|Ⱦ

ሯӄ࠳ᮦ f − g ∈ L(G)θٽ䇴ᆹ൞ P 中的 zѠ䴬⛯ᱥ Pi1 , Pi2 , . . . , PizȾ䛙ѾᡇԢ
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ᴿ

0 ̸= f − g ∈ L(G− Pi1 − · · · − Piz)Ⱦ

䘏ᝅ઩⵶

deg(G− Pi1 − · · · − Piz) = deg(G)− z ≥ 0Ⱦ

ᡶԛθ
1√
|P|

vf ·
1√
|P|

vg =
z

|P|
≤ deg(G)

|P|
Ⱦ

঩᝕⸛⸟䱫 Φ的⴮ީᙝ µ(Φ)┗䏩 µ(Φ) ≤ deg(G)/ |P|Ⱦ

Ԅԛс的䀈ᓜ࠰ਇθᡇԢ的䘏Ѡᇐ⨼ਥԛⵁ֒ᱥ DeVoreᶺ䙖法的жѠ㠠❬᧞

ᒵȾྸ ᷒䘿਌ԙᮦᴨ㓵 X Ѱ Fq р的射影直线δProjective Lineεθ䛙Ѿ࠳ᮦต Fq(X )

ቧੂᶺӄᴿ⨼࠳ᮦต Fq(x)Ⱦ൞ᴨ㓵 X рާᴿ q + 1Ѡᴿ⨼⛯θᆹԢࡡ࠼ᱥжѠᰖ

キ⛯∞ૂ q Ѡᴿ䲆⛯θ੄㘻фᴿ䲆ต Fq 中的 q Ѡݹ㍖ҁ䰪ᆎ൞㠠❬的жжሯᓊީ

㌱Ⱦ䇴㖤䲚ᆆ G = (r − 1) · ∞θ䛙Ѿ Riemann–Rochグ䰪 L(G) = L((r − 1)∞)ሼф

ㅢ 7.3.1㢸中的ੇ䠅グ䰪 Pr ↙ླ⴮ੂȾ䘏ᰬθᡇԢ的方法ᗍࡦ的⸟䱫ૂ DeVore的ж

⁗жṭȾ

ᡇԢ䘎ਥԛ⌞ᝅࡦθDeVore的ᶺ䙖方法ਥԛԄᴿ䲆ต Fq ᢟኋࡦᆹ的ᴿ䲆⅗ᢟ

ต Fqr рθr ≥ 1θ঩⭞ต Fqr р的ݹ㍖ૂཐ亯ᕅᶛḽ䇦㺂ࡍȾ䘏ṭᗍࡦ的᝕⸛⸟䱫ޭ

ᴿᴪཝ的㿺⁗Ⱦ类ղ的θᡇԢҕਥԛֵ⭞ԙᮦᴨ㓵的䈣䀶ᶛ䈪᱄䘏ж᧞ᒵȾᡇԢਥԛ

൞ᶺ䙖中ሼᴿ⨼⛯ᦘᡆ Fqr-ᴿ⨼⛯θᒬሼ Riemann–Rochグ䰪ⵁ֒ᱥᴿ䲆ต Fqr р的

ੇ䠅グ䰪Ⱦޭ ։的ׁᆆᡇԢሼ൞с㢸中ԁ㔃Ⱦ

ᡇԢ的ᶺ䙖方法䴶㾷⭞ࡦԙᮦᴨ㓵рᴿ⨼⛯的ؗᚥθ䘎䴶㾷ሯӄ㔏ᇐ䲚ᆆ的

Riemann–Rochグ䰪的䈜㓼ࡱ⭱Ⱦީ ӄࢃ㘻θ䇮ཐᮦ学䖥Ԭ中䜳ᐨ㔅޻㖤Ҽ⴮ީ࠳ᮦ

ਥԛ᱄⺤的㔏࠰䘏ӑᴿ⨼⛯θׁ ྸ Magmaૂ SageㅿȾਜж方䶘θHessᨆ࠰䗽жѠ

ㆶঋ儎᭾的㇍法θਥԛ⺤ᇐ࠰㔏ᇐ䲚ᆆ的 Riemann–Rochグ䰪 [97]ȾᙱҁθᡇԢᶺ䙖方

法中ᡶ䴶㾷⭞ࡦ的䘏ӑؗᚥ䜳ਥԛㆶঋ的㧭਌ࡦθᒬъᶺ䙖的ᇔ⧦ҕ䶔ᑮᇯ᱉Ⱦ

109



浙江大学博士学位论文

7.4 жӑׁᆆ

7.4.1 ὣ഼ᴨ㓵的ׁᆆ

ᴿ䲆ตр的ὣ഼ᴨ㓵⭧ӄެ൞ᶺ䙖ㆶ⌷Վ䳻的ᇼ码㌱㔕中的ᓊ⭞㙂Ѱཝᇬᡶ

⟕⸛ [109]Ⱦሯӄжᶗὣ഼ᴨ㓵 X/FqθᡇԢ⭞ Nr 㺞⽰ᴨ㓵р Fqr-ᴿ⨼⛯的ᮦⴤȾ࡟⭞

Schoof㇍法 [144]θN1 ਥԛᖾᇯ᱉的䇗㇍࠰ᶛȾ㙂ሯӄж㡢 NrθᡇԢਥԛ࡟⭞с䶘的

ᕋ⨼ቧㆶঋ的᧞ᗍȾ

引理 7.7 (Washington [181])：设 a 是一个整数，使得 N1 = q + 1 − a。如果二次方程

X2 − aX + q 在复数域上的分解式为

X2 − aX + q = (X − α)(X − β) ，

其中 α, β ∈ C。那么 Nr = qr + 1− (αr + βr)。

↙ྸ൞рж㢸ᴶ੄ᡶ᤽࠰θᡇԢਥԛ࡟⭞ᴨ㓵р的 Fqr-ᴿ⨼⛯ᶛԙᴵ Fq-ᴿ⨼

⛯θԄ㙂ᶺ䙖࠰ᴪཝ㿺⁗的᝕⸛⸟䱫Ⱦׁ ྸθ㔏ᇐжᶗᴿ䲆ต F2р的ὣ഼ᴨ㓵

y2 + y = x3 + xθ (7.3)

䘏ᶗᴨ㓵的ӅṲ g = g(X ) = 1Ⱦᴨ㓵р的 F2r-ᴿ⨼⛯ᮦⴤ Nr ᐨ㔅൞ Stichtenoth的

Ҝ中㻡䇗㇍࠰ᶛ [156]φ

Nr =



2r + 1 㤛 r ≡ 2, 6 (mod 8)

2r + 1 + 2 · 2r/2 㤛 r ≡ 4 (mod 8)

2r + 1− 2 · 2r/2 㤛 r ≡ 0 (mod 8)

2r + 1 + 2(r+1)/2 㤛 r ≡ 1, 7 (mod 8)

2r + 1− 2(r+1)/2 㤛 r ≡ 3, 5 (mod 8)Ⱦ

ᡇԢ⭞∞㺞⽰ὣ഼ᴨ㓵 X ൞ᰖキ䘒༺的ᴿ⨼⛯θᒬ⭞ P 㺞⽰࢟с的ᴿ䲆༺的ᡶᴿ

ᴿ⨼⛯组ᡆ的䳼合θ䛙Ѿ |P| = Nr − 1ȾሯӄжѠ᮪ᮦ sθ1 = 2g− 1 ≤ s < Nr − 1θᡇ

ԢԚ G = s · ∞Ⱦ⭧ᇐ⨼ 7.6θᡇԢਥԛᗍࡦжѠཝቅѰm0 × n0的᝕⸛⸟䱫 Φ0θެ 中

m0 = 2r · (Nr − 1), n0 = 2rℓ(G) = 2rsȾ
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⭧ӄ Φ0 ⴮ީᙝѰ µ(Φ0) ≤ s/(Nr − 1)θᡶԛᆹ┗䏩䱬Ѱ k0 < (Nr − 1)/s + 1的਍䲆

ㅿ䐓ᙝȾ

⢯ࡡ的θᖉ r ≡ 4 (mod 8)ᰬθᡇԢᗍࡦ的m× n䱬᝕⸛⸟䱫 Φ的৸ᮦѰφ

m = 2r(2r + 21+r/2)θ n = 2rsθ µ(Φ) ≤ s/(2r + 21+r/2)θ

ެ中 sᱥ┗䏩 1 ≤ s < 2r + 21+r/2 的ԱᝅжѠ᮪ᮦȾΦ┗䏩的਍䲆ㅿ䐓ᙝ䱬ᮦѰ

k < (2r +21+r/2)/s+1Ⱦ⌞ᝅࡦ log2m = 3r/2+ log2(2r/2+2) ≈ 2rθᒬъ log2 n = rsθ

᝕⸛⸟䱫 Φਥԛ㻡⭞ᶛ߼⺤ᚘགྷ的ؗਭ的〶⯅ᓜѰ

k ≤ (
√
m+ 2 4

√
m) logm

2 logn
Ⱦ

ੂᰬ⌞ᝅࡦ DeVoreᶺ䙖࠰的᝕⸛⸟䱫ਥԛᚘགྷ的ؗਭ的〶⯅ᓜᱥ

k ≤
√
m logm

2 log(n/m)
Ⱦ

ሯӄ㔏ᇐ⴮ੂ的⎁䠅⅗ᮦ mθᖉؗਭ䮵ᓜ n䏩ཕཝᰬθᡇԢᶺ䙖࠰的᝕⸛⸟䱫ሯӄ

ᇂޞᚘགྷᶗԬсؗਭ的〶⯅ᓜ㾷≸ᴪքȾф↚ੂᰬθᡇԢਥԛ䙐䗽䘸ᖉ的䈹㢸 rૂ s

的䘿਌ٲθᗍࡦж组уੂ的᝕⸛⸟䱫Ⱦ

⧦൞θᡇԢ߃ᶛ䙐䗽ᮦٲ⁗ᤕθ∊䖹жсὣ഼ᴨ㓵ᶺ䙖的᝕⸛⸟䱫ૂ Gauss䳅ᵰ

⸟䱫ҁ䰪的ؗਭᚘགྷ㜳࣑ȾሯӄжѠؗਭ xθᡇԢ䘿⭞ OMP㇍法≸䀙 ℓ0-ᴶቅौ问题

δ7.1εθᒬሼᗍࡦ的䀙䇦֒ x⋆Ⱦᇐѿؗਭ x的ᚘགྷؗಠ∊δSignal-to-Noise RatioθSNRε

Ѱ

SNR(x) = 10 · log10
(

∥x∥2
∥x− x∗∥2

)
dBȾ

ྸ᷒ؗಠ∊ SNR(x)уቅӄ 100 dBθ䛙ѾᡇԢቧ〦ؗਭ x㻡ᇂ㗄ᚘགྷ࠰ᶛҼȾ

ሼᕅᆆδ7.3ε㺞⽰的ὣ഼ᴨ㓵ߏᡆྸс的ሺᖧᖘᕅφ

y2z + yz2 = x3 + xz2Ⱦ (7.4)

Ԛ r = 2θᴨ㓵δ7.4εр的ᡶᴿᴿ䲆的 F4-ᴿ⨼⛯组ᡆҼ䳼合

{[0, 0, 1], [0, 1, 1], [1, 0, 1], [1, 1, 1]}θ

㙂୥жжѠᰖキ䘒⛯∞的ආḽᱥ [0, 1, 0]ȾྸٽᡇԢ䘿਌ s = 3θ䛙Ѿ Riemann–Roch

グ䰪 L(3 · ∞)ሼᱥᴿ䲆ต F4 р的жѠ 3-㔪ੇ䠅グ䰪θᆹ的ж组ะᱥ {1, x, y}Ⱦ⭧ᇐ

111



浙江大学博士学位论文

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

k

P
er

fe
ct

  R
ec

ov
er

y 
 P

er
ce

nt
ag

e

 

 

Gaussian

Elliptic

ഴ 7.1 16× 64䱬᝕⸛⸟䱫的ᇂ㗄ᚘགྷ⦽∊䖹

ഴ中Ѱཝቅᱥ 16× 64的 Gauss䳅ᵰ⸟䱫ૂὣ഼ᴨ㓵 y2 + y = x3 + xሲ࠰⸟䱫的ᇂ

㗄ᚘགྷ⦽ሯ∊Ⱦሯӄ∅Ѡ〶⯅ᓜ kθᡇԢ䜳⁗ᤕҼ 5000⅗䗉ؗޛਭᶛ䇗㇍∊ׁȾ

⨼ 7.6θᡇԢᗍࡦжѠཝቅѰ 16× 64的᝕⸛⸟䱫Ⱦഴ 7.1ኋ⽰Ҽሯӄуੂ〶⯅ᓜ的ؗ

ਭθ䘏Ѡ⸟䱫ф Gauss䳅ᵰ⸟䱫的ᇂ㗄ᚘགྷ∊ׁ的ሯ∊᛻߫Ⱦሯӄ∅Ѡ〶⯅ᓜ kθᡇ

Ԣ䜳䳅ᵰ䘿਌Ҽ 5000Ѡؗਭ䘑㺂⁗ᤕθԄ㙂ᗍࡦᇂ㗄ᚘགྷ的∊ׁȾਥԛⵁࡦθ⭧ὣ

഼ᴨ㓵δ7.3ε⭕ᡆ的⸟䱫∊ Gauss⸟䱫ޭᴿᴪ儎的ᇂ㗄ᚘགྷ⦽Ⱦ

类ղ的θ䙐䗽䘿਌ r = 3ૂ s = 3θᡇԢਥԛᗍࡦжѠ 32 × 512䱬的᝕⸛⸟䱫Ⱦ

ഴ 7.2中ኋ⽰Ҽ䘏Ѡ⸟䱫ૂжѠੂṭཝቅ的 Gauss䳅ᵰ⸟䱫的ᇂ㗄ᚘགྷ⦽的ሯ∊Ⱦ

↚ᰬθ⭧ὣ഼ᴨ㓵δ7.3εᗍࡦ的⸟䱫ૂ Gauss⸟䱫的ᚘགྷ⦽ะᵢ⴮ੂȾ㘹㲇ࡦ⺤ᇐᙝ

ᶺ䙖方法ሯ∊䳅ᵰᶺ䙖的Վࣵθὣ഼ᴨ㓵ᶺ䙖的᝕⸛⸟䱫∊ Gauss⸟䱫ޭᴿᴪཝ的

ᇔ⭞ᙝȾ

7.4.2 Hermiteᴨ㓵的ׁᆆ

⭧ᇐ⨼ 7.6θᡇԢਥԛᗍࡦ⴮ީᙝѰ µ ≤ deg(G)/ |P|的᝕⸛⸟䱫θެ 中 P ᱥᴨ

㓵 X 中的жӑᴿ⨼⛯组ᡆ的䳼合Ⱦഖ↚θᡇԢᡇԢީᗹ䛙ӑޭᴿᖾཐᴿ⨼⛯的ᴨ㓵Ⱦ
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Elliptic

ഴ 7.2 32× 512䱬᝕⸛⸟䱫的ᇂ㗄ᚘགྷ⦽∊䖹

ഴ中Ѱཝቅᱥ 32× 512的 Gauss䳅ᵰ⸟䱫ૂὣ഼ᴨ㓵 y2 + y = x3 + xሲ࠰⸟䱫的ᇂ

㗄ᚘགྷ⦽ሯ∊Ⱦሯӄ∅Ѡ〶⯅ᓜ kθᡇԢ䜳⁗ᤕҼ 5000⅗䗉ؗޛਭᶛ䇗㇍∊ׁȾ

↚ᰬ⴮ީᙝ的р⮂ቧ㜳ታਥ㜳的ቅȾռж㡢ᶛ䈪θжᶗᴨ㓵рᴿ⨼⛯的ᮦⴤᱥᴿж

ᇐ䲆࡬的Ⱦ

定理 7.8 (Hasse–Weil定理)：令 X 是有限域 Fq 上一条亏格为 g 的代数曲线。那

么 X 上的有理点的数目 N(X ) 满足不等式

|N(X )− q − 1| ≤ 2 g
√
q。

Hermiteᴨ㓵ቧᱥж类䗴ࡦр䘦ᇐ⨼中的р⮂的ԙᮦᴨ㓵ȾԚ q ᱥжѠ㍖ᮦᑸ

的ᒩ方θ䛙Ѿᴿ䲆ต Fq р的 Hermite曲线 Hq ਥԛ⭧ԛс的Եሺ方ぁ㔏࠰φ

y
√
q + y = x

√
q+1Ⱦ

䘏ᶗᴨ㓵的ӅṲᱥ g = g(Hq) = (q − q1/2)/2θᒬъᴨ㓵рᴿ⨼⛯的Ѡᮦᱥ N(Hq) =

q3/2 + 1θ䈜㿷⴮ީᮽ⥤ [156]ȾᡇԢਥԛ⌞ᝅࡦθN(Hq)䗴ࡦҼ Hasse–Weilᇐ⨼中的р

⮂Ⱦ

Ԛ Q ᱥᴨ㓵 Hq р⭧ Fq(x) 的ᰖキ䘒⛯ᢟᕖ⭕ᡆ的жѠᴿ⨼⛯Ⱦሼ Hq р

ެᆹᡶᴿᴿ⨼⛯组ᡆ的䳼合䇦Ѱ Pθ䛙Ѿ |P| = N(Hq) − 1 = q3/2Ⱦሯӄ᮪ᮦ sθ
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q − q1/2 − 1 = 2g − 1 ≤ s < q3/2θᡇԢ䇴㖤 G = s · QȾṯᦤᇐ⨼ 7.6θᡇԢᗍࡦжѠ

m× n䱬᝕⸛⸟䱫 Φθެ 中

m = q5/2θ n = qs+1−(q−q1/2)/2Ⱦ

⸟䱫 Φ的⴮ީᙝᱥ µ(Φ) ≤ s/q3/2θᡶԛᆹ┗䏩䱬Ѱ k < q3/2/s + 1的਍䲆ㅿ䐓ᙝȾ

঩θ᝕⸛⸟䱫 Φਥԛ⭞ᶛ߼⺤ᚘགྷ的ؗਭ的〶⯅ᓜᱥ

k ≤ m3/5

logq n+ (m2/5 −m1/5)/2
Ⱦ

᧛сᶛθᡇԢሼᣀ Hermiteᴨ㓵ᗍࡦ的᝕⸛⸟䱫ૂ DeVoreᶺ䙖的⸟䱫䘑㺂∊

䖹Ⱦٽ䇴 pᱥжѠ㍖ᮦᑸθ㙂 q = p4ȾᡇԢਥԛԄ Hermiteᴨ㓵 Hq ਇθʌ࠰ 䙖жѠ

mH × nH 䱬的᝕⸛⸟䱫 ΦHθֵ ᗍ

mH = p10θ nH = p4(s+1−g)θ µH = s/p6θ

ެ中ӅṲ g = (p4 − p2)/2θ㙂᮪ᮦ s┗䏩 p4 − p2 − 1 ≤ s < p6Ⱦ⸟䱫 ΦH 的⴮ީᙝ

µ(ΦH) ≤ µHȾ㙂䙐䗽 DeVore的方法θᡇԢਥԛᗍࡦжѠ mD × nD 䱬的᝕⸛⸟䱫

ΦDθֵ ᗍ

mD = p10θ nD = p5(t+1)θ µD = t/p5θ

ެ中᮪ᮦ t┗䏩 1 ≤ t < p5Ⱦ⸟䱫 ΦD 的⴮ީᙝ µ(ΦD) ≤ µDȾᡇԢਥԛ䘸ᖉ䘿਌৸

ᮦ sૂ tθֵ ᗍ

4(s+ 1− g) = 5(t+ 1)Ⱦ

↚ᰬњѠ⸟䱫 ΦH ૂ ΦD ޭᴿ⴮ੂ的ཝቅȾᡇԢሼ∊䖹њѠ⸟䱫的⴮ީᙝ的р⮂θ঩

µH ૂ µDφ

µH

µD

=
1

p
· s
t

=


Θ(p3−η) 㤛 t = Θ(pη)θ0 ≤ η < 3

1
2c

㤛 t = Θ(p3) = cp3 + o(p3)θc ̸= 0

Θ(p−ϵ) 㤛 t = Θ(p3+ϵ)θ0 < ϵ ≤ 2Ⱦ
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Ԅ⴮ީᙝ的䀈ᓜⵁᶛθᖉ t = Θ(p3+ϵ)ᰬθᡇԢ的⸟䱫൞⑆䘇ᝅѿсՎӄ DeVore

的ȾӁᇔрθAminiф Marvastiᐨ㔅䇷᱄Ҽθሯӄӂݹ⸟䱫θᖉ t = o(p2.5)ᰬ DeVore

ᶺ䙖的⸟䱫൞⑆䘇ᝅѿсᱥᴶՎ的 [4]Ⱦ㙂ᡇԢᶺ䙖࠰ᶛ的ӂݹ⸟䱫൞৸ᮦ t > p3/2

ᰬ∊ DeVore的ᴪࣖླȾ
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讨论与展望

8 䇞䇰фኋᵑ

ᵢᮽᙱ㔉Ҽ֒㘻൞᭱䈱ঐ༡学փᵕ䰪的ཝ䜞࠼ᐛ֒Ⱦ䘏ӑᐛ֒的ާੂ⢯㢨ᱥԄ

组合ᮦ学的㿸⛯࠰ਇθ㘹ሕ൞⧦ԙ䙐ؗ⨼䇰ૂؗᚥ学中ޭᴿ䠃㾷⨼䇰ૂᓊ⭞ԭٲ的

几类编码问题Ⱦ

൞ㅢ 2ㄖ中θᡇԢ䘳ሱ DingㅿӰީӄᐤ䳼ሲ࠰ᗠ⧥码θԛ਀ LanderㅿӰީӄሯ

〦⸟䱫ሲ࠰ᆆ⁗码的ᜩ法θ研究ҼԄᐤ䳼的䖞䚉⸟䱫ᶺ䙖㓵ᙝ码码䬴的问题Ⱦ↙ྸ

ᡇԢ的ׁᆆᡶኋ⽰的θ䘏ṭ的方法ਥԛᗍࡦᖾཐᴶՎ㓵ᙝ码Ⱦ㲳❬਍䲆ӄ䇗㇍㜳࣑θ

ᗍࡦ的䘏ӑᴶՎ码䘎⋗ᴿ᯦的৸ᮦȾռᱥθᡇԢד❬⴮ؗ䘏ж方法ᱥ㧭ᗍ᯦৸ᮦᴶ

Վ码的жѠу䭏的ُ䘿Ⱦ

ਜж方䶘θ↙ྸ Lander ᤽࠰ᆆ⁗码䬴ਥԛⵁ֒ሯ〦䇴䇗的у਎䠅θᡇԢ的

ᜩ法ҕਥԛ൞研究ᐤ䳼的ੂᶺ问题中ਇᥛ֒⭞ȾׁྸᡇԢਥԛሼӊ类уㅿԭ的

(511, 255, 127)-ᗠ⧥ Hadamardᐤ䳼ṯᦤᆹԢሲ࠰的码ᓅࡍ䘑㺂䘑ж↛的࠼类ȾᡇԢ

ᑂᵑ䘏жԄ码的ਃ侾ਥԛ൞Ԁ੄ᐤ䳼的⨼䇰研究中ᗍࡦᓊ⭞Ⱦ

ㅢ 3ㄖ中研究Ҽޭᴿᘡ䙕䘣ԙ䈇码㇍法的 LDPC码Ⱦ࡟⭞ᗠ⧥㗚р的ᐤ⸟䱫θ

ᡇԢᗍࡦ的 LDPC码ੂᰬޭᴿ↙ࡏᙝૂᤕᗠ⧥ᙝθਥԛ䘑ж↛䲃ք编码䈇码䗽ぁ中

的ᰬ䰪གྷᵸᓜȾфᮽ⥤中Ԅެᆹ组合㔉ᶺᗍࡦ的码䘑㺂ᮦٲ∊䖹੄ਇ⧦θᡇԢ的方

Ṿ൞ᙝ㜳рфࢃӰ㔉᷒䶔ᑮ᧛䘇θռޭᴿᴪཝ的⚫⍱ᙝθਥԛ䘿᤟的৸ᮦᴪᒵȾ

਍䲆ӄ䖥Ԭ⁗ᤕ的㋴ᓜθᡇԢ䘎у㜳ᖾླ൦㘹ሕᡶᗍࡦ的 LDPC码ᡶޭᴿ的ᴶ

ք䈥码⦽ㅿᙝ䍞θ㙂ള䱻р亼ݾഘ䱕ᐨ㔅ᤛᴿщ䰞的⺢Ԭᶛሯ LDPC码䘑㺂㋴⺤的

⁗ᤕ᷆࠼Ⱦсж䱬⇫ਥ㺂的方ੇᱥθ䘑ж↛Ԅ组合㔉ᶺ的ᙝ䍞࠰ਇθ䙐䗽⨼䇰研究

LDPC码的䲭䱧䳼δTrapping Setεૂ 䳼δStopping↘ڒ Setεㅿᖧଃᐤ䭏ᒩᓋ的ᆆ㔉ᶺθ

ᒬ᭯䘑⧦ᴿ的组合ᶺ䙖方法Ⱦ

൞ㅢ 4ㄖ䠂θᡇԢ䙐䗽ሼ㖤ᦘ码ሯᓊࡦ Cayleyഴр的京⛯⤢㄁䳼θԄ㙂࡟⭞ഴ

䇰中的方法ሯ㖤ᦘ码的с⮂䘑㺂զ䇗ȾᡇԢ的㔉᷒уռ᭯䘑Ҽжӑቅ৸ᮦᰬ的ᐨ⸛

㔉᷒θ䘎൞⑆䘇ᝅѿсሼՖ㔕的 Gilbert–Varshamovශс⮂ᨆ儎Ҽ Ω(ln(n))كȾ

㲳❬码ૂ⤢㄁䳼䰪ޭᴿ㠠❬的ީ㚊θռ问题的䳴⛯൞ӄ䘿਌合䘸的ഴ䇰৸ᮦ䘑
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㺂ૂ᷆࠼䇗㇍Ⱦഖ↚θᡇԢҕਥԛ㘹㲇Ԅഴ的ެᆹᙝ䍞ޛᢁθ㔝㔣᭯䘑㖤ᦘ码的рс

⮂զ䇗ȾਜжѠᴿᝅᙓ的研究䈴题ᱥ㘹㲇ެᆹᓜ䠅с的㖤ᦘ码Ⱦ䘏ж问题ޭᴿᇔ䱻

的ᐛぁ学㜂Ქθᒬъ⴮ީ的ᐛ֒ᢃࡐࡐ䎭↛θᱥжѠᖾླ的䈓题Ⱦ

ㅢ 5ㄖ中θᡇԢ᧘䇞Ҽж类৸ᮦ的ᴶՎᑮ䠃གྷ合码ᶺ䙖问题Ⱦ2008ᒪθCheeㅿ

Ӱ⺤ᇐҼ䠃䠅Ѱ 3ᰬθᡶᴿ䮵ᓜૂ䐓⿱的ᴶՎпݹᑮ䠃གྷ合码ᡶ੡的码ᆍѠᮦȾ㙂

ᡇԢ൞䘏ㄖ中θʌ 䙖࠰Ҽ䠃䠅Ѱ 4ъᴶቅ䐓⿱Ѱ 5ᰬθᡶᴿ䮵ᓜ的ᴶՎпݹᑮ䠃གྷ合

码Ⱦ䘏䠂⭞ࡦ的ѱ㾷ᐛޭᱥп类θ঩⸣码ᆍ的⴪᧛ᶺ䙖θਥ࠼组码θૂ ཝ䠅的组合䙈

ᖈ方法Ⱦ

䲚ҼᡇԢ的ᐛ֒ԛཌθҕᴿ学㘻㘹㲇Ҽެᆹ৸ᮦ的᛻߫θռ᮪Ѡ问题䐓⿱ᇂޞ䀙

䘎ᖾ䚛䘒ȾӁᇔрθ∅ж类৸ᮦсᴶՎ码的⺤ᇐ䜳ᱥᶷެദ䳴的Ⱦ䘏ж方䶘ᱥ⭧ӄߩ

䙈ᖈ方法的㕰҅θਜж方䶘ᱥ਍䲆ӄ⸣码ᆍ⴪᧛ᶺ䙖ᡶ䴶的ᐞཝ䇗㇍䠅Ⱦഖ↚θᰖ䇰

ᱥ᯦方法的ᨆ࠰θ䘎ᱥ᯦码类的ᶺ䙖θ䜳ሼᱥॷ࠼ᴿᝅѿ的Ⱦ

ㅢ 6ㄖ䇞䇰Ҽ 2-ਥ࠼码的ᆎ൞ᙝ问题ȾᡇԢ俌࡟ݾ⭞ආḽ࠼组法θཝᑻ᭯䘑Ҽ

р⮂Ⱦ᧛⵶θᡇԢ䘑ж↛䲃քҼ㓵ᙝਥ࠼码的р⮂θᒬъ࡟⭞↙Ӛ㺞ᶺ䙖࠰Ҽ䗴ࡦᴶ

Վ的ᰖキ码类ȾJ ੄ᡇԢֵࡡ࠼⭞䳅ᵰ方法ૂ⺤ᇐᙝ方法㧭ᗍҼਥ࠼码的жӑс⮂

㔉᷒Ⱦެ 中θࡖ䲚法ᶺ䙖的码ૂᡇԢ᭯䘑੄的р⮂ޭᴿ⴮ੂ的⑆䘇䱬Ⱦ

䘏жㄖ中的޻ᇯૂҁࢃ ChengㅿӰ的ᐛ֒ӻӻਠᱥᮦᆍ᤽㓯组合ᶺ䙖㌱ࡍ问

题的жѠᕋᆆθ䘎ᴿ䇮ཐ䈴题䴶㾷ڐᴪࣖ␧ޛ的研究Ⱦਥ࠼码的几Ѡᴿᝅᙓ的ࢃ䘑

方ੇᱥφж㡢䮵ᓜૂᆍ∃㺞рᴶՎ 2-ਥ࠼码的⺤ᇐૂᶺ䙖χᖉ t ≥ 3ᰬθt-ਥ࠼码的р

с⮂զ䇗χ䞃合ਥ࠼码䘳䑠㖠⣥的㇍法研究ㅿȾᖉ❬θᴪᴿᝅѿ的问题䘎ऻᤢԄ䱨合

䉁的㾷≸࠰ਇθሲެ࠰ᆹ的组合㔉ᶺф⴮ީ䘳䑠㇍法Ⱦ

൞ㅢ 7ㄖ中θᡇԢԁ㔃ҼжѠ࡟⭞ᴿ䲆ตр的ԙᮦᴨ㓵ᶺ䙖ӂݹ᝕⸛⸟䱫的᯦

方法θ䘏ਥԛⵁᡆᱥ DeVoreᶺ䙖方法的㠠❬᧞ᒵȾ় ਨрθGoppaᔶࡑҼԙᮦ几֋

码研究的ݾ⋩θᖾཐླ৸ᮦ的㓵ᙝ码㻡ਇ᧎࠰ᶛȾᡇԢ⴮ؗθᡇԢ的ᶺ䙖方法䘎ᴿᐞ

ཝ的▒࣑Ⱦж㡢ᶛ䈪θ⭧ӄӂݹ⸟䱫中ᡶᴿݹ㍖䜳ᱥ䶔䍕的θ䘏类⸟䱫൞ু㕟᝕⸛亼

ต中ᒬуᱥᴶླ的ُ䘿方ṾȾAminiㅿӰᐨ㔅䗾࠰ҼԄ pݹ BCH码ӝ⭕䶔ӂݹ᝕⸛

⸟䱫的↛ՆȾഖ↚θ࡟⭞ԙᮦᴨ㓵ᶺ䙖䶔ӂݹ᝕⸛⸟䱫ሼᱥжѠᴿ䏙的问题θਥԛ֒

Ѱᵠᶛ的研究方ੇȾ
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ਜж方䶘θԙᮦᴨ㓵ૂᆹԢ的ԙᮦ࠳ᮦต的〃类㑷ཐθ䘏ሯӄᶺ䙖᝕⸛⸟䱫ਥԛ

ᨆבᴪཝ的⚫⍱ᙝȾCandésф Taoᴴᔰ䇤࡟⭞ু㕟᝕⸛的Ṽᷬᶛ䇴䇗ࣖᇼ方Ṿ [29]θ

ެ中∅Ѡ᝕⸛⸟䱫㻡⭞֒жѠࣖᇼᇼ䫛Ⱦ㙂⭧ӄуੂ的ᴨ㓵ਥԛӝ⭕уੂ的᝕⸛⸟

䱫θᡇԢ的ᶺ䙖方法ਥԛⵁ֒ᱥᨆבҼࣖᇼ։㌱中ࣖᇼᇼ䫛的ᴪཐ䘿᤟Ⱦ䘏ж⛯൞

᝕⸛⸟䱫的ᇼ码学ᓊ⭞中ޭᴿᖾ儎的▒൞ԭٲȾ

䲚Ҽр䘦᭬ᖋ൞䇰ᮽ中的几类编码问题θ֒ 㘻䘎ᜩٕ↚ᵰՐㆶঋԁ㔃ਜж亯㓥

组合䇴䇗的ᐛ֒Ⱦ问题的䎭Ⓠᱥߒѐૂᐛѐ中的䈋僂䇴䇗ᡶ⭞ࡦ的䜞࠼ᒩ㺗уᇂޞ

॰组δPartially Balanced Incomplete BlockθPBIBε䇴䇗Ⱦ㠠 1973ᒪ Clatworthy编㪍的

ީӄњѠ㔉合类的 PBIB䇴䇗δ䇦Ѱ PBIBD(2)ε的৸㘹ᢁ߂ [43] ਇ㺞ԛᶛθӰԢሯެ

研究䘑ኋ㕉មȾሯӄ PBIBD(2)中ᴶ䠃㾷的可分组ශθFuㅿӰ䀙ㆊҼ॰组䮵ᓜᱥ 3

的᛻߫ [80,81]θ㙂ᖉ॰组䮵ᓜѰ 4ᰬᡶ⸛⭐ቇ [95,96,138]θެ 中的ᴶദ䳴⛯ᱥ组ᮦⴤቅӄ

॰组䮵ᓜᰬ的᛻߫ȾᡇԢ的ᐛ֒᧞ᒵҼ组合䇴䇗⨼䇰中的Wilsonะᵢᶺ䙖法ૂਂ

ਥ࠼组䇴䇗ᶺ䙖法θ㧭ᗍҼ组ᮦѰ 3॰组䮵Ѱ 4ᰬਥ࠼组ශ PBIBD(2)的ж㡢ᙝ㔉

᷒Ⱦ䘏жᐛ֒ᐨ㔅ਇ㺞൞ SCIᵕࡀɅSIAM Journal on Discrete MathematicsɆȾ

⭧ӄ֒㘻≪ᒩᴿ䲆θࣖ ҁᰬ䰪ૂㇽᑻᡶ䲆θᮽ中䳴ރᴿ䉢䈥ૂу䈜ҁ༺θᮢ 䈭਺

փщᇬ学㘻у੓᢯䇺᤽↙έ
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