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强正则图 强正则图 图 的 图, 的

的 的 , 码 及 . 研究

图 图 研究 , 的强正则图 强正则图.

的 t- 研究的 , 图 码 码

的 . ,强正则图 强的

, t- 线性码 的相 的研究 的 .

2- 的强正则 图 , 的 强

正则 图. 研究 线性码 的 2- 的线性码.

, 的研究 及 .

, RT2图, Davis-Xiang图 的

的正则 . 正则 的正则 的 性

, 图 及 的 ,

.

, 的 的 强正则图.

16 的 强正则图 , 的 .

, Hermitian 的 码. 码

的 码 的 2- 的关 . 关 的 的线

性码 Reed-Muller 码的 码, 2- . , 的 线

性码的 , 码的 的 .

, 及的 , 的 .

关 : 图; ; 正则 ; 强正则图; 强正则图; ; ;

码; 2- ; Reed-Muller码.

II
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Abstract

Strongly regular graphs and directed strongly regular graphs are two important kinds of graphs in

combinatorial graph theory. They are closely related to many interesting structures in different fields,

such as finite geometry, coding theory, combinatorial design theory and so on. By means of Cayley

graph, many different types of strongly regular graphs and directed strongly regular graphs have been

obtained. The association scheme and the t-design in combinatorial theory are two kinds of combina-

torial structures which have been studied extensively in recent decades. They are widely used in graph

theory, coding theory, cryptography, communication and statistics. In particular, strong regular graphs

have a strong connection with the amorphic Cayley schemes, and the interaction between t-designs and

linear codes has been a topic of interest. In this paper, we will construct strongly regular Cayley graph

and amorphic Cayley schemes on non-abelian 2-groups by algebraic method, and construct new directed

strongly regular Cayley graph by using partial sum families. This paper is also devoted to the study of

linear codes generated by supporting 2-designs corresponding to a class of ternary linear codes.

In Chapter 1, we will briefly introduce the research background, literature review and the main

content of this paper.

In Chapter 2, we consider regular automorphism groups of graphs in the RT2 family and the Davis-

Xiang family and amorphic abelian Cayley schemes from these graphs. We derive general results on

the existence of non-abelian regular automorphism groups from abelian regular automorphism groups

and apply them to the RT2 family and Davis-Xiang family and their amorphic abelian Cayley schemes

to produce amorphic non-abelian Cayley schemes.

In Chapter 3, we construct directed strongly regular graphs with new parameters by using partial

sum families with local rings. 16 families of new directed strongly regular graphs are obtained and the

uniform partial sum families are given.

In Chapter 4, we study the affine-invariant ternary codes defined by Hermitian functions. We first

compute the incidence matrices of the 2-designs supported by the minimum weight codewords of these

ternary codes. Then we show that the linear codes spanned by the rows of these incidence matrices

are subcodes of the 4-th order generalized Reed-Muller codes and also hold 2-designs. Finally, we

determine the dimension and develop a lower bound on the minimum distance of our ternary linear

III



浙江大学博士学位论文 Abstract

codes.

In chapter 5, we summarize the main work of this paper and briefly describe the future work.

Keywords: Cayley graph; amorphic Cayley scheme; regular automorphism group; strongly reg-

ular graph; directed strongly regular graph; partial sum family; local ring; ternary code; 2-design; gen-

eralized Reed-Muller code.
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浙江大学博士学位论文 引言

1

1.1

强正则图 的研究 . Bose [51] 1963

研究 强正则图的 . , 关 强正则图的 性

的研究. 图 Γ, G 的 正则的, 则图 Γ

图. 的 G 的 D 强正则 图

Cay(G,D), 的 D . Ma [56] 1994 的相关研究

的 , 的 . 的

的关 . 关 RT图 Davis-Xiang图 图,

的 . 相关 ,关 的 的 的 的 相

.

研究 的 p- 的 . p-

的 的研究相 , 的 Ghineli [18] Swartz [20] Smith [42] 的

p- 的 . 的 bent 及

. 研究 图的正则 的 的 2- 的 . 强正则

图 的 , Ivanov [11] Ito [58] 的 n > 2

的 S 的 图 的强正则图.

, van Dam [19] X 的 图 的强

正则图, 图的关 . [19] G\{1}

的 D1, D2, · · · , Dn 的 的 ,

S = (G;D1, D2, · · · , Dn). .

的 , 的 的 研究 的

. 的 图 及 的 的正则 图

.

1988 Duval [4] 强正则图的 . Duval 强正则图的

的研究 的 , 研究 的关 . , 图

图 . 图 强正则图关 性的 , 的 性

相 . 研究 的 强正则图, :

图 图

1



浙江大学博士学位论文 引言

关 及 . Hobart Shaw [53] 关 的 图

强正则图的 强正则图的 的 : 的m-

图, m ≥ 2, 的 图 强正则图. Martínez Araluze [44]

的 , m- 图, m- 图 强正则图 的

, 的 . 的 强正则图 的 ,

的 性 , . [44]的 ,

的 , 的 的 m ≥ 2, 强正则 m- 图的 性 .

图 的 强正则图. , 强正则图

研究 强正则图 的 . Polhill [32] Galois 强正则图的 ,

及 的 “spread” 强正则图.

, 的 , 的 的

. 的 强正则图的 性 性 ,

的 强正则图的 性 . 强正则图

研究 .

t- 的 , 码 码

的 . 关 t- 码 的相

码 的 , . Ding 的

[12] t- 线性码 的 研究 的 性 .

线性码 t- 的 : Assmus-Mattson [35], 研究线

性码的 , 的 码 t- 的, 则 线性码 t- ,
[34]. 关 的 的 . , Ding Tang [14] Assmus-

Mattson 2- 3- 的 码 , 70 的

. 线性码 t- . 线性码 ,

码 2- 的, 码 2- . 研

究 , 线性码 的 码 2- . Ding
[13] 线性码 的 t- 线性码, 的线性码 研究.

的 码 Tr2m(at2 + bt) + h 的,

Hermitian Tr2m(at3
m+1 + bt) + h 的 码. 研究 码 的

的线性码 的性 及 码的 .

2
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1.2

Bose [51](1963) 研究 强正则图的 . 1975 1991

, Hubant [68](1975) Cameron [49](1978) Seidel [36](1979) Brouwer van Lint [6](1984) 及

Cameron van Lint [50](1991) 关 强正则图的 性 的研究.

Brouwer Haemers [5](2012) 关图 研究图的线性 图的

及强正则图的 性 . 的 , 图

研究强正则图 的 . G 的 D 强正则 图

Cay(G,D), 的 D . 的 码 及

的 . Calderbank Kantor [10](1986) 2- 码 2- 的

. Leung Ma [39](1990) p- 的 相关 ,
[37](1994) Paley . Ma [56](1994) 1994 的研究

的 .

, 的 , . 的

p- 的 . Hou [61](2000) [64](2001)
[62](2002) [63](2003) [65](2007) Frobenius Galois

Frobenius 及 的 . Hamilton [47](2002) 的

“ ” 的强正则图. Davis Xiang [27](2004)

4的 2- 的 . Polhill [28](2008)

, p- 的 . Polhill [31]

. Tan [72](2010) 的 的 bent

p- 的 强正则图. Chee [69](2011) Tan 的 3 bent p bent

, p bent 的强正则图. Chen Polhill [70](2012) bent

, p- 的 . Feng [57](2013)

p 正则 bent p- 的 的 . Bouyukliev [24](2006)

Kohnert [8](2007) 的 码 p- 的 .

p- 的 的研究相 , Smith [42](1995) Ghineli [18](2012) Swartz [20](2015)

p- 的 .

Ivanov [11](1985) Ito [58](1991)研究 S 及

的强正则图 的关 . van Dam [19](2003) 的 图

的 .

关 强正则图, Duval [4](1988) 强正则图的 , 强正则图

的 的 . 性的 , Duval

3
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强正则图的 性的 . Jørgensen [43](2001) Duval关 v ≤ 20

的 强正则图的 性 的 . Fiedler [22](2002) 的

v ≤ 20 的 的 强正则图,

(coherent algebras) 研究 强正则图. , 研究 强正则图的 Fiedler
[23](1999) Klin [46](2004). 强正则图,

Olmez Song [48](2012) Brouwer [3](2012) 关 , Gyürki [55](2016)

及 Adams [21](2018) .

强正则图, 强正则图的研究 图 及 m- 图 的 .

Hobart Shaw [53](1999) 的 强正则图的 的

强正则图的 . 的 强正则图 的

图 . Duval Iourinski [9](2003) 的 强正则 图.

的 , m- 图 研究强正则图 的 , Resmini Jungnickel [45](1992)

及 Leung Ma [40](1993) 图 及 Kutnar [41](2009) 3- 图 .

Martínez Araluze [44](2010) Duval Iourinski [9](2003) 的 , 的

, m- 图. Araluze [1](2011) 强正则

图的 , 的 , 的 性. Araluze [2](2012)

( m = 2 的 )研究 的 2- 强正则图的

.

t- 线性码 相关的, Assumus Mattson [35](1969) 线性码

的码 的 t- 的 , Assmus-Mattson .

线性码 t- 的 . , Ding Li [16](2017) 及

Ding [15](2017) 线性码 的 2- 3- . Dodunekov

Landgev [54](1995) 码 t- 的 . 的

, Ding Tang [14](2020) 2- 3- 的 码 ,

70 的 : t- 的 码.

线性码 t- , Assmus-Mattson , Assmus

Key [34](1992) 的 : 码的 的 码 t- 的, 则

码 t- . Ding [12](2018) 的关 及 的 性 .

, Ding 线性码 , 码 的 2- 的. Du [66](2019)

Du [67](2019) 的码 的, 码 2- 的.

线性码 t- 相 的 , Ding [13](2020) [16] 的 线

性码的 码, 码 的 2- 的关 , 关 的

4
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的线性码的 .

1.3

的 , 2- 的

的 , 强正则图的 及 Hermitian 的

码 研究. 的 .

• : 2- 的 的 及 的

. , 的

的 , 的强正则图 RT2图. Davis

Xiang 的, 的 2- 的 ,

的图 Davis-Xiang图. 研究 图的正则 , 的

正则 , 图的 正则 . , 图 及

的 2 的 性 . 的

的 p- , 关 p- 的

的 的研究 . 的 的正

则 , 2, 3, 4 6 及 4, 8 16. ,

的 的 研究的 . [27] , 研究 的

, 的 , 的 的 . 的研究

, 的强正则图 的正则 正则

的 的 . 的 “Journal of Combinatorial

Designs” .

• : R 的 G = (R×R,+) 的

强正则图. G 的 . 的 m- 图

强正则图, 图 强正则图.

, 的 , 的 .

Brouwer的 [7] 的 , v < 110的 16 的 5

的 :

(50, 18, 7, 6, 12), (75, 28, 11, 10, 16), (75, 32, 13, 14, 20), (98, 26, 9, 6, 16),
(98, 32, 11, 10, 22), (98, 39, 16, 15, 27), (100, 38, 15, 14, 20), (100, 42, 17, 18, 24),

及 的

(50, 31, 18, 21, 25), (75, 46, 27, 30, 34), (75, 42, 23, 24, 30), (98, 71, 50, 55, 61),
(98, 65, 42, 45, 55), (98, 58, 33, 36, 46), (100, 61, 36, 39, 43), (100, 57, 32, 33, 39).

5
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强正则图的强 的 . ,

R 的 的 , [1] 关

的 性的 . 的 “Designs, Codes and Cryptography” .

• : 研究 Hermitian 的 码. 码的

码 2- , 2- 的关 . , 关

的 的 2- 的线性码. 的 线性码

Reed-Muller码的 码, 码 2- . , 的

线性码 C3(Dd(C(2m, 3))) 的 线性码 C(2m, 3). ,线性码

C3(Dd(C(2m, 3))) 的 的线性码 C(2m, 3) 的 .

线性码的 , 的 . 的研究 t- 线性码

强的关 性, 线性码 t- , t-

的关 性 的线性码. 的 “Cryptography and

Communications” .

的 , (No.11771392)的 .

的 , 的 , 的研究

, 正.

6
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2 2- 的

研究 RT2 图 Davis-Xiang 图的正则 , 及 图 的

. 的 正则 , 的正则

的 性的 , RT2 图 Davis-Xiang 图及

, . 的 2, 3, 4 6 及

4, 8 16的正则 .

的 . , 强正则图 图 及 的

. , 研究 RT2图 Davis-Xiang图 及 的

的 , 研究 的正则 的 . ,

的 的正则 的 性 , RT2图, Davis-Xiang图 及

. 的 的正则 .

2.1

图 Γ = (V,E) V E 的, x, y ∈ V , x y

(x, y) ∈ E. 的 x ∈ V k 相关 ,则 Γ k正则图.

Γ的 ,则 Γ 图.

定义 2.1 (v, k, λ, µ) (strongly regular graph)Γ = (V,E) v

k , x, y ∈ V :

(1) (x, y) ∈ E, λ z ∈ V (x, z) (z, y) ∈ E;

(2) (x, y) ̸∈ E, µ z ∈ V (x, z) (z, y) ∈ E.

图 Γ = (V,E), Γ的 G V 正则的, G

的 , 则 a

G 的 D = {g ∈ G : (a, ag) ∈ E}. Γ的 V = {ag : g ∈ G}, E

G, D 关 .

定义 2.2 G D, (Cayley graph)Cay(G,D) :

(1) G ;

7
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(2) g1 g2 ∈ G, g1 g2 Cay(G,D) g2g
−1
1 ∈

D.

图 Γ 图 Cay(G,D). 图 Cay(G,D) 图 Γ的性 :

(1) 图 Γ 1 ̸∈ D,

(2) 图 Γ D = D(−1),

(3) 图 Γ 强正则的 (i) g ∈ D,则 |D∩gD| = λ; (ii) g ∈ G\D,则 |D∩gD| = µ.

定义 2.3 v G G 大 k D,

D, G (v, k, λ, µ)- (partial difference set).

定义 2.4 D (n2, r(n− ϵ), ϵn+ r2 − 3ϵr, r2 − ϵr) , n r

, ϵ = ±1. ϵ = 1 , D (Latin square type) ; ϵ = −1 , D

(negative Latin square type) .

, p- 的 及 .

定义 2.5 Γ(X) X . X (symmetric association

scheme) Γ(X) Γ1, Γ2, · · · , Γn A1,A2, · · · ,An :

1 ⩽ i, j ⩽ n, p0i,j , p1i,j , · · · , pni,j AiAj = p0i,jIX+p1i,jA1+p
2
i,jA2+· · ·+

pni,jAn, IX |X| . Γ′
1, Γ′

2, · · · , Γ′
m Γ(X)

: 1 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ j ⩽ m Γi ⊆ Γ′
j .

S ′ = (X; Γ′
1,Γ

′
2, · · · ,Γ′

m) , S = (X; Γ1,Γ2, · · · ,Γn)

(amorphic) .

Ivanov [11] Ito [58] 的 , n > 2 的 S

的 图 Γ1, Γ2, · · · , Γn 的强正则图. , van

Dam [19] X 的 图 的强

正则图 Γ1, Γ2, · · · , Γn, 的 S = (X; Γ1,Γ2, · · · ,Γn) .

X 的 , 图 Γ1, Γ2, · · · , Γn的 ,则 S 的

. S 的 的 的 , S 的

, Aut(S). Aut(S)的 G S 的 .

定义 2.6 G S , G X

8
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, G \ {1} D1, D2, · · · , Dn 1 ⩽ i ⩽ n, Di = D
(−1)
i

Γi
∼= Cay(G,Di). S (Cayley association scheme),

S = (G;D1, D2, · · · , Dn).

S 的 D1, D2, · · · , Dn

的 . van Dam [19] 的 , G \ {1} 的 D1, D2,

· · · , Dn 的 的 ,

S = (G;D1, D2, · · · , Dn). .

2.2 RT2图 Davis-Xiang图及

q , Fq q 的 . V Fq 的 n .

Q : V → Fq ,则 Fq 的 :

(1) 的 s ∈ Fq 及 v ∈ V , Q(sv) = s2Q(v);

(2) B(v1, v2) := Q(v1 + v2)−Q(v1)−Q(v2) Fq 的 线性 .

Q的

Rad(Q) := {v ∈ V : Q(v) = 0 ∀x ∈ V,B(v, x) = 0}.

Rad(Q) = {0},则 Q . Q , V

的 e1, · · · , en :

(1) n , Q(x) = x1x2 + · · ·+ xn−1xn( Q 线 );

(2) n , Q(x) = x1x2 + · · ·+ xn−3xn−2 + x2n−1 + axn−1xn + bx2n, a b Fq

的 X2 + aX + b Fq ( Q );

(3) n , Q(x) = x1x2 + · · ·+ xn−2xn−1 + x2n( Q 线 );

n Q , Q 线 ,则 s(Q) = 1; Q ,则

s(Q) = −1. V1 V2 , Q1 : V1 → Fq Q2 : V2 → Fq

, V1 ⊕ V2 的 Q1 ⊕Q2 ,

Q1 ⊕Q2 : V1 ⊕ V2 →Fq

(v1, v2) 7→Q1(v1) +Q2(v2),

9
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的. V 的线性 g, g x ∈ V ,

Q(g(x)) = Q(x),则 g V 关 Q的 . Gal(Fq) 的

σ x ∈ V , Q(g(x)) = Q(x)σ, g 关 Q的 .

强正则图的 , 的

强正则图. 图 RT2图, [10].

定理 2.1 V Fq 2l , Q V . Q−1(0) \

{0} = {x ∈ V : x ̸= 0 Q(x) = 0} ,

(q2l, (ql−1 + s(Q))(ql − s(Q)), q2l−2 + s(Q)ql−1(q − 1)− 2, q2l−2 + s(Q)ql−1).

Q , Q−1(0) \ {0} . Q ,

Q−1(0) \ {0} .

[27] , Davis Xiang 的 的 ,

的 2 的 . 强

正则图 Davis-Xiang图. RT2图 Davis-Xiang图的 , 及

2- 的 .

F4 = {0, 1, w, w + 1} 4的 , w F4 的 . F4

α β, F4 的 Qα,β(x, y) = αx2 + xy + βy2. Qα,β 性 :

(1) s(Qα,β) = 1,则 F4 的 x, Q−1
α,β(x) (16, 3, 2, 0)- ;

(2) s(Qα,β) = −1,则 F4 的 x, Q−1
α,β(x) (16, 5, 0, 2)- .

ϵ F2 的 . Gϵ = (F4 × F4,+), 的 : (x, y),

(x′, y′) ∈ F4 × F4, (x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′ + ϵ(xx′)2). , ϵ = 0 , Gϵ
∼= Z4

2;

ϵ = 1 , Gϵ
∼= Z2

4. α F4 的 . F4 的 Qα(x, y) =

αx2 + xy + y2. , s(Qα) = (−1)Tr(α), Tr(α) = α+ α2 α的 . Qα

Gϵ F4 的 , ϵ = 0 1. :

(1) 的 x ∈ F4, Q−1
α (x) Gϵ (16, 4 − s(Qα), 1 + s(Qα), 1 − s(Qα))

的 , ϵ = 0 1;

(2) s(Qα) = 1 , Q−1
α (0) \ {0} Gϵ (16, 6, 2, 2)的 ,

(16, 6, 2)的 Hadamard . s(Qα) = −1 , Q−1
α (0) \ {0} Gϵ ,

ϵ = 0 1.

10
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的 [70] 性 3.6 3.7的 .

定理 2.2 n ⩾ 2 . Fn
2 e = (ϵ1, ϵ2, · · · , ϵn) Fn

4

a = (α1, α2, · · · , αn), Ge = Gϵ1 ⊕ Gϵ2 ⊕ · · · ⊕ Gϵn Qa =

Qα1
⊕Qα2

⊕ · · · ⊕Qαn
: Ge → F4. a ∈ Fn

4 e ∈ Fn
2 , Q−1

a (0) \ {0} Ge

,

(42n, (4n−1 + s(Qa))(4
n − s(Qa)), 4

2n−2 + 3 · 4n−1s(Qa)− 2, 42n−2 + 4n−1s(Qa)).

a ∈ Fn
4 , e ∈ Fn

2 F4 x, Q−1
a (x) Ge ,

(42n, 4n−1(4n − s(Qa)), 4
2n−2 + 4n−1s(Qa), 4

2n−2 − 4n−1s(Qa)).

, s(Qa) = −1 , Q−1
a (0) \ {0}, Q−1

a (1), Q−1
a (ω) Q−1

a (ω + 1)

. s(Qa) = 1 , Q−1
a (0) \ {0},Q−1

a (1),Q−1
a (ω) Q−1

a (ω+1) . ,

S(4)
e,a = (Ge;Q

−1
a (0) \ {0}, Q−1

a (1), Q−1
a (ω), Q−1

a (ω + 1))

S(3)
e,a = (Ge;Q

−1
a (0) \ {0}, Q−1

a (1), Q−1
a (ω) ∪Q−1

a (ω + 1))

.

注 2.1 e = 0 , Ge Q−1
a (0) \ {0} RT2 ; e ̸= 0 , Ge

Q−1
a (0) \ {0} Davis-Xiang .

注 2.2 [27] , Davis Xiang Q−1
a (0) \ {0} Ge . Polhill [30]

, F4 x, Q−1
a (x) Ge .

注 2.3 Q−1
a (0)∪Q−1

a (1) Q−1
a (ω)∪Q−1

a (ω+1) Ge Hadamard .

[27] : “...研究 的 的 , 的

的 ”. 的研究 .
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2.3 强正则图的正则

, 2.2 的 S(4)
e,a S(3)

e,a 的正则

的 . 的 g ∈ Ge,

R(g) : Ge → Ge

x 7→ x+ g, ∀x ∈ Ge

S(4)
e,a S(3)

e,a 强正则图的关 关 . , 的 g1, g2 ∈ Ge, R(g1)R(g2) =

R(g1 + g2). Ge的 K, R(K) = {R(g) : g ∈ K}. , R(K) R(Ge)的

, R(K) ∼= K.

引理 2.1 τ ∈ Aut(Ge) Ge .

(1) τ Qa , , g ∈ Ge, Qa(τ(g)) = Qa(g), τ ∈

Aut(S(4)
e,a ).

(2) τ Qa , , g ∈ Ge, Qa(τ(g)) = Qa(g)
2,

τ ∈ Aut(S(3)
e,a ).

证明 τ ∈ Aut(Ge). τ ∈ Aut(S(3)
e,a )( τ ∈ Aut(S(4)

e,a ))

S(3)
e,a ( S(4)

e,a ) D, τ(D) = D. ,

g ∈ Ge Qa(τ(g)) = Qa(g) , τ ∈ Aut(S(4)
e,a ); g ∈ Ge

Qa(τ(g)) = Qa(g)
2 , τ ∈ Aut(S(3)

e,a ).

2.1 τ Qa 的 , ⟨R(Ge), τ⟩ ∼= Ge ⋊ ⟨τ⟩ S(3)
e,a

S(4)
e,a 的 . τ Ge 的 S(3)

e,a S(4)
e,a 的 正则

. .

定理 2.3 :

(1) Aut(Ge) Qa e > 1 τ ,

(2) Ge e τ - K,

(3) Ge h he ∈ K h1, · · · , he−1 ̸∈ K, h1 = h,

hi := h+ τ(h) + · · ·+ τ i−1(h), 2 ⩽ i ⩽ e,

12
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GK,τ,h := ⟨R(K), R(h)τ⟩ (2.1)

S(3)
e,a S(4)

e,a . , k ⩾ 1, G(0) :=

GK,τ,h G(k) := [G(k−1) : G(0)] Z(G(0)) G(0) , Φ(G(0)) G(0) Frattini ,

G(1) = ⟨R(x− τ(x)) : x ∈ K⟩,

G(k) = ⟨R(x− τ(x)) : x ∈ G(k−1)⟩ k ⩾ 2, (2.2)

G(0) τ K , , t = o(τ |K) > 1. m

R(ht)τ
t .

Z(G(0)) ∼=


[⟨R(x) : x ∈ K τ(x) = x⟩ / ⟨R(he)⟩]× Zm t < e,

⟨R(x) : x ∈ K τ(x) = x⟩ t = e,

(2.3)

Frattini

Φ(G(0)) =
⟨
R(2x), R(x+ τ(x)), R(h2)τ

2 : x ∈ K
⟩
. (2.4)

证明 (R(h)τ)−1 = R(τ−1(h))τ−1 x ∈ K,

R(h)τR(x) (R(h)τ)
−1

= R(τ(x)).

R(K) GK,τ,h . , 1 ⩽ i ⩽ e, (R(h)τ)i = R(hi)τ
i,

hi (3) . he ∈ K 1 ≤ i ≤ e, R(K + hi)τ
i ,

GK,τ,h = ∪e
i=1R(K + hi)τ

i. (2.5)

, GK,τ,h 大 |Ge|.

1 ⩽ i < j ⩽ e, hj − hi = τ i(hj−i). K τ ,

(3) hj−i ̸∈ K, hj − hi ̸∈ K. , he ∈ K ∪e
i=1(K + hi) = Ge.

GK,τ,h , 0 ∈ Ge GK,τ,h Ge.

R(k)R(hi)τ
i(0) = hi + k, , ∪e

i=1(K + hi) = Ge.

, .

G(1) = ⟨R(x)R(ht)τ tR(x)−1(R(ht)τ
t)−1 : x ∈ K, 1 ⩽ t ⩽ e− 1⟩

= ⟨R(x− τ t(x)) : x ∈ K, 1 ⩽ t ⩽ e− 1⟩.

13
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x− τ t(x) = (x− τ(x)) + (τ(x)− τ(τ(x))) + (τ2(x)− τ(τ2(x))) + · · ·+ (τ t−1(x)− τ(τ t−1(x)))

K τ - ,

G(1) = ⟨R(x− τ t(x)) : x ∈ K, 1 ⩽ t ⩽ e− 1⟩ = ⟨R(x− τ(x)) : x ∈ K⟩.

, k ⩾ 2, G(k) = ⟨R(x− τ(x)) : x ∈ G(k−1)⟩.

Z(GK,τ,h) =
⟨
R(x), R(ht)τ

t : x ∈ K τ(x) = x, t = o(τ |K)
⟩

∼=


[⟨R(x) : x ∈ K τ(x) = x⟩ / ⟨R(he)⟩]× Zm t < e,

⟨R(x) : x ∈ K τ(x) = x⟩ t = e,

⟨R(x) : x ∈ K τ(x) = x⟩∩⟨R(ht)τ t⟩ = ⟨R(he)⟩, o(R(ht)τ
t) = m, τ(he) = he.

Ge 2- , GK,τ,h Frattini Φ(GK,τ,h) g2 , g ∈ GK,τ,t.

R(x+ hi)τ
iR(x+ hi)τ

i = R(x+ hi + τ i(x+ hi))τ
2i = R(x+ τ i(x) + h2i)τ

2i,

Φ(GK,τ,h) =
⟨
R(x+ τ i(x) + h2i)τ

2i : x ∈ K, i ⩾ 1
⟩

=
⟨
R(x+ τ i(x)), R(h2i)τ

2i : x ∈ K, i ⩾ 1
⟩

=
⟨
R(2x), R(x+ τ i(x)), R(h2i)τ

2i : x ∈ K, 1 ⩽ i ⩽ e− 1
⟩

=
⟨
R(2x), R(x− τ i(x)), R((h2)τ

2)i : x ∈ K, 1 ⩽ i ⩽ e− 1
⟩

=
⟨
R(2x), R(x− τ(x)), R(h2)τ

2 : x ∈ K
⟩

=
⟨
R(2x), R(x+ τ(x)), R(h2)τ

2 : x ∈ K
⟩
.

(2.2), (2.3) (2.4) 正则 GK,τ,h的 .

2.4 RT2 图 Davis-Xiang 图的正则 及

G, End(G) G的 的 . End(G) 的

f , ImG(f) := {f(g) : g ∈ G} G f 的 , KerG(f) := {g ∈ G : f(g) = 0}

f G 的 , 的 . n, ImG(n) := {ng : g ∈ G} KerG(n) := {g ∈ G :

ng = 0}. , Ge 的 Frattini Φ(Ge) = ImGe(2) 及 Fix(τ) = KerGe(τ − 1). ,

14
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Ge 2.2 的 2- , τ ∈ Aut(Ge) 关 Qa 的 e = 2 e = 4

, Qa 2.2 的 .

的 Ge 2.3 的 K h. 的

的.

引理 2.2 [Ge : Fix(τ)] > e, 2.3 GK,τ,h .

证明 2.3 , GK,τ,h τ K ,

,K ⩽ Fix(τ). 大 , .

2.4.1 性的

G , ϕ G的 . 关 G的 ϕ-

的 性 .

引理 2.3 K G 2 , K ⩽ G [G : K] = 2. K ϕ-

ImG(1 + ϕ) ⩽ K.

证明 K ϕ- , x ∈ K ϕ(x) ∈ K. , x ∈ K, (1+ϕ)(x) =

x + ϕ(x) ∈ K. [G : K] = 2, x /∈ K, (1 + ϕ)(x) = x + ϕ(x) ∈ K. ,

ImG(1 + ϕ) ⩽ K. , ImG(1 + ϕ) ⩽ K, x ∈ K, (1 + ϕ)(x) = x+ ϕ(x) ∈ K.

ϕ(x) ∈ K K ϕ- .

引理 2.4 K G 4 . ϕ 3 , K ϕ- ,

G 2 H , H ϕ- , K ⩽ H . , ImG(1 + ϕ +

ϕ2 + ϕ3) ⩽ K.

证明 K G ϕ- , ϕ Ḡ := G/K ϕ̄.

π : G → Ḡ . |Ḡ| = 4, Ḡ ∼= C4 C2 × C2. Ḡ ∼= C4 , Ḡ

ϕ . Ḡ ∼= C2 × C2 , ϕ 3 , Ḡ

2 x ϕ̄(x) = x. H = π−1({0, x}). H ϕ- , [G : H] = 2

K ⩽ H . 2.3, ImG(1 + ϕ) ⩽ H . K ϕ2- , 2.3

ImH(1 + ϕ2) ⩽ K. , ImG(1 + ϕ+ ϕ2 + ϕ3) = ImG((1 + ϕ2)(1 + ϕ)) ⩽ K.

的 o(τ) = 2 , K h的 性 .

15
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定理 2.4 τ ∈ Aut(Ge) Qa 2 . Ge

2 τ - K GK,τ,h (2.1) S(3)
e,a S(4)

e,a

. τ |K = 1K , GK,τ,h 1. τ |K ̸= 1K τ |Φ(K) = 1Φ(K),

GK,τ,h 2. τ |Φ(K) ̸= 1Φ(K), GK,τ,h 3.

证明 τ 2, |Ge| ⩾ 4. , Ge 大 |Ge/Φ(Ge)| − 1,

|Ge/Φ(Ge)| − 1 . , Ge τ - 大 K. 2.2 2.3,

h ∈ Ge \K, (2.1) GK,τ,h S(3)
e,a S(4)

e,a

. c (1 − τ)c|K = 0K , 2.3

GK,τ,h c . (1 − τ)2 = 2(1 − τ) (1 − τ)3 = 0 τ |K = 1K

GK,τ,h 1. τ |K ̸= 1K τ |Φ(K) = 1Φ(K) , GK,τ,h 2.

τ |Φ(K) ̸= 1Φ(K) , GK,τ,h 3.

例 2.1 F2
2 e = (ϵ1, ϵ2) F2

4 a = (α1, α2). Ge Qa

2.2 . 2 τ ∈ Aut(Ge):

τ : Ge −→ Ge

τ(((x1, y1), (x2, y2))) = ((x1, y1 + x1), (x2, y2 + x2)).

K := {{((x1, y1), (x2, y2)) ∈ Ge : Tr(wx1) = 0}

Ge 2 τ - . h = ((w, 0), (0, 0)) ∈ Ge \ K, w ∈ F4

Tr(w) = 1. (2.1) GK,τ,h S(4)
e,a

. Φ(K) = {((0, ϵ1x1), (0, ϵ2x2)) ∈ Ge : Tr(wx1) = 0}, τ |K ̸= 1K τ |Φ(K) = 1Φ(K).

GK,τ,h 2.

o(τ) = 4 , K h的 性 .

定理 2.5 τ ∈ Aut(Ge) Qa 4 . Ge

4 τ - K h (2.1) GK,τ,h

S(3)
e,a S(4)

e,a Ge 2 H

KerGe(1 + τ) + ImGe(1 + τ) ⩽ H,

ImGe(1 + τ) ̸⩽ Φ(H) + ImH(1 + τ).

GK,τ,h , 大 6.

16
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证明 K h . 2.4 , Ge 2 τ -

H K ⩽ H . 2.3, ImGe(1 + τ) ⩽ H , ImH(1 + τ) ⩽ K Φ(H) ⩽ K.

[Ge : H] = [H : K] = 2.

Φ(H) + ImH(1 + τ) ⩽ K.

2.3 (c) (1 + τ)(h) /∈ K (1 + τ)(h) ∈ H ,

ImH(1 + τ) < ImGe(1 + τ)

ImGe(1 + τ) ̸⩽ Φ(H) + ImH(1 + τ) ⩽ K.

KerGe(1+τ) ⩽ H . KerGe(1+τ) ̸⩽ H . [Ge : H] = 2,

KerH(1+τ) = KerGe(1+τ)∩H KerGe(1+τ) 2 . Ge/KerGe(1+τ)
∼=

ImGe(1 + τ) H/KerH(1 + τ) ∼= ImH(1 + τ) |ImH(1 + τ)| = |ImGe(1 + τ)|.

ImH(1 + τ) = ImGe(1 + τ). ImH(1 + τ) < ImGe(1 + τ) . ,

KerGe(1 + τ) + ImGe(1 + τ) ⩽ H .

, H Ge 2 , KerGe(1 + τ) + ImGe(1 + τ) ⩽ H

ImGe(1+ τ) ̸⩽ Φ(H) + ImH(1+ τ). 2.3, H τ - Ge \H

h h + τ(h) = (1 + τ)(h) /∈ Φ(H) + ImH(1 + τ). , H 2

K h + τ(h) /∈ K ImH(1 + τ) ⩽ K, 2.3, K H τ - .

H Ge τ - , K Ge τ - , [Ge : K] = 4. 2.4,

h+ τ(h) + τ2(h) + τ3(h) = (1 + τ + τ2 + τ3)(h) ∈ ImGe(1 + τ + τ2 + τ3) ⩽ K. h /∈ H

h+ τ(h) ∈ H H Ge τ - , h+ τ(h) + τ2(h) /∈ H . , K h

2.3 (a), (b) (c).

τ4 = 1 4x = 0 x ∈ Ge , (1− τ)6 = 0. 2.3,

GK,τ,h 6.

推论 2.1 τ ∈ Aut(Ge) Qa 4 ImGe(1+τ)∩Φ(Ge) =

{0}. Ge 4 τ - K Ge h (2.1) GK,τ,h

S(3)
e,a S(4)

e,a

KerGe(1 + τ) ∩ ImGe(1 + τ) ̸= {0},

,

KerGe(1 + τ) < KerGe(1 + τ)2.

, GK,τ,h 大 6.
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证明 KerGe(1+τ)∩ImGe(1+τ) ̸= {0} , KerGe(1+τ)+ImGe(1+τ) ̸= Ge, Ge

2 H KerGe(1+ τ)+ ImGe(1+ τ) ⩽ H . ImGe(1+ τ)∩Φ(Ge) = {0}

Φ(H) = ImH(2) ⊆ Φ(Ge) = ImGe(2), Ge 2 H ,

ImGe(1 + τ) ̸⩽ Φ(H) + ImH(1 + τ). 2.5, Ge 4 τ - K

h (2.1) GK,τ,h S(3)
e,a S(4)

e,a .

, 4 τ - K h ∈ Ge , 2.5 , Ge

2 H KerGe(1+τ)+ ImGe(1+τ) ⩽ H . , KerGe(1+τ)∩ ImGe(1+τ) ̸= {0}.

2.4 关 Ge 的 4的 τ - K h的 性的

.

定理 2.6 τ ∈ Aut(Ge) Qa 4 . τ Ge/(Φ(Ge) +

ImGe(1 + τ2)) , Ge 4 K h

GK,τ,h S(3)
e,a S(4)

e,a , 2.3.

, GK,τ,h 6.

证明 2.3, Ge 2 τ2- Φ(Ge)+ ImGe(1+ τ
2)

Ge 2 τ - Φ(Ge) + ImGe(1 + τ). , Φ(Ge) + ImGe(1 + τ2) ⩽

Φ(Ge)+ImGe(1+τ), τ - τ2- . τ Ge/(Φ(Ge)+ImGe(1+

τ2)) , ImGe(1+τ) ̸⩽ Φ(Ge)+ImGe(1+τ
2),

h ∈ Ge h+ τ(h) ∈ ImGe(1+ τ) Ge/(Φ(Ge)+ ImGe(1+ τ
2)) . ,

h+ τ(h) /∈ Φ(Ge), Ge 2 H Φ(Ge) + ImGe(1 + τ2) ⊆ H

h + τ(h) /∈ H . 2.3, τ(H) ̸= H τ2(H) = H . K = H ∩ τ(H). , K

Ge 4 τ - . h+ τ(h) /∈ H , h+ τ(h) /∈ K, K τ -

h /∈ K. h /∈ K K τ - , 2.4, h+ τ(h) + τ2(h) + τ3(h) ∈ K

h+ τ(h) + τ2(h) /∈ K.

例 2.2 F2
2 e = (ϵ1, ϵ2) F2

4 \ F2
2 a = (α1, α2). Ge Qa

2.2 . 4 τ ∈ Aut(Ge):

((x1, y2), (x2, y2)) ∈ Ge,

τ(((x1, y1), (x2, y2))) = ((x21, y
2
1 + α1x

2
1), (x

2
2, y

2
2 + α2x

2
2)).

ImGe(1 + τ2) = {((0, (Tr(α1) + ϵ1)x1), (0, (Tr(α2) + ϵ2)x2)) : x1, x2 ∈ F4}
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Φ(Ge) = {((0, ϵ1x1), (0, ϵ2x2)) : x1, x2 ∈ F4}.

, τ Ge/(Φ(Ge) + ImGe(1 + τ2)) . h = ((w, 0), (0, 0)) ∈

Ge. h+ τ(h) = ((1, α1w
2 + ϵ1), (0, 0)) Ge/(Φ(Ge) + ImGe(1 + τ2))

.

H := {((x1, y1), (x2, y2)) ∈ Ge : Tr(wx1) = 0}

Ge 2 h+ τ(h) /∈ H . K = H ∩ τ(H). τ -

K = {((x1, y1), (x2, y2)) ∈ Ge : x1 = 0},

Ge 4 , 2.3 (c). (2.1) GK,τ,h

S(3)
e,a . (1− τ)4|K = 0

(1− τ)3(K) = {((0, 0), (0,Tr(α2)x) ∈ Ge : x ∈ F2}.

(2.2), Tr(α2) = 0, GK,τ,h 3. Tr(α2) ̸= 0, GK,τ,h 4.

2.3 的 RT2 图 Davis-Xiang 图 及 图 关的

的 正则 . 2 4的

, 的 .

2.5 的 正则

u = (u1, u2, · · · , un) v = (v1, v2, · · · , vn),

u ∗ v := (u1v1, u2v2, · · · , unvn)

Tr(u) = (Tr(u1),Tr(u2), · · · ,Tr(un)).

1 := (1, 1, · · · , 1) 0 := (0, 0, · · · , 0). , w(u) u的 .

2.2 的 Gϵ Qα, ϵ ∈ F2, α ∈ F4. 的 ν ∈ F4,

ρν ∈ Aut(Gϵ) τν ∈ Aut(Gϵ): 的 (x, y) ∈ Gϵ,

ρν(x, y) = (x2, y2 + νx2), (2.6)

τν(x, y) = (x, y + νx).

19
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τν Qα 的 , ν = 0 , 1; ν = 1 , 2.

ρ2ν = τTr(ν), Qα(ρα(x, y)) = Qα(x, y)
2. ρα Qα 的 ,

Tr(α) = 0 , 2; Tr(α) = 1 , 4.

, 的 ν ∈ F2,

ImGϵ
(1 + τν) = {(0, (ν + ϵ)x) : x ∈ F4},

KerGϵ
(1 + τν) = {((ν + ϵ+ 1)x, y) ∈ Gϵ : x, y ∈ F4},

ImGϵ
(1− τν) = {(0, νx) : x ∈ F4}, (2.7)

KerGϵ
(1− τν) = {((ν + 1)x, y) ∈ Gϵ : x, y ∈ F4}.

的 α ∈ F4,

ImGϵ
(1 + ρα) = {(x, y) + ρα(x, y) : (x, y) ∈ Gϵ} (2.8)

= {(x+ x2, y + y2 + αx2 + ϵx3) : x, y ∈ F4}

=


{(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} α = 0,

{(0, 0), (0, 1), (1, ω), (1, ω + 1)} α = 1,

{(0, y), (1, y) : y ∈ F4} α = ω ω + 1,

KerGϵ
(1 + ρα) = {(x, y) ∈ Gϵ : x, y ∈ F4 x+ x2 = 0, y + y2 + αx2 + ϵx3 = 0}

=


{(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} α+ ϵ = 0,

{(0, 0), (0, 1), (1, ω), (1, ω + 1)} α+ ϵ = 1,

{(0, 0), (0, 1)} α = ω ω + 1,

(2.9)

ImGϵ
(1− ρα) = {(x, y)− ρα(x, y) : (x, y) ∈ Gϵ} (2.10)

= {(x+ x2, y + y2 + (α+ ϵ)x2 + ϵx3) : x, y ∈ F4}

=


{(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} α+ ϵ = 0,

{(0, 0), (0, 1), (1, ω), (1, ω + 1)} α+ ϵ = 1,

{(0, y), (1, y) : y ∈ F4} α = ω ω + 1,
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KerGϵ
(1− ρα) = {(x, y) ∈ Gϵ : x, y ∈ F4 x+ x2 = 0, y + y2 + αx2 = 0} (2.11)

=


{(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} α = 0,

{(0, 0), (0, 1), (1, ω), (1, ω + 1)} α = 1,

{(0, 0), (0, 1)} α = ω ω + 1.

, S(3)
e,a S(4)

e,a ,

的 的 .

定理 2.7 n 大 2 , e = (ϵ1, ϵ2, · · · , ϵn) Fn
2 ,

a = (α1, α2, · · · , αn) Fn
4 . Ge,Qa S(4)

e,a 2.2

. 0 ⩽ l ⩽ w(e) 1 ⩽ n− l ⩽ k ⩽ n

k l, S(4)
e,a G, G 2, 4,

[G,G] ∼= Z2k
2 Z2k−1

2 , (2.12)

Z(G) ∼= Z4n−2k−4l
2 ⊕ Z2l

4 Z4n−2k−4l+1
2 ⊕ Z2l−1

4 Z4n−2k−4l−1
2 ⊕ Z2l

4 , (2.13)

Φ(G) ∼= Z2l+2w(e)−1
2 Z2l+2w(e)

2 . (2.14)

证明 v = (ν1, ν2, · · · , νn) Fn
2 , w(v ∗ e+ e) = l w(v) = k.

Ge τv = (τν1
, τν2

, · · · , τνn
) ∈ Aut(Ge). , τv Qa 2 .

ImGe(1 + τv) = ImGϵ1
(1 + τν1

)⊕ ImGϵ2
(1 + τν2

)⊕ · · · ⊕ ImGϵn
(1 + τνn

)

2.3 (2.7), Fn
4 (b1, b2, · · · , bn),

K := {((x1, y1), (x2, y2), · · · , (xn, yn)) ∈ Ge : Tr(b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn) = 0}

Ge 2 τv- . h = ((u1, v1), (u2, v2), · · · , (un, vn)) Ge ,

Tr(b1u1+b2u2+ · · ·+bnun) ̸= 0 (v+e)∗(u1, u2, · · · , un) ̸= 0. 2.4, 2.3

G := GK,τv,h S(4)
e,a . 2.3

(2.7),

[G,G] ∼= ImK(1− τv)

= {((0, ν1x1), (0, ν2x2), · · · , (0, νnxn)) ∈ Ge : Tr(b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn) = 0}

∼=


Z2w(v)−1

2 b ∗ (v+ 1) = 0,

Z2w(v)
2 b ∗ (v+ 1) ̸= 0.
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(2.3),

Z(G) ∼= KerK(1− τv)

= {(((ν1 + 1)x1, y1), ((ν2 + 1)x2, y2), · · · , ((νn + 1)xn, yn)) ∈ Ge : Tr(b1(ν1 + 1)x1

+ b2(ν2 + 1)x2 + · · ·+ bn(νn + 1)xn) = 0}

∼=


Z4n−2w(v)−4w(v∗e+e)

2 ⊕ Z2w(v∗e+e)
4 b ∗ (v+ 1) = 0,

Z4n−2w(v)−4w(v∗e+e)+1
2 ⊕ Z2w(v∗e+e)−1

4 b ∗ (v+ 1) ̸= 0,b ∗ (v+ 1) ∗ (e+ 1) = 0,

Z4n−2w(v)−4w(v∗e+e)−1
2 ⊕ Z2w(v∗e+e)

4 b ∗ (v+ 1) ∗ (e+ 1) ̸= 0.

(2.4), Frattini

Φ(G) ∼= Φ(K) + ImK(1 + τv) + ⟨h2⟩ = Φ(K) + ImK(1 + τv) + ⟨h+ τv(h)⟩

= Φ(K) + ImGe(1 + τv)

= {((0, (ν1 + ϵ1)x1 + ϵ1x
′
1), (0, (ν2 + ϵ2)x2 + ϵ2x

′
2), · · · , (0, (νn + ϵn)xn + ϵnx

′
n))

∈ Ge : Tr(b1x′1 + b2x
′
2 + · · ·+ bnx

′
n) = 0}

∼=


Z2w(v∗e+v)+2w(e)−1

2 b ∗ (v ∗ e+ 1) = 0,

Z2w(v∗e+v)+2w(e)
2 b ∗ (v ∗ e+ 1) ̸= 0.

ImK(1−τv) ̸= {0} ImΦ(K)(1−τv) = {0}, 2.4, G 2.

xi(1 ⩽ i ⩽ n) . x ∈ K R(ht)τ
t, (R(ht + x)τ t)4 = R(0). ,

(R(h)τ)2 = R(((0, (ν1 + ϵ1)u1), · · · , (0, (νn + ϵn)un))). (v+ e) ∗ (u1, · · · , un) ̸= 0,

G 4.

定理 2.8 n 大 2 , e = (ϵ1, ϵ2, · · · , ϵn) a = (α1, α2, · · · , αn) Fn
2

. Ge, Qa S(3)
e,a 2.2

. S(3)
e,a G, G 2 3, 4 8,

[G,G] ∼= Z2(n−w(e))+1
2 ⊕ Zw(e)−1

4 Z2(n−w(e))−1
2 ⊕ Zw(e)

4 ,

Z(G) ∼= Z2(n−w(e))
2 ⊕ Zw(e)

4 ,

Φ(G) ∼= Z2n−w(e)−1
2 ⊕ Zw(e)

4 Z2n−w(e)
2 ⊕ Zw(e)

4 .

证明 Ge ρa = (ρα1
, ρα2

, · · · , ραn
), ραi

(1 ⩽ i ⩽ n) Gϵi .

, ρa Qa 2 . b = (b1, b2, · · · , bn) ∈ Fn
2 .

2.3,

ImGe(1 + ρa) = ImGϵ1
(1 + ρα1

)⊕ ImGϵ2
(1 + ρα2

)⊕ · · · ⊕ ImGϵn
(1 + ραn

)
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(2.8),

K := {((x1, y1), (x2, y2), · · · , (xn, yn)) ∈ Ge : Tr(b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn) = 0}

Ge 2 ρa- . h = ((u1, v1), (u2, v2), · · · , (un, vn)) Ge \H

. 2.3 G := GK,ρa,h S(3)
e,a . 2.3

(2.10),

[G,G] ∼= ImK(1− ρa)

= {((x1 + x21, y1 + y21 + (α1 + ϵ1)x
2
1 + ϵ1x

3
1), (x2 + x22, y2 + y22 + (α2 + ϵ2)x

2
2 + ϵ2x

3
2),

· · · , (xn + x2n, yn + y2n + (αn + ϵn)x
2
n + ϵnx

3
n)) ∈ Ge : Tr(b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn) = 0}

∼=


Z2(n−w(e))+1

2 ⊕ Zw(e)−1
4 b ∗ e = b,

Z2(n−w(e))−1
2 ⊕ Zw(e)

4 b ∗ e ̸= b.

(2.10),

Z(G) ∼= KerK(1− ρa)

= {((x1, y1), (x2, y2), · · · , (xn, yn)) ∈ Ge : Tr(b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn) = 0,

xi + x2i = 0 yi + y2i = αix
2
i i = 1, 2, · · · , n}

∼= Z2(n−w(e))
2 ⊕ Zw(e)

4 .

(2.4), Frattini

Φ(G) ∼= Φ(K) + ImK(1 + ρa) + ⟨h2⟩ = Φ(K) + ImK(1 + ρa) + ⟨h+ ρa(h)⟩

= Φ(K) + ImGe(1 + ρa)

= {((x1 + x21, y1 + y21 + α1x
2
1 + ϵ1x

3
1 + ϵ1x

′
1), (x2 + x22, y2 + y22 + α2x

2
2 + ϵ2x

3
2 + ϵ2x

′
2),

· · · , (xn + x2n, yn + y2n + αnx
2
n + ϵnx

3
n + ϵnx

′
n)) ∈ Ge : Tr(b1x′1 + b2x

′
2 + · · ·+ bnx

′
n) = 0}

∼=


Z2n−w(e)−1

2 ⊕ Zw(e)
4 b ∗ e = b,

Z2n−w(e)
2 ⊕ Zw(e)

4 b ∗ e ̸= b.

[G,G], G . e = 0 w(e) = w(b) = w(e∗b) = 1 , ImK((1−ρa)2) =

0, ImK((1− ρa)
2) ̸= 0 ImK((1− ρa)

3) = 0. 2.3, e = 0 w(e) = w(b) =

w(e ∗ b) = 1 , G 2, G 3. x ∈ K R(ht)ρ
t
a,

(R(ht + x)ρta)
8 = R(0). , (R(h)ρa)4 = R(((0, ϵ1(u1 + u21)), · · · , (0, ϵn(un + u2n))).

e ∗ (Tr(u1), · · · ,Tr(un)) = 0, G 4, G 8.
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定理 2.9 n ⩾ 2 , e = (ϵ1, ϵ2, · · · , ϵn) Fn
2 , a = (α1, α2, · · · , αn)

Fn
4 \ Fn

2 . Ge, Qa S(3)
e,a 2.2

. S(3)
e,a G, G 2 4, 4

8,

|[G,G]| = 22(n−1)+w(Tr(a)) 22n+w(Tr(a))−1,

|Z(G)| = 22n−w(Tr(a)) 22n−w(Tr(a))−1,

|Φ(G)| = 22n−1+w(Tr(a))+w((Tr(a)+1)∗e).

证明 Ge ρa = (ρα1
, ρα2

, · · · , ραn
), ραi

, 1 ⩽ i ⩽ n,

(2.6) Gϵi . , ρa Qa 4 .

b = (b1, b2, · · · , bn) ∈ Fn
2 . 2.3,

ImGe(1 + ρa) = ImGϵ1
(1 + ρα1

)⊕ ImGϵ2
(1 + ρα2

)⊕ · · · ⊕ ImGϵn
(1 + ραn

)

(2.8),

H := {((x1, y1), (x2, y2), · · · , (xn, yn)) ∈ Ge : Tr(b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn) = 0}

Ge 2 ρa- ,

K := {((x1, y1), (x2, y2), · · · , (xn, yn)) ∈ Ge : b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn = 0}

H 2 ρa- . h = ((u1, v1), (u2, v2), · · · , (un, vn)) Ge \H

. 2.3 G := GK,ρa,h Q−1
a (0) \ {0} Q−1

a (1)

Γ
(0)
e,a Γ

(1)
e,a . 2.3 (2.10),

[G,G] ∼= ImK(1− ρa)

= {((x1 + x21, y1 + y21 + (α1 + ϵ1)x
2
1 + ϵ1x

3
1), (x2 + x22, y2 + y22 + (α2 + ϵ2)x

2
2 + ϵ2x

3
2),

· · · , (xn + x2n, yn + y2n + (αn + ϵn)x
2
n + ϵnx

3
n)) ∈ Ge : b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn = 0}

∼=



Z2(n−w(e))+w(Tr(a))
2 ⊕ Zw(e)−1

4 b ∗ Tr(a) = b b ∗ e = b,

Z2(n−w(e)−1)+w(Tr(a))
2 ⊕ Zw(e)

4 b ∗ Tr(a) = b b ∗ e ̸= b,

Z2(n−w(e))+w(Tr(a))+1
2 ⊕ Zw(e)−1

4 b ∗ Tr(a) ̸= b b ∗ e = b,

Z2(n−w(e))+w(Tr(a))−1
2 ⊕ Zw(e)

4 b ∗ Tr(a) ̸= b b ∗ e ̸= b.

|[G,G]| = 22(n−1)+w(Tr(a)) 22n+w(Tr(a))−1. 2.3 (2.11),

w(Tr(a)) = w(b) = w(Tr(a) ∗ b) = 1,
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o(ρa|K) = 2, h4 ∈ Φ(KerK(1 − ρa)), Z(G) ∼= KerK(1 − ρa) × Z2; h4 ̸∈

Φ(KerK(1 − ρa)), Z(G) ∼= [KerK(1 − ρa)/⟨h4⟩] × Z4. , o(ρa|K) = o(ρa) = 4,

Z(G) ∼= KerK(1− ρa),

KerK(1− ρa)

={((x1, y1), (x2, y2), · · · , (xn, yn)) ∈ Ge : b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn = 0, xi + x2i = 0

yi + y2i = αix
2
i , i = 1, 2, · · · , n}

∼=


Zw(Tr(a))+2w((Tr(a)+1)∗(e+1))

2 ⊕ Zw((Tr(a)+1)∗e)
4 b ∗ Tr(a) = b,

Zw(Tr(a))+2w((Tr(a)+1)∗(e+1))+1
2 ⊕ Zw((Tr(a)+1)∗e)−1

4 b ∗ Tr(a) ̸= b b ∗ e = b,

Zw(Tr(a))+2w((Tr(a)+1)∗(e+1))−1
2 ⊕ Zw((Tr(a)+1)∗e)

4 b ∗ Tr(a) ̸= b b ∗ e ̸= b.

|Z(G)| = 22n−w(Tr(a)) 22n−w(Tr(a))−1. 2.3, Frattini Φ(G) ∼= ⟨Φ(K) +

ImK(1 + ρa), h2ρ
2
a⟩.

Φ(K) + ImK(1 + ρa)

={((x1 + x21, y1 + y21 + α1x
2
1 + ϵ1x

3
1 + ϵ1x

′
1), (x2 + x22, y2 + y22 + α2x

2
2 + ϵ2x

3
2 + ϵ2x

′
2),

· · · , (xn + x2n, yn + y2n + αnx
2
n + ϵnx

3
n + ϵnx

′
n)) ∈ Ge : b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn = 0,

b1x
′
1 + b2x

′
2 + · · ·+ bnx

′
n = 0}

∼=


Z2(n−w(e))+w(Tr(a))+w((Tr(a)+1)∗e)

2 ⊕ Zw(e)−1
4 b ∗ e = b,

Z2(n−w(e)−1)+w(Tr(a))+w((Tr(a)+1)∗e)
2 ⊕ Zw(e)

4 b ∗ e ̸= b,

(h2ρ
2
a)

2 = h4 = (1 + ρa + ρ2a + ρ3a)(h) = (1 + ρa)(1 + ρ2a)(h) ∈ ImK(1 + ρa) (1 + ρ2a)(h) ∈

K, |Φ(G)| = 22n−1+w(Tr(a))+w((Tr(a)+1)∗e). |[G,G]| ̸= 0, G 大 1.

(1− ρa)
4 = 2(1 + ρ2a) = 0 ∈ End(Ge), G 大 4. ,

ImK(1− ρa)
2 = {((0, (α2

1 + α1)x1 + ϵ1(x1 + x21)), (0, (α
2
2 + α2)x2 + ϵ2(x2 + x22)),

· · · , (0, (α2
n + αn)xn + ϵn(xn + x2n))) : b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn = 0}

ImK(1− ρa)
3 = {((0, (α2

1 + α1)(x1 + x21)), (0, (α
2
2 + α2)(x2 + x22)), · · · ,

(0, (α2
n + αn)(xn + x2n))) : b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn = 0},

(1 − ρa)
3|K = 0 w(Tr(a)) = w(b) = w(Tr(a) ∗ b) = 1, (1 − ρa)

2|K ̸= 0.

G 3 4. x ∈ K R(ht)ρ
t
a, (R(ht + x)ρta)

8 = R(0). ,
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(R(h)ρa)
4 = R(((0, (α1 + α2

1 + ϵ1)(u1 + u21)), · · · , (0, (αn + α2
nϵn)(un + u2n))). (Tr(a) + e) ∗

(Tr(u1), · · · ,Tr(un)) = 0, G 4, G 8.

定理 2.10 n ⩾ 0 , e = (ϵ1, ϵ2, · · · , ϵn) Fn
2 a =

(α1, α2, · · · , αn) Fn
4 . ϵ ∈ F2, e′ = (ϵ, ϵ, ϵ, ϵ).

α ∈ F4, a′ = (α, α, α, α). Ge′ , Ge Qa′ , Qa 2.2

. Ge′⊕e = Ge′ ⊕ Ge Qa′⊕a = Qa′ ⊕Qa. S(4)
e′⊕e,a′⊕a 2.2

. 0 ⩽ l ⩽ w(e) 0 ⩽ n− l ⩽ k ⩽ n, S(4)
e′⊕e,a′⊕a

G, G 4 6, 8 16, |[G,G]| = 45+k, |Z(G)| = 4n+l+2

|Φ(G)| = 22(5+k+l)+1 22(6+k+l)+1.

证明 v = (ν1, ν2, · · · , νn) Fn
2 , τv : Ge → Ge 2.7 Qa

. w(v ∗ e + e) = l w(v) = k. Qa′ ⊕ Qa 4 :

((x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), (x4, y4)) ∈ Ge′ z ∈ Ge,

π : Ge′⊕e −→ Ge′⊕e

π(((x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), (x4, y4)), z) = (((x4, y4), (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3)), τv(z)).

K := {(((x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), (x4, y4)), z) ∈ Ge′⊕e′ : Tr(x1) = Tr(x3),Tr(x2) = Tr(x4)}

h = (((ω, 0), (0, 0), (0, 0), (0, 0)), 0). K Ge′⊕e 4 π- ,

K, π h 2.3 . G := GK,π,h S(4)
e′⊕e .

2.3,

[G,G] ∼= ImK(1− π) = {(((x1 + x4, y1 + y4 + ϵx4 + ϵx21x
2
4), (x2 + x1, y2 + y1 + ϵx1 + ϵx22x

2
1),

(x3 + x2, y3 + y2 + ϵx2 + ϵx23x
2
2), (x4 + x3, y4 + y3 + ϵx3 + ϵx24x

2
3)), z) ∈ Ge′⊕e :

Tr(x1) = Tr(x3) Tr(x2) = Tr(x4) z ∈ ImGe(1− τv)}

=


Z2(5+w(v))

2 ϵ = 0,

Z2(1+w(v))
2 ⊕ Z4

4 ϵ = 1.
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2.3 o(π|K) = 4

Z(G) ∼=KerK(1− π)

={(((x, y), (x, y), (x, y), (x, y)), z) ∈ Ge′⊕e : x, y ∈ F4, z ∈ KerGe(1− τv)}

=


Z2(w(v)+2w((v+1)∗(e+1))+2)

2 ⊕ Z2w((v+1)∗e)
4 ϵ = 0,

Z2(w(v)+2w((v+1)∗(e+1)))
2 ⊕ Z2(1+w((v+1)∗e))

4 ϵ = 1.

2.3, Frattini Φ(G) ∼= ⟨Φ(K) + ImK(1 + π), h2π
2⟩,

Φ(K) + ImK(1 + π)

={(((x1 + x4, y1 + y4 + ϵx21x
2
4 + ϵx′1), (x2 + x1, y2 + y1 + ϵx22x

2
1 + ϵx′2),

(x3 + x2, y3 + y2 + ϵx23x
2
2 + ϵx′3), (x4 + x3, y4 + y3 + ϵx24x

2
3) + ϵx′4), z) ∈ Ge′⊕e :

Tr(x1) = Tr(x3),Tr(x2) = Tr(x4),Tr(x′1) = Tr(x′3),Tr(x
′
2) = Tr(x′4), z ∈ ImGe(1 + τv) + Φ(Ge)}

=


Z2(n+5−w((v+1)∗(e+1))

2 ϵ = 0,

Z2(n+2−w((v+1)∗(e+1))
2 ⊕ Z4

4 ϵ = 1.

|Φ(G)| = 22(5+k+l)+1 22(6+k+l)+1.

x = (((1, 0), (0, 0), (0, 0), (0, 0)), 0) ∈ K

(1 + π + π2 + π3)(x) = (((1, 0), (1, 0), (1, 0), (1, 0)), 0) ̸= 0.

ϵ = 0 , End(Ge′⊕e)

(1− π)3 = 1 + π + π2 + π3,

(1− π)4 = 2(1 + π2) = 0,

o(R(h)π) = 8, G 4, 8. ϵ = 1 ,

(1− π)5 = 2(1 + π + π2 + π3),

(1− π)5(x) = (((0, 1), (0, 1), (0, 1), (0, 1)), 0) ̸= 0,

o(R(h)π) = 16, G 6, 16.

2.6

RT2 图 Davis-Xiang 图的 正则 ,

2, 3, 4 6 及 4, 8 16. 正则 ,
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RT2图 Davis-Xiang图 相 的 . 2-

的 , 正则 的.

的 正则 的 . 的 , 的强正则图

的正则 的 的 的

的 .
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3 强正则图的

的 的 强正则图

.

的 . , 强正则图 m- 图

及 的 性 . , 的

, 的 强正则图. ,

的 .

3.1

3.1.1 强正则图

强正则图 1988 Duval [4] 的.

定义 3.1 (v, k, λ, µ, t) (directed strongly regular graph)G = (V,E)

:

(1) x ∈ V , k y ∈ V k z ∈ V (x, y), (z, x) ∈

E;

(2) x, t y (x, y), (y, x) ∈ E;

(3) x, y ∈ V , (x, y) ∈ E, λ z ∈ V (x, z), (z, y) ∈

E; (x, y) ̸∈ E, µ z ∈ V (x, z), (z, y) ∈ E.

(x, y) (y, x) E,则 {(x, y), (y, x)} . , G 的

t 2k − 2t . t = k,则 G 强正则图. t = 0,则 G

正则 图. , G 图的 , 的.

的 强正则图.

定义 3.2 m ≥ 1, n ≥ 2. G mn . G n

G G G m 大 n ,

G , G m- (m-Cayley digraph). , m = 1

, G ; m = 2 , G (semi-Cayley digraph).
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图 强正则图 强正则图的 . G = (V,E)

图 正则 G. S = {g ∈ G : (a, ag) ∈ E} ⊆ G, a ∈ V G

的 . 图 Cay(G,S), 图的 G 的 , (g1, g2)

g2g
−1
1 ∈ S. G Cay(G,S) , S G的 . [53] , 的

强正则图的 的 强正则图的 .
[53], 的 强正则图 的 图 . ,

强正则图 的 , 的 图 ,

m ≥ 2 的m- 图 . 强正则图.

m ≥ 2的 的 性, m- 图的 .

.

图 G = (V,E)的 图 G = (V ′, E′) 图, 的 V ′ = V , E′ =

{(x, y) ∈ V × V : x ̸= y, (x, y) /∈ E}. Duval [4] , (v, k, λ, µ, t)的 强正

则图的 图的

(v′, k′, λ′, µ′, t′) = (v, v − k − 1, v − 2k + µ− 2, v − 2k + λ, v − 2k + t− 1).

的. k ≤ v/2的 强正则图.

3.1.2

G . Z[G] G 的 的 , 的

. Z[G] 的 “+” “·” :

∑
g∈G

agg +
∑
g∈G

bgg =
∑
g∈G

(ag + bg)g

及 (∑
g∈G

agg

)
·

(∑
h∈G

bhh

)
=
∑

g,h∈G

agbh(gh).

研究的. , G 的 S Z[G]

的相 的
∑

s∈S s. 强 的 ,

性. 的 . G 的

G 1的 的 的 . G的 χ0, 的

x ∈ G, χ0(x) = 1. G的 S, χ S 的 χ(S) =
∑

s∈S χ(s).

的 .

引理 3.1 G , A =
∑

g∈G agg Z[G] . A
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ag

ag =
1

|G|
∑
χ∈Ĝ

χ(A)χ(g−1),

Ĝ G . , A,B ∈ Z[G] χ(A) = χ(B) χ ∈ Ĝ

, A = B.

3.1.3
[32] Galois 的 的 , .

的 . , . 的

. R (finite chain ring), I . I

π 的, I R 的 及 0 的. R \ I R

的 . Leung Ma [39] R×R , R 性 的

. , 的 R×R 强正则图.
[39] 的性 , 性 3.2 .

引理 3.2 [ [39], 2.4] p s, r, d, r ≤ s,

R R 大 I = (π), π , (1) Is−1 ̸= 0, Is = 0, (2) p πr

, (3)R/I pd .

, 3.2 的 . , Ga-

lois 3.2 的 . [39] , 相 的 : Qp Q的 p

, Zp p 的 . K Qp 的 , R′ Zp K 的 .

R′ (π)的 . R := R′/πsR′.

R 3.2 的 ,H R的 . Ĥ H 的

. Is−1 ̸= 0, ψ ∈ Ĥ ψ Is−1 的. 的 a ∈ R,

ψa: 的 x ∈ R, ψa(x) = ψ(ax). {ψa : a ∈ R} ⊆ Ĥ . ψa ̸= ψb

的 a ̸= b , ψ Is−1 ⊆ (a − b) 的 的. , Ĥ = {ψa : a ∈ R}.

的 的 .

引理 3.3 [ [39]] R 3.2 ,H R , Ĥ H

. ψ ∈ Ĥ ψ Is−1 . , Ĥ = {ψa : a ∈ R},

x ∈ R, ψa(x) = ψ(ax).

G = (H ×H,+). 关 G的 , 的 .
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引理 3.4 [ [39], 3.2] χ ∈ Ĝ, a, b ∈ H ψ ∈ Ĥ

χ(x, y) = ψ(ax+ by) x, y ∈ H .

[32] 的 G = (H ×H,+), H Galois . Polhill G

的 “spread . 的 G .

的 “spread” Galois R :

La = {(x, ax) : x ∈ R},

L∞ = {(0, x) : x ∈ R}.

I R 的 , 的 J .

J ′ = J ∪ {∞}. 的 a ̸= b ∈ J ′, La ∩ Lb = {(0, 0)} |La| = |Lb| = |H|,

LaLb = {x+ y : x ∈ La, y ∈ Lb} = G.

3.1.4 m- 图

图的 , 的 图

强正则图的 . G n的 ,G 的 . {Si,j}0≤i,j≤m−1

G的m2 . G {Si,j}0≤i,j≤m−1 图 G:

(1) V m G的 , ,

V =
∪

0≤i≤m−1

Gi,

Gi G的 . 的 a ∈ G, G的 ρa ρa(x) = x + a,

∀x ∈ G. ρa V Gi ρa 的 .

(2) E {Si,j}0≤i,j≤m−1 的. 的 x ∈ Gi y ∈ Gj ,

0 ≤ i, j ≤ m− 1, (x, y) ∈ E x− y ∈ Si,j .

G 图 G = (V,E) 的 , Gi 正则的. 图

G 关 {Si,j}0≤i,j≤m−1 的 图. , 图 G 关

{Si,j}0≤i,j≤m−1的 图, 的 图 G 关 {S′
i,j}0≤i,j≤m−1的 图,

的 0 ≤ i ̸= j ≤ m− 1,

S′
i,i = G∗ \ Si,i

及

S′
i,j = G \ Si,j ,

的 G∗ = G \ {e}. [1] , Araluze G 强正则图

{Si,j}0≤i,j≤m−1 的 .
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定义 3.3 G {Si,j}0≤i,j≤m−1 (m,n, k, λ, µ, t)-

(partial sum family), :

(1) 0 ≤ i ≤ m− 1, e /∈ Si,i, e G ;

(2) 0 ≤ i ≤ m− 1,
∑m−1

j=0 |Si,j | =
∑m−1

j=0 |Sj,i| = k;

(3) 0 ≤ i, j ≤ m−1,
∑m−1

l=0 Sl,jSi,l = µG+βSi,j + δi,jγe, β = λ−µ, γ = t−µ,

δi,j .

引理 3.5 [ [1], 1.2] G {Si,j}0≤i,j≤m−1 (m,n, k, λ, µ, t)-

{Si,j}0≤i,j≤m−1 (mn, k, λ, µ, t)- .

m = 2的 , G 的正则性 |S0,0| = |S1,1| |S0,1| = |S1,0|. m > 2的

G 的正则性 的性 . m = 2的 的性 ,
[2] 的 性 m > 2的 的 的 .

定义 3.4 [ [2]] G {Si,j}0≤i,j≤m−1 (uniform),

:

(1) |Si,i| ;

(2) |Si,j | i ̸= j ;

(3) {Si,i : 0 ≤ i ≤ m− 1} G \ {0} .

3.2 的 强正则图的

R 3.2 的 , psd, I R 的 . H

R的 , G = H ×H . 3.1.3 的 “spread”

的 . 3.5 及 的 强正则图的 .

R的 I = 0 , . 3.1.3 的

J, J ′ La, a ∈ J ′, (0, 0) ∈ G 0G.

的 .

定理 3.1 p s, d, w, z1 1 ≤ w ≤ pd, 1 ≤ z1 ≤ pd − w + 1,

(mn, k, λ, µ, t) = ((z1 +1)p2sd, (psd − 1)w+ z1z2p
sd, psd +w2 − 3w+ z1z

2
2 , w

2 −w+ z1z
2
2 , p

sdw−

w + z1z
2
2) , w = 1, z2 = 1; 2 ≤ w ≤ pd, z2 = w − 1 w.
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J ′ = {a0 = ∞, a1, . . . , apd}. 0 ≤ i ≤ j ≤ pd 的 i, j, D[i,j] =

{ai, ai+1, · · · , aj}. 的 1 ≤ w ≤ pd, Dw = {D[i,w+i−1] : 0 ≤ i ≤ pd − w + 1}. Dw

z1 + 1 的 A0, · · · , Az1 , 1 ≤ z1 ≤ pd − w + 1, Ai = D[ki,w+ki−1]. 性,

的 i < j, ki < kj .

bi,j =


aki

i < j,

aw+ki−1 i > j,

(3.1)

及 Ti,j(0 ≤ i ̸= j ≤ z1) G关 Lbi,j 的 z2 的 . 1 ≤ z2 ≤ psd.

G的 S = {Si,j}0≤i,j≤z1 : 的 0 ≤ i ̸= j ≤ z1,

Si,i =
∪

a∈Ai

La \ {0G},

Si,j =
∪

g∈Ti,j

(g + Lbi,j ).
(3.2)

注 3.1 bi,j Lbi,lLbl,j = G l ̸= i, j . Lbi,lLbl,j = G

bi,l ̸= bl,j . bi,j (3.1) , l ̸= i, j i, j, l,

bi,l ̸= bl,j .

引理 3.6 (3.2) z2 = 1 w = 1 z2 =

w − 1 w 2 ≤ w ≤ pd . , S , (m,n, k, λ, µ, t) =

(z1 + 1, p2sd, (psd − 1)w + z1z2p
sd, psd + w2 − 3w + z1z

2
2 , w

2 − w + z1z
2
2 , p

sdw − w + z1z
2
2).

证明 Si,i , Si,i 0G. , 0 ≤ i ≤ z1 |Si,i| =

(psd − 1)w. 0 ≤ i ̸= j ≤ z1 |Si,j | = psdz2. 0 ≤ i ≤ z1,∑z1
j=0 |Si,j | =

∑z1
j=0 |Sj,i| = (psd − 1)w + z1z2p

sd . S = {Si,j}0≤i,j≤z1

(1) (2). S 3.3 (3)

z2 = w − 1 w.

3.3 (3): 0 ≤ i ̸= j ≤ z1,

S2
i,i +

z1∑
l=0,l ̸=i

Si,lSl,i = µG+ βSi,i + γ0G, (3.3)

Si,j(Si,i + Sj,j) +

z1∑
l=0,l ̸=i,j

Si,lSl,j = µG+ βSi,j . (3.4)

Si,j , l ̸= i, j,

Si,lSl,j =
∑
g∈Ti,l

(g + Lbi,l)
∑

h∈Tl,j

(h+ Lbl,j ) =
∑
g∈Ti,l

∑
h∈Tl,j

(g + h+G) = |Ti,l||Tl,j |G = z22G,
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Lbi,lLbl,j = G.

Si,lSl,j = z22G. (3.5)

(3.5) (3.3) (3.4),

S2
i,i = (µ− z1z

2
2)G+ βSi,i + γ0G (3.6)

0 ≤ i ≤ z1 ,

Si,j(Si,i + Sj,j) = (µ− (z1 − 1)z22)G+ βSi,j (3.7)

0 ≤ i ̸= j ≤ z1 . (3.6) (3.7) z2 = w − 1

w .

(3.6) (3.7) . z2 = w− 1 w.

3.4, G

χb : (x, y) 7→ χb(x, y) = ψ(b1x+ b2y),

b = (b1, b2) ∈ G, ψ ∈ Ĥ . χ0 (3.6) ,

|Si,i|2 = (µ− z1z
2
2)|G|+ β|Si,i|+ γ, (3.8)

(psd − 1)2w2 = (µ− z1z
2
2)p

2sd + β(psd − 1)w + γ. (3.9)

χ0 (3.7)

2psd(psd − 1)wz2 = (µ− (z1 − 1)z22)p
2sd + βpsdz2. (3.10)

χb La, a ∈ J ′,

χb(La) =


psd χb La ,

0 则.

3.1.2 , χ spread La1
La2

, χ

G .

χb(Si,i) =


psd − w χb La , La \ {0} ⊆ Si,i,

−w 则.

χb (3.6) ,

χb(Si,i)
2 = βχb(Si,i) + γ. (3.11)
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b1 R , , b1 ∈ R \ I . χ(0,b1) χ(b1,0) ,

L0 L∞ . a ∈ J \ {0}, χ(b1,−b1a−1) La .

z1 ≥ 1, a ∈ A0 \A1. χb La .

, χb(S0,0) = psd − w χb(S1,1) = −w, χb(S0,0) χb(S1,1) (3.11).

χb(S0,0) + χb(S1,1) = β χb(S0,0)χb(S1,1) = −γ. ,

β = psd − 2w, γ = psdw − w2.

(3.9),

µ = w2 − w + z1z
2
2 ,

(3.10)

z22 − (2w − 1)z2 + w2 − w = 0,

z2 = w − 1 w.

1 ≤ w ≤ pd 1 ≤ z2 ≤ psd, w = 1 , z2 = 1.

, w = 1 , z2 = 1; 2 ≤ w ≤ pd , z2 = w− 1 w. χb

(3.7) ,

χb(Si,j)χb(Si,i + Sj,j) = βχb(Si,j). (3.12)

3.1, (3.9), (3.10), (3.11) (3.12) G .

µ = w2 −w+ z1z
2
2 , β = psd − 2w γ = psdw−w2. , (3.9) (3.10) .

0 ≤ i ≤ z1 χb, χb(Si,i) ∈ {psd −w,−w} , (3.11)

. (3.12) . β = psd−2w Si,i Sj,j

χb,

χb(Si,i + Sj,j) ∈ {−2w, psd − 2w, 2psd − 2w},

χb(Si,j) = 0 χb(Si,i + Sj,j) ̸= β χb . χb

, χb(Si,i) = χb(Sj,j) = psd −w −w. , χb Lbi,j

.

χb(Si,j) = χb(
∪

g∈Tij

(g + Lbi,j )) = χb(Lbi,j )
∑

g∈Ti,j

χb(g) = 0.

(3.12) .

3.1.
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证明 (定理 3.1) 3.5 3.6, .

注 3.2 S (3.2) . G S . w ≤ pd,

Si,i(0 ≤ i ≤ z1), G \ {0G}, G . t = k t = 0

, G . t = psdw − w + z1z
2
2 > 0.

t = k , w = z2 = pd s = 1. G ( ) . , s = 1

, .

的 w, z1 z2 的 k, λ, µ, t k(w, z1, z2), λ(w, z1, z2),

µ(w, z1, z2), t(w, z1, z2).

注 3.3 16 , s = 1

. , (z1 + 1, p2d, k(w, z1, z2), λ(w, z1, z2),

µ(w, z1, z2), t(w, z1, z2)) , (z1 + 1, p2d, k(pd +

1−w, z1, p
d − z2), λ(p

d +1−w, z1, p
d − z2), µ(p

d +1−w, z1, p
d − z2), t(p

d +1−w, z1, p
d − z2))

.

S = {Si,j}0≤i,j≤z1 (3.2) 的 , c 0 ≤ c ≤ z1的 的 .

S 的 S ′ = {Si,j}0≤i,j≤z1,i,j ̸=c , (z1, p
2sd, k(w, z1−

1, z2), λ(w, z1 − 1, z2), µ(w, z1 − 1, z2), t(w, z1 − 1, z2)). , s = 1 ,

A0, A1, · · · , Az1 的.

推论 3.1 p d,w w|pd+1, (z1+1, p2d, k(w, z1, z2),

λ(w, z1, z2), µ(w, z1, z2), t(w, z1, z2)) {Si,j}0≤i,j≤z1 , z1 = pd+1
w

− 1

z2 = w − 1 w.

证明 z1 = pd+1
w

− 1 Ai = D[wi,w(i+1)−1], 0 ≤ i ≤ z1. {Si,j}0≤i,j≤z1

{A0, · · · , Az1} (3.2) , z2 = w − 1 w. 3.6 ,

(z1 + 1, p2d, k(w, z1, z2), λ(w, z1, z2), µ(w, z1, z2), t(w, z1, z2)) .

{Si,i : 0 ≤ i ≤ z1} G \ {0} . 3.6 , |Si,i| = (pd − 1)w

|Si,j | = pdz2 i ̸= j . 3.4 (1) (2) .

.
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3.3

R 及 G = (R × R,+), G 的 spread. 的

, G 的 的 , 的

. 的 的 的 强正则图. R 的 , 的

, 关 的 性的 .
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4 Reed-Muller码的 码–2 的线性码

研究 Hermitian 的 码. 码的 码

2- , 2- 的关 . 关 的线性码

Reed-Muller码的 码, 的 码. 的线性码的

, 的 .

的 . , 线性码 t- 码 Reed-

Muller码 线性码的 的 . , 码

的关 的 的线性码. 4.9 4.10 线性码 C3(Dd(C(2m, 3)))

的 . 4.11 C3(Dd(C(2m, 3)))的 的 .

, 的 .

4.1

4.1.1 线性码 t-

定义 4.1 (n, k, λ) t- P B D = (P,B), P

大 n, B P k , P t

B λ .

, 的 , n > k > λ.

定义 4.2 q , Fq q . Fq [n, k, d]

C Fn
q k , d. 0 ≤ i ≤ n,

Ai C i . (A0, A1, · · · , An)
∑n

i=0Ait
i C

(weight distribution) (weight enumerator).

t- 线性码 关 . D = (P,B) t-(n, k, λ) , b

B 的 . D的关 MD = (mij) b× n 的 , pj Bi ∈ B

, mij = 1; pj Bi ∈ B , mij = 0. 关 MD 的 Fn
q

的 . , b 的 Cq(D) D Fq 的线性码. C Fq

[n, k, d]的 线性码,码 的 码 {p0, p1, · · · , pn−1} .

Ai ̸= 0, Bi i的码 的 Suppt(c) = {pj : cpj
̸= 0, 0 ≤ j ≤ n− 1}

的 , c = (cp0
, cp1

, · · · , cpn−1
) ∈ C 及 0 ≤ i ≤ n. P = {p0, p1, · · · , pn−1}.

39



浙江大学博士学位论文 广义 Reed-Muller码的子码–2设计的线性码

(P,Bi) t-(n, i, λ) , λ t 正 , 码 C的 ,

Di(C) .

Ding, Tang Tonchev 研究 码 2- 的线性码, [13].

的 [13] 的 码 Tr(ax2 + bx + c) 的. Her-

mintian 的 码, 码 C(2m, 3) . d 码 C(2m, 3) 的

, Dd(C(2m, 3)) C(2m, 3) 的码 的 的 . 的 的

研究线性码 C3(Dd(C(2m, 3)))的性 . ,线性码 C3(Dd(C(2m, 3)))

的, , 码的码 的 2- 的. 线性码 C3(Dd(C(2m, 3))) 码

C(2m, 3), 的 码. C3(Dd(C(2m, 3)))的 的线性

码 C(2m, 3) . , 线性码 C3(Dd(C(2m, 3))) 4 Reed-Muller码的

码.

4.1.2 码

Fq 的 [n, k, d]的线性码 C, 的 码 c = (c0, c1, · · · , cn−1) ∈

C 的 (cn−1, c0, · · · , cn−2) C , 线性码 码.

Rn[x] = Fq[x]/(x
n − 1) 码 C 的Rn[x] 的

C(x) = {c0 + c1x+ · · ·+ cn−1x
n−1 ∈ Rn[x] : (c0, c1, · · · , cn−1) ∈ C}.

, 码 C C(x) 关 . 码的性 , 的 c(x) ∈ C(x),

xc(x) ∈ C(x). C(x) Rn[x] 的 . Rn[x]

, C(x) , 的 g(x) ∈ Rn[x]

C(x) = ⟨g(x)⟩. g(x) C 的 , h(x) = (xn − 1)/g(x) C 的

. [60] 的 4.2.1 , 码 C 的 n− deg(g(x)).

n , gcd(n, q) = 1. 的 0 ≤ s < n, s n的 q- Cs

,

Cs = {s, sq, · · · , sqr−1} (mod n),

r sqr ≡ s (mod n) 的 正 . Cs 的正 Cs的

. , 的 q- Cs, 0 ≤ s < n, {0, 1, · · · , n− 1}的 . m q

n的 , γ Fqm 的 , F∗
qm = ⟨γ⟩. β = γ

qm−1
n , β Fqm 的 n .

s, 0 ≤ s < n, βs Fq 的 Mβs(x) = Πi∈Cs
(x− βi). 码 C的

g(x) = Πs∈SMβs(x), S 的 的 .

的 C 的 . Z = {βi : i ∈ T} 的 码 C 的 ,

{βi : i /∈ T} 的 . 关 的 , [60].
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线性码 C 的 码

C⊥ := {c′ ∈ Fn
q : c · c′ = 0, 的c ∈ C},

· . C h(x) 的 码, C⊥

xkh(x−1)/h(0), k = deg(h(x)).
[60]的 , C⊥的 C 的 .

定理 4.1 [ [60], 4.4.9] C Fq [n, k, d] . γ1, · · · , γk C

, γ−1
1 , · · · , γ−1

k C⊥ .

命题 4.1 [ [60], 4.4] Ci Fq n , Ti 1 ≤ i ≤ 2.

C1 + C2 = {c1 + c2 : ci ∈ Ci, 1 ≤ i ≤ 2} T1 ∩ T2.

线性码 C 的 码

C = {(c0, c1, · · · , cn) ∈ Fn+1
q : (c0, c1, · · · , cn−1) ∈ C

n∑
i=0

ci = 0}.

H 码 C 的 , C 的

H =

[
1 1
H 0

]
,

1 = (1, 1, · · · , 1) 0 = (0, 0, · · · , 0)⊤.

定理 4.2 [ [60], 4.4.19] n , q . g(x) xn − 1 Fq

s . γ ∈ Fqs g(x) . Trs : Fqs → Fq Fqs Fq

.

Cγ = {
n−1∑
i=0

Trs(aγi)xi : a ∈ Fqs}

[n, s] , {γ−qi : 0 ≤ i < s}.

4.1.3 Reed-Muller码

q , l m 1 ≤ l < (q − 1)m 的正 . Fq 的 l

Reed-Muller码Rq(l,m)∗ n = qm − 1的 码,

g(x) =
∑

1≤i≤n−1

wq(i)<(q−1)m−l

(x− γi),

γ Fqm 的 , i =
∑m−1

j=0 ijq
j , 0 ≤ ij ≤ q − 1 wq(i) =

∑m−1
i=0 ij .
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Assmus Key [33] Reed-Muller码 Rq(l,m)∗ 的 ,

.

定理 4.3 [ [33], 5] Reed-Muller Rq(l,m)∗ n = qm − 1,

k =
l∑

i=0

m∑
j=0

(−1)j
(
m

j

)(
i− jq +m− 1

i− jq

)
d = (q − l0)q

m−l1−1 − 1, l = l1(q − 1) + l0, 0 ≤ l0 < q − 1.

[33] [34] , Reed-Muller码Rq(l,m)∗的 码 (Rq(l,m)∗)⊥

及 码的 .

定理 4.4 [ [33], 5.21] (Rq(l,m)∗)⊥ ,

g⊥(x) =
∏

1≤i≤n−1

ωq(i)<l

(x− γi).

定理 4.5 [ [34], 5.4] (Rq(l,m)∗)⊥ n = qm − 1,

k⊥ = n−
l∑

i=0

m∑
j=0

(−1)j
(
m

j

)(
i− jq +m− 1

i− jq

)
,

d⊥ ≥ (q − l′0)q
m−l′1−1,

m(q − 1)− 1− l = l′1(q − 1) + l′0, 0 ≤ l′0 < q − 1.

Reed-Muller码Rq(l,m) Reed-Muller码Rq(l,m)∗的 码.

定理 4.6 [ [33], 5] Rq(l,m) n = qm,

k =
l∑

i=0

m∑
j=0

(−1)j
(
m

j

)(
i− jq +m− 1

i− jq

)
,

d = (q − l0)q
m−l1−1, l = l1(q − 1) + l0, 0 ≤ l0 < q − 1.

4.1.4 线性码的

C Fq 的 [n, k, d]的线性码. 码 C 的 的

关 的 Sym(n)的 . 码 C 的 ,

PAut(C) . Fq 的 正 ,
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Fq 的 . C 的 的 MAut(C), C

的 . , MAut(C) 的 DP PD1, D D1

,P . DPγ C的 , C的 ,

Aut(C) , γ Fq的 . , PAut(C) ⊆ MAut(C) ⊆ Aut(C).

Aut(C) t- 的, 码 C 码 的 t的 A

B, DPγ ∈ Aut(C) P A B.

的 线性码 C t- 的 .

定理 4.7 [ [60], 8.4.7] C Fq n . Aut(C) t- ,

i, i ≥ t, i t- .

GA1(Fqm) Fqm 的 的 :

{σs1,s2 : s1 ∈ F∗
qm , s2 ∈ Fqm},

σs1,s2(x) = s1x+ s2, ∀x ∈ Fqm . C Fq qm的线性码. Fqm 的

码 C 的码 . 码 C GA1(Fqm)的 的,则 线性码 C

的, GA1(Fqm) ≤ PAut(C). GA1(Fqm) Fqm 的. 的

4.7 的.

定理 4.8 [ [12], 6.6] i , 0 ≤ i ≤ n. Ai i .

C , i Ai ̸= 0, C i 2- .

4.1.5 码 的码

m ≥ 2 正 , p . Trs Fps Fp 的 .

线性码

C(2m, p) = {c(a, b, h) : a ∈ Fpm , b ∈ Fp2m , h ∈ Fp}, (4.1)

c(a, b, h) = (Tr2m(atp
m+1 + bt) + h)t∈Fp2m

.

[67] ,码 C(2m, p) 的, 码 2- . C(2m, p) 的

码 c(a, b, h), wH(c(a, b, h)) = p2m − T (a, b, h),

T (a, b, h) = |{t ∈ Fp2m : Tr2m(atp
m+1 + bt) + h = 0}|. (4.2)
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引理 4.1 [ [67]] a ∈ Fpm , b ∈ Fp2m h ∈ Fp, T (a, b, h) (4.2)

.

(1) a = b = h = 0 , T (a, b, h) = p2m.

(2) a = b = 0 h ̸= 0 , T (a, b, h) = 0.

(3) a = 0 b ̸= 0 , T (a, b, h) = p2m−1.

(4) a ̸= 0 ,

T (a, b, h) =


p2m−1 − pm−1(p− 1) h = Tr2m(asp

m+1
at,bt ),

p2m−1 + pm−1 h ̸= Tr2m(asp
m+1

at,bt ),

t ∈ F∗
p, s

pm+1
at,bt ((at)p

m

+ at)s = 2ats = −(bt)p
m , , sp

m+1
at,bt =

−2−1a−1bp
m

tp
m−1 = −2−1a−1bp

m .

, 码 c(a, b, h) d = p2m−1(p− 1)− pm−1 a ∈ F∗
pm ,

b ∈ Fp2m 及 h ∈ Fp \ {Tr2m(−2−1b)}. [67] 的 3 , 线性码 C(2m, p)

[p2m, 3m+1, p2m−1(p−1)−pm−1] 4.1 的 的码

的 C(2m, p) d的码 的 的. Dd(C(2m, p)) 码 C(2m, p)的

. [67], Dd(C(2m, p)) 2- . MDd
Dd(C(2m, p))的关

, Cp(Dd(C(2m, p))) 关 MDd
的 Fp 的线性码. p = 3

的 码 C3(Dd(C(2m, 3)))的 .

4.1 码 C(2m, p)的

0 1

p2m−1(p− 1)− pm−1 p2m(pm − 1)(p− 1)

p2m−1(p− 1) p(p2m − 1)

(p2m−1 + pm−1)(p− 1) p2m(pm − 1)

p2m p− 1

注 4.1 [13] F3 Tr2m(at2 + bt) + h

[32m, 4m+ 1, 2(32m−1 − 3m−1)]. F3 Hermitian Tr2m(at3
m+1 + bt) + h

[n, k, d] = [32m, 3m+ 1, 2 · 32m−1 − 3m−1]. ,

, .

44



浙江大学博士学位论文 广义 Reed-Muller码的子码–2设计的线性码

, 的 f(t) (f(t))t∈F32m
.

的 , 的 的 4.1.6 .

定理 4.9 m ≥ 2, F3 C3(Dd(C(2m, 3))){
Tr2m(bt),Tr2m(bt)Tr2m(b′t),Tr2m(at3

m+1)Tr2m(bt),
Tr2m(at3

m+1)Tr2m(a′t3
m+1),Tr2m(at3

m+1), 1 : a, a′ ∈ F3m , b, b
′ ∈ F32m

}
.

定理 4.10 m ≥ 2, C3(Dd(C(2m, 3))){ ∑m−1
i=0 Tr2m(bit

(3m+1)3i+1) +
∑2m−1

i=0 Tr2m(b′it
3i+1)

+
∑m−1

i=0 Trm(ait
(3m+1)(3i+1)) + Tr2m(bt) + h : b, bi, b

′
i ∈ F32m , ai ∈ F3m , h ∈ F3

}
,

2- .

定理 4.11 m ≥ 1, C3(Dd(C(2m, 3))) n = p2m, k = 9m2+7m
2

+

1 32m−2.

例 4.1 m = 1, 2 , C(2m, 3) C3(Dd(C(2m, 3))) :

m C(2m, 3) C3(Dd(C(2m, 3)))
1 [9, 4, 5] [9, 9, 1]
2 [81, 7, 51] [81, 26, 21].

C(4, 3)

1 + 1296z51 + 240z54 + 648z60 + 2z81.

C3(Dd(C(4, 3)))

1 +648z21 +240z27 +38880z28

+25920z29 +104976z30 +373248z31

+678780z32 +2491560z33 +9305280z34

+12791520z35 +52067880z36 +167585760z37

+193771440z38 +633582000z39 +1789957440z40

+1784204820z41 +5114657520z42 +12311494560z43

+10655818920z44 +26240268600z45 +54869931360z46

+40818498480z47 +86821798860z48 +155822087880z49

+99765111888z50 +181835828208z51 +279785262240z52

+153082363320z53 +238171803600z54 +311801503680z55

+144740601000z56 +190453223160z57 +210148421760z58

+81951931440z59 +90132625584z60 +82728913248z61

+26672379840z62 +24134094720z63 +18117430380z64

+4739847840z65 +3450820320z66 +2053913760z67

+424174320z68 +238097880z69 +109483488z70

+16715808z71 +7076700z72 +2442960z73

+116640z74 +58320z75 +38880z77

+6480z78 +2106z80 +2186z81.
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4.1.6 的

, 4.9, 4.10 4.11. Dd(C(2m, 3))的关

的 的 , 4.9 . , 4.9 的 ,

4.10的 . 4.10的 , 线性码 C3(Dd(C(2m, 3))) 4 Reed-Muller码

的 码. , 码 C3(Dd(C(2m, 3))) 的 的 . ,

(4.14) 的码 C 的 的 , 码 C3(Dd(C(2m, 3)))的 ,

4.11 .

4.1.5 关 码 C3(Dd(C(2m, 3)))的 .

引理 4.2 m ≥ 2 . C3(Dd(C(2m, 3))) F3

:

{(Tr2m(at3
m+1 + bt) + h)2 : a ∈ F∗

3m , b ∈ F32m , h ∈ F3 \ {Tr2m(b)}}.

4.2, 的 a ∈ F∗
3m , b ∈ F32m h ∈ F3 \ {Tr2m(b)},

(Tr2m(at3
m+1 + bt) + h)2 = Tr2m(at3

m+1 + bt)2 + 2hTr2m(at3
m+1 + bt) + h2

= Tr2m(at3
m+1)2 + 2Tr2m(at3

m+1)Tr2m(bt) + Tr2m(bt)2

+ 2hTr2m(at3
m+1) + 2hTr2m(bt) + h2 ∈ C3(Dd(C(2m, 3))),

(4.3)

(Tr2m(at3
m+1 − bt) + h)2 = Tr2m(at3

m+1 − bt)2 + 2hTr2m(at3
m+1 − bt) + h2

= Tr2m(at3
m+1)2 − 2Tr2m(at3

m+1)Tr2m(bt) + Tr2m(bt)2

+ 2hTr2m(at3
m+1)− 2hTr2m(bt) + h2 ∈ C3(Dd(C(2m, 3))).

(4.4)

(4.3) (4.4),

Tr2m(at3
m+1)Tr2m(bt) + hTr2m(bt) ∈ C3(Dd(C(2m, 3))). (4.5)

(4.3) (4.4),

2Tr2m(at3
m+1)2 + 2Tr2m(bt)2 + hTr2m(at3

m+1) + 2h2 ∈ C3(Dd(C(2m, 3))). (4.6)

(4.3) 的 码 C3(Dd(C(2m, 3))) .

引理 4.3 a ∈ F3m b ∈ F32m . {Tr2m(bt),Tr2m(at3
m+1)Tr2m(bt)} ⊆ C3(Dd(C(2m, 3))).

证明 a ∈ F∗
3m , b ∈ F32m h1 ̸= h2 ∈ F3 \ {Tr2m(b)}, (4.5),

Tr2m(at3
m+1)Tr2m(bt) + h1Tr2m(bt) ∈ C3(Dd(C(2m, 3))), (4.7)
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Tr2m(at3
m+1)Tr2m(bt) + h2Tr2m(bt) ∈ C3(Dd(C(2m, 3))). (4.8)

(4.7) (4.8) .

引理 4.4 t ∈ F32m , :

(1)
∑

a∈F∗
3m

Tr2m(at3
m+1)2 = 0.

(2)
∑

b∈F∗
32m

Tr2m(bt)2 = 0.

(3)
∑

a∈F∗
3m

Tr2m(at3
m+1) = 0.

证明 t = 0 , . t ̸= 0. t ∈ F∗
32m , (t3

m+1)3
m

=

t3
m+1 t3

m+1 ∈ F∗
3m . , a ∈ F3m , Tr2m(a) = 2Trm(a).

, ∑
a∈F∗

3m

Tr2m(at3
m+1)2 =

∑
a∈F∗

3m

Trm(a)2

= |{a ∈ F3m |Trm(a) ̸= 0}| (mod 3)

= 3m − |{a ∈ F3m |Trm(a) = 0}| (mod 3)

= 3m − 3m−1 (mod 3)

= 0.

∑
b∈F∗

32m

Tr2m(bt)2 =
∑

b∈F32m

Tr2m(b)2

= |{b ∈ F32m |Tr2m(b) ̸= 0}| (mod 3)

= 32m − 32m−1 (mod 3)

= 0.

∑
a∈F∗

3m

Tr2m(at3
m+1) = 2

∑
a∈F∗

3m

Trm(a)

= 2Trm(
∑

a∈F∗
3m

a)

= 0.

引理 4.5 1 ∈ C3(Dd(C(2m, 3))).
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证明 a ∈ F∗
3m b ∈ F32m , hb = Tr2m(b) + 1. 4.4 (4.6),

∑
b∈F∗

32m

∑
a∈F∗

3m

(Tr2m(at3
m+1)2 + Tr2m(bt)2 + 2hbTr2m(at3

m+1) + h2b)

= 2
∑

b∈F∗
32m

(Tr2m(b) + 1)2

=
∑

b∈F∗
32m

(Tr2m(b) + 2)

= 1 ∈ C3(Dd(C(2m, 3))).

引理 4.6 b, b′ ∈ F32m , Tr2m(bt)Tr2m(b′t) ∈ C3(Dd(C(2m, 3))).

证明 b1 =
b+b′

2
, b2 = b′−b

2
∈ F32m . b1 b2 (4.6) ,

2Tr2m(at3
m+1)2 + 2Tr2m(b1t)

2 + h1Tr2m(at3
m+1) + 2h21 ∈ C3(Dd(C(2m, 3))), (4.9)

2Tr2m(at3
m+1)2 + 2Tr2m(b2t)

2 + h2Tr2m(at3
m+1) + 2h22 ∈ C3(Dd(C(2m, 3))), (4.10)

h1 ∈ F3\{Tr(b1)} h2 ∈ F3\{Tr(b2)}. h1 = h2 = h, h F3\{Tr2m(b1),Tr2m(b2)}

. (4.10) (4.9) ,

2Tr2m((b1 − b2)t)Tr2m((b1 + b2)t) ∈ C3(Dd(C(2m, 3))).

, Tr2m(bt)Tr2m(b′t) ∈ C3(Dd(C(2m, 3))).

引理 4.7 a, a′ ∈ F3m ,

{Tr2m(at3
m+1),Tr2m(at3

m+1)Tr2m(a′t3
m+1)} ⊆ C3(Dd(C(2m, 3))).

证明 4.5, 4.6 (4.6),

Tr2m(at3
m+1)2 + 2hTr2m(at3

m+1) ∈ C3(Dd(C(2m, 3))). (4.11)

h1 ̸= h2 ∈ F3 \ {Tr2m(b)}, h1, h2 (4.11) ,

Tr2m(at3
m+1)2 + 2h1Tr2m(at3

m+1) ∈ C3(Dd(C(2m, 3))), (4.12)

Tr2m(at3
m+1)2 + 2h2Tr2m(at3

m+1) ∈ C3(Dd(C(2m, 3))). (4.13)

(4.13) (4.12) ,

2(h1 − h2)Tr2m(at3
m+1) ∈ C3(Dd(C(2m, 3))).
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h1 ̸= h2, Tr2m(at3
m+1),Tr2m(at3

m+1)2 ∈ C3(Dd(C(2m, 3))). a1 = a+a′

2
, a2 =

a−a′

2
∈ F3m . Tr2m(a1t

3m+1)2, Tr2m(a2t
3m+1)2 ∈ C3(Dd(C(2m, 3))).

Tr2m(a1t
3m+1)2 − Tr2m(a2t

3m+1)2 = Tr2m((a1 + a2)t
3m+1)Tr2m((a1 − a2)t

3m+1)

= Tr2m(at3
m+1)Tr2m(a′t3

m+1) ∈ C3(Dd(C(2m, 3))).

证明 (定理 4.9) (4.3), .

引理 4.8 [ [73], 8.4] p , n . t1, · · · , tn ∈ Fpn .

{t1, · · · , tn} Fpn Fp ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t1 t2 · · · tn
tp1 tp2 · · · tpn
...

... · · ·
...

tp
n−1

1 tp
n−1

2 · · · tp
n−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

引理 4.9 m ≥ 2

⟨Tr2m(bt)Tr2m(b′t) : b, b′ ∈ F32m⟩ = ⟨
2m−1∑
i=0

Tr2m(bit
3i+1) : bi ∈ F32m⟩.

证明 F32m b, b′,

Tr2m(bt)Tr2m(b′t) =
2m−1∑
i=0

2m−1∑
j=0

b3
i

b′3
j

t3
i+3j =

2m−1∑
i=0

b3
i

(
2m−1∑
j=0

b′3
j−i

t1+3j−i

)3
i

=
2m−1∑
i=0

b3
i

(
2m−1∑
j=0

b′3
j

t1+3j )3
i

=
2m−1∑
j=0

Tr2m(bb′3
j

t1+3j ).

γ F32m . {γ, γ3, · · · , γ32m−1} F32m F3 .

4.8, F3 ,

{(b′, b′3, · · · , b′3
2m−1

) : b′ = γ3
i

, 0 ≤ i ≤ 2m− 1}.

F2m
32m F32m . ⟨

∑2m−1
j=0 Tr2m(bb′3

j

t3
j+1) : b, b′ ∈ F32m⟩ =

⟨
∑2m−1

i=0 Tr2m(bit
3i+1) : bi ∈ F32m⟩.

引理 4.10 m ≥ 2,

⟨Tr2m(at3
m+1)Tr2m(bt) : a ∈ F3m , b ∈ F32m⟩ = ⟨

m−1∑
i=0

Tr2m(bit
(3m+1)3i+1) : bi ∈ F32m⟩.

49



浙江大学博士学位论文 广义 Reed-Muller码的子码–2设计的线性码

证明 a ∈ F3m b ∈ F32m ,

Tr2m(at3
m+1)Tr2m(bt) = 2

m−1∑
i=0

(at3
m+1)3

i
2m−1∑
j=0

(bt)3
j

= 2
2m−1∑
j=0

(bt)3
j
m−1∑
i=0

(at3
m+1)3

i+j

= 2
2m−1∑
j=0

(bt
m−1∑
i=0

(at3
m+1)3

i

)3
j

= 2
m−1∑
i=0

Tr2m(ba3
i

t(3
m+1)3i+1).

4.8, F3 ,

{(a, a3, · · · , a3
m−1

) : a = γ(3
m+1)3i , 0 ≤ i ≤ m− 1}.

Fm
32m F32m . ⟨2

∑m−1
i=0 Tr2m(ba3

i

t(3
m+1)3i+1) : a ∈

F3m , b ∈ F32m⟩ = ⟨
∑m−1

i=0 Tr2m(bit
(3m+1)3i+1) : bi ∈ F32m⟩.

引理 4.11 m ≥ 2,

⟨Tr2m(at3
m+1)Tr2m(a′t3

m+1) : a, a′ ∈ F3m⟩ = ⟨
m−1∑
i=0

Trm(ait
(3m+1)(3i+1)) : ai ∈ F3m⟩.

证明 F3m a a′,

Tr2m(a′t3
m+1)Tr2m(at3

m+1) =
2m−1∑
i=0

(a′t3
m+1)3

i
2m−1∑
j=0

(at3
m+1)3

j

=
2m−1∑
i=0

((a′t3
m+1)

2m−1∑
j=0

(at3
m+1)3

j−i

)3
i

=
2m−1∑
i=0

((a′t3
m+1)

2m−1∑
j=0

(at3
m+1)3

j

)3
i

=
2m−1∑
i=0

(
2m−1∑
j=0

a′a3
j

t(3
m+1)(3j+1))3

i

=
2m−1∑
j=0

Tr2m(a′a3
j

t(3
m+1)(3j+1))

=
m−1∑
j=0

Trm(a′a3
j

t(3
m+1)(3j+1)).

4.10 , .

证明 (定理 4.10) 4.9 4.9−4.11 .

C3(Dd(C(2m, 3))) , 4.8

2- . σs1,s2 ∈ GA1(F32m), s1 ∈ F∗
32m s2 ∈ F32m ,
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Tr2m(bσs1,s2(t) + b′(σs1,s2(t))
3i+1 + b′′(σs1,s2(t))

(3m+1)3j+1 + c(σs1,s2(t))
(3m+1)(3k+1)) + h ∈

C3(Dd(C(2m, 3))) 0 ≤ i ≤ 2m− 1, 0 ≤ j, k ≤ m− 1, b, b′, b′′ ∈ F32m , c ∈ F3m h ∈ F3

. Tr2m(b(s1t+ s2) + b′(s1t+ s2)
3i+1) + h ∈ C3(Dd(C(2m, 3))).

Tr2m(b′′(s1t+ s2)
(3m+1)3j+1)

= Tr2m(b′′(s3
m+j

1 t3
m+j

+ s3
m+j

2 )(s3
j

1 t
3j + s3

j

2 )(s1t+ s2))

= Tr2m(b′′(s1t)
3m+j+3j+1 + b′′(s1t)

3m+j+1s3
j

2 )

+ Tr2m(b′′(s1t)
3j+1s3

m+j

2 + b′′s1ts
3m+j+3j

2 + b′′(s1t)
3m+1s3

−j

2 )

+ Tr2m(b′′s1ts
3m+3m−j

2 + b′′s1ts
3m+3−j

2 + b′′s3
m+j+3j+1

2 ) ∈ C3(Dd(C(2m, 3))).

, Tr2m(c(s1t+ s2)
(3m+1)(3k+1)) ∈ C3(Dd(C(2m, 3))). .

的 , . γ F32m 的 . 的 0 ≤

k ≤ 2 0 ≤ j ≤ 2m− 1, 的线性码:

Cγkj
= {

32m−2∑
i=0

Tr2m(aiγ
i
kj)x

i : ai ∈ F32m},

Cγ3j
= {

32m−2∑
i=0

Tr2m(aiγ
i
3j)x

i : ai ∈ F3m},

γ0j = γ, γ1j = γ(3
m+1)3j+1, γ2j = γ3

j+1 及 γ3j = γ(3
j+1)(3m+1). 线性码

C =
⟨
x : x ∈ Cγkj

, 0 ≤ k ≤ 3, 0 ≤ j ≤ 2m− 1
⟩
F3
. (4.14)

0 ≤ j ≤ 2m− 1,

S0j = {−3i : 0 ≤ i ≤ 2m− 1},

S1j = {−3i(3j(3m + 1) + 1) : 0 ≤ i ≤ 2m− 1},

S2j = {−3i(3j + 1) : 0 ≤ i ≤ 2m− 1},

S3j = {−3i(3j + 1)(3m + 1) : 0 ≤ i ≤ 2m− 1}.

(4.15)

注 4.2 4.10, C3(Dd(C(2m, 3))) C⊥⊥
, C (4.14)

. 4.2, Cγkj
(0 ≤ k ≤ 3, 0 ≤ j ≤ 2m − 1) Tkj =

F∗
32m \ Sjk. 4.1, C T = ∩3

k=0 ∩2m−1
j=0 Tkj . Sk = ∪2m−1

j=0 Skj ,

0 ≤ k ≤ 3.

T = ∩3
k=0 ∩2m−1

j=0 (F∗
32m \ Skj) = ∩3

k=0(F∗
32m \ (∪2m−1

j=0 Skj)) = F∗
32m \ (∪3

k=0Sk).
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, 的 0 ≤ i ̸= j ≤ 3, Si ∩Sj = ∅. Si, 0 ≤ i ≤ 3, 的 .

|S0| = 2m.

引理 4.12 S1j(0 ≤ j ≤ 2m− 1) (4.15) . :

(1) 0 ≤ i1, i2, j1, j2 ≤ 2m − 1, −3i1(3j1(3m + 1) + 1) ≡ −3i2(3j2(3m + 1) + 1)

(mod (32m − 1)) i1 = i2 j1 = j2 j1 +m ≡ j2 (mod 2m).

(2) 0 ≤ i ̸= j ≤ 2m− 1, |S1i| = 2m
S1i = S1j i+m ≡ j (mod 2m),

S1i ∩ S1j = ∅ i+m ̸≡ j (mod 2m).

(3) |S1| = 2m2.

证明 (1) , i2 ≥ i1. −3i1(3j1(3m + 1) + 1) ≡ −3i2(3j2(3m + 1) + 1)

(mod (32m − 1)),

3i2−i1+j2+m + 3i2−i1+j2 + 3i2−i1 − 3j1+m − 3j1 − 1 ≡ 0 (mod (32m − 1)). (4.16)

a1, a2, a3 
0 ≤ i2 − i1 + j2 +m− 2a1m ≤ 2m− 1,

0 ≤ i2 − i1 + j2 − 2a2m ≤ 2m− 1,

0 ≤ j1 +m− 2a3m ≤ 2m− 1.

0 ≤ a1 ≤ 2, 0 ≤ a2 ≤ 1 0 ≤ a3 ≤ 1.

s1 = i2 − i1 + j2 +m− 2a1m,

s2 = i2 − i1 + j2 − 2a2m,

s3 = i2 − i1,

t1 = j1 +m− 2a3m,

t2 = j1.

2 − 2 · 32m−1 ≤ 3s1 + 3s2 + 3s3 − 3t1 − 3t2 − 1 ≤ 32m − 3, (4.16) 3s1 +

3s2 + 3s3 − 3t1 − 3t2 − 1 = 0. , {s1, s2, s3} . s2 ≡ s1 +m

(mod 2m), s1, s2 s3 .
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{s1, s2, s3} 0, k {1, 2, 3} ,

: sk = 0, min({s1, s2, s3} \ {sk}) = min{t1, t2} max({s1, s2, s3} \ {sk}) =

max{t1, t2}. i1 = i2
j1 = 0, j2 = m j1 = j2 = m k = 1,

j1 = j2 = 0 j1 = m, j2 = 0 k = 2,

j1 = j2 j2 ≡ j1 +m (mod 2m) k = 3.

{s1, s2, s3} 0, 1+3s = 3t1+3t2 , s {s1, s2, s3}

. min{t1, t2} = min{s, 0} = 0 max{t1, t2} = max{s, 0} = s.

s1 = 0 s2 = 0 , s3 = 0, , i1 = i2. :

j1 = 0, j2 = m s1 = 0, s2 = t1, t2 = 0,

j1 = j2 = m s1 = 0, s2 = t2, t1 = 0,

j1 = j2 = 0 s2 = 0, s1 = t1, t2 = 0,

j1 = m, j2 = 0 s2 = 0, s1 = t2, t1 = 0.

, (4.16) i1 = i2 j1 = j2

j1 +m ≡ j2 (mod 2m).

(2) (1), −3i1(3j(3m + 1) + 1) ≡ −3i2(3j(3m + 1) + 1) (mod (32m − 1))

i1 = i2. 0 ≤ i ≤ 2m − 1 |S1i| = 2m. 0 ≤ i ̸= j ≤ 2m − 1.

(1) , i +m ≡ j (mod 2m), S1i = S1j . i +m ̸≡ j (mod 2m),

S1i ∩ S1j = ∅.

(3) (2), S1 = ∪m−1
i=0 S1i. |S1| =

∑m−1
i=0 |S1i| = 2m2.

引理 4.13 S2j , 0 ≤ j ≤ 2m− 1, (4.15) . :

(1) 0 ≤ i1, i2, j1, j2 ≤ 2m− 1 −3i1(3j1 + 1) ≡ −3i2(3j2 + 1)( mod (32m − 1))

j1 = j2 i1 = i2 j1 ≡ −j2 (mod 2m) i1 ≡ i2 + j2 (mod 2m).

(2) 0 ≤ i ̸= j ≤ 2m− 1

|S2i| =


m i = m,

2m ,


S2i = S2j i ≡ −j (mod 2m),

S2i ∩ S2j = ∅ i ̸≡ −j (mod 2m).
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(3) |S2| = (2m+ 1)m.

证明 (1) i2 ≥ i1. 3i1(3j1 + 1) ≡ 3i2(3j2 + 1) (mod (32m − 1)),

3i2−i1+j2 + 3i2−i1 − 3j1 − 1 ≡ 0 (mod (32m − 1)). (4.17)

a , 0 ≤ i2 − i1 + j2 − 2am ≤ 2m− 1. 0 ≤ a ≤ 1.
s1 = i2 − i1 + j2 − 2am,

s2 = i2 − i1,

t = j1.

1− 32m−1 ≤ 3s1 + 3s2 − 3t − 1 ≤ 2 · 32m−1 − 2, (4.18), 3s1 + 3s2 − 3t − 1 = 0.

min{s1, s2} = min{t, 0} = 0, {s1, s2} 0.

{s1, s2} 0, :
j1 + j2 ≡ 0 (mod 2m), i2 − i1 = j1 s1 = 0, s2 = t,

j1 = j2, i1 = i2 s2 = 0, s1 = t.

s1 = s2 = 0, t = 0. j1 = j2 = 0 i1 = i2.

, (4.18) j1 = j2 i1 = i2 j1+ j2 ≡ 0

(mod 2m) i1 ≡ i2 + j2 (mod 2m).

(2) (1), −3i1(3j + 1) ≡ −3i2(3j + 1) (mod (32m − 1))
i1 = i2 j ̸= m,

i1 = i2 i1 ≡ i2 +m (mod 2m) j = m.

j = m, |S2j | = m. , |S2j | = 2m. 0 ≤ i ̸= j ≤ 2m− 1. (1) ,

i+ j ≡ 0 (mod 2m), S2i = S2j . i+ j ̸≡ 0 (mod 2m), S2i ∩ S2j = ∅.

(3) (2), S2 = ∪m
i=0S2i. |S2| =

∑m−1
i=0 |S2i| + |S2,m| = 2m2 + m =

(2m+ 1)m.

引理 4.14 S3j , 0 ≤ j ≤ 2m− 1, (4.15) . :

(1) 0 ≤ i1, i2, j1, j2 ≤ 2m− 1,−3i1(3j1 + 1) ≡ −3i2(3j2 + 1) (mod (3m − 1))

j1 ≡ j2 (mod m) i1 ≡ i2 (mod m) j1 ≡ −j2 (mod m) i1 ≡ i2 + j2 (mod m).

(2) 0 ≤ i ̸= j ≤ 2m− 1,

|S3i| =


m
2

m i = m
2

3m
2
,

m .
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S3i = S3j , i ≡ ±j (mod m),

S3i ∩ S3j = ∅, i ̸≡ ±j (mod m).

(3) |S3| = m(m+1)
2

.

证明 (1) , i2 ≥ i1. 3i1(3j1 + 1) ≡ 3i2(3j2 + 1) (mod (3m − 1)),

3i2−i1+j2 + 3i2−i1 − 3j1 − 1 ≡ 0 (mod (3m − 1)). (4.18)

a1, a2, a3 , 
0 ≤ i1 − i2 + j2 − a1m ≤ m− 1,

0 ≤ i2 − i1 − a2m ≤ m− 1,

0 ≤ j1 − a3m ≤ m− 1.

0 ≤ a1 ≤ 3, 0 ≤ a2 ≤ 1 0 ≤ a3 ≤ 1.
s1 = i2 − i1 + j2 − a1m,

s2 = i2 − i1 − a2m,

t = j1 − a3m.

1− 3m−1 ≤ 3s1 +3s2 − 3t − 1 ≤ 2 · 3m−1 − 2, (4.18) 3s1 +3s2 − 3t − 1 = 0.

min{s1, s2} = min{t, 0} = 0, {s1, s2} .

{s1, s2} 0, :
j1 ≡ −j2 (mod m), i1 ≡ i2 + j2 (mod m) s1 = 0, s2 = t,

j1 ≡ j2 (mod m), i1 ≡ i2 (mod m) s2 = 0, s1 = t.

s1 = s2 = 0, t = 0. j1 ≡ j2 ≡ 0 (mod m) i1 ≡ i2 (mod m).

, (4.18) j1 ≡ j2 (mod m), i1 ≡ i2 (mod m)

j1 ≡ −j2 (mod m), i1 ≡ i2 + j2 (mod m).

(2) (1), −3i1(3j + 1) ≡ −3i2(3j + 1) (mod (3m − 1))
i1 ≡ i2 (mod m) i1 ≡ i2 +

m
2

(mod m) m j = m
2

3m
2
,

i1 ≡ i2 (mod m) .

, m , 0 ≤ i ≤ 2m−1 i ̸= m
2
, 3m

2
, |S3,m2

| = |S3, 3m2
| = m

2
|S3i| = m.

m , 0 ≤ i ≤ 2m− 1, |S3i| = m. , i ≡ ±j (mod m) , S3i = S3j .

i ̸≡ ±j (mod m) , S3i ∩ S3j = ∅.
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(3) (2), m , |S3| =
∑m

2 −1
i=0 |S3i|+ |S3,m2

| = m2

2
+ m

2
= m(m+1)

2
.

m , |S3| =
∑m−1

2

i=0 |S3i| = m(m+1)
2

. m ≥ 2, |S3| = m(m+1)
2

.

证明 (定理 4.11) 4.12, 4.13 4.14, |S| =
∑3

i=0 |Si| = 2m+2m2+(2m+

1)m+ m(m+1)
2

= 9m2+7m
2

. dim(C) = n− |T | = n− (n− |S|) = 9m2+7m
2

.

dim(C3(Dd(C(2m, 3)))) = dim(C⊥⊥
) = dim(C) + 1 =

9m2 + 7m

2
+ 1.

C3(Dd(C(2m, 3))) 4 Reed-Muller R3(4, 2m) . 4.9

4.6 R3(4, 2m) 32m−2. C3(Dd(C(2m, 3))) 32m−2.

注 4.3 4.6, 4 Reed-Muller R3(4, 2m)

k =

(
2m+ 3

4

)
+

(
2m+ 2

3

)
− (2m− 1)2m

2
+ 1

>
9m2 + 7m

2
+ 1

= dim(C3(Dd(C(2m, 3)))).

4.2

线性码 C(2m, 3) 的 码 的 2- 的关 . m ≥ 2

的 , 关 的 的线性码 C3(Dd(C(2m, 3))) C(2m, 3),

码. 线性码 C3(Dd(C(2m, 3))) 的 的 . 线性码

C3(Dd(C(2m, 3))) Reed-Muller码的 码, C3(Dd(C(2m, 3)))的 的

. (4.14) 的码 C 的 C3(Dd(C(2m, 3)))的 .
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5

的 , Davis-Xiang图 RT2图的 4, 8, 16 及

2, 3, 4 6的 正则 . 正则 ,

Davis-Xiang图 RT2图相 的 . 2-

的 , 正则 的. 的

的 . 的 , 的强正则图 的

的正则 的 的 .

p- 的 的 , 的 , 研究 p

p- 的强正则图的正则 , 图 p 的 p- 的 .

, 的 p- 的 的 .

的 , 的 . ,

的 强正则 m- 图, m ≥ 2. 的 强正则 m- 图

的 , 强正则图 的 . ,

3.1 , s = 1的 3.1 的 的 .

, 关 的 的 强正则 图 的研

究 . , 关 的研究 , 的 ,

研究 及 的 性 .

的 , 码 C(2m, 3)的 码 的 2- 的关

. 的 m ≥ 2, 关 的 的线性码 C3(Dd(C(2m, 3))) 码 C(2m, 3)

码. 的线性码 C3(Dd(C(2m, 3))) 码 C(2m, 3) 的 .

线性码 C3(Dd(C(2m, 3))) 4 Reed-Muller码的 码, 码 C3(Dd(C(2m, 3)))

的 的 . 的 (4.14) 的码 C 的 的

线性码 C3(Dd(C(2m, 3)))的 . 的线性码,研究 t-

的关 的线性码, 图 性 的码. , 的

码 的关 的研究 , 的 .
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