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摘要

摘 要

有限几何是组合数学中有趣且令人兴奋的领域, 它往往会带来很多意想不到的
结果, 而且它与组合数学的很多分支有着密切的联系, 如编码理论、设计理论、图
论、密码学等等. 利用有限几何的结构能构造出很多有趣的代数几何码以及关联结
构. 而且大部分几何对象的自同构群都是一些特别有意思的群,如典型群,其他有限
单群. 本学位论文涉及有限几何中几类几何结构其自同构群的研究. 本文的主旨是
用包括有限域、群环、指数和等现代的数学工具以及群论中一些结果去考察和研究

问题。

在第 1 章中, 我们将简略介绍本文研究的几类几何结构的研究背景和本文的主
要贡献。

在第 2 章中, 我们考虑 Budaghyan 和 Hellesecth 的 Budaghyan-Helleseth 交换半
域,并完全确定其 isotopism类。

在第 3章中,我们证明Desargusian射影平面 PG(2, q2)中所有非经典Buekenhout-
Metz untials都存在 O’Nan构型,这个构型是由两两相交于一点的四条线组成的。

在第 4 章中, 我们考虑辛对称广义四边形 W (q) 的 Payne 派生四边形的点正则
群,这是一类具有非经典参数 (q − 1, q + 1)的广义四边形. 我们将给出奇特征下点正
则群的完整的分类, 也同时完全确定了偶特征下所有线性的点正则自同构群. 此外,
我们通过研究它们的群不变量说明有限广义四边形的点正则群可以有无限大的幂零

类。

在第 5章中,我们对有限的 Hermitian极空间中传递 ovoids进行系统地分析. 在
Cossidente和 Korchmáros [1] 的结果的基础上,我们再结合 Bamberg的结果 [2] 对 Her-
mitian极空间中传递 ovoids进行完整的分类。
最后,我们介绍这方向进一步的研究问题,同时也简略地介绍作者攻读博士学位

期间其他工作.

关键词: Budaghyan-Hellsseth半域, Buekenhout-Metz unitals, O’Nan构型, Payne派
生四边形, 点正则群, 传递 ovoids, Hermitian极空间.
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Abstract

Finite geometry is an interesting and exciting area in combinatorics with beautiful re-
sults, it further has a close connection with other branches of combinatorics, such as coding
theory, design theory, graph theory, cryptology and so on. By applying some geometric
structures, we obtain some interesting codes and incidence structures. Further, most of the
geometric objects have an interesting automorphism group, likes classical group and other
finite simple groups. This dissertation concerns with certain finite geometric structures and
their automorphism groups. The substance is to investigate these structures by applying
some results of group theory and some modern mathematical tools, including group ring,
finite fields and exponential sums and so on.

In Chapter 1, we will briefly introduce the backgrounds of our concerned geometric
structures, and summarize the main contributions to these problems.

In Chapter 2, we completely determined the isotopism classes of the Budaghyan-
Helleseth commutative semifields constructed by Budaghyan and Helleseth [3].

In Chapter 3, we establish the existence of O’Nan configurations in all nonclassical
Buekenhout-Metz unitals in Desargusian plane PG(2, q2).

In Chapter 4, we systematically study the point regular groups of Payne derived quad-
rangle of symplectic quadrangleW (q), which is a finte generalized quadrangle with non-
classical parameters (q − 1, q + 1). We completely determine all linear point regular auto-
morphism group, and further give all nonlinear point regular automorphism groups in the
odd characteristic case. In addition, by computing the group invariants of these groups, we
show that the finite groups that act regularly on the points of a finite quadrangle can have
unbounded nilpotency class.

In Chapter 5, we analysis the transitive ovoids of finite classical Hermitian polar space
in details. Based on Bamberg et al’s results [1,2], we use some combinatorial tools to give a
complete classification of these ovoids.

In the end, we briefly introduce some further problems in finite geometry, and also
give an introduction of some work under investigation.

Keywords: Budaghyan-Helleseth semifield, Buekenhout-Metz unitals, O’Nan con-
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figuration, Payne derived quadrangles, Point regular groups, Transitive ovoids, Hermitian
polar space.
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绪论

1 绪论

有限几何是组合数学的一个重要分支,它是研究有限域上的关联结构的科学. 最
初对有限几何结构本身的研究并不流行,但是随着计算机的发展和信息时代的来临,
离散结构的的研究在数学的其他分支和信息科学等其他领域有越来越多应用. 借用
Hirschfeld和 Thas [4] 的话,它是“an interesting and exciting area in combinatorics with
beautiful results”. 有限几何中有不少有趣的的组合结构, 利用它们可以在编码和密
码等领域中构造出某些具有优良性质的线性码和密码函数. 而且大部分几何对象的
自同构群都是一些特别有意思的群, 如典型群, 其他有限单群. 本论文主要针对有
限几何中某几类几何结构和它们的自同构群进行研究, 其中具体包括: Budaghyan-
Helleseth半域, O’Nan构型, Payne派生四边形的点正则群以及传递 ovoids. 下面将介
绍研究课题的背景意义,并对这些工作进行概括.

Budaghyan-Hellsseth半域
半域是有乘法单位的非结合除环,也被称为非结合除环或分配拟域. 由于有限半

域和交换半域具有优良的性质, 一直是半域领域的研究热点. 半域的研究要追溯至
1900年初, Dickson构造出第一个非平凡的半域 [5]. 1965年 Knuth [6]证明了每个半域

的加法群都是初等阿贝尔群. 一个关键的突破是 2008年 Coulter和 Henderson注意
到在特定条件下 Dembowski-Ostrom型线性化多项式和奇特征下交换半域是等价的,
之后这等价性的完全证明是 Zhou在文献 [7] 中给出的. 半域一直是学者的研究热点,
这不仅是与它自身的独特性质有关的, 还因为它跟各种各样的组合结构有着密切联
系，例如平面函数,置换多项式和有限仿射平面等等。最近它能再次引起大家的兴趣
是因为它能作为极大秩距离码的特殊例子。读者们可以通过查阅文献 [8,9] 去了解半

域与这些对象的联系,目前最新的半域是从多项式除环中得到的 [10].
对于半域的研究,一个核心问题是确定半域的 isotopism类. 由于两个 non-isotopic

半域会对应产生射影平面各不相同,对应地也会产生不同的完全非线性函数,因此确
定半域的 isotopism类对于研究半域具有重要的意义. 本文第 2章主要针对Budaghyan
和 Hellesecth [3,11] 构造的交换半域进行研究, 完全确定了 Budaghyan-Hellesecth 半域
的 isotopsim类. 特别地,在奇特征情况下,对于一个中心大小为 q的 q2l阶Budaghyan-
Hellsseth半域,它们的 isotopism类的大小如下所示:

(i) 在 q ≡ 1 (mod 4)且 l > 2偶数时,大小为 ϕ(l)/2;

(ii) 在 q ≡ 3 (mod 4)且 l > 2偶数时,大小为 ϕ(l);

1
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(iii) 在 l是奇数时,大小为 ϕ(l)/2.

这里 ϕ是欧拉函数. 这部分的工作已发表在《Finite fields and Their Applications》.

Unitals和 O’Nan构型
一个 n 阶 unital 是一个参数为 2-(n3 + 1, n + 1, 1) 的区组设计. 当它恰好是某

个射影平面的子集时, 我们称它为可嵌入该射影平面的 unitals. 一般而言, 存在很
多能嵌入到射影平面 (Desargusian和 non-Desarguesian)的 unitals,也有作为 2-(n3 +

1, n + 1, 1)区组设计不能嵌入于任何射影平面的 unitals. 其中 unitals的经典的例子
是 PG(2, q2)的 Hermitian曲线 H(2, q2),有时也被称为酉区组设计. 目前已知能嵌入
到 Desarguesian射影平面 PG(2, q2)的 unitals具体可以分成下面的几类：

(i) Classical(Hermitian) unitals：PG(2, q2)中的 Hermitian曲线.

(ii) Orthogonal-Buekenhout-Metz unitals：PG(4, q)中的椭圆椎体 (ellpitic cones)；

(iii) Buekenhout-Tits unitals：PG(4, q)中以 Tits ovoid为基的 ovoidal cones；

(iv) Nonsingular-Buekenhout unitals: PG(4, q)中非退化的抛物线型二次型 (parabolic
quadrics)；

它们都是 Buekenhout [12] 和 Metz [13] 在 q2 阶 translation 平面中用 Bruck-Bose 表示
法获得的, 统称它们为 Buekenhout unitals. 值得一提的是, 是否存在其他能嵌入到
PG(2, q2)的 unital依然是未解决的公开问题. 更多关于射影平面中的 unitals,可以参
考 Barwick和 Ebert的著作 [14]了解更多信息.

在 1972 年, O’Nan [15] 在研究经典的 unitals 的自同构群时发现它们不包含一种
特殊构型 (4 线 6 点, 任意两线交于一点), 该构型后被人们称为 O’Nan 构型. 随后,
Piper [16] 猜想这类特殊的构型是经典 unitals 的特征. 这个猜想至今都没有被完全解
决, 只有一些相关结果在文献 [17–20] 中给出. 在第 3章中, 我们解决了 Hirschfeld 和
Thas在文献 [21]中列出的一个问题.

问题：非经典 ovoidal Buekenhout-Metz unitals是否存在 O’Nan构型?

答案是肯定的,我们的主要想法是假定 O’Nan构型是被某个对合所固定的或者
包含某些特定的点和线,再借助一些组合技巧和有限域的知识来确定此 O’Nan构型
的存在性. 这部分的工作已发表在《Discrete Mathematics》.

Payne派生四边形和其点正则群

2
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广义四边形的研究与数学的其他分支有着密切的联系, 其中与群论的关系特别
大. 广义多边形的概念是 J.Tits [22] 为了更好地理解秩 2的 Chevalley群而引入的. 类
似于有限射影平面 (广义三边形)的研究,人们主要通过几何论证和群论中深刻的结
果对广义四边形进行分类. 所有目前已知的有限广义四边形在对偶等价意义下可以
被分成四类：经典的的广义四边形, translation广义四边形, flock广义四边形以及参
数为 (q − 1, q + 1)的广义四边形. 特别的是最后一类广义四边形都是用 Payne派生
法 [23–25] 得到的, 人们往往把用这种方法获得的广义四边形称为 Payne 派生四边形.
除了具有非经典参数 (q−1, q+1)的广义四边形以外,大部分已知的广义四边形都可
以用 Kantor的方法 [26] 描述成 4-gonal family形式的陪集几何 (coset geometry),随后
Ghinelli构造类似于 4-gonal family的 AS-构型去描述 (q− 1, q+1)阶广义四边形 [27],
但是只有初等阿贝尔群才能构造出 AS-构型. 更多关于有限广义四边形的研究,可查
阅 Payne和 Thas的著作 [28].
自 Singer 著名的论文 [29] 以来, 有限几何结构的点正则自同构群 (Singer 群) 引

起了人们的普遍关注. 对存在点正则群的广义四边形的研究最初是由 Ghinelli [30] 开
始的,她利用表示论和差集的理论去探究 s是偶数时 (s, s)阶广义四边形中是否存在

点正则群的问题. 随后 20年内,人们对存在点正则群的广义四边形进行大量的研究,
详见文献 [31–35],但是依旧对这类具有点正则群的广义四边形了解甚少. 直至 2011年,
该方向才出现一个重大的突破. Bamberg和Giudici [36]对存在点正则群的的经典的广
义四边形 (s, t ≥ 2)进行分类,这也导致他们发现 W (q)的 Payne派生四边形拥有很
多不同构的点正则群,还给出一个新的非平凡的构造,这恰恰包含 De.Winter和 Thas
的猜想 [33] 的反例. 此外,他们的计算机搜索结果显示了 Payne派生四边形的点正则
群还有很多未知且有趣的构造. 受此启发,我们对 Payne派生四边形的点正则群进行
了系统的研究. 这类广义四边形的自同构群已经在文献 [32,37]中得到很好的研究:

定理 1.1 (推论 2.4 [37]). 令 q 是大于等于 5 的素数幂, 令是 W (q)P 是辛对称四边形

W (q)相对于正则点 P 的 Payne派生四边形. 那么

Aut(W (q)P ) = PΓSp(4, q)P = PGSp(4, q)P ⋊ Aut(Fq),

其中 PΓSp(4, q)P (resp. PGSp(4, q)P )是射影点 P 在 PΓSp(4, q)(resp. PGSp(4, q))中的
稳定子群.

基于 Bamberg等人的计算机搜索结果 [36],我们运用群环以及有限域等工具给出下面
的结果:

定理 1.2.当 q是奇素数幂且 q ≥ 5,W (q)的 Payne派生四边形 QP 的点正则群 G是

3
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与构造 4.16-4.19得到的某个点正则群相共轭的.

同时,同样的方法也能完整地确定了偶特征下所有线性的点正则群. 特别地,为了区
分奇特征下的构造,我们考虑点正则群的同构性问题. 通过计算他们的 exponents和
Thompson 子群, 我们证明了这四个构造在普遍意义下是不同构的, 同时我们进一步
通过研究这些点正则群的幂零类发现作用在有限广义四边形上的有限群可以有无穷

大的幂零类. 这部分的工作已投稿至《Journal of Combinatorial Theory Series A》.

H(3, q2)的传递 ovoids
有限极空间 (秩大于 1)的一个 ovoid是一个点集使得它与该极空间上每个完全

迷向 (奇异)极大子空间只有一个公共点. Ovoids一直以来都是有限几何中重点关注
的研究对象. 特别值得一提的是, 它们与各种各样的几何对象以及组合学的其他分
支有密切的联系, 详情可参考文献 [38,39]. 关于有限极空间中 ovoids 的最新研究进展
详见著作 [4]. 对于有限极空间中的 ovoid O 的目前存在性, 我们在表 1中给出: 其中

有限极空间 O的存在性
W3(q), q even Yes
W3(q), q odd No
Wn(q), n = 2t+ 1 and t > 1 No
Q(4, q) Yes
Q(6, q), q prime, q > 3 No
Q(6, q), q = 3h Yes
Q(2n, q), n > 2 and q even No
Q(2n, q), n > 3 and q odd No
Q+(3, q) Yes
H(5, q) Yes
Q+(7, q), q odd with q prime or q ≡ 0 or 2 (mod 3) Yes
Q+(7, q), q even Yes
Q+(2n+ 1, q), n > 3, q = ph, p prime and No
pn >

(
2n+p
2n+1

)
−
(
2n+p−2
2n+1

)
Q−(2n+ 1, q), n > 1 No
H(3, q2) Yes
H(2n, q2), n ≥ 2 No
H(2n+ 1, q2), n > 1, q = ph, p prime and No
p2n+1 >

(
2n+p
2n+1

)2 − (
2n+p−1
2n+1

)2
H(5, 4) No

表 1.1 Ovoid在有限极空间的存在性

对于 Hermitian极空间 H(n, q2),我们只在 n = 3是奇数的情况下发现里面包含很多

ovoids,而在 n ≥ 5时,目前只有一些不存在性的结果 [40–42]. 发现新的 ovoids一直是
有限几何方向中最受关注的一类问题.

在第 5章中,我们主要研究 Hermitian极空间 H(n, q2)中的传递 ovoids. 令 O是

4
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H(n, q2)中的一个 ovoid,若存在 PΓU(n+1, q2)中一个子群H 固定 O的点集并在 O

上的作用是传递的,那么我们称该 ovoid是传递的 (transitive). 当H是 PGU(n+1, q2)

的子群时,那么该 ovoid是线性的. 在H(3, q2)中,所有经典的 ovoids(即H(3, q2)的非

退化超平面的截面)都是线性传递 ovoids,它的全自同构群包含非阿贝尔群PSU(3, q2).
当 q > 2是偶数, Cossidente和 Korchmáros [1]借助文献 [43]中 H(2, q2)的循环 spreads
并且运用几何论据以及一些群论的结果构造出 H(3, q2) 中的新一类传递的 ovoids,
即 Singer-type ovoids. 这类 ovoids是 Hermitian极空间中唯一已知的具有可解的自同
构群的传递 ovoids. 在 2009年, Bamberg和 Penttila运用典型群中深刻的结果对有限
极空间中存在不可解的自同构群的传递 ovoids进行分类. 因此, Hermitian极空间中
已知的传递 ovoids都射影等价于下面其中一类

(1) 经典 ovoid H(2, q2),其中它的全稳定子群是 ΓU(3, q2)；

(2) Singer-type ovoid,其中 q是偶数且它的全稳定子群同构于Z2×(Z3×PSL(2, 7)) :
2;

(3) H(3, 52)中例外的 ovoid,其中它的全稳定子群同构于 Z2 × (Z3 × PSL(2, 7)) : 2;

第 5章的主要工作是对Hermitian极空间的传递 ovoids进行完整的分类. 首先我们给
出H(3, q2)的传递 ovoids的一个完整的分类,并且说明对于一个给定的奇整数 n ≥ 5

不存在任何 H(n, q2)的传递 ovoid. 精确来说,在 H(3, q2)中的传递 ovoids还可能射
影等价于

(4) H(3, 82)中的某个非线性的传递 ovoid,其中它的全稳定子群同构于 Z57 : 9,或

(5) H(3, 82)中的某个非线性的传递 ovoid其中它的全稳定子群同构于 Z57 : 18.

因此, Hermitian极空间中所有传递 ovoids会射影等价于以上 5类 ovoids的其中一类.
这部分的工作已投稿至《Combinatorica》.
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Budaghyan-Helleseth半域

2 Budaghyan-Helleseth半域

2.1 背景

一个有限预半域 (presemifield) S是一个满足左右分配律且不含零因子的有限环.
如果 S拥有乘法单位,我们就称它为半域 (semifield). 一个半域不一定满足交换律和
结合律,但是根据 Wedderburn定理 [44]可知,满足结合律在有限的情况下必然意味着
满足交换律. 半域的研究是由 Dickson [5] 在可除代数的研究中提出的,并且他也构造
出第一个非平凡的交换半域 (Dickson半域). Knuth [6] 证明了半域 S的加法群是初等
交换群. 因此任何有限预半域都可用 (Fpn , +, ∗)表示,其中 (Fpn , +)是含 pn 个元素

的有限域 Fpn 的加法群和 x ∗ y = φ(x, y),这里 φ是从 Fpn × Fpn 到 Fpn 的双线性函

数. 若想了解关于有限半域的最近的研究进展, 可参考文献 [9]. 在本章中, 我们主要
研究奇特征下的交换预半域,这种半域可以等价地用 Dembowski-Ostrom型的平面多
项式来描述.

令 S1 = (Fpn ,+, ∗)和 S2 = (Fpn , +, ∗′)为两个预半域. 如果存在三个 Fpn 上的

线性置换 L, M, N 使得对所有 x, y ∈ Fpn 均有 L(x ∗ y) = M(x) ∗′ N(y), 那么我们
称三元组 (M, N, L)是 S1 和 S2 之间的 isotopism. 如果这个 isotopism满足M = N ,
那么它是一个 strong isotopism, 并且称 S1 和 S2 是 strongly isotopic. 特别的是如果
S1 = S2, (strong) isotopism又被称为 (strong) autotopism. Isotopism和 strong isotopism
都是定义有在限半域之间的等价关系,其中它们对应的等价类分别叫做 isotopism类
和 strong isotopism类. 两个 isotopic预半域被叫做各自的 isotopes. 对于预半域 S =

(Fpn ,+, ∗)和它的非零元 e,我们可以用 (x ∗ e) ⋆ (e ∗ y) = x ∗ y去定义新的乘法. 那么
S′ = (Fpn ,+, ⋆)是有单位元 e ∗ e的半域,而且与 S是 strongly isotopic.

在文献 [3,11] 中, Budaghyan 和 Helleseth 从在 Fp2k 上特定的 Dembowski-Ostrom
型平面函数中构造出两类 p2k 阶交换预半域, 其中 p 是奇素数. 他们在 p 6= 3 和

k 是奇数时证明第一类预半域与之前已知的半域是 non-isotopic, 并且在某些特殊
情况下确定他们的 middle nuclei. 后来, Bierbrauer [45] 观察到这两类预半域实际上
是同一类, 且该结论也独立地在文献 [46] 中给出. 这一种半域在文献中通常被称为
Budaghyan-Helleseth 半域 (Budaghyan-Helleseth 类). 而且在同一篇论文 [45] 中, Bier-
brauer对 Budaghyan-Helleseth半域进行概括,主要说明这类半域包含 LMPT构造 [47].
因此这新一类半域有时也被称为 LMPTB 族半域, 并且它与以前任何已知的交换半
域都是 non-isotopic,但可能跟 Budaghyan-Helleseth半域是 isotopic. 然而, Marino和
Polerino在文献 [48] 中证明了 Budaghyan-Helleseth半域包含 LMPTB族半域,并且他
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们也在文献 [49]中确定了 Budaghyan-Helleseth半域的 nuclei和 middle nuclei.

本章的主要结果就是完全确定了 Budaghyan-Helleseth预半域的 isotopism类. 本
章的结构如下所示. 第 2.2节是先介绍一些预备知识和准备工作. 在第 2.3节中我们
将确定 Budaghyan-Helleseth预半域的 strong isotopism类,之后在第 2.4节中完全确定
它们的 isotopism类. 当 q是奇数时,对于中心大小为 q的 q2l 阶 Budaghyan-Helleseth
半域,它们的 isotopism类的大小如下所示：

(i) 在 q ≡ 1 (mod 4)且 l > 2偶数时,大小为 ϕ(l)/2;

(ii) 在 q ≡ 3 (mod 4)且 l > 2偶数时,大小为 ϕ(l);

(iii) 在 l是奇数时,大小为 ϕ(l)/2.

这里 ϕ是欧拉函数. 值得注意的是当 l = 2时, Budaghyan-Helleseth半域就与 Dickson
半域是 isotopic.

2.2 准备工作

我们首先介绍一些我们将在本章中使用的符号. 令 p为奇素数,以及令 l, h, d都

是满足以下条件的正整数：

1 < l, 1 ≤ d ≤ 2lh− 1, gcd(l, d) = 1, 并且 l + d是奇数.

设 q = ph,以及固定 Fq2l 中的非平方元 β和非零元 ω ∈ Fq2l 使得 ω+ωql = 0. 定义映
射 Tr : Fq2l → Fql 为一个迹函数使得对所有 x ∈ Fq2l 有 Tr(x) = x+ xq

l . 我们定义以
下乘法

x ∗(d,β) y = xq
l

y + xyq
l

+
(
β(xq

d

y + xyq
d

) + βql(xq
d

y + xyq
d

)q
l
)
ω. (2.1)

此时, (Fq2l,+, ∗(d,β)) 就是 Budaghyan-Helleseth 半域. 这是在文献 [49] 中找到的简化形

式. 易知 ω 的不同选取都会产生 strongly isotopic预半域. 我们现在证明 β 的不同选

取也同样会产生 strongly isotopic预半域.

引理 2.1.令 β 和 β′ 是 Fq2l 中的两个非平方元,再设 d是整数以致 gcd(d, l) = 1且

l + d是奇数. 那么 gcd(qd + 1, ql + 1) = 2,并且存在非零元 b0, b1 ∈ Fq2l 使得

β′β−1bq
d+1

0 ∈ Fql , β1−q2l−d

bq
2l−d+1

1 ∈ Fql .
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证明. gcd(qd + 1, ql + 1) = 2早已经在文献 [49] 的引理 3.1的 (ii)中得到证明. 固定
Fq2l 中的本原元 γ 以及记 log(γi) := i (mod q2l − 1). 那么引理中条件可转化为

log(β′)− log(β) + (qd + 1) log(b0) ≡ 0 (mod ql + 1),

(1− q2l−d) log(β) + (q2l−d + 1) log(b1) ≡ 0 (mod ql + 1).

因为 log(β′)和 log(β)都是奇数,所以引理需要的 b0和 b1总是存在的.

取如引理 2.1中定义的 β, β′, b0和 b1. 令 N0(x) = b0x, N1(x) = b1x,以及

L0(x) =
1

2
bq

l+1
0 (x+ xq

l

) +
1

2
β′β−1bq

d+1
0 (x− xq

l

),

L1(x) =
1

2
bq

l+1
1 (x+ xq

l

) +
1

2
β1−q2l−d

bq
2l−d+1

1 ω1−ql−d

(x− xq
l

)q
l−d

.

易证可得

L0(x ∗(d,β) y) =bq
l+1

0 Tr(xqly) + β′β−1bq
d+1

0 Tr(β(xqdy + xyq
d

))ω

=bq
l+1

0 Tr(xqly) + Tr(β′bq
d+1

0 (xq
d

y + xyq
d

))ω

=N0(x) ∗(d,β′) N0(y).

因此对于乘法(2.1), β 的不同的取法产生 strongly isotropic 预半域. 遂我们固定 Fq2l

中的非平方元 β, 为了便于表示, 我们将乘法记号 ∗(d, β) 替换成 ∗d, 并且使用符号
BH(q, l, d)来表示 Budaghyan-Helleseth半域 (Fq2l , +, ∗d). 如果 q 和 l是固定的,那
么我们用记号 Sd := (Fq2l , +, ⋆d)表示对应的半域,其中乘法 ⋆d用下面的方式定义:

(1 ∗d x) ⋆d (1 ∗d y) = x ∗d y. (2.2)

引理 2.2.令 d是满足 0 < d < 2lh− 1的整数,并且 gcd(l, d) = 1和 l + d是奇数. 预
半域 BH(q, l, d)和 BH(q, l, 2l − d)属于同一个 strong isotopism类.

证明. 从 ω + ωql = 0中我们能推出 ω1−ql−d ∈ Fql . 借助已经定义好的 (引理 2.1的证
明结束下面的)函数 L1和 N1,我们直接地计算

L1(x ∗d y) =bq
l+1

1 Tr(xqly) + β1−q2l−d

bq
2l−d+1

1 ω1−ql−dTr
(
(βq2l−d

(xq
l+d

yq
l

+ xq
l

yq
l+d

)q
l−d)

ωql−d

=bq
l+1

1 Tr(xqly) + Tr
(
βbq

2l−d+1
1 (xyq

2l−d

+ xq
2l−d

y)
)
ω

=N1(x) ∗2l−d N1(y).

于是三元组 (N1, N1, L1)是所需的 strong isotopism.

令 S = (Fpn ,+, ⋆)是一个交换半域. 它的 nucleus N(S)和 middle nucleus Nm(S)

9
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如下所示:

N(S) = {a ∈ Fpn : (a ⋆ x) ⋆ y = a ⋆ (x ⋆ y) for all x, y ∈ Fpn},

Nm(S) = {a ∈ Fpn : (x ⋆ a) ⋆ y = x ⋆ (a ⋆ y) for all x, y ∈ Fpn}.

易知它们都是有限域,并且N(S)也称为 S的中心. 他们的大小在 isotopism等价意义
下是不变量. 并且半域 Sd 的 nucleus和 middle nucleus的显式表达式已经在文献 [48]

的定理 4.1中给出.

定理 2.3 (Marino和 Polverino [48]).令 Sd := (Fq2l , +, ⋆d)具有乘法(2.2)的半域. 那么
它的中心大小为 q,并且它的 middle nucleus大小为 q2. 对于每个 α ∈ Nm(Sd),都存
在 a, b ∈ Fq 使得 (x ∗d 1) ⋆d α = (ax+ bξxq

l
) ∗d 1对所有 x ∈ Fq2l 成立,其中 ξ是满足

β1−ql = ξq
l+d−1的常数.

在本章的余下部分中,我们将记 α = κ(a, b),其中 α, a, b是在定理 2.3中定义的
符号.

引理 2.4.取定理 2.3中一样的符号. 那么 ξq
l+1 是 F∗

q 中的非平方元. 对于 a, b ∈ Fq,
α = κ(a, b)是Nm(Sd)中的非平方元当且仅当 a2 − b2ξq

l+1是 Fq中的非平方元. 特别
地,如果 α是非平方元,那么 b 6= 0.

证明. 我们先从条件 β1−ql = ξq
l+d−1中推出 ξ(q

l+1)(ql+d−1) = 1. 因为 gcd(ql+d−1, ql−
1) = qgcd(l+d,l) − 1 = q − 1,所以 ξq

l+1 ∈ Fq. 进一步,因为 β 是 Fq2l 中的非平方元和

l + d是奇数,所以

−1 = ξ(q
l+1)(ql+d−1)/2 =

(
ξ(q

l+1)(q−1)/2
)(ql+d−1)/(q−1)

= ξ(q
l+1)(q−1)/2.

于是 ξq
l+1是 Fq 中的非平方元. 这就证明了第一个命题.

在 α = κ(a, b) ∈ Nm(Sd)时,如果存在 γ = κ(a1, b1) ∈ Nm(Sd)以致 α = γ ⋆d γ,
那么对所有 x ∈ Fq2l 均有 ((x ∗d 1) ⋆d α) = ((x ∗d 1) ⋆d γ) ⋆d γ. 我们就能推出

(ax+ bξxq
l

) ∗d 1 =
(
(a1x+ b1ξx

ql) ∗d 1
)
⋆d γ

=
(
a1(a1x+ b1ξx

ql) + b1ξ(a1x+ b1ξx
ql)q

l
)
∗d 1

=
(
(a21 + b21ξ

ql+1)x+ 2a1b1ξx
ql
)
∗d 1.

于是就有 a = a21 + b21ξ
ql+1和 b = 2a1b1. 因此, α = κ(a, b)是 Nm(Sd)中的非平方元当

且仅当 X2 + Y 2ξq
l+1 = a, 2XY = b在 Fq × Fq 中不存在解 (X,Y ).

10



Budaghyan-Helleseth半域

如果 b = 0, 那么总存在一个解 (X,Y ) 因为 ξq
l+1 是 Fq 中的非平方元. 因此我

们现在假定 b 6= 0. 我们用 Y = b/(2X)去消去变量 Y ,于是就得到关于 X 的四次方

程:4X4 − 4aX2 + b2ξq
l+1 = 0. 设 D := a2 − b2ξq

l+1. 我们考虑以下两种情况

(i) 如果 D是 Fq 中的非平方元,那么这四次方程在 Fq 上没有解.

(ii) 如果D是 Fq 中的平方元,那么二次方程 4T 2 − 4aT + b2ξq
l+1 = 0在 Fq 上有两

个解且这两个解的乘积是 Fq 中的非平方元
1
4
b2ξq

l+1,其中一个解是 Fq 中的平

方元.

综上所述,我们已经完成后面两个命题的证明.

下面我们回忆一下 Dickson半域的描述.

定理 2.5 (定理 1.1, Blokhuis 和 Lavrauw [50]). 令 S = (Fq2n ,+, ∗) 是具有中心 Fq 和

middle nucleus Fqn 的交换半域,其中 q是奇数. 如果 q ≥ 4n2 − 8n+ 2,那么 S要么是
一个 Dickson半域或者是一个有限域.

将以上定理应用于 n = 2 的情况, 我们推出预半域必须跟一个 Dickson 半域是
isotopic. 因此,我们以下将只考虑 l > 2的情况. 此外,根据引理 2.2,我们可以不失一
般性地假设 0 < d < l.

2.3 Budaghyan-Helleseth预半域的 Strong isotopisms类

在这节中,我们考虑 Budaghyan-Helleseth预半域的 strong isotopisms类,其中该
节中主要的结果如下所示.

定理 2.6.如果 0 < d, d′ ≤ l − 1,那么 BH(q, l, d)和 BH(q, l, d′)是 strongly isotopic
当且仅当 d = d′. 而且 BH(q, l, d)的 strong autotopism构成的群的阶是 4lh(ql − 1).

我们把证明分成下面几个引理. 假设 BH(q, l, d) 和 BH(q, l, d′) 是 strongly iso-
topic, 其中 0 < d, d′ ≤ l − 1. 那么存在 Fq2l 上的线性化置换多项式 L(x), N(x) 使

得

L(x ∗d y) = N(x) ∗d′ N(y). (2.3)

记 L(x) =
2lh−1∑
i=0

aix
pi 以及 N(x) =

2lh−1∑
i=1

bix
pi ,其中它们的多项式系数都属于 Fq2l . 记

得我们有 q = ph. 我们将在 ai 和 bi 的下标中做加减法,其中这些下标都取模 2lh. 令
CL和 CR分别是等式 (2.3)的左手边和右手边. 那么我们有

CL = L
(
Tr(xqly) + Tr

(
β(xq

d

y + xyq
d

)
)
ω
)
,

11
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以及

CR = Tr
(
N(x)q

l

N(y)
)
+ Tr

(
β(N(x)q

d′

N(y) +N(x)N(y)q
d′

)
)
ω.

于是我们推出

CL + Cql

L = 2N(x)q
l

N(y) + 2N(x)N(y)q
l

, (2.4)

CL − Cql

L = 2Tr
(
β
(
N(x)q

d′

N(y) +N(x)N(y)q
d′))

ω. (2.5)

注意到这两个方程对所有 x, y ∈ Fq2l 都成立. 因此我们将他们看作在多项式商环
Fq2l [X,Y ]/(Xq2l −X,Y q2l − Y )中的多项式恒等式. 在之后的讨论中,我们需要理解
以下符号：

x = X, y = Y 和 Tr(xpiypj) = X
pi

Y
pj

+X
piql

Y
pjql

,

所以我们讨论单项式 xuyv的系数是有意义的,其中 0 ≤ u, v ≤ q2l − 1. 一个关键观察
是如果 j − i (mod 2lh) 6∈ {lh, dh, (2l− d)h},那么 xp

i
yp

j
在等式 (2.4), (2.5)中左手边

的系数为零.

引理 2.7.设 bi 6= 0. 如果 j − i (mod 2lh) 6∈ {0, (l + d)h, (l − d)h},那么 bj = 0以及

bj+(l−d′)h = 0.

证明. 我们比较等式 (2.4), (2.5)中 xp
i
yp

i
的系数可得

4bib
ql

i+lh = 0, βbq
d′

i−d′hbi + βqlbq
d′+l

i+(l−d′)h b
ql

i+lh = 0.

于是很容易得到 bi+lh = 0 和 bi−d′h = 0. 令 j 是在本引理中给出的整数. 比较等式
(2.4), (2.5)中 xp

i
yp

j+lh
的系数,我们可得

bib
ql

j = 0和βbib
qd

′

j+(l−d′)h + βqlbq
l+d′

i+(l−d′)hb
ql

j = 0.

于是就有 bj = 0和 bj+(l−d′)h = 0.

引理 2.8.若存在满足 j − i (mod 2lh) ∈ {(l + d)h, (l− d)h}的整数 i, j,那么我们有
N(x) = bix

pi + bjx
pj .

证明. 假设 bi 6= 0. 根据引理 2.7, 只有 j − i (mod 2lh) ∈ {0, lh + dh, lh − dh}
时, 我们才有 bj 6= 0. 于是通过 gcd(l, d) = 1 和 l + d 是奇数的条件去直接验证

(i+ lh + dh)− (i+ lh− dh) = 2dh 6∈ {0, lh+ dh, lh− dh}. 因此根据同一个引理可
知 bi+(l+d)h和 bi+(l−d)h不全为零.

12
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引理 2.9.我们有 d = d′,并且 N(x)是单项式.

证明. 如果 d′ 6= d,那么 d′h 6∈ {lh, dh, (2l − d)h},且通过检查等式 (2.5)中 xp
iqd

′
yp

i

和 xp
jqd

′
yp

j
的系数,我们可知 βbq

d′+1
i = βbq

d′+1
j = 0,所以 bi = bj = 0和 N(x) ≡ 0：

这与 N 是置换多项式的假设相矛盾. 这就证明了 d′ = d. 如果有必要的话就交换下
标 i, j,那么我们不失一般性地假设 j = i + (d + l)h (mod 2lh). 跟前面的叙述一样,
我们能验证

j + dh− i = (2d+ l)h (mod 2lh) 6∈ {lh, dh, (2l − d)h},

则等式 (2.5)中 xp
j+dh

yp
i
的系数就可推出 βbq

d

j bi = 0. 因此 N(x)是单项式.

现在我们就可以完成主要定理的证明. 根据引理 2.9,我们假设 N(x) = bxp
i ,其

中 0 ≤ i ≤ 2lh− 1. 通过展开等式 (2.3),我们可得

L(Tr(xqly)) + L(Tr(β(xqdy + xyq
d

))ω) = bq
l+1Tr(xqly) + Tr(βbqd+1(xq

d

y + xyq
d

))ω.

通过比较上式两边的系数,我们可知该等式成立当且仅当

aj + aj+lh =


bq

l+1, if j = i,

bq
l+1, if j = i+ lh,

0, otherwise.
aj − aj+lh =


bq

d+1, if j = i,

−bqd+l+ql if j = i+ lh,

0, otherwise.

于是在 j 6= i (mod lh)时 aj = aj+lh = 0,且 bq
d+1 = bq

d+l+ql ,也就是 b(q
d+1)(ql−1) = 1.

接着我们通过解线性方程组可得

L(x) =
1

2
bq

l+1(x+ xq
l

)p
i

+
1

2
bq

d+1(x− xq
l

)p
i

.

由引理 2.1可知 gcd(qd + 1, ql + 1) = 2,所以我们从 b(q
d+1)(ql−1) = 1中推出 b2 ∈ Fql .

注意到我们选定的 ω 满足 ωql = −ω, 因此我们就能推出 b ∈ F∗
ql
∪ F∗

ql
ω. 那么映射

x 7→ N(x)是 Fq2l 中的一个置换. 又因为等式 (2.3)成立,所以 x 7→ L(x)自然成为 Fq2l

中的一个置换. 因此,我们用这种方式得到所需要的 strong isotopism (N, N, L). 这就
完成定理 2.6的证明.

2.4 Budaghyan-Helleseth预半域的 Isotopism类

本节致力于证明下面的定理.

定理 2.10.如果 0 < d, d′ < l,那么预半域 BH(q, l, d)和 BH(q, l, d′)是 isotopic当
且仅当以下其中一个条件成立.

(i) d′ = d,

13
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(ii) q ≡ 1 (mod 4), d′ = l − d且 l是偶数.

我们再次把主要定理的证明分成几个引理. 我们首先介绍一些将在本节中使用
的符号. 令 Sd = (Fq2l ,+, ⋆d)是预半域 BH(q, l, d)对应的半域的 isotope, 其中乘法
⋆d 如等式 (2.2)定义所示. 对于 x ∈ Fq2l ,定义符号 Kd(x) = x ∗d 1. 令 ∗d′ , ⋆d′ , Sd′ 和

Kd′ 是预半域 BH(q, l, d′)对应的符号. 为了证明我们的结果,我们再回忆以下结果

定理 2.11 ((定理 2.5, Coulter和Henderson [51])).令 S1 = (Fq, +, ⋆1)和S2 = (Fq, +, ⋆2)

是 isotopicd交换半域. 那么在 S1 和 S2 之间存在一个 isotopism(M, N, L)以致以下

其中一个条件成立：

(i) M = N ;

(ii) M(x) ≡ α⋆1N(x) mod (Xq −X),其中 α ∈ Nm(S1)不可以写成N(S1)的元素

与 Nm(S1)的平方元的乘积.

假定两个预半域 BH(q, l, d)和 BH(q, l, d′)是 isotopic, 所以对应的半域 Sd 和

Sd′ 是 isotopic. 如果它们是 strongly isotopic, 那么我们根据定理 2.6可得 d = d′. 现
在假设两个预半域是 isotopic但不 strongly isotopic. 根据定理 2.11,存在两个 Fq2l 上

的线性化置换多项式 L(x), N(x)和 Nm(Sd)中的非平方元使得对所有 x, y ∈ Fq2l 有

(N(x) ⋆d α) ⋆d N(y) = L(x ⋆d′ y). 通过变量替换,我们可以将上式改成

(Kd(x) ⋆d α) ⋆d Kd(y) = L
(
N−1(Kd(x)) ⋆d′ N

−1(Kd(y))
)
. (2.6)

因为 Kd′(x) ⋆d′ Kd′(y) = x ∗d′ y,所以等式 (2.6)的右手边等于

L
(
K−1

d′

(
N−1(Kd(x))

)
∗d′ K−1

d′

(
N−1(Kd(y))

))
.

那么定义符号 L′ := L−1和 N ′ := K−1
d′ N

−1Kd,等式 (2.6)可变成以下形式：

L′ ((Kd(x) ⋆d α) ⋆d Kd(y)) = N ′(x) ∗d′ N ′(y).

根据定理 2.3可知存在 a, b ∈ Fq 使得 α = κ(a, b)且 Kd(x) ⋆d α = Kd(ax + bξxq
l
),其

中 ξ 是满足 ξq
l+d−1 = β1−ql 的常数. 由引理 2.4可得 b 6= 0. 于是将此代入上述等式,

我们得到

L′(a · x ∗d y) + L′(b · (ξxql) ∗d y) = N ′(x) ∗d′ N ′(y). (2.7)

像第 2.3节的论证一样,我们定义等式 (2.7)的左手边和右手边分别为 CL和 CR. 通过
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展开公式,我们得到 CL的表达式,如下所示：

L′
(
aTr(xqly)

)
+ L′

(
bTr(ξqlxy)

)
+ L′

(
aTr

(
β(xq

d

y + xyq
d)
ω
)

+ L′
(
bTr

(
βξ(xq

d

yq
l

+ xq
l

yq
d

)
)
ω
)
.

在最后一项中,我们使用了条件 ξq
l+d−1 = β1−ql . 根据 ∗d′ 的定义,

CR = Tr
(
N ′(x)N ′(y)q

l
)
+ Tr

(
β(N ′(x)q

d′

N ′(y) +N ′(x)N ′(y)q
d′

)
)
ω.

从以上这些公式的表达式中我们可以计算出

CL + Cql

L = 2N ′(x)q
l

N ′(y) + 2N ′(x)N ′(y)q
l

, (2.8)

CL − Cql

L = 2Tr
(
β(N ′(x)q

d′

N ′(y) +N ′(x)N ′(y)q
d′

)
)
ω. (2.9)

因为 L′和 N ′都是线性化多项式,所以我们有

L′(x) =
2lh−1∑
i=0

aix
pi , N ′(x) =

2lh−1∑
i=0

bix
pi ,

其中 ai 和 bi, (0 ≤ i ≤ 2lh − 1)是 Fq2l 中的常数. 并且系数 ai 和 bi 的下标都是像第

2.3节的一样对下标取模 2lh. 通过使等式 (2.8)和(2.9)的两边取定的单项式的系数想
等,我们能推出关于 L以及 N 的多项式系数的限制.

引理 2.12.我们有 l 是偶数, 以及 d, d′ 都是奇数. 而且如果对于某个 i有 bi 6= 0, 那
么存在 γi ∈ F∗

ql
使得 γp

−i

i 是二次多项式 ξq
l+1X2 − 2(ab−1)X + 1 ∈ Fq[X]的根以及

bi+lh = biξ
piγi 6= 0.

证明. 因为 N ′ 是置换多项式,所以至少有一个非零的多项式系数. 不妨假定 bi 6= 0,
其中 0 ≤ i ≤ 2lh − 1. 我们在等式 (2.8)的两边中分别比较三个单项式 xp

i
yp

i , xpiqlypi

和 xp
iqlyp

iql 的系数,于是得到

Tr(ai + ai+lh) (bξ
ql)p

i

= 4bq
l

i+lhbi (2.10)

Tr(ai + ai+lh) a
pi = 2bq

l+1
i + 2bq

l+1
i+lh (2.11)

Tr(ai + ai+lh) (bξ)
pi = 4bq

l

i bi+lh. (2.12)

因为上述等式的右手边不全为零,所以 Tr(ai+ ai+lh) 6= 0. 由引理 2.4可得 b 6= 0,故等
式 (2.10)和(2.12)证明了对某个 γi ∈ F∗

ql
有 bi+lh 6= 0和 bi+lh = biξ

piγi. 这就证明引理
的第二部分.

从等式 (2.10)-(2.12)中我们能推出

b
−(ql+1)
i · Tr(ai + ai+lh) = 4b−piγi = 2a−pi(1 + ξp

i(ql+1)γ2i ).
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因此, 4b−piγi = 2a−pi(1+ξp
i(ql+1)γ2i ),而且它可简化为 ξq

l+1(γp
−i

i )2−2ab−1γp
−i

i +1 = 0.
这个方程 ξq

l+1X2 − 2ab−1X + 1 = 0的多项式系数都在 Fq 中, 并且根据引理 2.4可
知它的判别式 4((ab−1)2 − ξq

l+1)是 Fq 中的非平方元. 因为 γp
−i

i 是其中一个解,所以
我们有 γi ∈ Fq2 \ Fq. 根据假设 γi ∈ F∗

ql
,故 l必须是偶数. 回想一下,我们有 l + d和

l + d′都是奇数,于是 d和 d′也都是奇数. 证毕.

注意到如果 CL 中某一项 xp
i
yp

j
(0 ≤ i, j ≤ 2lh − 1) 的系数非零, 那么 i − j

(mod 2lh)必须属于 {0, lh, dh, 2lh− dh, dh+ lh, lh− dh},换言之, i− j (mod lh) ∈
{0, dh, lh− dh}. 对于 Cql

L 也有同样的结论. 因此,如果 i− j (mod lh) 6∈ {0, dh, lh−
dh},那么等式 (2.8), (2.9)的右手边的 xp

i
yp

j
的系数全为零,即

bq
l

i+lhbj + bib
ql

j+lh = 0, (2.13)

β(bq
d′

i−d′hbj + bib
qd

′

j−d′h) + βql(bq
d′

i−d′h+lhbj+lh + bi+lhb
qd

′

j−d′h+lh)
ql = 0. (2.14)

引理 2.13.令 (i, j)满足以下条件：

0 ≤ i, j ≤ 2lh− 1, i− j (mod lh) 6∈ {0, dh, lh− dh}. (2.15)

如果 bi 6= 0,那么 bj = 0.

证明. 通过前面引理的证明,等式 (2.13)对 (i, j)成立. 记 i′ = i + lh (mod 2lh). 因
为 (i′, j)也同样地满足条件(2.15),所以我们将等式 (2.13)中的 i替换为 i′可得

bq
l

i bj + bi+lhb
ql

j+lh = 0. (2.16)

假设 bj 6= 0. 由引理 2.12可得存在 Fq2 \ Fq 中的 γi, γj 以致 bi+lh = biξ
piγi 和 bj+lh =

bjξ
pjγj 成立. 我将它们分别代入等式 (2.13)和(2.16),则得到

bq
l

i bjξ
piqlγi = −bibq

l

j ξ
pjqlγj, bq

l

i bj = −bibq
l

j ξ
pi+pjqlγiγj.

结果就是 (bib
−1
j )q

l−1 跟 −ξpjql−piqlγjγ
−1
i 和 −ξpi+pjqlγiγj 都相等. 利用后面两个数相

等的事实, 我们可推出 ξq
l+1γ2p

−i

i − 1 = 0. 同时根据引理 2.12, 我们有 ξq
l+1γ2p

−i

i −
2ab−1γp

−i

i +1 = 0. 这样就有 ab−1γp
−i

i = 1,所以 a 6= 0且 γp
−i

i ∈ Fq. 这与 γi ∈ Fq2 \Fq

相矛盾. 因此 bj 必须等于 0.

定义集合 Λ如下：

Λ := {0 ≤ i ≤ 2lh− 1 : bi 6= 0}.
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根据引理 2.12, i ∈ Λ当且仅当 i+ lh (mod 2lh)是属于 Λ. 对于 Λ中任意两个不同的

元素,利用引理 2.13可知它们的差模 lh后属于 {0, dh, lh− dh}. 于是我们声称：

{i (mod lh) : i ∈ Λ}的大小最多为 2.

否则模 2lh后它包含一个公差为 dh的等差数列. 注意到这两个不相邻的项之间的差
值是 2dh (mod lh),并且该差值属于集合 {0, dh, lh − dh}. 而这种情况只有在 lh整

除 2dh或 3dh时才发生. 因为根据引理 2.12可知 l是偶数和 d是奇数,所以我们必然
有 l = 2d. 然而,由 gcd(l, d) = 1可知 l = 2和 d = 1,这与假设 l > 2相矛盾. 于是这
就完成我们的声称的证明.

令 i是 Λ中的最小元. 然后 Λ ⊆ {i, i+ dh, i+ lh, i+ dh+ lh},并且有

N ′(x) = bix
pi + bi+lhx

pi+lh

+ bi+dhx
pi+dh

+ bi+dh+lhx
pi+dh+lh

. (2.17)

此外, 由引理 2.12可知存在 γj ∈ Fq2 \ Fq 使得对 j ∈ Λ 均有 bj+lh = bjξ
pjγj 和

γq+1
j = ξ−pj(ql+1). 接着我们从一个技术引理开始.

引理 2.14.不存在奇整数 k使得

βbq
k+1

i + βqlb
(qk+1)ql

i+lh = 0, βbq
k

i bi+lh + βqlbq
k+l

i+lhb
ql

i = 0. (2.18)

证明. 我们将 bi+lh = biξ
piγi代入以上方程,经简化后可得

(βbq
k+1

i )q
l−1ξp

i(qk+l+ql)γq+1
i = −1, (βbq

k+1
i )q

l−1ξp
i(qk+l−1)γq−1

i = −1.

对它们二者作商后得 γ2i = ξ−pi(ql−1). 根据前面的条件 γq+1
i = ξ−pi(ql+1),我们能推出

γq−1
i = 1,这与 γi /∈ Fq 这事实相矛盾.

引理 2.15.我们有 d′ = d或 d′ = l − d.

证明. 我们用反证法证明. 假设 d′ 6= d, l − d. 因为我们有

i+ d′h 6∈ {i, i+ dh, i+ lh, i+ dh+ lh},

所以 bi+d′h = bi+d′h+lh = 0. 考虑两对数 (i + d′h, i), (i + d′h, i + lh), 其中每个数都
是取模 2lh,于是它们就满足条件(2.15),然后利用条件 bi+d′h = bi+d′h+lh = 0,则等式
(2.14)就取等式 (2.18)在 k = d′时的形式. 这与引理 2.14相矛盾.

引理 2.16.我们有 bi+dh = bi+dh+lh = 0,于是 N ′(x) = bix
pi + bi+lhx

pi+lh .
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证明. 根据引理 2.12,我们只需要证明 bi+dh = 0. 假设 bi+dh 6= 0. 我们有 i + 2dh 6∈
{i, i+ lh, i+ dh, i+ dh+ lh},所以 bi+2dh = bi+2dh+lh = 0. 这个证明与引理 2.15的证
明很相似,接着我们需要把证明分成两种情况.

Case 1: d′ = d. 在这种情况下, (i+2dh, i)和 (i+2dh, i+ lh)满足条件(2.15),其
中每对数中的每一项都是取模 2lh. 再利用 bi+2dh = bi+2dh+lh = 0可将等式 (2.14)转
化为

βbq
d

i+dhbi + βqlbq
d+l

i+dh+lhb
ql

i+lh = 0, βbq
d

i+dhbi+lh + βqlbq
d+l

i+dh+lhb
ql

i = 0.

像引理 2.15的证明一样,我们推出

(βbq
d

i+dhbi)
ql−1γiγ

q
i+dhξ

pi(ql+2d+ql) = −1, (βbq
d

i+dhbi)
ql−1γ−1

i γqi+dhξ
pi(ql+2d−1) = −1.

论证的剩余部分与引理 2.15的证明一样.
Case 2: d′ = l−d. 在这种情况下,通过考虑 (i+d′h, i+dh)和 (i+d′h, i+dh+lh),

相同的论证会得到 γi+dh ∈ Fq, 而事实上 γi+dh ∈ Fq2 \ Fq, 因此我们得到一个矛盾.

引理 2.17.我们有 d′ = l − d.

证明. 根据引理 2.15有 d′ = d或 d′ = l − d,于是我们相反地假设 d = d′. 我们比较
在等式(2.7)中 xp

i+dh
yp

i
和 xp

i+dh
yp

i+lh
的系数,则可得方程

(ai − ai+lh) (aβω)
pi = (βbq

d+1
i + βqlbq

d+l+ql

i+lh ) ω,

(ai − ai+lh) (bβξω)
pi = (βbq

d

i bi+lh + βqlbq
d+l

i+lhb
ql

i ) ω.

如果 ai = ai+lh, 那么我们将得到与在 k = d 时的引理 2.14矛盾的结论. 因此 ai −
ai+lh 6= 0. 我们现在对以上两个等式作商并将 bi+h = biξ

piγi代入可得

(ab−1ξ−1)p
i

=
1 + (βbq

d+1
i )q

l−1ξp
i(qd+l−1)

ξpiγi + (βbq
d+1

i )ql−1ξpiqd+lγqi
.

在上述的计算过程中,我们使用 γq+1
i = ξ−pi(ql+1). 定义符号 t := (βbq

d+1
i )q

l−1ξp
i(ql+d−1),

我们可将上述等式改写成 ((ab−1)p
i
γqi − 1) t = −(ab−1)p

i
γi + 1. 回忆 ξq

l+1 ∈ Fq,
γi ∈ Fq2 \Fq和 l是偶数. 将两边提到 (ql +1)次方,我们推出 (1− γqi (ab

−1)p
i
)2 − (1−

γi(ab
−1)p

i
)2 = 0. 于是就有 (ab−1)p

i
(2− (ab−1)p

i
(γi + γqi )) = 0.

根据引理 2.12,我们有 γi + γqi = 2(ab−1)p
i
ξ−pi(ql+1),所以

2− (ab−1)p
i

(γi + γqi ) = 2− 2(ab−1)2p
i

ξ−pi(ql+1)

= −2b−2piξ−pi(ql+1)(a2 − b2ξq
l+1)p

i

.
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这个数是非零的,这是因为 a2 − b2ξq
l+1 是 Fq 中的非平方元. 所以我们必须有 a = 0,

且 t = 1. 回忆一下,我们有 βql−1 = ξ1−ql+d ,因此由该等式可得 b
(qd+1)(ql−1)
i ξ(p

i−1)(ql+d−1) =

−1. 将它提到 ql+1
2
次方, 它的左手边就等于 1. 但是因为 l 是偶数, 则我们有 ql ≡ 1

(mod 4)和 ql+1
2
是奇数,所以右手边依旧等于 −1,这显然是一个矛盾.

我们就可以完成主要定理的证明. 通过比较等式 (2.7)中xp
iql−d

yp
iql和xp

iq2l−d
yp

iql

的系数,我们可得

(ai+lh−dh − ai+2lh−dh) (aβω)
piql−d

= (βbq
l−d

i bi+lh + βqlbq
2l−d

i+lh b
ql

i ) ω,

(ai+lh−dh − ai+2lh−dh) (bβξω)
piql−d

= (βbq
l−d+1

i+lh + βqlbq
2l−d+ql

i ) ω.

利用跟引理 2.17中一样的论证, 我们推出 a = 0. 而 a2 − b2ξq
l+1 是 Fq 中的非平方

元这个事实暗示着 (−ξql+1)(q−1)/2 = −1,也就是说, ξ(ql+1)(q−1)/2 = (−1)(q+1)/2. 记得
ξq

l+d−1 = β1−ql , β 也是 Fq2l 的非平方元,所以

−1 = β(q2l−1)/2 = ξ(q
l+1)(ql+d−1)/2 = (−1)(q+1)(l+d)/2 = (−1)(q+1)/2.

在上述计算的过程中,我们使用事实 l+ d是奇数. 因此我们推出结论 q ≡ 1 (mod 4).

于是在 q ≡ 1 (mod 4) 以及 l 是大于 2 的偶数的情况下, 我们可以显式地构造
BH(q, l, d) 和 BH(q, l, l − d) 之间具有特定形式的 isotopism. 在这种情况下, ω 是
Fq2l 中的非平方元,其中 ω是在等式 (2.1)中定义的元素并且满足 ω+ωql = 0. 由引理
2.2,我们可以在不改变 isotopism类的意义下取 β := w−1. 取定 ξ ∈ F∗

q2以致 ξq+ξ = 0

成立. 那么就有 βql−1 = ξ1−ql+d
= −1. 我们现在取 a = 0, b = 1, α = κ(a, b),以及

L′(x) = ξ(q−3)/2(x+ xq
l

) + ξ−1(x− xq
l

)q
l−d

, N ′(x) = x+ ξ(q−1)/2xq
l

易证 L′ 和 N ′ 都是 Fq2l 上的置换多项式, a2 − b2ξq
l+1 = −ξql+1 是 Fq 中的非平方元,

以及等式(2.7)成立. 借助条件 L′ = L−1 和 N ′ = K−1
d′ N

−1Kd,我们能重新构造 L和

N 使得 (N, α ⋆dN, L)是半域 Sd和 Sl−d之间的一个 isotopism. 这就完成定理 2.10的
证明.

由定理 2.10的证明可知 BH(q, l, d)的 autotopisms必须是 strong autotopism,因
此我们从定理 2.3和定理 2.6中推出预半域 BH(q, l, d) 的 autotopism 构成的群的阶
数为 2lh(ql − 1)(q2 − 1). 并且根据定理 2.10也可以得到以下结果: 对于固定的 q 和

l > 2, Budaghyan-Helleseth族的 isotopism类的大小是以下两种情况的之一：

(i) 在 q ≡ 1 (mod 4)以及 l是偶数时,大小为集合 {0 < d < l : gcd(l, d) = 1}的大
小的一半;
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(ii) 在其他情况下,大小为集合 {0 < d < l : gcd(l, d) = 1, l + d是奇数}的大小.

也就是说,

(1) 在 q ≡ 1 (mod 4)以及 l是偶数时,大小为 ϕ(l)/2;

(2) 在 q ≡ 3 (mod 4)以及 l是偶数时,大小为 ϕ(l);

(3) 在 l是奇数时,大小为 ϕ(l)/2,这是因为在 l − d和 d中只有一个是偶数.

其中 ϕ是著名的欧拉函数.
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3 PG(2, q2)中非经典 unitals的 O’Nan构型

3.1 介绍

一个 n阶 unital是一个包含 n3 + 1个点的关联结构并且满足以下两个性质;

(1) 每个区组上有 n+ 1个点;

(2) 任意两个相异的点恰好在同一个区组上.

用设计的语言来说,一个 n阶 unital实际上是一个参数为 2-(n3 + 1, n+ 1, 1)的设计.
除了一个阶为 6的特殊例子 [52,53]以外,所有已知的 unital都是素数幂阶的. 当 q是素

数幂时,经典 q阶 unital是由 Desarguesian平面 PG(2, q2)中酉极性 (unitary polarity)
定义的 absolute点和 nonabsolute线构成的. 令 U 是一个 q 阶 unital，假如它能嵌入
到一个 q2 阶射影平面,那么 U 是一个包含 q3 + 1个点的点集,并且使得射影平面的
每条线都恰好交 U 于 1或 q + 1个点. 对于 PG(2, q2)中的线而言,那些交 U 于一个
点的线叫切线,而交 U 于 q+1个点的线叫割线,并且割线和 U 的交集就是 U 的区组
(block).

在 1976 年, Buekenhout [12] 使用 Bruck-Bose 模型去证明每个二维 translation 平
面包含一个 q阶 unital,随后人们将这种方式构造出来的 unitals叫做 Buekenhout uni-
tals. Metz [13] 指出在任意素数幂 q > 2的情况下 PG(2, q2)中存在非经典 Buekenhout
unitals. 特别值得注意的是,所有能嵌入到在有限 Desarguesian射影平面的 unitals都
是 Buekenhout unitals. 若需要更多信息,读者们请参考 Barwick和 Ebert的著作 [14].
在 1972年, O’Nan [15] 观察到经典 unitals中不存在一类由四条两两交于一个点

的线组成的构型,而这类构型叫做 O’Nan构型. 在文献 [16] 中, Piper猜想 “O’Nan构
型的不存在性是经典 unitals的特征”. 为了解决这一猜想,学者们做了不少相关研究.
Wilbrink 在文献 [17] 中用 O’Nan 构型的不存在性和两个额外的条件得到经典 unitals
的内蕴式刻画. 在文献 [19], Hui 等人对能嵌入到射影平面的 unitals 给出了一个充分
必要条件,并且以文献 [17,54] 的结果为基础进一步加强 Wilbrink的结果. 另一方面,对
于某些嵌入到 non-Desarguesian射影平面的特定的 unitals, 其 O’Nan构型的存在性
已经在文献 [18,20]中给出.

在本章中,我们主要考察在 Desarguesian射影平面 PG(2, q2)中 Buekenhout uni-
tals的 O’Nan构型的存在性问题. 本章结构如下：第 3.2节介绍一些必要的背景知识
和初步结果. 在第 3.3节中,我们证明了每个非经典正交 Buekenhout-Metz unital U 都
存在 O’Nan构型,而且这类构型是被 PΓL(3, q2)中 U 的稳定子群的一个对合固定的.

21



浙江大学博士学位论文

在第 3.4节中,我们同样地确定 Buekenhout-Tits unitals中某类特殊的 O’Nan构型的存
在性,这种构型包含一条固定的 Baer子线.

3.2 准备工作

在介绍本章的主要工作前, 我们先固定一些符号. 令 p为素数和 m为正整数使

得 q := pm是大于 2的素数幂. 对于m的因子 d,我们定义迹函数如下

TrFq/Fpd
(x) = x+ xp

d

+ · · ·+ xp
m−d

, ∀x ∈ Fq.

对于三维 Fq-线性空间 F3
q 中的一个非零向量 u,我们定义

[u] := {x ∈ PG(2, q) : x · u = 0},

其中 ·是一般的欧几里得內积. 很明显, [u]是 PG(2, q)中的一条直线.
为了更好地描述 Buekenhout的构造,我们先介绍几个相关几何结构的定义.

定义 3.1. PG(3, q) 中的一个 ovoid 是含有 q2 + 1 个点的点集, 且使得其中任意三点
不共线. 一个在 PG(4, q) 上的 ovoidal 椎体 (ovoidal cone) 是以 P 为顶点, 且以不过
P 的超平面中的 ovoid 为基的椎体 (cone). 其中椭圆椎体是以椭圆二次型 (elliptic
quadratic)为基的椎体.

定义 3.2. PG(3, q) 中的一个 spread S 是划分 PG(3, q) 中所有点的 q2 + 1 条线的线

集. 一个在 PG(3, q)上的 regulus是 q + 1条线的线集且满足条件：如果 PG(3, q)中
任意一条线跟这个 regulus的某三条线相交,则它与 regulus中所有线都相交. 当在 S
上每三条相互不交的线都唯一地属于 S中的一个 regulus时,这个 spread S 是正则的
(regular).

现在让我们简短地回顾从 ovoidal 椎体获得 unitals 的 Buekenhout 构造. 令 Σ∞

为 4维射影空间 PG(4, q)的一个超平面,并且假定 Σ∞ 包含一个 spread S. 于是我们
能定义关联结构 Π,如下所示: Π的点是在 PG(4, q) \ Σ∞ 上的仿射点和属于 S 的线,
Π 的线就是所有 PG(4, q) 上只交超平面 Σ∞ 于 S 中某一条线的平面和 Σ∞, 而关联
关系是根据包含关系而来的. 这样的关联结构Π就是一个 translation平面,并被称为
Bruck-Bose模型 [55,56]. 取 PG(4, q)中一个 ovoidal椎体 U 使得它交超平面Σ∞于 S的
一条线 ℓ. 令 U 为 U 在 Π中对应的像,也就是所有仿射点和一个特殊点 ℓ组成的点

集. U 就成为了 Π中的一个 unital,这种 unital被称为 ovoidal Buekenhout-Metz unital.
特别地, ℓ就是 U 的特殊点. 当 U 是一个椭圆椎体 (elliptic cone)时,对应的 unital U
是一个正交 Buekenhout-Metz unital;而当 U 是一个以 Tits ovoid为基的椎体时,对应
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的 unital U 是一个 Buekenhout-Tits unital. 在本章接下来的讨论中, 我们将只考虑 Π

是 Desarguesian 射影平面 PG(2, q2) 的情况, 也就是说, S 是一个正则的 spread. 此
外,将以上 ovoidal椎体替换成一个 PG(4, q)中非退化二次型也有类似的 unital构造.
Barwick在文献 [57]中使用计数方法去说明这种用 PG(4, q)的非退化二次型的构造出
不能得到 PG(2, q2) 中 unitals的新例子, 换句话说, 这种方法得到的 unital同构于经
典 unital.

在文献 [58,59] 中, Baker 和 Ebert 推出 q > 2 时 PG(2, q2) 中 ovoidal Buekenhout-
Metz unitals的具体表达式. 当 q > 2时, PG(2, q2)中每个正交 Buekenhout-Metz unital
都射影等价于以下形式

Uα,β = {(x, α x2 + βxq+1 + r, 1) : r ∈ Fq , x ∈ Fq2} ∪ {(0, 1, 0)}, (3.1)

其中 α, β 是 Fq2 中满足下列性质的元素：

1) 当 q是奇数时, d = (β − βq)2 + 4αq+1是 Fq 中的非平方元；

2) 当 q是大于 2的偶数时, β /∈ Fq 以及 d = αq+1

(β+βq)2
的绝对迹是 0.

上述定义的参数 d被称为 Uα,β 的判别式. 当且仅当 α = 0时, Uα,β 才是经典的. 这些
unitals之间的等价性可以用下面的方式决定.

定理 3.3 (Baker和 Ebert [58,59]).令 Uα,β和 Uα′,β′是 PG(2, q2)中两个 unitals,其中 q > 2.
那么这两个 unitals 是射影等价的当且仅当存在 f ∈ F∗

q , s ∈ F∗
q2 , u ∈ Fq 和 σ ∈

Aut(Fq2)使得

α′ = ασs2f 和 β′ = βσsq+1f + u.

我们接下来描述一下 Buekenhout-Tits unitals的表达式. 令 q = 2m,其中 C m为

一个大于 1的奇数. 定义函数如下所示

f(x0, x1) = xτ+2
0 + x0x1 + xτ1, 其中τ := 2(m+1)/2.

通过一个类似于文献 [60] 的推导过程以及一些详细分析, 我们可以说明在 PG(2, q2)
中一个 Buekenhout-Tits unital一定射影等价于以下形式：

UT = {(0, 1, 0)} ∪ {(x0 + x1δ, r + f(x0, x1)δ, 1) : x0, x1, r ∈ Fq}, (3.2)

其中 δ 是 Fq2 \ Fq 中一个元素, 并且 δ 的不同选取都会产生射影等价的 unitals. 特
别地, PG(2, q2)中 Buekenhout-Tits unital在射影等价意义下是唯一的. 这里我们没有

23



浙江大学博士学位论文

找到任何参考文献包含这唯一性结果的证明,但是因为它与文献 [60]中的证明非常相

似,故我们在本章中没有给出证明.

以下结果就是文献 [61]中的定理 12.8.7.

引理 3.4.如果对 Fq 中 x, y满足 f(x, y) = xτ+2 + xy + yτ 6= 0,那么

1

f(x, y)
= f

(
y

f(x, y)
,

x

f(x, y)

)
.

证明. 先直接通过运算可验证下面的公式

f(x, y)τ+1 = yτ+2 + xy(f(x, y))τ + xτ (f(x, y))2.

接着在上述的公式两边同时除去 f(x, y)τ+2则得到引理的结论.

我们也需要下面关于 O’Nan构型的结果.

引理 3.5. (引理 7.42, Barwick和Ebert [14] )令U为在PG(2, q2)中一个 ovoidal Buekenhout-
Metz unital,其中 q > 2. 那么不存在包含 U 中特殊点的 O’Nan构型.

3.3 正交 Buekenhout-Metz unitals的 O’Nan构型

在本节中,我们主要证明下面的结果.

定理 3.6. PG(2, q2)中每个非经典正交 Buekenhout-Metz unital都有一个 O’Nan构型,
其中 q > 2.

令 Uα,β 是 PG(2, q2) 中如等式 (3.1)所定义的一个非经典正交 Buekenhout-Metz
unital,其中 q > 2. 在这里,我们有 α 6= 0,并且记 d为它的判别式. 设 N 为 Uα,β 中一

个假定的O’Nan构型. 根据文献 [14]中的定理 4.12和 4.23, PΓL(3, q2)中有一个子群保
持Uα,β不变还固定特殊点P∞ = (0, 1, 0),而且它传递地作用在点集Uα,β\{P∞}上. 因
此,我们可以不失一般性地假设这个 O’Nan构型 N 具有一个固定的点 P = (0, 0, 1).
我们的策略是让假定的 O’Nan构型 N 被 PΓL(3, q2)中 Uα,β 的稳定子群的一个对合

固定. 这将就大大减少问题的复杂度.

本节的剩下部分将致力于证明定理 3.6. 我们将分别处理奇特征和偶特征的情
况. 下面先从一些技术引理开始.

引理 3.7. 令 Uα,β 是 PG(2, q2) 中一个非经典正交 Buekenhout-Metz unital, 如等式
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(3.1)所示,其中 q > 2. 那么对所有的 λ ∈ Fq 和 y ∈ F∗
q2 ,我们有

αq+1 6= (λ− β)q+1和αqy + (λ− β)yq 6= 0.

证明. 假定对某个 λ ∈ Fq和 y ∈ F∗
q2有 αqy+(λ−β)yq = 0. 那么通过对 αqy = −(λ−

β)yq取 (q+1)次方,我们推出αq+1yq+1 = (λ−β)q+1yq+1,也就是说, αq+1 = (λ−β)q+1.
接着我们考虑 q是奇数或偶数的情况.

当 q是奇数时, Uα,β 的判断式 d等于

d = (β − βq)2 + 4αq+1 = (β − βq)2 + 4(λ− β)q+1 = (β + βq − 2λ)2,

这与 d是 F∗
q 中的非平方元的事实相矛盾.

当 q是偶数时,记 β = b0 + b1δ其中 b0, b1 ∈ Fq 且 δ ∈ F∗
q2 满足 δ + δq = 1. 根据

文献 [14]的引理 4.21可知 v = δ2 + δ = δq+1的绝对迹为 1. 那么 Uα,β 的判断式 d等于

d =
(β + λ)q+1

(β + βq)2
=

(b0 + λ+ b1δ)
q+1

b21
=

(b0 + λ)2

b21
+
b0 + λ

b1
+ v.

对两边取绝对迹,我们得到 TrFq/F2(d) = 1,这又是一个矛盾. 证毕.

当 y ∈ F∗
q2 时,令 ℓy 为 PG(2, q2)中一条线,具体表达式如下所示

[y, 1, 0] = {x ∈ PG(2, q2) : x · (y, 1, 0) = 0},

其中 ·是一般欧几里得内积. 易知这条线经过 Uα,β 中一个点 P = (0, 0, 1). 因为 Uα,β

中过 P 的切线是 [0, 1, 0], 所以 By := ℓy ∩ Uα,β 恰好包含 q + 1个点,而且是对应的
unital中一个区组. 此外,线 ℓ∞ = [1, 0, 0]与区组B∞ = {(0, r, 1) : r ∈ Fq}∪{(0, 1, 0)}
相互对应.

引理 3.8.对每个 y ∈ F∗
q2 ,我们有

By =

{
(xλ,−xλy, 1) : xλ = − αqy + (λ− β)yq

αq+1 − (λ− β)q+1
, λ ∈ Fq

}
∪ {(0, 0, 1)}.

证明. 当 x 6= 0和 r ∈ Fq 时, (x, αx2 + βxq+1 + r, 1)属于 By 当且仅当 yx + αx2 +

βxq+1 + r = 0. 记 λ := −rx−(q+1) ∈ Fq, 于是我们有 y + αx + βxq = λxq. 对方程
两边同时取 q 次方, 我们得到 yq + αqxq + βqx = λqx. 现在就可以按常规方法推出
x = − αqy+(λ−β)yq

αq+1−(λ−β)q+1 . 于是命题成立.

3.3.1 奇特征的情况

考虑 PGL(3, q2)中一个 involutionary central collineation,如下所示：

σ : (x, y, z) 7→ (−x, y, z).
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它不但保持 Uα,β 不变, 而且固定 B∞ 中每一个点, 同时也把 By 映射到 B−y, 其中
y ∈ F∗

q2 . 现在我们假设 Uα,β 具有一个特定的 O’Nan构型使得它包含两条过点 P =

(0, 0, 1)的线 ℓ1 和 ℓ−1. 设 ℓ′ 和 ℓ′′ = σ(ℓ′)为 N 中另外两条线,并且假设对于一个有
待确定的元素 r ∈ Fq 有 ℓ′ ∩ ℓ′′ = (0, r, 1) ∈ Uα,β . 那么我们正在寻找的 O’Nan构型会
被 σ固定,如图 3.1所示. 由引理 3.8可知两条线 ℓ1和 ℓ′的交点是

图 3.1 当 q是奇数时 Uα,β 中假定的 O’Nan构型

Pλ1 = (xλ1 ,−xλ1 , 1), xλ1 = − αq + λ1 − β

αq+1 − (λ1 − β)q+1

其中 λ1 ∈ Fq. 相似地, N 中剩下两条线 ℓ1和 ℓ′′的交点是

Pλ2 = (xλ2 ,−xλ2 , 1), xλ2 = − αq + λ2 − β

αq+1 − (λ2 − β)q+1
,

其中 λ2 ∈ Fq 且 λ1 6= λ2. 由此断定 σ(Pλ1)和 σ(Pλ2)分别是 ℓ′′和 ℓ′与线 ℓ−1 = σ(ℓ1)

的交点. 因此,

ℓ′ = 〈(xλ1 ,−xλ1 , 1), (−xλ2 ,−xλ2 , 1)〉, ℓ′′ = 〈(xλ2 ,−xλ2 , 1), (−xλ1 ,−xλ1 , 1)〉.

在该节的余下部分中,我们将确定参数 λ1, λ2 ∈ Fq 和 r ∈ Fq 的存在性使得如图

3.1所示的构型 N 形成一个 O’Nan构型. 我们先直接地计算得到 ℓ′ ∩ ℓ′′ = (0, r, 1)和

r = − 2xλ1xλ2

xλ1 + xλ2

. (3.3)

为了让 N 是 O’Nan 构型, 只需要 r ∈ Fq, 也就是说, r = rq. 这等同于 xq+1
λ1

(xλ2 −
xqλ2

) + (xλ1 − xqλ1
) xq+1

λ2
= 0. 将 xλ1 和 xλ2 的表达式代入以上等式,我们即可推出

(h(λ1)g(λ2) + h(λ2)g(λ1)) (α
q − α + β − βq) = 0, (3.4)
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其中 g(X) = −X2 + αq+1 − βq+1 和 h(X) = (X + αq − β)q+1. 因此现在问题简化为
寻找 Fq 中不同元素 λ1, λ2满足等式 (3.4),而 r的值由等式 (3.3)决定.

因为 d = (β−βq)2+4αq+1是 Fq中的非平方元,所以我们能得到 αq−α+β−βq 6=
0; 不然由此推出 d = (α + αq)2 是平方元, 这是一个矛盾. 我们因此可以消去等式
(3.4)的左手边第二个因子. 代入 y = 1 到引理 3.7, 我们观察到对任何 x ∈ Fq 均有

g(x) 6= 0和 h(x) 6= 0. 于是现在我们定义

κ(x) :=
h(x)

g(x)
, x ∈ Fq.

注意到,对每个 x ∈ Fq 均有 κ(x)是 Fq 中的非零元. 于是等式 (3.4)简化为

κ(λ1) + κ(λ2) = 0. (3.5)

注意到如果等式 (3.5)成立,那么必定有 λ1 6= λ2：否则我们能推出 κ(λ1) = κ(λ2) = 0,
这是不可能的.

综上所述,我们已经证明下面的结果.

引理 3.9.设 α 6= 0以及 q是奇数. 如果存在元素 λ1, λ2 ∈ Fq 以致 κ(λ1) + κ(λ2) = 0

成立,那么非经典 unital Uα,β 存在一个 O’Nan构型,如图 3.1所示.

根据定理 3.3可知, 对于任何 u ∈ Fq, 两个 unitals Uα,β 和 Uα,β+u 是射影等价的.
因此,如果有必要将 β 替换为 β + u,其中 u ∈ Fq,那么我们能假设

TrFq2/Fq(α− β) 6= 0. (3.6)

引理 3.10.在假设(3.6)的前提下,存在 λ1, λ2 ∈ Fq 满足等式 (3.5).

证明. 设K := {κ(x) : x ∈ Fq}. 对每个 k ∈ K,我们考虑方程 h(X)− kg(X) = 0,再
展开化简可得,

(1 + k)X2 −
(
TrFq2/Fq(α− β)

)
X + (αq − β)q+1 − k(αq+1 − βq+1) = 0. (3.7)

根据 K 和 κ的定义可知,等式(3.7)在 Fq 上至少有一个解. 另一方面,根据假设(3.6),
这是 Fq 上一个 1次或 2次多项式. 因此在映射 x 7→ κ(x)下的像集 K 中,每个元素
在 Fq 中有 1或 2个原像. 由此可得 |K| ≥ d q

2
e = q+1

2
,于是就有

|K ∩ −K| ≥ |K|+ | −K| − q ≥ 1,

其中 −K = {−k : k ∈ K}. 证毕.

综上所述,我们已经证明以下结果.
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推论 3.11.在 q是奇数和 α 6= 0的情况下, Uα,β 存在一个 O’Nan构型.

3.3.2 偶特征的情况

我们现在考虑 q 是偶数的情况, 其中 q > 2. 取 δ ∈ F∗
q2 满足 δ + δq = 1, 再设

δ + δq = 1,由文献 [14]的引理 4.21可得 v的绝对迹是 1. 注意到 δ的选取有一定的自

由度,我们将在后面对这个选取进行进一步探讨. 根据前面的叙述可知, Uα,β 是非经

典的意味着它的参数 α, β 满足 α 6= 0和 β 6∈ Fq. 易知存在元素 s ∈ F∗
q2 , f ∈ F∗

q 和

u ∈ Fq 以致 α′ = αs2f ∈ F∗
q 和 β′ = (βsq+1 + u)f = δ 成立. 根据定理 3.3,我们可以

不失一般性地假设 Uα,β 的参数满足 α = a ∈ F∗
q, β = δ.

引理 3.12.对固定的 a ∈ F∗
q ,存在 η ∈ Fq2 使得 η + ηq = 1和 TrFq/F2

(
a2

η+η2

)
= 1.

证明. 易知 {x + x2 : x ∈ Fq2 , x + xq = 1} 大小为 q/2 并且不含 0. 同时,
TrFq/F2(a

2X) = 0只有 q/2− 1个非零解,再通过比较大小可得结论.

取定 Fq2 中一个 δ满足 δ′ + δ′q = 1和 TrFq/F2

(
a2

δ′+δ′2

)
= 1. 那么 δ′和 δ之间只差

一个 Fq 中的元素,故根据定理 3.3可知 Ua,δ 与 Ua,δ′ 是同构的. 因此,我们只需要考虑
这个 unital的参数 α和 β 满足

α = a ∈ F∗
q, β = δ

并且有 TrFq/F2

(
a2

v

)
= 1,其中 v = δq+1 = δ2 + δ.

取 PΓL(3, q2)中一个对合,如下所示：

ϕ : (x, y, z) 7→ (xq, yq, zq).

这个对合不但保持 Uα,β 不变, 而且固定区组 B∞ 中每一个点以及把 By 映射到 Byq ,
其中 y ∈ F∗

q2 . 类似奇特征的情况,我们假设 Uα,β 具有一个 O’Nan构型以致它具有两
条过 P = (0, 0, 1)的线,并且 N 中另外两条线 ℓ′, ℓ′′满足条件

ℓ′ = ϕ(ℓ′), ℓ′′ = ϕ(ℓ′′) 以及ℓ′ ∩ ℓ′′ = (0, r, 1) ∈ Uα,β,

其中 r是 Fq \ {0}中某个元素,具体参考图 3.2. 请注意奇偶特征下使用对合 ψ, ϕ的

区别：在 q 是偶数时,对合 ϕ只有在 α和 β 满足特定条件下才保持 Uα,β 不变,因此
我们在 q是奇数时不能使用该对合.

令 Pλ = (xλ, δxλ, 1)是 Bδ 中的一个点,其中 λ是 Fq 的某个元素并且

xλ =
aδ + (λ+ δ)δq

a2 + (λ+ δ)q+1
=
λ+ v + (a+ λ)δ

a2 + λ2 + λ+ v
.
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应用引理 3.7并取 y = 1则可知以上等式分母非零,故 xλ 是良定义的. 易得点 ϕ(Pλ)

属于 Bδq = ϕ(Bδ). 于是我们推出两条线 ℓ∞和 Pλϕ(Pλ)的交点是(
0,

xq+1
λ

xλ + xqλ
, 1

)
=

(
0,
λ2v + λ(a+ v) + av + v2 + a2v

(a2 + λ2 + λ+ v)(λ+ a)
, 1

)
.

如果我们能找到两个不同的解 λ1, λ2 ∈ Fq 满足以下方程

r−1 = G(X) :=
(a2 +X2 +X + v)(X + a)

X2v +X(a+ v) + av + v2 + a2v
, (3.8)

其中 r 是 F∗
q 中某个元素,那么这四条线 ℓδ, ℓδq , ℓ′ = Pλ1ϕ(Pλ1)和 ℓ′′ = Pλ2ϕ(Pλ2)组

成 Ua,β 中具有规定形式的 O’Nan构型,具体参考图 3.2.

图 3.2 当 q是奇数时 Uα,β 中假定的 O’Nan构型

综上所述,我们有以下结果.

引理 3.13.假定 q是大于 2的偶数且 α ∈ F∗
q . 如果存在 r ∈ F∗

q 使得等式 (3.8)在 Fq上

有两个不同的解,那么非经典 unital Uα,β 存在一个 O’Nan构型 N ,如图 3.2所示.

我们接下来要说明存在 r ∈ F∗
q 使得上述引理的条件成立. 回想一下, 我们有

v = δq+1 = δ + δ2 和 TrFq/F2(
a2

v
) = 1：参考引理 3.12下面句子的证明. 我们观察到

a = v不可能发生,不然判别式 d = a的绝对迹为 0,这就与取定的 v绝对迹为 1相矛

盾.

引理 3.14.当 r = v
a+v
时,等式 (3.8)在 Fq 上有两个不同的解.
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证明. 因为 G(x)中所有系数都属于 Fq,所以对所有 x ∈ Fq 均有 G(x) ∈ Fq. 我们直
接计算 G(v) = r−1,而且等式 G(Z + a) = G(v)简化为

(Z + a+ v)

(
Z2 + Z +

a2

v
+ v

)
= 0.

因为 TrFq/F2

(
a2

v
+ v

)
= 1 + 1 = 0,所以以上公式第二个因子有两个不同的解. 因此

在 r = v
a+v
时, r−1 = G(X)至少有两个不同的解. 证毕.

结合引理 3.12的论证,我们有下面的结果

推论 3.15.在 q是大于 2的偶数和 α 6= 0的情况下, Uα,β 存在一个 O’Nan构型.

综上所述,我们用推论 3.11和推论 3.15证明本节的主要定理 (定理 3.6).

3.4 Buekenhout-Tits unitals的 O’Nan构型

我们在这节中主要建立下面的结果.

定理 3.16. PG(2, q2)中每个Buekenhout-Tits unital都有一个O’Nan构型,其中 q = 2m,
m是大于 1的奇数.

令 UT 是 PG(2, q2) 中如等式 (3.2)所定义的 Buekenhout-Tits unital, 其中 q = 2m

且m是大于 1的奇数. 取定 δ ∈ F4以致 δ2+ δ+1 = 0. 于是因为m是奇数,所以 1, δ

在 Fq上构成 Fq2 的一组基. 如等式 (3.2)所示,我们选用以上取定的 δ去给出 UT 的定

义. 回想一下,
f(x, y) = xτ+2 + xy + yτ , τ = 2(m+1)/2.

对 y ∈ F∗
q2 以致线 ℓy := [y, 1, 0]是 Ut 的割线,我们记区组 By 为 UT 和 ℓy 的交集. 此

外,很容易知道线 ℓ∞ = [1, 0, 0]与区组 B∞ = {(0, r, 1) : r ∈ Fq} ∪ {(0, 1, 0)}相对应.
自然地,我们也尝试使用第 3.3节中一样的想法,尽可能寻找被 PΓL(3, q2)中 UT

的稳定子群中某一个对合固定的 O’Nan 构型. 然而经过一些简单分析后发现这是
不可能的. 因此我们改变策略. 回忆一下, 根据引理 3.5可知不存在过特殊点 P∞ =

(0, 0, 1)的 O’Nan构型.

引理 3.17.假定 q = 2m 和 m是大于 1的奇数. 那么存在 c ∈ F∗
q 使得 TrFq/F2(c

τ+2 +

c+ 1) = 0.

证明. 通过直接的验证,二次型 Q(x) = TrFq/F2(x
τ+2)在 F2-线性空间 Fq 上是非退化

的. 于是二次曲面 Q(x) = 0不可能包含在超平面 TrFq/F2(x) = 0中. 因此存在 c ∈ Fq
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使得 TrFq/F2(c
τ+2) = 0和 TrFq/F2(c) = 1,从而 c具有所需的性质.

令 N 为 UT 中一个假定的 O’Nan构型且它包含 (0, 0, 1), ℓ∞ 和过 (0, 0, 1)的 ℓc,
其中 c ∈ F∗

q 是选定的且满足

TrFq/F2(c
τ+2 + c+ 1) = 0.

由之前的引理可知,这样的 c是存在. 进一步假设 N 中另外两条线 ℓ和 ℓ′ 交于 P =

(1, v + δ, 1),其中 v = 1
cτ+1

(c2 + c1−τ + cτ+1). 记

ℓ ∩ ℓ∞ = (0, r1, 1), ℓ′ ∩ ℓ∞ = (0, r2, 1),

其中 r1, r2 是 F∗
q 中不同的元素. 这两点都落在区组 B∞ 中. 那么假定的 O’Nan构型

如图 3.3所示. 为了构造一个具有上述规定形式的 O’Nan构型 N ,我们需要找 F∗
q 中

两个不同的元素 r1, r2使得对应两条线 ℓ, ℓ′均交 ℓc于 UT 中同一个点.

图 3.3 Buekenhout-Tits unital UT 中假定的 O’Nan构型

引理 3.18.定义 H(x, y) := x2 + xy + y2以及 v = 1
cτ+1

(c2 + c1−τ + cτ+1). 如果

Xτ

cτ
+
c+ 1

c2
X +

(
1

cτ+2
+
v + 1

c2
+ 1 +

vτ + 1

cτ

)
+
H(c+ v, 1)

Xc
= 0 (3.9)

在 Fq 上有两个非零解,那么我们得到 UT 中一个 O’Nan构型,如图 3.3所示.

证明. 取定 r ∈ F∗
q ,接着考虑一条经过 (0, r, 1)和 P = (1, v + δ, 1)的线 ℓ′′ = [r+ v +

δ, 1, r],则我们可以推出 ℓ′′和 ℓc的交点 P ′为

P ′ = (r, rc, r + c+ v + δ).
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对两个不全为零的元素 x, y ∈ Fq, 我们有 (x + yδ)−1 = (x+y)+yδ
H(x,y)

, 其中 H(x, y) =

x2 + xy + y2. 因此我们将 P ′改写成

P ′ =

(
r(r + c+ v + 1 + δ)

H(r + c+ v, 1)
,
rc(r + c+ v + 1 + δ)

H(r + c+ v, 1)
, 1

)
.

这点落在这个 unital UT 当且仅当

f

(
r(r + c+ v + 1)

H(r + c+ v, 1)
,

r

H(r + c+ v, 1)

)
=

rc

H(r + c+ v, 1)
. (3.10)

将 x = r(r+c+v+1)
H(r+c+v,1)

和 y = r
H(r+c+v,1)

代入引理 3.4,我们知道等式 (3.10)的左手边等于
f (c−1, c−1(r + c+ v + 1))

−1. 因此,条件(3.10)等价于

f

(
1

c
,
r + c+ v + 1

c

)
=
H(r + c+ v, 1)

rc
.

将它展开并进行简化, 我们得到等式 (3.9), 其中 X = r. 在引理的假设前提下, 取
r1, r2为等式 (3.9)中两个解,我们就得到如图 3.3所示的 O’Nan构型 N .

回顾 v = 1
cτ+1

(c2 + c1−τ + cτ+1). 现在我们定义

f1(X) :=
Xτ

cτ
+
X

c2
+

(
1

c
+ 1

)τ+2

+
v

c2
+
vτ

cτ
+

1

cτ+1
.

经过繁琐但常规的检查,等式 (3.9)可以改写成以下形式

f1(r) +
c

r

((
f1(r)

)τ
+

1

cτ
f1(r)

)
= 0.

引理 3.19.多项式 f1(X) = 0在 Fq 上有两个非零解,等式 (3.9)也是一样.

证明. 令 Y := cτX ,则我们可以将 cτ+2f1(X) = 0改写为如下形式

Y τ + Y + A = 0,

其中 A = (1 + c)τ+2 + c + cτv + c2vτ . 因为该线性映射 y 7→ yτ + y 的 kernel恰好是
有限域 F2,所以以上方程有 0或 2个解. 注意到方程 Z2 + Z + A = 0有解当且仅当

TrFq/F2(A) = 0. 如果对某个 z ∈ Fq 有 z2 + z +A = 0,那么 Y = zτ + z(或 zτ + z + 1)
是 Y τ + Y + A = 0的其中一个解. 因此我们计算

TrFq/F2(A) = TrFq/F2

(
(1 + c)τ+2 + c+ cτv + c2vτ

)
= TrFq/F2(1 + cτ+2 + c) = TrFq/F2(c

τ+1 + c+ 1) = 0.

在这个计算过程中我们使用事实 τ 2 ≡ 2 (mod q − 1). 剩下只需要证明 A 6= 0,我们
用反证法证明. 将 v的值代入 A = 0,我们得到

(1 + c)τ+2 +
cτ+2

cτ + 1
+ cτ+1 + c+

c2τ+2

c2 + 1
+ cτ+2 + cτ = 0. (3.11)
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再通过两边乘以 (1+c)τ+2

cτ+2 ,我们得到

c−τ−2 + c2−τ + c−2 + c−1 + 1 + c+ cτ−1 + cτ + cτ+1 + c2τ = 0.

接着在两边取绝对迹函数并且利用条件 TrFq/F2(c
τ+1 + c + 1) = TrFq/F2(c

τ+1 + c2 +

c), 我们得到 TrFq/F2(c
−τ−2) = 0. 相似地, 通过在等式 (3.11)两边乘以 (1+c)τ+2

c2τ+2 推出

TrFq/F2(c
−τ−2 + 1) = 0,这就与前面结果矛盾. 证毕.

综上所述,我们已经完成定理 3.16的证明.

3.5 小结

最近 Korchmáros, Siciliano和 Szőnyi [62]证明在 PG(2, q2)中经典 unital存在唯一
的嵌入方式. 他们的基本想法就是利用包含某些点和区组的特别构型的存在性说明
区组的同构性. 在本章中,我们受他们这样的想法所启发,去寻找能嵌入到 PG(2, q2)
的 Buekenhout unitals中具有特别形式的 O’Nan构型. 在正交 Buekenhout-Metz unitals
的情况下,只有经过特别点 (对应 Buekenhout构造中 cone的顶点)的线才是 Baer子
线,遂我们能确定某一种 O’Nan构型的存在性,该构型是被 PΓL(3, q2)中取定的 uni-
tal的稳定子群中一个对合固定的. 而在 Buekenhout-Tits unital的情况下,我们需要确
定一个包含固定 Baer子线的 O’Nan构型的存在性. 本章的主要贡献是给 Piper的猜
想 (O’Nan构型的不存在性是经典 unital的特征)提供强有力的证据.
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4 W (q)中的 Payne派生四边形的点正则自同构群

4.1 介绍

一个 (s, t)阶有限广义四边形 (generalized quadrangle)Q是一个具有以下性质的
点-线关联结构：

1. 每个点与 t+ 1条线关联；

2. 每条线包含 s+ 1个点；

3. 对于不关联的点线对 (P, ℓ),即 P /∈ ℓ,存在唯一与 ℓ关联的点Q使得 P,Q两点

共线.

若这个四边形Q的参数 s和 t均大于 1,则称它是厚的 (thick). 如果交换一个 (s, t)阶

广义四边形中的点和线的角色,那么就得到一个 (t, s)阶对偶四边形. 经典广义四边
形是以秩为 2的有限经典极空间的点-线关联结构的形式来出现. 关于有限广义四边
形的标准的参考书是经典著作 [28].
广义四边形的研究与群论和数学中其他分支有着密切的联系. J. Tits [22] 为了更

好地理解秩 2的 Chevalley群而提出广义多边形 (generalized polygon)的概念. 一个
广义 3边形 (generalized 3-gon)是一个射影平面,而广义 4角形 (generalized 4-gon)就
是广义四边形. 与有限射影平面的研究相似,学者们利用一些几何论据和群论中深刻
的结果对一些具有高度对称性的广义四边形进行大量的分类研究. 请参考专著 [63,64]

了解这一领域的历史和最新发展.
除了经典的例子和它们的对偶以外, 所有目前已知的有限广义四边形在对偶等

价意义下还能分成三类：translation广义四边形, flock广义四边形以及 (q − 1, q + 1)

阶广义四边形. 值得一提的是除了阶数为 (q − 1, q + 1)的例子以外,大多数已知的广
义四边形都可以用它们各自对应的 Kantor 族或 4-gonal 族的子群结构来描述, 这是
Kantor在文献 [26]中第一次提出的概念. 第一个 (q− 1, q+1)阶广义四边形的例子 (q
是素数幂)应归功于 Ahrens和 Szekeres [65],同时 M. Hall, Jr. [66] 也独立地发现偶特征
下的例子. 后来, Payne 对此进行推广并给出了一般化的构造方法, 现在被人们称为
Payne派生法 (Payne derivation),这种方法是从具有一个 regular点 P 的 (q, q)阶广义

四边形Q中得到新的 (q− 1, q+1)阶广义四边形,这部分工作具体可参考文献 [23–25].
由此产生的广义四边形 QP 被称为 Payne派生四边形 (Payne derived quadrangle). 所
有已知的 (q − 1, q + 1)阶广义四边形都是以 Payne派生四边形的形式出现. 从外,文
献 [32,37]对 Payne派生四边形的自同构群进行了研究.
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人们也对广义四边形的点正则自同构群做了大量的研究. Ghinelli [30] 是第一个
对存在点正则自同构群的广义四边形进行研究的学者, 其中她主要是用表示论和差
集等工具去对 (s, s) 阶广义四边形中的点正则群进行研究, 这里 s 是偶数. 后来, 这
方面的研究在文献 [35,67] 中取得新的进展. 值得一提的是 Yoshiara在文献 [35] 中证明

了 (t2, t) 阶广义四边形不可能存在任何点正则自同构群. 结合文献 [27,35] 的结果, 文
献 [68] 指出任何 (q, q) 阶 skew-translation 广义四边形在 q 为奇数的情况下与经典辛

对称四边形 W (q)同构. 最近 Swartz [67] 针对某一类特定广义四边形进行研究, 其中
这类四边形具有一个正则作用在点和线上的自同构群. 在 2011年之前, 所有已知的
存在点正则群的有限广义四边形都是通过 Payne派生法从一个 (s, s)阶 elation广义
四边形 Q (s ≥ 2)中产生的,而且它们的点正则群都是从 Q的 elation群中诱导得到
的. De Winter, K. Thas和 Shult受这些观察所启发,遂尝试用一系列文献 [31–34]中去证

明不存在点正则群的其他例子.

直至 2011年,这个方向上的研究才出现一个重大的突破：存在点正则群的经典
广义四边形 (s, t ≥ 2)得到了一个完整的分类,从而发现三个稀疏的例子以及辛对称
四边形W (q)的 Payne派生四边形中新的点正则群的构造,具体可查阅文献 [36]. 同时
这也修正了文献 [34] 中的一个小错误并给出文献 [33] 中猜想的反例. 在同一篇参考文
献 [36] 中, 作者们还借助计算机软件 Magma [69] 进行计算机搜索, 并列出对于小参数
(q ≤ 25)的W (q)的 Payne派生四边形中的所有点正则自同构群. 根据结果显示“这
个问题是很宽泛的”. 在 q是奇数的情况下, Chen [70], K. Thas和 De Winter [71]分别独
立地完成线性情况的分类,换言之,他们得到的群都是从W (q)的环绕射影空间的线

性群中诱导出来的. 此外,后者更在文献 [71]中列出 q是偶数时一些线性的构造. 除了
阶数较小的群以外, 目前所有已知能正则作用在有限广义四边形上的有限群都有不
大于 3的幂零类. Payne派生四边形的点正则群在 C̃2-buildings中 uniform lattices的
构造上也有相关的应用,详情请见文献 [71,72].

在本章中, 我们将对辛对称四边形 Q = W (q) 相对于 regular 点 P 所得到的

Payne派生四边形 QP 的点正则自同构群进行系统的研究. W (q)中每个点都是 reg-
ular,并且 P 的不同选取都会产生同构的 Payne派生四边形. 根据文献 [37] 中的推论

2.4, Payne派生四边形 QP 的全自同构群在 q ≥ 5时恰好是 PΓSp(4, q)中点 P 的稳

定子群. 如果 QP 的点正则群 G是 PΓSp(4, q)的子群,那么我们称 G是线性的；否

则称它是非线性的. 本章的主要结果是一方面给出了 q 是奇数时 QP 的所有点正则

群,另一方面是给出 q 是偶数时所有线性点正则群. 具体而言,就是分别得到奇特征
下四个不同的构造以及偶特征下两个不同的构造. 特别地,在 q是奇数时我们确定了

从这些构造中得到的群的幂零类的上下界,并且这上下界是相对禁的. 这些结果有助
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于解决具有什么结构的有限群能正则作用在有限广义四边形上的基本问题. 特别地,
我们发现这些点正则群可以有无限大的幂零类.

本章的结构安排如下. 在第 4.2节中,我们将列出一些关于有限域 Fq 的运算结果

和基本事实以及引入 Payne派生四边形 QP 的点正则群的模型. 在第 4.3节中,我们
将对本章的主要结果进行一个简短的概述, 其中包括了奇特征情况下点正则群的分
类结果以及这些点正则群的幂零类的上下界. 同时我们也简短地介绍一下对这些点
正则群分类的思路. 在第 4.4节中,我们给出了 q ≥ 5时 Payne派生四边形 QP 的线

性点正则群的完整的分类结果. 在 4.5节中, 我们分析了 QP 中假定的非线性的点正

则群的群结构,这就导致我们能得到第 4.6节中奇特征情况下完整的分类结果. 而在
第 4.7节中,我们首先简化第 4.6节中获得的构造,然后通过计算这些点正则群中各种
各样的群不变量去解决这些群的同构性问题. 最后,第 4.8节是对本章的内容的总结.

4.2 准备工作

本章中我们使用的群论术语都是标准的,具体可参考文献 [73–75]. 令 G是一个有

限群. G的 exponent（记为 exp(G)）是最小正整数 n使得对所有 g ∈ G有 gn = 1. 当
g, h ∈ G时,他们的交换子是 [g, h] = g−1h−1gh. 对 g ∈ G,它的中心化子 CG(g)是 G

中所有满足 [g, h] = 1的元素 h’s. G的中心为 Z(G) = {g ∈ G : [g, h] = 1, ∀h ∈ G}.
对G中两个子群H1, H2,我们用记号 [H1, H2]表示子群 〈[h1, h2] : h1 ∈ H1, h2 ∈ H2〉.
特别地, G的导群是交换子群 [G,G]. 我们用记号 γi(G)来表示 G的下中心序列的第

i项. 归纳地, 我们对每个 i ≥ 1有 γ1(G) = G和 γi+1(G) = [γi(G), G]. 当对某个整
数有 γc+1(G) = 1则称群 G是幂零的, 我们称满足这条件最小的整数是该群的幂零
类 (nilpotency class). 相似地,我们用记号 Zi(G)来表示 G的上中心序列的第 i项,其
中 Z0(G) = 1并且 Zi+1(G)是由性质 Zi+1(G)/Zi(G) = Z(G/Zi(G))来定义的, i ≥ 0.
幂零群的上中心序列和下中心序列具有相同的长度. 令 d为有限 p群 G中阿贝尔子

群的阶的最大值. 该群 G的 Thompson子群是由所有 d阶阿贝尔子群生成的,并被记
为 J(G).

4.2.1 有限域 Fq 的运算

令 Fq 为具有 q个元素的有限域,其中 q = pm 且 p是素数. 再令 Aut(Fq)为有限

域 Fq的伽罗华群,其中包含 Frobenius映射 x 7→ xp
i , 0 ≤ i ≤ m−1. 对于 g ∈ Aut(Fq),

我们均记 xg 和 g(x)为 g 在 x ∈ Fq 上的作用. 对于 m的因子 d,从 Fq 到子域 Fpd 的

迹函数为

TrFq/Fpd
(x) := x+ xp

d

+ · · ·+ xp
m−d

, x ∈ Fq.
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以上定义的迹函数是满射的, 即 {TrFq/Fpd
(x) : x ∈ Fq} = Fpd . 读者们可参考文献 [76]

去了解一些关于有限域 Fq 的基本事实.

引理 4.1 (定理 2.25, Lidl和 Niederreiter [76]).令 d是正整数m的因子. 当 α ∈ Fpm 时,
则 TrFpm/F

pd
(α) = 0当且仅当对某个 β ∈ Fpm 有 α = βpd − β.

根据文献 [76]中的定理 2.23可知迹函数 TrFq/Fp 是 Fp-线性的,并且对所有 x ∈ Fq

有 TrFq/Fp(x
p) = TrFq/Fp(x). 于是对每个 β ∈ Fq,定义：

Lβ : Fq → Fp, x 7→ TrFq/Fp(βx). (4.1)

引理 4.2 (定理 2.24, Lidl和 Niederreiter [76]).每个从 Fq 到 Fp的 Fp-线性变换等于 Lβ ,
其中 β 是 Fq 中某个元素,并且 Lβ = Lγ 当且仅当 β = γ.

作为推论,当且仅当 β = 0时,才对所有 x ∈ Fq 有 TrFq/Fp(βx) = 0.

引理 4.3.对 α, β ∈ Fq且 β 6= 0,如果 ker(Lα)包含一个 Fp-线性子空间K = {x ∈ Fq :

TrFq/Fp(βx) = 0},那么对某个 λ ∈ F 有 α = λβ.

证明. 我们有K = ker(Lβ). 取 u ∈ Fq \K使得 TrFq/Fp(βu) = 1. 那么 Fq = K⊕Fp ·u.
因为 K ⊆ Lα, 所以我们对 x ∈ K 和 λ ∈ Fp 有 Lα(x + λu) = λLα(u). 换言之,
Lβ(x+λu) = λ,因此对所有 z ∈ Fq均有 Lα(z) = Lα(u)Lβ(z). 因为 Lα(u)属于 Fp且

Lα(u)Lβ = LLα(u)β ,所以通过引理 4.2即可证明所需的结果.

引理 4.4.假定 p是素数并令 q = pm,再设 g ∈ Aut(Fq)的阶为 pr,其中 r ≥ 0. 如果
K = {x ∈ Fq : TrFq/Fp(µx) = 0}是 g-不变的,即 g(K) = K,那么 g(µ) = µ.

证明. r = 0 和 µ = 0 的情况都是平凡的, 所以我们假设 r ≥ 1 和 µ 6= 0. 令
Lβ 是用某个 β ∈ Fq 在等式(4.1)中定义的 Fp-线性变换. 易知 g(K) = {x ∈ Fq :

TrFq/Fp(g(µ)x) = 0},即 g(K) = ker(Lg(µ)). 因为 g(K) = K,所以我们从引理 4.3中推
断出对某个 λ ∈ F∗

p有 g(µ) = λµ. 对上式取到被 g固定的子域的相对范数,我们就得
到 λp

r
= 1,即 λ = 1. 证毕.

一个Fq上的线性化多项式是一个具有以下形式的多项式 f：f(X) =
∑n

i=0 aiX
pk ,

其中 ai ∈ Fq. 当 n ≤ m − 1时该多项式被称为简化的 (reduced),其中 q = pm. Fq 中

的 Fp-线性变换与 Fq 上简化的线性化多项式之间有一个双射. 令 L(X)是 Fq 上简化

的线性化多项式. 那么它的迹对偶多项式是唯一的简化的线性化多项式 L̃(X) 使得
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对 x, y ∈ Fq 都有 TrFq/Fp(L(x)y) = TrFq/Fp(L̃(y)x). 如果 L(X) =
∑m−1

i=0 siX
pi ,那么

我们就有

L̃(X) =
m−1∑
i=0

sp
i

m−iX
pi . (4.2)

一个映射 B : Fq × Fq 7→ Fp 是一个双线性型只要 B(x, y)关于 x, y 都是可加的.
而当对所有 x, y ∈ Fq 有 B(x, y) = B(y, z)时它是对称的. 在接下来的引理中,我们
建立 Fq 上双线性型与线性化多项式之间的联系.

引理 4.5.假定 B : Fq × Fq → Fp 是一个双线性型. 那么存在 Fq 上一个简化的线性

化多项式 L使得 B(x, y) = TrFq/Fp(xL(y)).

证明. 根据引理 4.2可知对每个 y ∈ Fq 存在一个元素 L(y) ∈ Fq 使得 B(x, y) =

TrFq/Fp(xL(y)). 对 y, z ∈ Fq,我们有B(x, y+z) = B(x, y)+B(x, z),即 TrFq/Fp(x(L(y+

z)−L(y)−L(z))) = 0. 这是对所有 x ∈ Fq 都成立,因此 L(y + z)−L(y)−L(z) = 0,
也就是说, L在 Fq 上是加性的. 证毕.

我们需要下面关于线性化多项式以及双线性型的技术引理, 这在后面我们对点
正则群的推导有很大帮助.

引理 4.6.令 x 7→ L(x)是 Fq 中一个 Fp-线性变换,并对某个 η ∈ Fq 设 K = {x ∈ Fq :

TrFq/Fp(ηx) = 0}. 如果 Im(L|K) = Fp · ω,那么存在 u, µ ∈ F∗
q 使得

L(x) = ωTrFq/Fp(µx) + uTrFq/Fp(ηx), ∀x ∈ Fq.

证明. η = 0的情况（即 K = Fq）可通过应用引理 4.2到 F = Fq 直接推出结论,所
以我们下面假设 η 6= 0. 取 β ∈ Fq 使得 TrFq/Fp(ηβ) = 1,并且定义 M(x) := L(x) −
L(β) ·TrFq/Fp(ηx). 那么M 是 Fp-线性的,且对 a ∈ K和 λ ∈ Fp有M(a+λβ) = L(a),
所以 Im(M) = Fp · ω. 相似地通过应用引理 4.2到 M 上, 我们即可推出 M(X) =

ωTrFq/Fp(µX). 证毕.

引理 4.7.令 q = pm 是素数幂并且有 m = pel,再取 g ∈ Aut(Fq)使得 g(x) = xp
l . 取

η ∈ Fpl ,并定义 K := {x ∈ Fq : TrFq/Fp(ηx) = 0}. 如果 L是 Fq 中一个 Fp-线性变换
使得对 x ∈ K 都有 g(L(g−1(x))) = L(x), 那么存在一个 Fq 上简化的线性化多项式

L1(X)使得它的多项式系数都属于 Fpl ,并且对 x ∈ K 有 L(x) = L1(x) .
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证明. 假定对 x ∈ Fq 有 L(x) =
∑m−1

i=0 dix
pi . 于是我们有

D(x) := g(L(g−1(x)))− L(x) =
m−1∑
i=0

(g(di)− di)x
pi , (4.3)

易知它在 x ∈ K 时取值为零. 由此断定 dimFp(Im(D)) ≤ 1. 如果 Im(D) = 0,那么我
们对 0 ≤ i ≤ m − 1有 g(di) = di,即 di ∈ Fpl ,于是此时引理成立. 因此,我们下面假
设 Im(D)在 Fp上的维数是 1；特别地,我们从 Im(DK) = {0}可得K 6= Fq,即 η 6= 0.
也就是说,根据引理 4.6,我们断定存在某个 u ∈ F∗

q 使得 D(x) = uTrFq/Fp(ηx). 因此
我们有以下多项式方程

∑m−1
i=0 (g(di)−di)Xpi =

∑m−1
i=0 uηp

i
Xpi . 通过比较两边的多项

式系数我们就可推出 g(di) − di = uηp
i
, 0 ≤ i ≤ m − 1. 根据假设我们有 g(η) = η,

所以 ηTrFq/Fpl
(u) = TrFq/Fpl

(g(d0) − d0) = 0. 由引理 4.1可知存在某个 v ∈ Fq 使得

u = g(v) − v. 于是我们从 g(di) − di = uηp
i
中推断出 fi := di − vηp

i
是被 g 固定的,

即属于 Fpl . 现在定义一个线性化多项式 L1(X) :=
∑m−1

i=0 fiX
pi . 当 x ∈ K 时,我们有

L(x)− L1(x) =
m−1∑
i=0

vηp
i

xp
i

= vTrFq/Fp(ηx) = 0,

故 L1是引理所需的多项式. 证毕.

引理 4.8.假定 p是素数并且令 q = pm. 令L(X) =
∑m−1

i=0 siX
pi是Fq上一个简化的线

性化多项式以及 L̃是该多项式的迹对偶. 取 µ ∈ Fq. 假定 B(c, z) := TrFq/Fp(µcL(z))

是在 Fp-线性子空间 K = {x ∈ Fq : TrFq/Fp(ηx) = 0}上一个对称的双线性型,其中
η 是 Fq 中的某个元素. 那么存在 u ∈ Fq 使得对所有 x ∈ Fq 有 L̃(µx) = µL(x) −
ηTrFq/Fp(ux) + uTrFq/Fp(ηx)以及

µsi − sp
i

m−iµ
pi = ηup

i − uηp
i

, 0 ≤ i ≤ m− 1. (4.4)

而且如果 q是偶数和K = Fq,那么当且仅当 µs0 = 0时,才对所有 c ∈ Fq有B(c, c) =

0.

证明. η = 0的情况和 η 6= 0的情况的证明是相似的,于是我们这里只证明更复杂的
情形 η 6= 0. 如果 µ = 0,那么我们可以取 u = 0,而此时结论成立. 我们接下来假设
µ 6= 0. 由引理的假设可知我们有 B(c, z) = TrFq/Fp(L̃(µc)z), 其中 L̃是 L的迹对偶.
因为 B在 K上是对称的,所以对 c, z ∈ K 有 B(c, z) = B(z, c),因此 TrFq/Fp((µL(c)−
L̃(µc))z) = 0, c, z ∈ K. 于是由引理 4.3可得对 c ∈ K 有 µL(c)− L̃(µc) ∈ Fp · η. 由引
理 4.6可知存在 u, v ∈ F∗

q使得 µL(c)− L̃(µc) = ηTrFq/Fp(uc)+vTrFq/Fp(ηx). 引理的第
一部分就是通过比较多项式等式 µL(X)− L̃(µX) =

∑m−1
i=0 ηup

i
Xpi +

∑m−1
i=0 vηp

i
Xpi
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中对应的系数得到的. 此外,我们通过比较 X 项的系数和利用其左手边等于 0的事

实推出 v = −u.

现在假设 q是偶数以及 K = Fq,即 η = 0. 我们只需要处理m是偶数的情况,这
是因为 m 是奇数的情况是类似的. 在这种情况下, 我们通过在等式(4.4)取 i = m/2

得到 µsm/2 ∈ F2m/2 . 这样我们就可以计算出

B(c, c) = Tr(µs0c2) + Tr(µsm/2c
2m/2+1) +

m/2−1∑
i=1

Tr(µsic2
i+1 + µsm−ic

2m−i+1)

= Tr(µs0c2),

其中 Tr = TrFq/F2 . 由于 µsm/2c
2m/2+1 ∈ F2m/2 可知第二项为零,并且在第三项中每个

被加数都是通过等式(4.4)和 Tr(µsm−ic
2m−i+1) = Tr((µsm−i)

2ic2
i+1)而被消去的. 于是

引理的第二部分成立.

对于 Fq 中两个子集 A和 B,我们定义 A · B := {xy : x ∈ A, y ∈ B},并且也记
由 A生成 Fp-线性子空间为 〈A〉Fp .

引理 4.9. 假定 p 是素数和 q = pm, m > 2, 再令 A, B 是 Fq 中两个余维数为 1 的
Fp-线性子空间. 那么 〈A · A〉Fp = 〈A ·B〉Fp = Fq.

证明. 我们不失一般性地假设 1 ∈ A ∩ B. 记W = 〈A · A〉Fp ,同时假设W 6= Fq. 因
为 A ≤ W ≤ Fq 且 A的余维数是 1,所以我们有W = A. 子空间 A在域乘法下是封

闭的,我们推出 A是有限域 Fq 的真子域,因此有 q ≥ |A|2. 另一方面,根据假设 A的

余维数为 1,即 q = p · |A|. 于是我们推断出 (|A|, q) = (p, p2)或 (|A|, q) = (1, p),这
两个结论都与假设m > 2矛盾. 概括而言,我们已经证明 〈A · A〉Fp = Fq.

现在我们考虑证明另外一个等式,假设A 6= B. 记 U = 〈A ·B〉Fp . 根据 1 ∈ A∩B
可知它包含 A和 B,于是它也包含子空间 A+B = Fq. 证毕.

我们分类的关键因素是 Fq 中 Aut(Fq) 模的结构. 假设 m = pel 且 e ≥ 1. 取
g ∈ Aut(Fq)使得对 x ∈ Fq 有 g(x) = xp

l . 记 G := 〈g〉 ≤ Aut(Fq),于是就有 |G| = pe.
令 F是有限域 Fq 的子域. 这里我们记录一些群环 F[G]的基本事实,详见文献 [77,78].

(i) 群环 F[G]是一个单链局部环. 它的理想集 (1− g)iF[G], 0 ≤ i ≤ pe是它所有理

想的集合,并且它们用包含关系构成了一个理想链. (1− g)iF[G]在 F上的维数
是 pe − i；特别地, (1− g)p

e
= 1− gp

e
= 0.
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(ii) 通过二项式展开可得 (1− g)p−1 = 1 + g + · · ·+ gp−1,并且用归纳法可得

(1− g)p
i−1 = 1 + g + · · ·+ gp

i−1, 1 ≤ i ≤ e. (4.5)

作为推论,对 x ∈ Fq 有 TrFq/Fpl
(x) =

∑pe−1
i=0 gi(x) = (1− g)p

e−1(x).

引理 4.10.使用以上定义的符号. 如果 1 ≤ i ≤ pe − 1且 gcd(i, p) = 1,那么 1 + g +

· · ·+ gi−1在群环里是可逆的.

证明. 群环 F[G]是一个含有极大理想 I = (1− g)F[G]的局部环,且 F[G]中的元素 a

是可逆的当且仅当它在商环 F[G]/I ∼= F里的像是可逆的. 因为 1+ g+ · · ·+ gi−1 = i

mod (1− g),所以我们从 gcd(i, p) = 1中推断出 1 + g+ · · ·+ gi−1不可能落在极大理

想 I .

从现在开始,设 R′ = Fpl [G], R = Fp[G],并且对 0 ≤ i ≤ pe定义 Ri := (1− g)iR.
我们有下面 R中的理想链：

R = R0 ⊇ R1 ⊇ · · · ⊇ Rpe−1 ⊇ Rpe = 0, (4.6)

其中对每个 0 ≤ i ≤ pe − 1有 dimFp(Ri/Ri+1) = 1. 特别地, dimFp(Ri) = pe − i.
根据文献 [76] 中的定理 2.35 可知存在 Fq 中的一组 Fpl-线性正规基, 其形式为

{gi(η) : 0 ≤ i ≤ pe − 1}, 这里 η ∈ Fq. 故 Fq 是具有生成元 η 的自由 Fpl [G] 模, 即
Fq = R′ · η, 其中 R′ = Fpl [〈g〉]. 取 ξ1, ξ2, · · · , ξl 为 Fpl 中的一组 Fp-线性基. 那么
R′ = ξ1R⊕ ξ2R⊕ · · · ⊕ ξlR和

Fq = R · ξ1η ⊕R · ξ2η ⊕ · · · ⊕R · ξlη. (4.7)

因此每个R·ξiη是以 ξiη为生成元的自由R模. R·ξiη的子模是Rk ·ξiη, 0 ≤ k ≤ pe−1,
并且这些子模组成类似于等式(4.6)中所示的子模链. 特别地, R · ξiη中每个子模都有
唯一对应的维数,而且这些子模也用包含关系构成类似于等式(4.6)中所示的子模链.

引理 4.11.假定 q = pp
el,并且 e ≥ 1,再取 g ∈ Aut(Fq)使得对 x ∈ Fq 有 g(x) = xp

l .
那么存在 (W, t)使得

(1) W 是 Fq 中的一个 g不变和余维数为 h的 Fp-线性子空间,其中 0 < h ≤ e；

(2) t是 Fq 中的元素使得Wi := W + ti, 0 ≤ i ≤ ph − 1两两不相交,其中 t0 = 0和

ti = (1 + · · ·+ gi−1)(t), 1 ≤ i ≤ ph − 1；

当且仅当 h ≥ ph−1,即当 p是奇数时 h = 1,而当 p = 2时 h = 1或 2.
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证明. 如果 (W, t)是引理所需的,那么根据条件 (1)可知 W 是 Fq 的 R子模,其中
G = 〈g〉, R = Fp[G]. 记得我们有 Ri = (1− g)iR,其中 0 ≤ i ≤ pe.
我们现在证明条件 (2) 可以简化为一个单独条件 tph−1 6∈ W . 对 0 ≤ i < j ≤

ph − 1,我们有 tj − ti = gi(tj−i). 因为W 是 g不变的,所以W + ti ∩W + tj = ∅当且
仅当 tj−i 6∈ W . 如果 j − i = pku并且有 gcd(u, p) = 1,那么

tj−i = (1 + gk + · · ·+ gu−1
k )(tpk), gk := gp

k

.

根据引理 4.10可知 1+gk+· · ·+gu−1
k 在R上是可逆的,故 tj−i 6∈ W 当且仅当 tpk 6∈ W .

这就只需要证明对 0 ≤ k ≤ h− 1有 tpk 6∈ W . 根据等式(4.5)可知 tpk = (1− g)p
k−1(t),

注意到 Rpk−1 · t = R · tpk ,这是该子模的生成元. 通过把子模链(4.6)应用到 t上,问题
就转化为证明 tph−1 6∈ W . 这就证明我们的说法.

由等式(4.5)可知 tph−1 = (1− g)p
h−1−1(t). 满足 (1− g)p

h−1−1(t) 6∈ W 的 t的存在

性等价于W ∗ 6≤ W ,

W ∗ := (1− g)p
h−1−1(Fq) = Rph−1−1 · ξ1η ⊕ · · · ⊕Rph−1−1 · ξlη,

其中 η 和 ξi, 1 ≤ i ≤ l 是 Fq 中的元素使得等式(4.7)成立. W ∗ 中的每个组成部分

W ∗
i = Rph−1−1 · ξiη在 Fp上的维数是 pe − ph−1 + 1.
利用上述的准备,我们就可以开始证明引理. 如果 h ≥ ph−1,那么我们就取W 是

R · ξ2η⊕ · · · ⊕R · ξlη和一个 R · (ξ1η)的 R子模组成的直和,其中该 R子模具有维数

pel − h− pe(l − 1) = pe − h < dimFp(W
∗
1 ).

由此断定 W ∗
1 不可能是选定的 W 的子模. 接着取 t ∈ Fq 使得 (1 − g)p

h−1−1(t) ∈
W ∗

1 \W ,于是 (W, t)就是引理所需的.
相反地,如果 h < ph−1,那么

dimFp (W ∩ (R · ξiη)) ≥ dimFp W + dimFp(R · ξiη)− dimFp(Fq)

= pel − h+ pe − pel = pe − h ≥ dimFp(W
∗
i ).

又因为 R · ξiη 是一个单列 R模,所以 W 包含 W ∗
i . 于是就有 W ∗ ≤ W ,因此不可能

存在 (W, t)使得引理的条件成立. 证毕.

4.2.2 Q = W (q)的 Payne派生四边形 QP

我们将使用广义四边形的标准概念, 这些概念都可以在著作 [28] 中找到. 令 q =

pm是素数幂,其中 p是素数. 令⊥是 PG(3, q)中固定的辛极性 (symplectic polarity). 经
典的辛对称四边形 Q = W (q)具有跟 PG(3, q)一样的点集,而它的线集包含 PG(3, q)
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中辛极性下的完全迷向线. Q中关于点 P 的 Payne派生四边形 QP 以 PG(3, q) \ P⊥

为点集,而它的线集包含两类线：所有不过点 P 的完全迷向线以及所有过不属于 P⊥

的点 Q的线 〈P, Q〉. 这样的四边形 QP 的阶是 (q − 1, q + 1). 因为 Q的自同构群作
用在它的点集上是传递的, 所以 P 的不同选取都会产生同构的派生四边形. 根据文
献 [37] 中的推论 2.4,点 P 在 PΓSp(4, q)中的稳定子群在 q ≥ 5时是 QP 的全自同构

群.
令 V := F4

q为在 Fq上赋有 alternating型 (x, y) := x1y4−x4y1+x2y3−x3y2的向量
空间. 记 δ := diag(γ, γ, 1, 1),其中 γ是 Fq中的本原元. 对每个 σ ∈ Aut(Fq),定义 xσ =

(xσ1 , · · · , xσ4 ). 那么我们根据文献 [79] 中的第 1.7.1节可知 ΓSP(4, q) = 〈Sp(4, q), δ〉 ⋊
Aut(Fq). 注意到 ΓSP(4, q) 中每个元素可以写成 x 7→ xσA, 其中 A ∈ GL(4, q) 和
σ ∈ Aut(Fq),于是我们记这个元素为 (A, σ). 我们分别将元素 (A, σ)中的 A称为矩

阵部分以及 σ称为 Frobenius部分.
取一个固定的射影点 P := 〈(1, 0, 0, 0)〉. 点 P 在 Sp(4, q)中的稳定子群 Sp(4, q)P

由以下矩阵组成： λ 0 0

−HJvT H 0

z v λ−1

 , H ∈ SL(2, q), v ∈ F2
q, z ∈ Fq, λ ∈ F∗

q,

其中 J =

(
0 1

−1 0

)
. 那么 Sp(4, q)P 连同 σ 和 δ 生成 ΓSp(4, q)P . 此时模去 ΓSp(4, q)

的中心,我们就得到 PΓSp(4, q)P . 这里为了便于表示,我们依旧分别记 δ和 σ分别是

他们在 PΓSp(4, q)P 中的像. 特别地,我们观察到 δ的阶是 q − 1.
令 G 为 PΓSp(4, q)P 中的子群, 并且它正则地作用在 QP 的点上. 对每个 g ∈

PΓSp(4, q)P , g 保持 QP 不变, g−1Gg 也是 QP 的点正则群. 因此,我们可以不失一般
性地假设G包含于 PΓSp(4, q)P 的某个特定 Sylow p-子群,该群是由 Aut(Fq)中 Sylow
p-子群和 Sp(4, q)P 中所有对角元为 1的下三角矩阵组合,其中后者具体形式如下所
示：

E(a, b, c, t) :=


1 0 0 0

−c 1 0 0

b− ct t 1 0

a b c 1

 , a, b, c, t ∈ Fq. (4.8)

Payne派生四边形 QP 的点集恰好是 {〈(a, b, c, 1)〉 : a, b, c ∈ Fq}. 为了让 G是点正

则的,对每个三元组 (a, b, c),都应该恰好存在一个 G中的元素使得它将 〈(0, 0, 0, 1)〉
映射到 〈(a, b, c, 1)〉上,也就是说,该元素的矩阵部分的最后一行恰好是 (a, b, c, 1). 于
是我们记这样的元素为 ga,b,c = (Ma,b,c, θa,b,c), 其中 θa,b,c ∈ Aut(Fq) 和 Ma,b,c :=

E (a, b, c, T (a, b, c)). 这里 T 是把 F3
q 映射到 Fq 的函数. 对应地, G中的群乘法 ◦定义
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为

ga,b,c ◦ gx,y,z = (Mθx,y,z
a,b,c · Mx,y,z, θa,b,cθx,y,z), (4.9)

其中Mθ 是将 θ 作用在矩阵M中每一项而获得的矩阵, 并且 ·是一般的矩阵乘法.
综上所述,在 PΓSp(4, q)P 中的共轭等价意义下QP 的一个点正则子群G形式为G =

{ga,b,c : a, b, c ∈ Fq},其中 T 和 θ是下面定义的某些函数

T : F3
q → Fq, θ : F3

q → Aut(Fq),

这里记 θ(x, y, z) = θx,y,z.

定理 4.12. 令 T : F3
q → Fq 和 θ : F3

q → Aut(Fq) 为两个函数. 设 Ma,b,c :=

E(a, b, c, T (a, b, c)), θa,b,c := θ(a, b, c),以及 ga,b,c := (Ma,b,c, θa,b,c). 定义 G := {ga,b,c :
a, b, c ∈ Fq}. 那么 G是 Payne派生四边形 QP 的一个点正则群当且仅当对任何三元

组 (a, b, c)和 (x, y, z)有 ga,b,c ◦ gx,y,z = gu,v,w,也就是说,

θa,b,cθx,y,z =θu,v,w, (4.10)

T (a, b, c)θ2 + T (x, y, z) =T (u, v, w), (4.11)

其中 θ2 = θx,y,z, w = cθ2 + z和

u = aθ2 + x− bθ2z + cθ2y − cθ2zT (x, y, z),

v = bθ2 + y + cθ2T (x, y, z).

证明. 易知群元素 ga,b,c将 (0, 0, 0, 1)映射到 (a, b, c, 1),故只需要证明G是一个群,那
么G作用在QP 的点集就是传递的. 因为G是有限的,所以只要保证G在等式(4.9)中
定义的乘法 ◦下是封闭的. 通过直接的计算,我们就推出 ga,b,c ◦ gx,y,z 中矩阵部分的

最后一行是 (u, v, w, 1), 其中 u, v, w 是如定理中叙述的元素. 因此我们只需要验证
ga,b,c ◦ gx,y,z = gu,v,w. 定理中叙述的等价条件是通过比较上式两边的 Frobenius部分
和矩阵部分的第 (3, 2)项获得的.

一般而言,定理 4.12中的条件是十分复杂的. 故我们考虑一些特殊情况从而简化
定理 4.12中的条件. 我们接着引入下面一些符号,其中它们将在这章的余下部分一直
使用.

符号 4.2.1.定义 σc := θ0,0,c以及

L(x) := T (x, 0, 0), M(y) := T (0, y, 0), S(z) := T (0, 0, z).
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而且,定义 GA := {ga,0,0 : a ∈ Fq}, GB := {g0,b,0 : b ∈ Fq}和 GA,B := {ga,b,0 : a, b ∈
Fq}.

推论 4.13.取如定理 4.12中一样的符号, 并且假设 G是 Payne派生四边形 QP 的一

个点正则群. 那么对 Fq 中的 a, b, c, x, y, z,以下条件成立：

(1) θa,0,0θx,0,0 = θ(aθx,0,0+x),0,0和 L(a)θx,0,0 + L(x) = L(aθx,0,0 + x)；

(2) θ0,b,0θ0,y,0 = θ0,(bθ0,y,0+y),0和M(b)θ0,y,0 +M(y) = L(bθ0,y,0 + y)；

(3) σcσz = θu,v,w 和 S(c)σz + S(z) = T (u, v, w), 其中 u = −σz(c)zS(z), v =

σz(c)S(z)以及 w = σz(c) + z;

(4) θa,0,0θ0,b,0 = θ
a
θ0,b,0 ,b,0

和 L(a)θ0,b,0 +M(b) = T (aθ0,b,0 , b, 0)；

(5) θ0,b,0θa,0,0 = θa,bθa,0,0 ,0和 L(a) +M(b)θa,0,0 = T (a, bθa,0,0 , 0)；

(6) ga,b,c = ga′,b′,0 ◦ g0,0,c,或等价地, θa,b,c = θa′,b′,0θ0,0,c且 T (a, b, c) = T (a′, b′, 0)σc +

S(c),其中 a′ = σ−1
c (a+ bc), b′ = σ−1

c (b)；

(7) σcθa,b,0 = θu,v,0σw和 S(c)θa,b,0 +T (a, b, 0) = T (u, v, 0)σw +S(w),其中 w = cθa,b,0 ,
v = σ−1

w

(
b+ cθa,b,0T (a, b, 0)

)
以及 u = σ−1

w

(
a+ 2bcθa,b,0 + c2θa,b,0T (a, b, 0)

)
.

证明. 条件 (1)-(5)都是定理 4.12的特殊情况. 条件 (6)中的第一个方程可以通过检

查其两边在点 〈(0, 0, 0, 1)〉 的作用来直接验证, 而第二部分可从定理 4.12中得到. 这
只待证明条件 (7). 先固定一个三元组 (a, b, c). 由条件 (6)可知存在一个三元组使得

g0,0,c ◦ ga,b,0 = gu,v,0 ◦ g0,0,w. (4.12)

由定理 4.12可知道上式左边等于 gx,y,w,其中

(x, y, w) = (a+ bcθa,b,0 , b+ cθa,b,0T (a, b, 0), cθa,b,0).

我们通过条件 (6) 推出如条件 (7) 中所示的 u, v 的表达式. 接着我们直接计算等
式(4.12)的两边,于是条件 (7)在通过比较等式两边的 Frobenius部分和矩阵部分的第
(3, 2)项后得到 (或者,通过使用定理 4.12验证 gx,y,w = gu,v,0 ◦ g0,0,w).

推论 4.14.取如定理 4.12中一样的符号, 并且假设 G是 Payne派生四边形 QP 的一

个点正则群. 那么 GA := {ga,0,0 : a ∈ Fq}, GB := {g0,b,0 : b ∈ Fq}和 GA,B := {ga,b,0 :
a, b ∈ Fq}都是 G的子群.
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证明. 证明是通过直接验证这些子集在群乘法(4.9)下封闭来实现的. 这里我们只证
明 GA 的部分. 根据定理 4.12可知对 x, a ∈ Fq 存在某个 u ∈ Fq 使得 ga,0,0 ◦ gx,0,0 =

gu,0,0,所以 GA 在群乘法(4.9)下是封闭的. 又因为 G是有限的,所以我们推出 GA 是

一个群. 对于 GB 和 GA,B 的证明也是如此的.

注 4.15.令 E 是如等式(4.8)中定义的矩阵. 我们将在本章中大量地使用下列计算方
法：

E(a, b, c, t) · E(x, y, z, w) = E(a+ x− bz + cy − czw, b+ y + cw, c+ z, t+ w),

E(a, b, c, t)−1 = E(−a,−b+ ct,−c,−t).

在上述的每个方程中最后的两个坐标, 即矩阵部分的第 (4, 3) 项和第 (3, 2) 项, 它们
在右手边均有相对简单的表达式. 这个观察将在很多情况下是特别有用的,这是因为
我们在推导过程中只关心这两个坐标.

4.3 q是奇数时 QP 的所有点正则群的总结

我们首先列出本章在奇特征情况下关于 QP 的点正则群的所有构造, 但是具体
验证每个构造所需要的元素的存在性的过程将会在后面的章节中给出.

构造 4.16.对于素数幂 q = pm,设 θa,b,c ≡ 1,并存在 Fq 上一个简化的线性化多项式

S1使得 T (a, b, c) := S1(c). 当 T 和 θ是具有以上规定形式的函数时,如定理 4.12中定
义的集合 G就是 QP 的一个点正则群.

构造 4.17. 假定 q = ppl 其中 p 是奇素数和 l 是正整数. 再令 g ∈ Aut(Fq) 使得

g(x) = xp
l . 令 S1(X) 为简化的线性化多项式, 其每项多项式系数都落在 Fpl 中. 取

µC ∈ F∗
pl
. 对 a, b, c ∈ Fq,令 θa,b,c := gTrFq/Fp (µCc)和 T (a, b, c) := S1(c). 当 T 和 θ是具

有以上规定形式的函数时,如定理 4.12中定义的集合 G就是 QP 的一个点正则群.

构造 4.18. 假定 q = ppl, 其中 p 是奇素数和 l 是正整数. 再令 g ∈ Aut(Fq) 使得

g(x) = xp
l . 取 µB ∈ F∗

pl
, α ∈ Fpl 以及 pl元组 (s0, s1, · · · , spl−1),其中 pl元组中每个

元素都属于Fpl且满足对 1 ≤ i ≤ pl−1有µBsi−sp
i

pl−iµ
pi

B = 0. 设S1(x) :=
∑pl−1

i=0 six
pi ,

再令 Q(x) := −TrFq/Fp(µBxS1(x)),其中 x ∈ Fq. 接着取

θa,b,c := g
1
2
Q(c)+TrFq/Fp (µBb+αc), T (a, b, c) := S1(c) for a, b, c ∈ Fq.

当 T 和 θ是具有以上规定形式的函数时,如定理 4.12中定义的集合 G就是 QP 的一

个点正则群.
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构造 4.19.假定 q = 39l且 l是正整数,再取 g ∈ Aut(Fq)使得 g(x) = x3
l . 设 g1 := g3.

(i) 取 u ∈ F33l 使得 µC := u− ug ∈ F∗
3l
；

(ii) 取 tC ∈ F∗
q 使得 λC := TrFq/F3(µCtC) 6= 0；

(iii) 取 µB ∈ F∗
3l
；

(iv) 取 9l元组 (s0, s1, · · · , s9l−1),其中每个元素都属于 F3l 并满足

−µBsi + s3
i

9l−iµ
3i

B = µCu
3i − uµ3i

C , 1 ≤ i ≤ 9l − 1;

(v) 取 α ∈ F33l , λ ∈ F3使得 g(α)− α = λCu+ λµC .

设 S1(x) :=
∑9l−1

i=0 six
3i , Q(x) := −TrFq/F3(µBxS1(x)),其中 x ∈ Fq. 再令 K := {z ∈

Fq : TrFq/F3(µCz) = 0}. 当 a, b ∈ Fq 和 c ∈ K 时,定义

Ma,b,c = E(a, b, c, S1(c)), θa,b,c := g
1
2
Q(c)+TrFq/F3 (αc+µBb)

1 ,

和 ga,b,c = (Ma,b,c, θa,b,c). 那么 GK := {ga,b,c : a, b ∈ Fq, c ∈ K} 是一个阶为
q3/3 的群. 设 g0,0,tC := (M0,0,tC , g), 其中M0,0,tC := E(0, 0, tC , S1(tC)). 于是 G :=

〈GK , g0,0,tC 〉是 QP 的一个点正则群.

本章的主体部分将致力于完成对奇特征情形下的分类定理的证明.

定理 4.20.假定 q是奇数且 q ≥ 5时. 令 G是辛对称四边形Q = W (q)的 Payne派生
四边形 QP 的一个点正则自同构群. 那么 G跟构造 4.16-4.19其中一个构造产生的群
相共轭.

这里我们简略地描述一下我们是如何证明定理 4.20. 线性的情况将在第 4.4节
中处理,方法是通过探究推论 4.13中的条件,值得注意的是在这种情况下这些条件迫
使函数 T, θ 表现出简单的形式. 这些论证也适用于 q 是偶数的情形, 因此诱导出一
个新的构造,即构造 4.26. 而非线性的情况也依赖于对推论条件的详细分析,但需要
考虑的内容的范围要比线性的复杂得多. 第一个主要步骤是借助引理 4.11来约束 G

的 Frobenius 部分的阶, 具体做法参考定理 4.28和 4.31. 这一步是至关重要的, 因为
它将暗示着 G实际上几乎是线性的,换言之,从 G到 Aut(Fq)的群同态的核 H(将元
素映射到它的 Frobenius部分)在 G中有很小的 index. 同时这一步在 q 是偶数时也

是有效的. 与在线性的情况一样, 我们可以通过检查推论 4.13中的条件来很好地描
述 H 的群结构. 取一个元素 g ∈ G使得该元素的 Frobenius部分具有尽可能大的阶
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b = [G : H]. 那么我们就有 G = 〈H, g〉, gb ∈ H 以及 H ⊴ G. 然后,我们进一步推导
出 H 和 g 的参数的限制条件,具体是考虑 Hg ≤ H , gbH 和 g 在 QP 上的传递性,但
是实际的分析会上面的描述复杂,不过它们的本质是一样的. 这就将非线性的情况分
为三个构造. 在第 4.7节中,我们进一步简化了 PΓSp(4, q)中的结构,从而完成了定理
的证明.

注 4.21.构造 4.24是以隐式的方法在文献 [70]和文献 [71]中给出. 令 q = pm,其中 p是

素数. 对于 α ∈ Fq, 定义 θα := E(0, 0, α, α)和 t0,0,α := E(0, 0, α, 0), 其中 E 是在等

式(4.8)中定义的矩阵. 令 {α1, · · · , αm}是 Fq 的一组 Fp-线性基. 取 {β1, · · · , βm}为
它的对偶基,即若 i = j 就有 TrFq/Fp(αiβj) = 1,否则 TrFq/Fp(αiβj) = 0. 对 1 ≤ k ≤
m− 1,设 Tk(x, y, z) :=

∑k
i=1 TrFq/Fp(βiz)αi. 再令 Gk 是来自构造 4.24的点正则群,其

中 T = Tk. 于是我们在 GK 中观察到 g0,0,αi
= θαi

, g0,0,αj
= t0,0,αj

, 其中 1 ≤ i ≤ k

和 k + 1 ≤ j ≤ m. 使用文献 [36] 中一样的符号, 群 Gk 是用 U = 〈α1, · · · , αk〉Fp 和

W = 〈αk+1, · · · , αm〉Fp 来生成的群 SU,W .

在第 4.7节中,我们将来证明从构造 4.16-4.19中产生的点正则群在一般意义下是
不同构的,具体方法是计算它们的群不变量,如 exponents和 Thompson子群等. 对构
造 4.17-4.19产生的群,我们将在定理 4.54中证明这些群在 l ≥ 1条件下对应的幂零类

落在范围 [2pe, 3pe]中,其中 pe = o(g). 在表 4.1中,我们列出构造 4.17在 µC = 1时和

构造 4.18在 α = 0, µB = 1时的群在某些特殊情况下幂零类的具体值. 特别地,在这
两种情况中我们均假设 l > 1. 从表中我们可以看出 G的幂零类一般会随着 ker(S1)

变小而逐渐变大. 表 4.1中数据的具体计算是比较复杂,我们在这里将其省略,但是它
们遵循的方法跟第 4.7节中的方法是一样的.

4.4 QP 在 PGL(4, q)中的线性点正则群的分类结果

令G是Payne派生四边形QP 的一个点正则群,其中Q = W (q),P = 〈(1, 0, 0, 0)〉.
在这节中,我们考虑群 G是线性的情况,即 G是 PGL(4, q)中的一个子群. 在文献 [2]

中, Bamberg和 Gudicci通过 Magma [69] 列出 q ≤ 25时 QP 的所有点正则群,所以我
们下面只需要考虑 q ≥ 5的情况. 本节的主要结果是下面的定理,值得注意的是奇特
征情况下的线性的分类结果是分别由 Chen [70]和 De Winter ,Thas [71]独立地完成.

定理 4.22.令G是 PGL(4, q)中的一个子群,并且它正则地作用在Q = W (q)的 Payne
派生四边形 QP 的点集上. 于是 G跟下面构造 4.24和构造 4.26中产生的某个群相共
轭.
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表 4.1 点正则群 G的幂零类：假设 l > 1, 在构造 4.17中取 µC = 1；而在构造 4.18取 α = 0,
µB = 1

构造 S1(z) 幂零类 条件

4.17

0 2p

zp
k

3p l ∤ k

zp
k

3p− 1 l | k

(1− g)k(z) 3p− k 1 ≤ k ≤ p− 1

4.18

0 2p

z 3p− 1

zp
k

+ zp
pl−k

3p 1 ≤ k ≤ pl − 1

(1− g)2k(zp
pl−kl

) 3p− 2k 2 ≤ 2k ≤ p− 1

本节将致力于完成定理 4.22的证明. 根据第 4.2.2节中的分析, 我们在共轭等价
意义下可以假设 G 是在定理 4.12中由函数 T 和 θ 定义的群. 采用与定理 4.12一样
的符号, 并且记 q = pm, 其中 p 是素数. 在这种情况下, G 是线性的等价于 θa,b,c ≡
1. 回忆我们定义了符号 L(x) = T (x, 0, 0), M(y) = T (0, y, 0). 根据推论 4.13中的
(1), (2), (4)和 (5)可知映射 L和M 均是可加的,并且对所有 a, b ∈ Fq 有 T (a, b, 0) =

L(a) +M(b). 此外,由同一推论中的 (7)可知对所有 a, b, c ∈ Fq 有

L
(
2bc+ c2L(a) + c2M(b)

)
+M (cL(a) + cM(b)) = 0. (4.13)

通过在上述等式分别取 b = 0和 a = 0,我们就能得到

L(c2L(a)) +M(cL(a)) = 0, ∀a, c ∈ Fq, (4.14)

L(2bc+ c2M(b)) +M(cM(b)) = 0, ∀b, c ∈ Fq. (4.15)

引理 4.23.使用以上定义的符号. 如果 q是奇数,那么 L(x) ≡ 0和M(y) ≡ 0. 如果 q

是偶数,那么存在 ω, µ ∈ Fq 使得

L(x) = ωTrFq/F2(µ
2ωx), M(y) = ωTrFq/F2(µy). (4.16)

证明. 记 q = pm 且 p是素数. 令 L(X) :=
∑m−1

i=0 uiX
pi ,M(X) :=

∑m−1
i=0 viX

pi 分别

是加法映射 x 7→ L(x)和 y 7→M(y)对应的简化的线性化多项式,其中它们的多项式
系数 ui’s和 vj’s的下标都是取模m.

首先假设 q是奇数. 因为 2pm−1 ≤ q − 1,所以我们从等式(4.14)中推断出

L(X2L(a)) +M(XL(a)) = 0.
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通过比较 X2pi 该项在两边中的系数, 我们推出对 0 ≤ i ≤ m − 1 和 a ∈ Fq 有

uiL(a)
pi = 0. 如果对所有 a ∈ Fq 都有 L(a) = 0, 那么 L(X) = 0；否则取 a ∈ Fq

使得 L(a) 6= 0,于是我们推出对每个 i都有 ui = 0,即 L(X) = 0：矛盾. 因此我们总
有 L(X) = 0. 于是等式(4.15)就简化为M(XM(b)) = 0,同理可得M(X) = 0.

接着我们考虑 q是偶数的情况. 如果 L(X) = 0,那么我们从等式(4.15)中使用上
一段中一样的方法推出M(X) = 0,此时我们可以取 ω = µ = 0,所以我们下面不妨
地假设 L(X) 6= 0. 取一个固定的 a ∈ Fq 使得 L(a) 6= 0. 通过将等式(4.14)转化为
简化的线性化多项式的形式并比较它们的系数, 我们可知对每个 0 ≤ i ≤ m − 1有

uiL(a)
2i + vi+1L(a)

2i+1
= 0,即 ui = vi+1L(a)

2i . 于是 Im(L)只有一个非零元,记作 ω.
由引理 4.6可知存在 µA ∈ F∗

q 使得 L(x) = ωTrFq/F2(µAx), 即 L(x) = ωTrFq/F2(µAx).
由此断定 vi+1 = ω1−2iµ2i

A 以及M(X) = ωTrFq/F2(ω
−1/2µ

1/2
A X). 通过取 µ = ω−1/2µ

1/2
A

我们即可得到具有规定形式的 L和M .

我们接下来分别考虑引理 4.23中的两种情况. 首先考虑对所有 a, b ∈ Fq 都有

L(a) = M(b) = 0 的情况. 在这种情况下, 易从推论 4.13的 (6) 中可知 T (a, b, c) =

S(c),其中 S(c) = T (0, 0, c). 由推论 4.13的 (3)可知 S 是可加的. 于是定理 4.12的条
件在这种情况下平凡地成立. 因此我们得到下面的构造,其中这个构造在文献 [70] 和

文献 [71]以其它方式出现.

构造 4.24.对于素数幂 q,设 θx,y,z :≡ 1,并对 Fq 上一个可加映射 S,设 T (x, y, z) :=

S(z). 于是对于指定函数 T 和 θ, 在定理 4.12中定义的集合 G 是 Payne 派生四边形
QP 的一个点正则群.

接着我们考虑引理 4.23的另一种情况, 即 q = 2m 是偶数并且存在某些非零元

ω, µ使得等式(4.16)成立. 设

B(c, z) := S(c+ z) + S(c) + S(z),

易知该函数关于 c, z是对称的. 根据推论 4.13中 (6)和 (3)可知我们有 S(c)+S(z) =

T (czS(z), cS(z), c+ z)和 T (u, v, w) = T (u+ vw, v, 0) + S(w),所以

B(c, z) =S(c+ z) + T (czS(z), cS(z), c+ z)

=T (czS(z) + cS(z)(c+ z), cS(z), 0)

=L(c2S(z)) +M(cS(z)) = ωTrFq/F2

(
µ2c2(ωS(z) + S(z)2)

)
. (4.17)

易知上式既关于 c是可加的,也关于 z 是可加的. 设 F (z) := (ωS(z) + S(z)2)q/2,于
是就有 B(c, z) = ωTrFq/F2(µcF (z)). 由于对所有 c ∈ Fq 有 B(c, z1 + z2) = B(c, z1) +
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B(c, z2), 所以我们从中推断映射 z 7→ F (z) 是可加的. 注意到 B(c, c) = S(2c) +

2S(c) = 0. 令 F (X) =
∑m−1

i=0 fiX
2i 是该映射 z 7→ F (z)对应的简化的线性化多项式.

由引理 4.8可知我们有 f0 = 0,且

µfi + (µfm−i)
2i = 0, 1 ≤ i ≤ m− 1. (4.18)

我们现在定义一个辅助函数 H(x) :=
∑

0≤i<j≤m−1 µ
2if 2i

j−ix
2i+2j . 它的赋值均落在 F2,

这是因为

H(x) +H(x)2 =
∑

0≤i<j≤m−1

µ2if 2i

j−ix
2i+2j +

∑
1≤i<j≤m

µ2if 2i

j−ix
2i+2j

=
∑

1≤j≤m−1

µfjx
1+2j +

∑
1≤i≤m−1

(µfm−i)
2ix2

i+1 = 0,

这里我们通过等式(4.18)去获得最后一个等式. 于是 H(c+ z) +H(c) +H(z)等于

ω ·
∑
i<j

µ2if 2i

j−i

(
(c+ z)2

i+2j + c2
i+2j + z2

i+2j
)

=ω ·
∑
i<j

µ2if 2i

j−ic
2iz2

j

+ ω ·
∑
i<j

µ2if 2i

j−iz
2ic2

j

=ω ·
∑
i<j

(µfj−i)
2ic2

i

z2
j

+ ω ·
∑
i<j

(µfi−j)
2jc2

j

z2
i

=ω ·
∑
i,j

(µfj−i)
2ic2

i

z2
j

= ω · TrFq/F2(µcF (z)). (4.19)

这里所有多项式系数的下标都取模m. 我们在第二个等式中使用等式(4.18)导出的条
件 µfj−i = (µfi−j)

2j−i ,并且在第三个等式中交换最后一个求和项的 i, j 和使用条件

f0 = 0.

现在我们设 S1(z) := S(z)+ω ·H(z). 于是通过等式(4.17), (4.19)从而推出 S1(c+

z)+S1(c)+S1(z)等于B(c, z)+ω·TrFq/F2(µcF (z)) = 0. 因此S1是可加的. 令S1(X) :=∑m−1
i=0 siX

2i 为对应简化的线性化多项式. 总而言之,我们有 S(x) = S1(x)+ω ·H(x),
即

S(x) =
m−1∑
i=0

six
2i + ω ·

∑
0≤i<j≤m−1

µ2if 2i

j−ix
2i+2j . (4.20)

观察到这个表达式只涉及S1(X)和F (X)的多项式系数. 我们现在考虑关系F (x)2 =

ωS(x)+S(x)2. 该式的左手边等于
∑m−1

i=0 f 2
i−1x

2i ,而右手边等于
∑m−1

i=0 (ωsi+s
2
i−1)x

2i .
因为两边表示的多项式次数都不超过 q − 1,所以它们作为多项式而言是相等的. 通
过比较两边的多项式系数,我们得到 ωsi+1 + s2i = f 2

i ,其中 0 ≤ i ≤ m− 1. 于是我们
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归纳地推出

si+1 =
i∑

j=1

ω−2j+1f 2j

i+1−j + w−2i+1+1s2
i+1

0 , 0 ≤ i ≤ m− 1. (4.21)

这样我们就用系数 fi’s和 s0取表示 si, 1 ≤ i ≤ m− 1,并且 sm = s0得到一个限制条

件. ∑
1≤j≤m−1

ω−2j+1f 2j

m−j = 0. (4.22)

引理 4.25. 对固定的非零元 ω, µ, 满足 f0 = 0 和等式(4.18), (4.22)中的所有条件的
(m+ 1)元组 (f0, · · · , fm−1, s0)的个数是 2q(m−1)/2.

证明. 首先, 假设 m 是奇数. 根据等式(4.18)我们可以用 f1, · · · , f(m−1)/2 去表示

f(m+1)/2, · · · , fm−1,具体如下所示：

fm−i = µ2m−i−1f 2m−i

i , (m+ 1)/2 ≤ i ≤ m− 1.

将这些等式代入等式(4.22)中并在等式的两边除以 ω2µ,于是我们得到

β + β2 =

(m−1)/2∑
i=2

(µ−2iω−1−2ifi + µ−1ω−1−2m−i

f 2m−i

i ),

其中 β = µ−1ω−1−2m−1
f 2m−1

1 . 易知该式的右手边的绝对迹函数取值为零. 因此,由引
理 4.1可知对任何选定的 (f2, · · · , f(m−1)/2) 都存在两个可能的解 β’s. 此时引理的结
论成立.

接着考虑 m是偶数的情况. 这个证明基本跟奇数的情况是一样的, 但唯一的不
同之处是在证明等式的右手边的绝对迹函数为零时我们需要利用 fm/2µ 属于子域

F2m/2 这个观察. 证毕.

根据推论 4.13中的 (4)和 (6),我们有

T (a, b, c) = T (a+ bc, b, 0) + S(c) = L(a+ bc) +M(b) + S(c). (4.23)

函数 L和M 是如等式(4.16)中定义的,并且 ω 和 µ是它们对应的参数. 而函数 S 是

如等式(4.20)中定义的, 其中参数 si’s和 fi’s满足等式(4.18), (4.21)和(4.22). 因此, 我
们现在已经推出的条件是充分的. 于是我们得到下面的构造.

构造 4.26. 假定 q = 2m 且 m > 1. 再令 ω, µ 是 Fq 中的两个非零元. 取任意满
足引理 4.25中的条件的 m + 1 元组 (f0, · · · , fm−1, s0), 并且通过等式(4.21)去定义
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s1, · · · , sm−1. 设 θa,b,c ≡ 1以及

T (a, b, c) = ωTrFq/F2

(
µ2ω(a+ bc) + µb

)
+

m−1∑
i=0

sic
2i + ω

∑
0≤i<j≤m−1

µ2if 2i

j−ic
2i+2j .

于是定理 4.12中具有规定形式的函数 T 和 θ的集合G是 Payne派生四边形QP 的点

正则群.

证明. 令 L, M 是等式(4.16)中定义的函数,再令 S 是等式(4.20)中定义的函数. 我们
就能通过直接的计算去验证等式(4.23)成立. 设 F (x) :=

∑m−1
i=0 fix

2i , B(c, z) := S(c+

z)+S(c)+S(z). 因为对 0 ≤ i ≤ m−1有 ωsi+1+s
2
i = fi,所以 F (x)2 = ωS(x)+S(x)2.

再考虑等式(4.19)中的计算,我们就得到 B(c, z) = ωTrFq/F2(µcF (z)).
根据定理 4.12可知我们现在只需要验证 T (a, b, c) + T (x, y, z) = T (u, v, w), 其

中 w = c + z, v = b + y + cT (x, y, z) 和 u = a + x + bz + cy + czT (x, y, z). 易知
v + b+ y = T (x, y, z)以及

(u+ vw) + (a+ bc) + (x+ yz) = c2T (x, y, z).

我们就可以从等式(4.20)中得到T (u, v, w)+T (a, b, c)+T (x, y, z)等于L(c2T (x, y, z))+

M(cT (x, y, z)) + B(c, z). 通过代入 L, M , T 和 B 的表达式,我们即可推出上式可以
简化为 ωTrFq/F2(µ

2c2(S(z)2 + ωS(z))) + B(c, z). 又因为 F (x)2 = ωS(x) + S(x)2 和

B(c, z) = ωTrFq/F2(µcF (z)),所以它是等于 0. 证毕.

综上所述,我们现在已经完成定理 4.22的证明.

注 4.27.假设 q是偶数,并假定G是从构造 4.24或构造 4.26中获得的QP 的点正则群.
如果 T (a, b, c) ≡ 0,那么 G是初等阿贝尔群,因此我们假设 T (a, b, c) 6≡ 0. 我们可以
用常规的方法计算出 G的 exponent等于 4以及它的幂零类等于 2,特别的是,无论 G

是来自构造 4.24还是构造 4.26,它的中心都是 Z(G) = {ga,b,0 : a, b ∈ Fq, T (a, b, 0) =

0}. 当 G来自于构造 4.24时, T (a, b, 0) ≡ 0,也就是说, Z(G)的大小是 q2;而当 G来

自于构造 4.26时, T (a, b, 0) = ωTrFq/F2(µ
2ωa+ µb),则 Z(G)的大小是 q2/2. 这就说明

了两个构造在偶特征情况下会产生不同构的自同构群.

4.5 QP 中的非线性点正则群 G的群结构

在本节中, 我们将假设 G 是 Payne 派生四边形 QP 中的一个非线性点正则群,
其中 T 和 θ 是在定理 4.12中它对应的两个函数, 也就是说, 存在 a, b, c ∈ Fq 使得

θa,b,c 6= 1. 本节的主要目标是得到一些关于群G的群结构的性质和定理. 我们首先介
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绍一些将在本节以及下一节用到的符号.

符号 4.5.1.令 σc, L,M, S,GA, GB, GA,B 是在符号 4.2.1中定义的符号. 对 G中的子群

GA,我们定义 rA := logp (max {o(θa,0,0) : a ∈ Fq}). 我们固定一个阶为 prA 的域自同

构 gA ∈ Aut(Fq),再令 tA 是 Fq 中的元素以致 θtA,0,0 = gA. 同样地用符号 rB, gB, tB

和 tB,i’s 来表示 GB 中相应的概念, 以及用同一种方式去定义 gC , tC 和 tC,i‘s. 记得
σc = θ0,0,c,设 rC := logp (max {o(σc) : c ∈ Fq}). 定义

rA,B := max {rA, rB}, s := max {0, rC − rA,B}.

此外,定义 K∗
0 := {z ∈ Fq : σ

p
rA,B

z = 0}.

因为 G是非线性的,所以根据推论中的 (4)和 (6),我们必须有 rA,B > 0或 rC >

0. 在接下来的讨论中, 我们将分别推出一些关于群 G的 Frobenius部分和矩阵部分
的结构性定理.

4.5.1 点正则群 G的 Frobenius部分

由推论 4.14可知 GA和 GB 都是 G的子群. 定义群同态

ψA : GA 7→ Aut(Fq), ga,0,0 7→ θa,0,0.

于是 ker(ψA) 是 GA 的正规子群. 再根据 rA 的定义, 我们有 |Im(ψA) = prA|, 因此
|GA : ker(ψA)| = prA . 当这些符号的下标 A替换成 B 时,同样的结果依旧成立. 我们
在接下来的定理中探讨这些事实里面隐藏的信息.

定理 4.28.采用在符号 4.5.1中定义的符号,并且取一个 p阶元 g2 ∈ Aut(Fq).

(1) 子集 GA,K := {θa,0,0 : a ∈ KA}是 GA中一个 index为 prA 的正规子群,并且

GA = 〈GA,K , gtA,0,0〉 = ∪prA−1
i=0 GA,K ◦ gitA,0,0. (4.24)

(2) 子集 KA 是 Fq 中一个 gA 不变和余维数为 ra 的 Fp-线性子空间,对 a ∈ KA 有

L(a)gA = L(gA(a)),并且映射 L : x 7→ L(x)在 KA上是可加的.

(3) 如果 q是奇数 (或偶数),那么 rA,B ≤ 1(rA,B ≤ 2).

(4) 如果 rA ≤ 1,那么存在 µA ∈ Fq 使得 g2(µA) = µA和 θa,0,0 = g
TrFq/Fp (µAa)

2 .

当上述符号的下标 A全部替成 B 并且映射 L替换成M 时,上述的结论依旧成立.
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证明. 因为对GA和GB的证明都是一样的,所以我们在下面的讨论中只需要考虑关
于GA的部分. 先考虑 rA = 0的情况,我们有KA = Fq,并且由推论 4.13中的 (1)可知

映射 L是可加的. 于是所有结论在这种情况下都是平凡的,而对于结论 (4)我们只需

要取 µA = 0. 在接下来的讨论我们不妨地假设 rA ≥ 1. 为了便于表示,我们记 r = rA.
对每个 i ≥ 0,我们定义 ti = (1+ gA + · · ·+ gi−1

A )(tA),Ki := {a ∈ Fq : θa,0,0 = giA}. 特
别地,这里我们有 t0 = 0, tA ∈ K1和 Ki = Ki+pr .

(1). 因为集合 GA,K 是前面定义的群同态 ψA : GA → Aut(Fq), ga,0,0 7→ θa,0,0 的 ker-
nel,所以 (1)的第一部分成立. 再根据 tA 在符号 4.5.1中的选取,我们就有 Im(ψA) =

〈θtA,0,0〉,于是 (1)的余下部分的结论成立.

(2). 我们定义一个映射 θ∗ : Fq → Aut(Fq), a 7→ θa,0,0. 根据推论 4.13中的 (1),我们有
L(a)θ

∗(x) + L(x) = L(aθ
∗(x) + x),以及

θ∗(a)θ∗(x) = θ∗(aθ
∗(x) + x) for a, x ∈ Fq. (4.25)

如果 a, x ∈ KA, 那么 n θ∗(a) = θ∗(x) = 1, 于是就有 L(a) + L(x) = L(a + x),
θ∗(a+ x) = 1. 由此断定 a+ x ∈ KA. 我们从而得出 KA是加法封闭的,即它是 Fq 中

一个 Fp线性子空间,并且 L在 KA上是线性的.
我们接下来探究GA,K 是GA的正规子群. 当 a ∈ K0时,我们考虑群元素 g−1

t1,0,0
◦

ga,0,0 ◦ gt1,0,0 = (M−t1,0,0 · Mg1
a,0,0 · Mt1,0,0, 1). 因为它的矩阵部分的最后一行是

(g1(a), 0, 0, 1), 所以它等于 gg1(a),0,0. 通过比较它们的矩阵部分的第 (3, 2)项, 我们有
L(a)g1 = L(g1(a)). 于是它的 Frobenius部分是平凡的,故 g1(a) ∈ K0. 这就完成 (2)

的证明.

(3). 我们研究在等式(4.24)中 GA 的陪集划分. 对 a ∈ KA 以及 i ≥ 1, 定义符号
gi := ga,0,0 ◦ gitA,0,0. 我们接着通过归纳法计算 gi 的矩阵部分的最后一行为 (gi1(a) +

ti, 0, 0, 1),所以 gi等于 ggi1(a)+ti,0,0.

(a) 由于 gi的 Frobenius部分是 gi1,因此K0+ ti ⊆ Ki,其中 i ≥ 1；特别地,当 i = pr

时我们由 gp
r

1 = 1可知 K0 + tpr = K0. 于是就有 tpr ∈ K0.

(b) 取 x ∈ K1, a ∈ Ki,我们从等式(4.25)中可推出对每个 i都有 t1+g1(Ki) ⊆ Ki+1,
遂 |Ki| = |g1(Ki)| ≤ |Ki+1|. 由此断定所有集合 Ki’s都有同样的大小. 作为一
个推论,从 (a)中可知K0 + ti = Ki. 于是就有GA = ∪pr−1

i=0 GA,K ◦ gitA,0,0,也就是
说, GA是由 GA,K 和 gtA,0,0生成的.

根据 (1)可知KA是 Fq 中一个余维数为 rA的 Fp[〈gA〉]子模. 因为Ki = KA + ti并且
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它们形成 Fq 的分割,所以对 (KA, tA)且令 e = h = rA,引理 4.11中所有条件都是满
足的. 于是就有 rA ≥ prA−1,换言之,当在 p是奇数时 rA ≤ 1,而在 p = 2时 rA ≤ 2.

(4). 记得我们在定理的证明开始前已经假设 r ≥ 1, 根据 (3) 可知我们只需要考虑

r = 1的情况. 在这种情况下,对某个 d, 1 ≤ d ≤ p− 1有 gA = gd2 .

我们首先利用KA的 gA不变性推出 gA(tA) ≡ tA (mod KA),以及对 0 ≤ i ≤ p−1

有 ti ≡ itA (mod KA). 因为 Fp-线性子空间 KA 在 Fq 中的余维数为 1以及 tA 6∈ KA,
所以我们有下面的分割 Fq = ∪λ∈FpKA + λtA. 又因为 KA + gA(tA)是 KA 的陪集,所
以存在 λ ∈ F∗

p使得 KA + gA(tA) = KA + λtA. 注意到 KA是 gA不变的,于是我们通
过归纳法得到 KA + giA(tA) = KA + λitA. 因此在商空间 Fq/KA 中,我们发现 i ≥ 0

时 giA(tA) = λitA. 我们从 (a)的 tp =
∑p−1

i=0 g
i
A(tA) ∈ KA 中推出

∑p−1
i=0 λ

i · tA = 0,这
就得到所需的结果 λ = 1.

因为K0是 Fq 中一个 g1不变和余维数为 1的 Fp-线性子空间以及 tA 6∈ Fq,所以
存在 µA ∈ F∗

q 使得对 x ∈ KA有 TrFq/Fp(µAx) = 0和 TrFq/Fp(µAtA) = 1. 那么对 i ≥ 0

有 Ki = KA + itA = {x ∈ Fq : TrFq/Fp(µAx) = i}. 根据陪集 Ki 的定义,我们因此推
出对每个 a ∈ Fq 有 θa,0,0 = g

TrFq/Fp (µAa)

A = g
TrFq/Fp (dµAa)

2 . 因为 KA 是 gA 不变的,所以
我们从引理 4.4中可知 gA(µA) = µA. 这就证明 (4).

推论 4.29.采用如上面所示的符号,并且假设 q是奇数. 令 g2是 Aut(Fq)中的 p阶元.
那么在 Fq 中存在 g2不变的 µA和 µB 使得 θa,b,0 = g

TrFq/Fp (µAa+µBb)

2 .

证明. 因为 q 是奇数,所以我们从定理 4.28中可知 rA ≤ 1, rB ≤ 1,并且根据同一定
理既可推出存在 g2不变的 µA, µB ∈ Fq 使得 θa,0,0 = g

TrFq/Fp (µAa)

2 , θ0,b,0 = g
TrFq/Fp (µBb)

2 .
这里我们在 rA = 0时取 µA = 0,而在 rB = 0时取 µB = 0. 于是根据推论 4.13中的
(4)可知,我们有 θa,b,0 = θθ−1

0,b,0(a),0,0
· θ0,b,0 = g

TrFq/Fp (µAa+µBb)

2 . 我们在第二个等式中使
用 θ0,b,0 ∈ 〈g2〉这个事实,这就意味着 g2保持 µA不变.

我们需要用到下面的引理,其中一部分结果早已经在定理 4.28中给出.

引理 4.30.采用如上面所示的符号. 对 i ≥ 0,设 tA,i := (1 + gA + · · · + gi−1
A )(tA). 于

是我们有 tA,prA ∈ KA. 而且对 x ∈ KA有

L(giA(x) + tA,i) = giA(L(x)) +
i−1∑
j=0

gjA(L(tA)), i ≥ 1. (4.26)

如果我们将上述符号中下标 A替换成 B 以及 L替换成M ,那么结论依旧成立.
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证明. 我们已经在定理 4.28的证明中说明了 tA,prA ∈ KA,而且当 i ≥ 1时有 gx,0,0 ◦
gitA,0,0 = ggiA(x)+tA,i,0,0. 通过比较这个方程的两边的矩阵部分的第 (3, 2)项,我们就有
等式(4.26).

定理 4.31.采用如上面所示的符号,并且设 K∗
i := {z ∈ Fq : σ

p
rA,B

z = gip
rA,B

C }.

(1) 如果 q是偶数,那么 rC ≤ rA,B + 2.

(2) 如果 q 是奇数, 那么 rC ≤ rA,B + 1, 且 K∗
0 是一个 gC 不变且余维数为 s =

max {0, rC − rA,B}的 Fp-线性子空间,还有 K∗
i = (1 + gC + · · · + gi−1

C )tC + K∗
0,

其中 i ≥ 1.

证明. 在 rC ≤ rA,B 情况下,对每个 i ≥ 0有 K∗
i = Fq,此时结论都是平凡地成立. 因

此,我们在下面的讨论中假设 rC ≥ rA,B + 1,即 s = max {0, rC − rA,B} ≥ 1.

设 H∗
0 := {x ∈ Fq : x + K∗

0 ⊆ K∗
0},这显然是一个 Fp-线性子空间. 因为 0 ∈ K∗

0,
所以我们有 H∗

0 ⊆ K∗
0. 为了便于表示,我们在下面的证明中记

r := rA,B = max{rA, rB}, g := gC , g0 := gp
r

C , g1 := gp
s

C .

并且对 i ≥ 0,定义 Ki := {z ∈ Fq : σz = giC}, ti := (1 + gC + · · ·+ gi−1
C )(tC). 特别地,

我们有 t0 = 0,以及 ti+j = ti + gi(tj). 我们从 tC 的选取中得知得 t1 = tC ∈ K1.

我们首先证明对非负整数 i, j, k 有 K∗
i = ti + gi(K∗

0), tpsi ∈ K∗
0 以及 K∗

i = ti +

gi(K∗
0), tpsi ∈ K∗

0. 结合推论 4.13中的 (3)和 (6), 我们有 σcσz = θ−cσz zS(z),cσzS(z),c′ =

θa,b,0σc′ ,其中 c′ = cσz + z, a = σ−1
c′ (c

2σzS(z))和 b = σ−1
c′ (c

σzS(z)). 将等式的两边提到
pr 次方,我们就能推出

gi+psk(c) + z ∈ K∗
i+j, c ∈ K∗

j , z ∈ Ki+psk. (4.27)

因此我们从等式(4.27)中推出 Ki+psk + gi+psk(K∗
j ) ⊆ K∗

i+j；特别地, |K∗
j | ≤ |K∗

i+j|. 注
意到这是对所有非负整数 i, j, k都成立. 显然可知K∗

i = K∗
i+ps 以及这些陪集K∗

i 组成

Fq 的分割,这意味着所有陪集 K∗
i ’s有同样的大小 q/ps. 通过在等式(4.27)中取 i = 1,

k = 0, z = tC ,我们获知当 c ∈ K∗
j 时 g(c) + tC ∈ K∗

j+1. 再通过比较大小,我们就有
g(K∗

j ) + tC = K∗
j+1. 这时我们用归纳法就可以推出对 i ≥ 0有 K∗

i = ti + gi(K∗
0). 在

i = psk 这种情况下,我们从 0 ∈ K∗
0 和 K∗

psk = K∗
0 中推出对每个整数 k 有 tpsk ∈ K∗

0.
这就证明我们声称的结论.

我们接着去证明对非负整数 j, k有Kpsk− tpsk ⊆ gj(H∗
0 ). 根据Kpsk+ g

psk(K∗
j ) =
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K∗
j 和 K∗

j = gj(K∗
0) + tj 这些事实,我们就有

Kpsk + gj(gp
sk(K∗

0)) + gp
sk(tj) = gj(K∗

0) + tj.

进一步使用 gp
sk(K∗

0) = K∗
0 − tpsk 和 −gj(tpsk) + gp

sk(tj)− tj = −tpsk,即

−
psk+j−1∑

l=j

gl(t1) +

psk+j−1∑
l=psk

gl(t1)−
j−1∑
l=0

gl(t1) = −
psk−1∑
l=0

gl(t1),

于是我们就有 Kpsk − tpsk + gj(K∗
0) = gj(K∗

0). 我们所需的结论就直接从H∗
0 的定义中

推出.
我们现在定义集合 W := ∩pr+s−1

i=0 gi(H∗
0 ). 因为 H∗

0 是 Fq 中的一个 Fp-线性子空
间,所以W 是 Fq 中的一个 g不变的 Fp-线性子空间. 根据之前的说法,对每个 k ≥ 0

有 Kpsk ⊆ W + tpsk. 从 K0 ⊆ W , Kpr+s ⊆ W + tpr+s 和 0 ∈ K0 = Kpr+s 中我们推出

tpr+s ∈ W . 因为W ⊆ H∗
0 ⊆ K∗

0 和 tpsk ∈ K∗
0,所以我们有

K∗
0 = ∪pr−1

i=0 Kpsi ⊆ ∪pr−1
i=0 (W + tpsi) ⊆ K∗

0. (4.28)

值得注意的是,上式中的每个等式都成立.
令 d是最小的正整数以致 tpsd ∈ W . 我们刚才已经证明了 tpr+s ∈ W ,故 d ≤ pr.

从 g(W ) = W , tpsd ∈ W 以及 tpsd(i+1) = tpsdi + gp
sdi(tpsd) 中我们用归纳法推出

tpsdi ∈ W . 很容易验证这 d个陪集W + tpsi, 0 ≤ i ≤ d − 1都是两两不交的. 根据等
式(4.28)我们得到 K∗

0 的分割：

K∗
0 = ∪d−1

i=0 (W + tpsi). (4.29)

我们将分割(4.29)代入 K∗
i = gi(K∗

0) + ti, 并利用 ti+psj = ti + gi(tpsj) 去简化得到

K∗
i = ∪d−1

j=0(W + ti+psj), 0 ≤ i ≤ ps − 1. 因此, 从 Fq = ∪ps−1
i=0 K∗

i 中我们得到一个分

割 Fq = ∪ps−1
i=0 ∪d−1

j=0 (W + ti+psj), 这也意味着 Fq 可以被分割成 psd 个不同的 W 的

陪集. 于是存在某个非负整数 d0 使得 d = pd0 . 我们从 d ≤ pr 中推出 0 ≤ d0 ≤ r.
在引理 4.11中取 h = d0 + s和 e = rC = r + s,因为在引理 4.11中取 h = d0 + s和

e = rC = r + s时 (W, tC)满足引理 4.11中所有的条件,所以我们有 pd0+s−1 ≤ d0 + s,
因此在 q 是奇数时 d0 + s ≤ 1,而在 q 是偶数时 d0 + s ≤ 2. 特别地,在 q 是奇数时,
根据假设 s ≥ 1,我们必然有 d0 = 0, s = 1,此时从等式(4.29)中推出 K∗

0 = W . 证毕.

推论 4.32.采用如上面所示的符号,并且假设 q是奇数. 集合

GK∗
0
:= {ga,b,c : a, b ∈ Fq, c ∈ K∗

0} (4.30)
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是 G中 index为 ps 的正规子群,并且 G = ∪ps−1
i=0 GK∗

0
◦ gi0,0,tC ,其中 s = max{0, rC −

rA,B}.

证明. 如果 s = 0,那么 K∗
0 = Fq,此时结论就平凡地成立. 故我们在接下来的证明中

假设 s > 0. 特别地, rC = s + rA,B. 为了便于表示,记 g = gC , r = rA,B. 定义群同态
ψr : G→ Aut(Fq), ga,b,c 7→ θp

r

a,b,c.
我们先证明 GK∗

0
是群同态 ψr 的 kernel的子集. 根据推论 4.13中的 (4)和 (5),我

们推出 〈θa,b,0 : a, b ∈ Fq〉是 pr阶群. 根据推论 4.13中的 (6)可知 θa,b,c = θσ−1
c (a+bc),σ−1

c (b),0σc,
注意到当 c ∈ K∗

0 时它的 pr 次方等于 1. 命题成立.
根据定理 4.31, 我们推出子群 GK∗

0
的大小是 q2 · |K∗

0| = q3/ps, 这也就意味着
| ker(ψr)| ≥ q3/ps. 另一方面, 因为 θp

r

0,0,tC
= gp

r
的阶是 ps, 所以 |Im(ψr)| ≥ ps. 又

因为 |G| = | ker(ψr)| · |Im(ψr)|,所以我们就有 GK∗
0
= ker(ψr). 此时我们很容易发现

ψr(g0,0,tC )可以由 Im(ψr)生成,于是引理中所有的结论成立.

4.5.2 奇特征情况下的点正则群 G的矩阵部分

在这一子节中,我们继续使用在符号 4.5.1中引入的符号,并假设 q 是奇数. 根据
定理 4.28和定理 4.31,我们有 rA,B = max{rA, rB} ≤ 1和 s = max {0, rC − rA,B} ≤ 1.

令 g2是 Aut(Fq)中的 p阶元,再定义

KA := {a ∈ Fq, θa,0,0 = 1}, KB := {b ∈ Fq, θ0,b,0 = 1}. (4.31)

我们现在收集一些已知的事实,为了方便后面的引用.

(F1) 由推论 4.29可知对 a, b ∈ Fq 有 θa,b,0 = g
TrFq/Fp (µAa+µBb)

2 ,其中 µA 和 µB 都是在

Fq 中 g2 不变的. 特别地, KA = {x ∈ Fq : TrFq/Fp(µAx) = 0},并且 rA = 0当且

仅当 µA = 0；如果这些符号的下标 A被代替成 B,同样的结果也成立.

(F2) 根据推论 4.13中的 (1), (2), (4)和 (5)可知在 a ∈ KA或 b ∈ KB时有 T (a, b, 0) =

L(a) +M(b),并且 L和M 分别在 KA和 KB 上是可加的.

(F3) 由推论 4.13中的 (7),我们有

σc θa,b,0 = θa′,b′,0 σc′ ; (4.32)

S(c)θa,b,0 + T (a, b, 0) = T (a′, b′, 0)σc′ + S(c′); (4.33)

其中 c′ = θa,b,0(c), b′ = σ−1
c′

(
b+ cθa,b,0T (a, b, 0)

)
和

a′ = σ−1
c′

(
a+ 2bcθa,b,0 + c2θa,b,0T (a, b, 0)

)
.

60



W (q)中的 Payne派生四边形的点正则自同构群

本子节的主要结果是下面的定理.

定理 4.33.假定 q是奇数. 采用在符号 4.5.1中定义的符号,令 µA, µB是在推论 4.29中
定义的元素,再令KA, KB 是在等式(4.31)中定义的集合. 那么 µA = 0, rA = 0, L ≡ 0,
gC(µB) = µB,并且对 b ∈ KB 有M(b) = 0. 特别地,当 rB = 1时,我们有 (1 + gB +

· · ·+ gp−1
B )(M(tB)) = 0,以及

M(y) = (1 + gB + · · ·+ gi−1
B )(M(tB)),

其中 θ0,y,0 = giB, 1 ≤ i ≤ p− 1.

证明. 我们通过观察而发现在 c ∈ K∗
0 时 σc ∈ 〈g2〉,这是因为 r = rA,B ≤ 1. 由定理

4.31的 (2)可知 K∗
0 是 Fq 中一个 g 不变和余维数为 s ≤ 1的 Fp-线性子空间. 由引理

4.4可知存在一个 g 不变的 µC ∈ Fq 使得 K∗
0 = {x ∈ Fq : TrFq/Fp(µCx) = 0}. 又因为

当 c ∈ K∗
0 时 σc ∈ 〈g2〉, 所以 g 也保持 µA 和 µB 不变. 我们现在把证明分成 5个步

骤,这涉及在某些特殊情况下 (F3)中的两个方程的重复使用. 为了便于表示,我们在
证明中记 g = gC , r = rA,B.

Step 1 :我们将在这步骤中证明 µA = 0,于是有KA = Fq. 在 (F3)中,取 a = 0, b ∈ KB

以及 c ∈ K∗
0,我们有 c′ = cθ0,b,0 = c,而且通过比较幂指数可知等式(4.32)简化为

TrFq/Fp

(
µA(2bc+ c2M(b)) + cM(b))

)
= 0. (4.34)

对在 c = c1, c2 ∈ K∗
0 时的等式(4.34)作差,我们得到

TrFq/Fp ((2µAb+ µBM(b)) · v) = −2TrFq/Fp (µAM(b)uv) , (4.35)

其中 u = 1
2
(c1 + c2), v = c1 − c2. 我们观察到 (u, v)遍历 K∗

0 ×K∗
0,这是因为 c1, c2的

取值范围是 K∗
0. 再同样地对在 u = u1, u2 ∈ K∗

0 时的等式(4.35)的两边作差, 我们推
出 TrFq/Fp (µAM(b)vv′) = 0,其中 v 和 v′ = u1 − u2 都属于 K∗

0. 因为引理 4.9证明了
{vv′ : v, v′ ∈ K∗

0}在 Fp 上张成 Fq,所以我们从而推出 b ∈ KB 时 µAM(b) = 0. 注意
到此时等式(4.35)的左手边等于 0,这就意味着 dimFp〈2µAb + µBM(b) : b ∈ KB〉Fp ≤
s ≤ 1. 因为 KB 的大小至少是 q/p并且 q ≥ pp,所以这只有在 µA = 0时才有可能发

生. 这就证明 Step 1的结论.

Step 2 : 我们在这步骤中要证明如果 µB 6= 0, 那么 g(µB) = µB, M(b) = 0, 其中
b ∈ KB. 假设 µB 6= 0. 在 (F3) 中, 取 b ∈ KB 和 c ∈ Fq, 然后通过比较幂指数, 等
式(4.32)就有更简单的形式：

TrFq/Fp (µ
σc
B (b+ cM(b))) = 0, b ∈ KB, c ∈ Fq. (4.36)
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如果 K∗
0 = Fq,那么 µσc

B = µB,而且等式(4.36)可简化为 TrFq/Fp(µBcM(b)) = 0,其中
c ∈ Fq,这就有 b ∈ KB 时M(b) = 0. 所以我们接下来假设 K∗

0 6= F∗
q . 在这种情况下,

r = 1, s = 1,并且我们有 〈g2〉 = 〈gps〉. 根据定理 4.31可知对 i ≥ 0有 K∗
i = tC,i + K∗

0,
其中 K∗

i := {z ∈ Fq : σpr

z = gip
r

C }. 如果 c ∈ K∗
i , 那么我们由 g2(µB) = µB 可知

µσc
B = gi(µB). 通过将在 c = c1, c2 ∈ K∗

i 时等式(4.36)的两个等式作差,我们即可推出
TrFq/Fp (g

i(µB)M(b)u) = 0,其中 u = c1 − c2 ∈ K∗
0 和 b ∈ KB. 根据引理 4.3,我们有

gi(µB)M(b) ∈ Fp · µC . 注意到这等式对任意 b ∈ KB 和 i ≥ 0都成立. 有了以上的准
备,我们现在可以证明本步骤的结论.

(1) 我们首先证明 b ∈ KB 时 M(b) = 0. 假设存在 b0 ∈ KB 使得 M(b0) 6= 0. 那
么我们从 Fp · g(µB)M(b0) = Fp · µBM(b0) = Fp · µC 中推出对某个 λ ∈ F∗

p 有

g(µB) = λµB. 取到被 g 固定的子域的相对范数,我们即可推出 λ = 1,也就是
说, g(µB) = µB. 此时等式(4.36)可简化为 TrFq/Fp(µBM(b)c) = 0, 其中 c ∈ Fq,
接着我们从中推出 b ∈ KB 时M(b) = 0：矛盾. 因此 b ∈ KB 时M(b) = 0.

(2) 然后我们证明 g(µB) = µB. 等式(4.36)现在简化为 TrFq/Fp (µ
σc
B b) = 0, 其中

b ∈ KB. 于是对 c ∈ Fq 有 σc(µB) ∈ Fp · µB,故 g(µB) ∈ Fp · µB. 我们需要用跟
(1)一样的方法可推出我们想要的结果.

Step 3: 我们将在这步骤中证明对 a ∈ Fq 有 L(a) = 0. 我们考虑两种情况.

(1) 如果 µB 6= 0,在等式(4.32)中取 a ∈ KA = Fq, b ∈ KB 和 c ∈ Fq,再通过比较幂
指数,那么我们就有 TrFq/Fp(µBcL(a)) = 0. 此时该步骤的结论成立.

(2) 如果 µB = 0,那么 θa,b,0 ≡ 1,并且 r = rA,B = 0. 在这种情况下, s = 1,也就是
说,K∗

0的余维数为 1并且 L和M 在 Fq上都是可加的. 在等式 (4.33)中取 b = 0,
c ∈ K∗

0,我们就能推出 L(c2L(a)) = −M(cL(a)). 在取 c = c1, c2 ∈ K∗
0 并对其对

应的两个等式作差,我们推出 L(uvL(a)) = −M(vL(a)),其中 u, v ∈ K∗
0. 观察

到右手边与 u无关,因此等式两边都等于 L(0 · vL(a)) = 0. 于是 L ≡ 0,这是因
为根据引理 4.9可知 {uv : u, v ∈ K∗

0}张成 Fq.

Step 4: 我们将在这步骤中证明如果 µB = 0,那么对 b ∈ Fq 有M(b) = 0. 假设 µB = 0

并且M 恒为零. 在这种情况下,我们从 G是非线性的中可知此时必须有 s = 1,也就
是说, o(g) = p. 而且我们有 θa,b,0 ≡ 1,并且由事实 (F1)和 (F2)可知M 在 KB = Fq

上是可加的. 再在等式(4.33)中取 b ∈ Fq 和 c ∈ Fq,我们就有

M(σ−1
c (b))σc −M(b) +M(σ−1

c (cM(b)))σc = 0. (4.37)
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取 c = c1, c2 ∈ K∗
i 并对相应的两个等式作差,我们推出M(g−i(vM(b))) = 0和

其中 v ∈ K∗
0, i ≥ 0. 这就意味着 i ≥ 0时 K∗

0 · gi(M(b)) ⊆ ker(M). 通过比较两边集合
的大小,我们可以看出只要M(b) 6= 0就有K∗

0 · gi(M(b)) ⊆ ker(M). 因此 Im(M)的维

数是 1,也就是说, Im(M) = Fp · ω,其中 ω 6= 0. 那么 ker(M)等于 K∗
0 · ω,而且它是 g

不变的. 记得由定理 4.31可知 K∗
0也是 g不变的. 根据引理 4.4,我们就推出 g(ω) = ω.

我们现在已经证明了M在Fq上是Fp-线性的, ker(M) = K∗
0·ω以及 Im(M) = Fp·

ω. 通过应用引理 4.6到 K = Fq 上,我们就有存在 η ∈ F∗
q 使得M(x) = ωTrFq/Fp(ηx).

将这等式代入等式(4.37)中并化简, 我们推出 TrFq/Fp(∆b) = 0, 其中 ∆ = σc(η) −
η + TrFq/Fp(σc(η)cω)η. 因为 b 是任意的, 所以我们对 c ∈ Fq 有 ∆ = 0. 这就意味着
σc(η)η

−1 = 1 − TrFq/Fp(σc(η)cω) ∈ Fp. 我们通过取绝对范数就推出 σc(η)η
−1 = 1. 现

在 ∆ = 0简化为 TrFq/Fp(ηcω) = 0,其中 c ∈ Fq,故 ωη = 0：矛盾. 这就证明该步骤的
结论.

Step 5: 假定 rB = 1. 我们现在需要证明 (1 + gB + · · · + gp−1
B )(M(tB)) = 0, 以及

当 θ0,y,0 = giB, 1 ≤ i ≤ p − 1 时 M(y) = (1 + gB + · · · + gi−1
B )(M(tB)). 在这种情

况下, µB 6= 0. 根据引理 4.30可知 (1 + gB + · · · + gp−1
B )(tB) ∈ KB. 因为 Step 2 说

明了 M 在 KB 上赋值为零, 所以我们从等式(4.26) 的 (B,M) 形式和 x = 0 中推出

(1 + gB + · · · + gp−1
B )(M(tB)) = 0. 令 y 为 Fq 中的某个元素以致 θ0,y,0 = giB. 于是

y ∈ Ki, 其中 Ki = {b ∈ Fq : θ0,b,0 = giB}. 在定理 4.28的证明中, 我们已经证明了
Ki = KB + (1 + gB + · · · + gi−1

B )(tB). 因此存在 x ∈ KB 使得 y = giB(x) + (1 + gB +

· · ·+ gi−1
B )(tB). 于是结果是从等式(4.26)的 (B,M)版本中得到的.

综上所述,我们已经完成了定理的证明.

4.6 奇特征下的非线性点正则群

这一节致力于证明 q是奇数时的非线性点正则群的分类结果.

定理 4.34.令 G是正则地作用在 Q = W (q)的派生四边形 QP 的点集上的群,其中
q 是奇数并且 q ≥ 5. 如果 G 不是 PGL(4, q) 的子群, 那么 G 是与构造 4.37, 4.42和
4.46中产生的某一个群共轭.

在本节中,我们假设 G是定理 4.12中定义的 Payne派生四边形 QP 的一个非线

性点正则群, 其中 T 和 θ 是 G中对应的函数. 使用在符号 4.5.1中定义的符号, 故存
在整数 l使得 q = pp

r+sl. 取 g ∈ Aut(Fq)使得 g(x) = xp
l ,并且设 g(x) = xp

l . 令 g2是

Aut(Fq)中的 p阶元,特别注意的是在 rA,B = 1时我们取它为 g1. 根据定理 4.33,我
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们有 rA = 0,也就是说, rA,B = rB. 如果 rA,B = 1,那么 gB = g1 和 tB 是选定的元素

使得 TrFq/Fp(µBtB) = 1,如符号 4.5.1中定义的一样. 根据定理 4.31和引理 4.4可知存
在 µC ∈ Fq 使得

K∗
0 = {x ∈ Fq : TrFq/Fp(µCx) = 0},

并且 gC(µC) = µC ,其中 K∗
0 = {c ∈ Fq : σ

pr

c = 1}.

我们现在根据 rA,B = 0和 rA,B = 1把定理 4.34的证明分成两种情况在前一种情
况下,我们必须有 rC = 1,这是因为 G是非线性的. 而在后者,我们由定理 4.31的 (2)

可知 rC = 1或 2.

我们现在通过定理 4.33的结果将第 4.5.2小节中 (F1)-(F3)重新表述一下.

(F4) θa,b,0 = g
TrFq/Fp (µBb)

2 ,其中 gC(µB) = µB. 作为一个推论,对 a, b ∈ Fq有 θa,gC(b),0 =

θ0,b,0,并且 θ0,b,0关于 b是可加的. 特别地,当 rA,B = 1时 g2 = g1.

(F5) 对 a, b ∈ Fq 有 T (a, b, 0) =M(b),并且M 在KB = {b : TrFq/Fp(µBb) = 0}上取
值为零. 当 rA,B = 0时,我们有M ≡ 0；而当 rA,B = 1时,令 νB := M(tB),我
们有 (1 + g + · · ·+ gp−1)(νB) = 0以及M(b) = NC(θ0,b,0),其中

NC(g
i
1) :=

0, if i = 0,

(1 + g1 + · · ·+ gi−1
1 )(νB), if 1 ≤ i ≤ p− 1|.

(4.38)

于是我们从 θ0,gC(b),0 = θ0,b,0中推出M(gC(b)) =M(b). 易证

gj1(NC(g
i
1)) +NC(g

j
1) = NC(g

i+j
1 ), 0 ≤ i, j ≤ p− 1. (4.39)

(F6) 当 b, c ∈ Fq 时,设 c′ = θ0,b,0(c),我们有

σc = σc′θ0,c′M(b),0, (4.40)

(S(c)−NC(σc))
θ0,b,0 = S(c′)−NC(σc′). (4.41)

我们这里简述一下证明过程. 从等式(4.32)中得到 σcθ0,b,0 = σc′θ0,b+c′M(b),0, 然
后等式(4.40) 就从 (F4) 中得到. 根据 (F5) 可知等式(4.33) 可以取下面的形式
S(c)θ0,b,0 +NC(θ0,b,0) = NC(θ0,b′,0)

σc′ +S(c′). 因此等式(4.41)等价于NC(θ0,b,0)+

NC(σc)
θ0,b,0 = NC(θ0,b+c′M(b),0)

σ′
c + NC(σ

′
c), 这是根据等式(4.39)以及 σcθ0,b,0 =

σc′θ0,b+c′M(b),0得到的结果. 证毕.
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引理 4.35. 采用上述定义的符号. 对 Fq 中的 a, b, c, x, y, z 以及 v = σz(c)S(z),
w = σz(c) + z,下面等式成立：

θa,b,c = θ0,b,0σc, (4.42)

T (a, b, c) =M(b)σc + S(c), (4.43)

σcσz = θ0,v,0σw, (4.44)

S(c)σz + S(z) =M(v)σw + S(w). (4.45)

证明. 前面两个等式是利用 (F4)和 (F5)对推论 4.13的内容进行重新表述. 后面的两
个等式是从推论 4.13的 (3)中推出.

4.6.1 rA,B = 0, rC = 1的情况下的分类结果

在这子节中, 我们考虑 rA,B = 0, rC = 1的情况. 在这种情况下, s = 1, q = ppl

以及 o(g) = p. 根据符号 4.5.1中的一些符号的定义,我们可以取 gC 使得 gC = g. 因
为 gC(µC) = µC ,所以我们有 µC ∈ F∗

pl
. 于是我们从 (F5)中推出 T (a, b, 0) ≡ 0,由等

式(4.45)可知 S 在 K∗
0 上是可加的, 并且由等式(4.43)可知 T (a, b, c) = S(c). 特别地,

我们有

g0,0,tC = (M0,0,tC , g), M0,0,tC = E(0, 0, tC , S(tC)).

引理 4.36.我们有 Fpl ⊆ K∗
0.

证明. 因为 q = ppl,所以我们对 z ∈ Fpl 有 TrFq/Fp(z) = TrF
pl
/Fp(TrFq/Fpl

(z)) = 0. 于
是结论直接从 µC ∈ F∗

pl
中得到.

根据推论 4.32, GK∗
0
是 G个 index为 p的正规子群. 现在我们通过探究这个事实

从而推出一些参数的限制条件. 记 νC := S(tC).

(1) 我们有 g−1
0,0,tC

◦ ga,b,c ◦ g0,0,tC ∈ GK∗
0
,其中 a, b ∈ Fq, c ∈ K∗

0. 根据群乘法(4.9),它
就等于 (M′, 1),其中M′ = M−1

0,0,tC
·Mg

a,b,c ·M0,0,tC . 于是我们利用注 4.15的计
算可知M′的第 (4, 3)项和第 (3, 2)项分别是 cg 和 S(c)g. 于是就从 T (a, b, c) =

S(c)中得到 S(cg) = S(c)g,其中 c ∈ K∗
0. 根据引理 4.7可知存在一个简化的线

性化多项式 S1(X) ∈ Fpl [X]使得对 c ∈ K∗
0 有 S(c) = S1(c).

(2) 我们有 gp0,0,tC ∈ GK∗
0
. 相似地, 我们可以验证它的矩阵部分的第 (4, 3) 项和第

(3, 2)项分别是 TrFq/Fpl
(νC)和 TrFq/Fpl

(tC). 于是就从 T (a, b, c) = S(c)中得到

TrFq/Fpl
(νC) = S(TrFq/Fpl

(tC)). 我们由引理 4.36可得 TrFq/Fpl
(tC) ∈ K∗

0, 所以
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S(TrFq/Fpl
(tC)) = S1(TrFq/Fpl

(tC)). 又因为 S1 是可加的并且它的多项式系数都

属于 Fpl ,所以它等于
p−1∑
i=0

S1(t
pil

C ) =

p−1∑
i=0

S1(tC)
pil = TrFq/Fpl

(S1(tC)).

因此, TrFq/Fpl
(νC − S1(tC)) = 0.

结果是我们目前推出的条件也是充分的. 这就得到下面的构造.

构造 4.37. 假定 q = ppl, 其中 p 是奇素数以及 l 是正整数, 再令 g ∈ Aut(Fq) 使得

g(x) = xp
l . 取 µC ∈ F∗

pl
, 并定义 K := {x ∈ Fq : TrFq/Fp(µCx) = 0}. 取一个元

素 tC ∈ Fq \ K 以及一个线性化多项式 S1(X) ∈ Fpl [X]. 令 νC 是 Fq 中的元素以致

TrFq/Fpl
(νC − S1(tC)) = 0.

对 a, b ∈ Fq, c ∈ K有Ma,b,c = E(a, b, c, S1(c)),并且设M0,0,tC := E(0, 0, tC , νC),
其中E是等式(4.8)中定义的矩阵. 那么GK := {ga,b,c : a, b ∈ Fq, c ∈ K}是一个 q3/p

阶群,其中 ga,b,c = (Ma,b,c, 1). 令G是由GK 和 g0,0,tC := (M0,0,tC , g)生成的群. 于是
G是 Payne派生四边形 QP 的点正则群.

证明. 验证过程都是常规的,所以我们这里只给出一个简略的描述. 首先,我们利用
注 4.15去验证GK 在群乘法(4.9)下是封闭的,这样GK 就形成一个 q3/p阶群. 那么我
们就证明 gp0,0,tC ∈ GK 和 g−1

0,0,tC
◦ ga,b,c ◦ g0,0,tC ∈ GK ,其中 a, b ∈ Fq, c ∈ K,因此G是

q3阶群,并且GK是其 index为 p的正规子群. 最后通过将群元素G = ∪p−1
i=0GK◦gi0,0,tC

作用到点 〈(0, 0, 0, 1)〉上,我们就能推出 G在在 QP 的点上的作用是正则的.

综上所述,我们已经证明若 G是 QP 的点正则群并且满足限制条件 rA,B = 0和

rC = 1,那么它与构造 4.37中得到的群相共轭.

4.6.2 rA,B = 1的情况下的分类结果

在这子节中,我们将考虑 rA,B = 1的情况. 这个证明将被分成两部分 (Part 1和
Part 2). 在 Part 1 中, 我们先通过探究 GK∗

0
的群结构从而推出关于 σc 和 S(c) 的一

般性结果,并且作为副产物,我们完成 rC ≤ 1的情况的证明. 在 Part 2中,我们探究
GK∗

0
是 G中一个 index为 ps的正规子群的事实,这样我们就能完成 rC = 2的情况的

证明.

Part 1 : GK∗
0
的群结构

引理 4.38. Fp-线性子空间 K∗
0 是 g1不变的.
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证明. 如果 rC ≤ rA,B,那么 K∗
0 = Fq,此时结论平凡地成立. 如果 rC > rA,B,那么我

们根据假设 rA,B = 1就有 rC = 2, s = 1,这里我们使用定理 4.31的 (2). 于是群元素
g1 的阶为 p,那么 gC 的阶是 p2. 根据定理 4.31可知 K∗

0 具有 gC 不变性,于是此时结
论成立.

引理 4.39.令函数 NC : 〈g1〉 → Fq 是等式(4.38)中定义的. 我们定义 B : K∗
0 × K∗

0 →
Fp,如下所示:

B(c, z) := TrFq/Fp (µBc(NC(σz)− S(z))) , (4.46)

并且设 Q(x) := B(x, x). 那么 B 是 K∗
0 上对称的双线性型, 并且 c ∈ K∗

0 时有

Q(g1(c)) = Q(c). 此外,存在 α ∈ Fq 使得 α− g1(α) + µBM(tB) ∈ Fp · µC 和

σz = g
1
2
Q(z)+TrFq/Fp (αz)

1 for z ∈ K∗
0. (4.47)

证明. 通过将等式(4.40)中的 c替换成 θ−1
0,b,0(c),我们推出

σθ−1
0,b,0(c)

= σcg
TrFq/Fp (µBcM(b))

1 , b, c ∈ Fq. (4.48)

我们现在利用上式导出下面的等式：

σc+z(σcσz)
−1 = g

TrFq/Fp (µBc(NC(σz)−S(z)))

1 , c ∈ Fq, z ∈ K∗
0. (4.49)

固定一个元素 z ∈ K∗
0,并且取 b ∈ Fq 使得 θ0,b,0 = σz. 通过将等式(4.44)中的 c替换成

σ−1
z (c),我们得到

σσ−1
z (c) = σc+zσ

−1
z g

TrFq/Fp (µBcS(z))

1 . (4.50)

因为 θ0,b,0 = σz,所以等式(4.48)和 (4.50)的右手边是相等的. 那么等式(4.49)现在就能
从M(b) = NC(θ0,b,0) = NC(σz)这事实中推出,具体可参考 (F5).

当 c ∈ K∗
0时,等式(4.49)的左手边是关于 c, z对称的,于是右手边等于 g

B(z,c)
1 . 显

然从 B(c, z)的表达式可知 B 关于 c是 Fp 线性的,所以 B 是 K∗
0 上对称的双线性型.

于是就对 c, z ∈ K∗
0 有 B(c, z) = 1

2
(Q(c+ z)−Q(c)−Q(z)),其中 Q(x) = B(x, x). 我

们因此可以将等式(4.49)改写下面的等式：

σc+zg
− 1

2
Q(c+z)

1 =
(
σcg

− 1
2
Q(c)

1

)
·
(
σzg

− 1
2
Q(z)

1

)
, c, z ∈ K∗

0.

也就是说, z 7→ σzg
− 1

2
Q(z)

1 是从 K∗
0 到 〈g1〉的群同态. 因此存在一个元素 α ∈ Fq 使得

对 z ∈ K∗
0 有 σz = g

1
2
Q(z)+TrFq/Fp (αz)

1 .
当 c ∈ K∗

0 和 b ∈ Fq 时,我们由引理 4.38可知 θ−1
0,b,0(c) ∈ K∗

0. 我们将 σc和 σθ−1
0,b,0(c)

的表达式代入等式(4.48)并比较他们的幂指数从而得到
1

2
Q(cθ

−1
0,b,0) + TrFq/Fp(α

θ0,b,0c) =
1

2
Q(c) + TrFq/Fp(αc) + TrFq/Fp(µBcM(b)).
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通过将 c替换成 λc (λ ∈ Fp)以及比较 λ和 λ2 的系数,我们可推出 Q(cθ
−1
0,b,0) = Q(c)

以及 TrFq/Fp

(
(αθ0,b,0 − α− µBM(b)) · c

)
= 0. 取 b = tB,于是我们推出该引理的余下

的结论.

引理 4.40.存在一个 Fq 上简化的线性化多项式 S1(X)以及一个映射 H : K∗
0 → Fp

使得

S(z) = S1(z) +NC(σz) + µ−1
B µCH(z), z ∈ K∗

0. (4.51)

证明. 如果 µC 6= 0, 则取 e ∈ Fq \ K∗
0, 并定义 B̃(x + λe, y + λ′e) := B(x, y), 其

中 x, y ∈ K∗
0 和 λ1, λ2 ∈ Fp. 然后从 B 在 K∗

0 上是双线性的这事实中可得 B̃ 是 Fq

上的一个双线性型. 因此无论 µC = 0与否,根据引理 4.5可知存在上一个在 Fq 简化

的线性化多项式 S1(X)使得对 x, y ∈ K∗
0 有 B(x, y) = −TrFq/Fp(µBxS1(y)). 联合等

式(4.46),我们就推出 TrFq/Fp(µBx(NC(σy)− S(y) + S1(y))) = 0,其中 x, y ∈ K∗
0. 于是

由引理 4.3可知对 y ∈ K∗
0 有 NC(σy)− S(y) + S1(y) ∈ Fp · µ−1

B µC . 证毕.

令 H 是在引理 4.40中引入的函数,并且设

S2(c) := S1(c) + µ−1
B µCH(c), c ∈ K∗

0. (4.52)

根据等式(4.51)我们就有

S2(c) = S(c)−NC(σc), c ∈ K∗
0. (4.53)

由等式(4.41)我们有

S2(c
gi1) = S2(c)

gi1 , 其中c ∈ K∗
0, i ≥ 0. (4.54)

我们从等式(4.46)中可知对 c, z ∈ K∗
0 有 B(c, z) = −TrFq/Fp(µBcS2(z)),故

Q(c) = −TrFq/Fp(µBcS2(c)), c ∈ K∗
0. (4.55)

当 a, b ∈ Fq 和 c ∈ K∗
0 时,我们将 (F4)和等式(4.47)中的 θ0,b,0 和 σc 的表达式代入等

式(4.42)和 (4.43)从而得到

θa,b,c = g
1
2
Q(c)+TrFq/Fp (αc+µBb)

1 ,

T (a, b, c) = S2(c) +NC(θa,b,c),
(4.56)

其中 NC 是等式(4.38)中定义的函数. 这里我们在推导 T (a, b, c)的表达式过程中使用

等式(4.42)和(4.39).
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引理 4.41.等式(4.52)中定义的映射 x 7→ S2(x)在 K∗
0 上是可加的.

证明. 由符号 4.5.1中 K∗
0 的定义, 我们有 σz ∈ 〈g1〉, 其中 z ∈ K∗

0. 我们需要证明对
c, z ∈ K∗

0 有 S2(c)
σz + S2(z) = S2(c

σz + z),于是引理的结论将跟随等式(4.54)和引理
4.38而成立. 取固定的 c, z ∈ K∗

0,并且设 v = σz(c)S(z),w = σz(c)+z. 由等式(4.44)可
知我们有 σcσz = θ0,v,0σw. 因为M(v) = NC(θ0,v,0),所以很容易地从等式(4.39)中看出
NC(σc)

σz +NC(σz) =M(v)σw +NC(σw). 接着我们将 S(z) = S2(z) +NC(σz)代入等

式(4.45),这就得到所需的等式. 证毕.

我们现在准备完成 rC ≤ rA,B = 1 的情况下的分类. 在这种情况下, 我们有
s = 0, g = g1, K∗

0 = Fq, µC = 0 以及 S2 = S1. 记 S2(X) =
∑pl−1

i=0 siX
pi . 然后

从等式(4.54)中我们推出对每个 i 都有 g1(si) = si, 即 si ∈ Fpl . 由取 µ = µB 和

η = 0 的引理 4.8可得函数 B 是 Fq 上对称的双线性型当且仅当对 0 ≤ i ≤ pl − 1

有 µBsi − sp
i

m−iµ
pi

B = 0. T 和 θ 的表达式都是在等式(4.56)中定义的, 其中涉及的参
数有 µB, α, S2 和 νB := M(tB). 特别地, 由引理 4.38可知 µBνB := g1(α) − α, 遂
TrFq/Fpl

(νB) = TrFq/Fpl
(µ−1

B (g1)(α) − α) = 0. 事实证明,我们目前推导出的对参数的
限制也是充分的,故我们得到下面的构造.

构造 4.42. 假定 q = ppl, 其中 p 是奇素数以及 l 是正整数, 再令 g ∈ Aut(Fq) 使得

g(x) = xp
l .

(i) 取 µB ∈ F∗
pl
.

(ii) 取一个 pl元组 (s0, s1, · · · , spl−1),并且其中每个数属于Fpl使得对 1 ≤ i ≤ pl−1

有 µBsi − sp
i

pl−iµ
pi

B = 0.

(iii) 取 α ∈ Fq 并设 νB := µ−1
B (g1(α)− α).

设 S2(x) :=
∑pl−1

i=0 six
pi 和 Q(x) := −TrFq/Fp(µBxS2(x)), 其中 x ∈ Fq. 令 NC 为等

式(4.38)中用以上取定的 νB 所定义的函数. 令 θ和 T 是等式(4.56)中定义的函数. 那
么用规定形式的函数 T 和 θ如定理 4.12所定义的集合G是 Payne派生四边形QP 的

点正则群.

证明. 满足 (ii)中条件的 pl 元组的数目等于 p(pl+1)l/2, 这是通过与引理 4.25的证明
类似的论证得到的.
我们简略地叙述一下如何去验证定理 4.12中的两个条件. 首先,我们通过直接的

检查去验证 S2(g1(x)) = S2(x)
g1 , Q(g1(x)) = Q(x),其中 x ∈ Fq. 于是等式(4.10)经过
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展开和简化后可得 TrFq/Fp((α−αθ2+µBNC(θ2))c
θ2) = 0,其中 c ∈ Fq和 θ2 = θx,y,z. 它

进一步简化为 gi1(α)−α = µBNC(g
i
1) for 1 ≤ i ≤ p−1,这可以用归纳法从 g1(α)−α =

µBνB 中得到. 接着从 S2(g1(x)) = S2(x)
g1 和等式(4.39)中,我们能推出等式(4.11). 证

毕.

综上所述,我们已经证明在 rC ≤ rA,B = 1的情况下群G必然与来自构造 4.42的
某个群相共轭.

Part 2: GK∗
0
的正规性

从现在开始, 我们假设 rA,B = 1 和 rC = 2, 即 r = s = 1. 在这种情况下, g 的
阶是 p2, 而 g1 = gp 的阶是 p, 其中 g(x) = xp

l . 在符号 4.5.1中, 我们指定 gB = g1,
gC = g, 遂由 (F4) 可得 TrFq/Fp(µBtB) = 1, 且 σtC = g. 记得我们对 c ∈ K∗

0 有

S2(c) = S(c)−NC(σc), cf. 等式(4.53). 在后续的讨论中,我们进一步引入一些符号：

νB :=M(tB), λC := TrFq/Fp(µCtC), νC := S(tC).

特别地, 我们有 g0,0,tC = (M0,0,tC , g), 其中M0,0,tC = E(0, 0, tC , νC), 并且 E 是等

式(4.8)中定义的矩阵. 因为 tC 6∈ K∗
0,所以我们有 µC 6= 0, λC 6= 0.

我们的策略是探究GK∗
0
是G中 index为 p的正规子群的条件,参考推论 4.32. 这

就被分成两个步骤 (1) :我们检查 GK∗
0
的正规性,即 ga,b,c ∈ GK∗

0
时有 g−1

0,0,tC
◦ ga,b,c ◦

g0,0,tC ∈ GK∗
0
；(2) :我们检查条件 [G : GK∗

0
] = p,即 gp0,0,tC ∈ GK∗

0
. 实际上 gx,y,z 的下

标的第一个坐标是不相关的, 通过到注 4.15的计算结果发现此时的计算就能得到极
大程度的简化.

我们从 GK∗
0
的正规性开始. 具体而言, 我们考虑下面的特殊情况:a, b ∈ Fq, c ∈

K∗
0 满足条件 θa,b,c = 1,即

−TrFq/Fp(µBb) =
1

2
Q(c) + TrFq/Fp(αc). (4.57)

对于任意给定的 c ∈ K∗
0, 我们由假设 µB 6= 0（即 r 6= 0）可知存在 b ∈ Fq 使得等

式(4.57)成立. 根据注 4.15,我们计算出

g−1
0,0,tC

◦ ga,b,c ◦ g0,0,tC = ga′,b′,c′ . (4.58)

其中 a′ 是无关的, b′ = bg − tCS2(c)
g + cgνC 和 c′ = cg. 我们有 c′ ∈ K∗

0,这是因为 K∗
0

是 g不变的. 通过比较等式(4.58)的两边中的 Frobenius部分以及矩阵部分的第 (3, 2)

项, 我们可以推出 θa′,b′,c′ = 1 和 T (a, b, c)g = T (a′, b′, c′). 因为 θa,b,c = θa′,b′,c′ = 1,
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所以我们通过等式(4.56)有 T (a, b, c) = S2(c), T (a′, b′, c′) = S2(c
′). 于是对 c ∈ K∗

0 有

S2(c)
g = S2(c

g). 又因为 θa′,b′,c′ = 1,所以我们用等式(4.56)中的 θa′,b′,c′ 的表达式得到

−TrFq/Fp(µBb) =
1

2
Q(cg) + TrFq/Fp(αc

g − µBtCS2(c)
g + µBνCc

g)).

再配合等式(4.57),我们就能推出

TrFq/Fp (µBtCS2(c
g)) = TrFq/Fp ((−αg + α + µBνC)c

g) , c ∈ K∗
0. (4.59)

引理 4.43. S2(c)
g = S2(c

g), Q(cg) = Q(c),其中 c ∈ K∗
0.

证明. 在前面的论证中,我们已经建立了第一个等式；观察到它是比等式(4.41)更强
的条件. 回想一下,由定理 4.33可知 g(µB) = µB,并且根据推 4.32可知 K∗

0 是 g不变

的. 现在通过等式(4.55)中的 Q的表达式可以验证 Q(cg) = Q(c),其中 c ∈ K∗
0.

引理 4.44. 等式(4.52)中映射 x 7→ S2(x) 可以扩展成 Fq 上的可加映射, 其中它对
应的简化的线性化多项式中系数都属于 Fpl . 用 S2(X) 来表示这个多项式, 并且记
S2(X) =

∑p2l−1
i=0 siX

pi 其中每个系数 si ∈ Fpl . 记 λC = TrFq/Fp(µCtC), νC = S(tC).

(i) 存在 u ∈ Fq 使得 u− g(u) ∈ Fp · µC , (1− g)2(u) = 0以及

−µBsi + sp
i

m−iµ
pi

B = µCu
pi − uµpi

C , 0 ≤ i ≤ p2l − 1. (4.60)

(ii) 当 x, y ∈ Fq 时,简写 Tr = TrFq/Fp ,下面等式成立:

Tr (µBxS2(y)) = Tr (µByS2(x)) + Tr(ux) · Tr(µCy)− Tr(µCx) · Tr(uy). (4.61)

(iii) 存在 λ′ ∈ Fp使得

αg − α = µBνC − µBS2(tC) + λCu+ λ′µC . (4.62)

作为推论,我们有 TrFq/Fpl
(νC − S2(tC)) = 0以及

p−1∑
i=0

αgi := −
p−1∑
i=1

i
(
µBν

gi−1

C − µBS2(tC)
gi−1

+ λCu
gi−1

)
. (4.63)

证明. 由引理 4.43, 我们对 c ∈ K∗
0 有 S2(c)

g = S2(c
g). 再根据引理 4.41可知映射

x 7→ S2(x)在 K∗
0上是可加的. 于是所需要的线性化多项式 S2(X)的存在性就能从引

理 4.7得到.
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(i). 等式(4.60)可以通过取 µ = −µB, η = µC 和 L = S2 和使用引理 4.8后得到. 因为
µB和每个系数 si都是属于 Fpl ,所以等式(4.60)的左手边的取值就落在 Fpl . 于是就有

µCu
pi − uµpi

C = µCg(u)
pi − g(u)µpi

C , i.e.,µC(u− g(u))p
i

= (u− g(u))µpi

C .

当 i = 1时,上式可得 u − g(u) ∈ Fp · µC . 因为 g(µC) = µC ,所以我们推出所需的结
果 (1− g)2(u) = 0.

(ii). 令 S̃2 是 S2(X)的迹对偶. 同样地取 µ = −µB, η = µC 和 L = S2 和使用引理

4.8,我们就有

S̃2(µBx) = µBS2(x) + µCTrFq/Fp(ux)− uTrFq/Fp(µCx),

其中 x ∈ Fq. 对上式两边同时乘以 y, 接着取绝对迹函数 TrFq/Fp , 我们就通过观察
TrFq/Fp(µBxS2(y)) = TrFq/Fp(S̃2(µBx)y)从而得到等式(4.61) .

(iii). 首先从等式(4.5)和 (1 − g)2(u) = 0中观察到 TrFq/Fpl
(u) = (1 − g)p

2−1(u) = 0.
取 c ∈ K∗

0,即 TrFq/Fp(µCc) = 0. 应用等式(4.61)到 (x, y) = (tC , c
g)上,我们就能推出

等式(4.59)得左手边等于 TrFq/Fp(µBc
gS2(tC) − λCuc

g). 通过多项式的化简,它就简化
为

TrFq/Fp ((α
g − α− µBνC + µBS2(tC)− λCu)c

g) = 0, c ∈ K∗
0.

这是对所有 c ∈ K∗
0 都成立,由引理 4.3可知存在 λ′ ∈ Fp 使得等式(4.62)成立. 然后在

等式(4.62)的两边取从 Fq到 Fpl 的相对迹函数,我们就能推出 TrFq/Fpl
(νC −S2(tC)) =

0. 根据二项式展开,我们有(
p− 2

i

)
= (−1)i(i+ 1) (mod p),

(
p− 1

i

)
= (−1)i (mod p),

因此有 (1− g)p−2 =
∑p−1

i=1 ig
i−1, (1− g)p−1 = 1 + g + · · ·+ gp−1. 通过把 −(1− g)p−2

作用在等式(4.62)的两边上,我们得到等式(4.63).

最后,我们探究一下条件 gp0,0,tC ∈ GK∗
0
. 当 i ≥ 0,设

gai,bi,ci := gi0,0,tC = (Mgi−1

0,0,tC
· · · · · M0,0,tC , g

i).

特别注意的是, ai的值在我们讨论中是无关的,而 bi+1 = bgi + cgi νC , ci+1 = cgi + tC . 从
b1 = 0, c1 = tC 中我们推出 bi+1 =

∑i
j=1

∑j
k=1 g

i−j(tg
k

C νC), ci+1 =
∑i

j=0 t
gj

C . 特别地,
我们有 gp0,0,tC = ga′′,b′′,c′′ ,其中 a′′是无关的,并且

b′′ = bp =

p−1∑
i=1

i∑
k=1

gp−1−i(tg
k

C νC), c′′ = cp =

p−1∑
i=0

tg
i

C . (4.64)
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观察到 c′′ ∈ K∗
0,这是因为从 g(µC) = µC 中我们有

TrFq/Fp(µCc
′′) =

p−1∑
i=0

TrFq/Fp(µ
g−i

C tC) = 0.

引理 4.45. 使用在引理 4.44中定义的符号, 并记 νB = M(tB). 那么 p = 3, λC =

TrFq/F3((u− ug)tC), νB =
∑p−1

i=0 (νC − S2(tC))
gi 且 µC = u− ug.

证明. 我们继续引理之前的分析. 因为 σp
tC

= gp = g1, 所以 gp0,0,tC 的 Frobenius 部
分是 g1. 而 ga′′,b′′,c′′ 的 Frobenius 部分是 gD1 , 其中由等式(4.56)可知 D = 1

2
Q(c′′) +

TrFq/Fp(αc
′′ + µBb

′′). 通过比较 gp0,0,tC = ga′′,b′′,c′′ 的两边的 Frobenius部分和矩阵部分
的第 (3, 2)项,我们就有 D = 1,以及

νB = νC + νgC + · · ·+ νg
p−1

C − S2(c
′′). (4.65)

为了便于表示,我们在证明中记 Tr = TrFq/Fp . 我们现在可以显示地计算 D. 因为 S2

的多项式系数都属于 Fpl ,所以我们对 i ≥ 0有 S2(x
gi) = S2(x)

gi . 因为 c′′ =
∑p−1

i=0 t
gi

C

且 Q(c′′) = −Tr(µBc
′′S2(c

′′)),所以我们能计算出

Q(c′′) = −
∑p−1

i,j=0 Tr
(
µBt

gi

CS2(tC)
gj
)

= −
∑

i<j Tr
(
µBt

gi

CS2(tC)
gj
)
−
∑

j<i Tr
(
µBt

gi

CS2(tC)
gj
)

= −
∑p−1

k=1(p− k)
(
Tr(µBtCS2(t

gk

C )) + Tr(µBt
gk

C S2(tC))
)

=
∑p−1

k=1 k
(
2Tr(µBt

gk

C S2(tC)) + λCTr(utC)− λCTr(utg
k

C )
)

=
∑p−1

k=1 k · Tr(2µBt
gk

C S2(tC)− λCut
gk

C ).

这里,在第二个等式中满足 i = j的 p是相等的,于是它们求和后为零,在第四个等式
中我们使用等式(4.61),其中 (x, y) = (tC , t

gk

C ),而在第五个等式中我们使用
∑p−1

i=1 i ≡
0 (mod p)这事实. 相似地,我们有

Tr(αc′′) = Tr(tg
p−1

C (α + · · ·+ αgp−1
))

= −
∑p−1

i=1 Tr
(
itg

p−1

C (µBν
gi−1

C − µBS2(tC)
gi−1

+ λCu
gi−1

)
)

=
∑p−1

i=1 i · Tr
(
−tg

p−i

C µBνC + µBt
gp−i

C S2(tC)− λCt
gp−i

C u
)

=
∑p−1

k=1 k · Tr(µBνCt
gk

C − µBt
gk

C S2(tC) + λCut
gk

C ),

其中在第二个等式中我们使用等式(4.63),并且在最后一个等式中我们做了变量替换
p− i 7→ k. 易证

Tr(µBb
′′) = −

p−1∑
i=1

i · Tr(µBt
gi

C νC).
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最后把这些计算结果放在一起,我们得到 D = λC

2
·
∑p−1

i=1 i · Tr(ut
gi

C ).
设 v := u − ug, 根据引理 4.44可知该元素属于 Fp · µC . 特别地, v ∈ Fpl . 从

ug = u− v中我们通过归纳法可得对 i ≥ 0有 ug
i
= u− iv. 记得 λC = Tr(µCtC) 6= 0.

我们就计算出

2λ−1
C D =

∑p−1
i=1 i · Tr(ug

p−i−1
tg

p−1

C ) =
∑p−1

i=1 i · Tr
(
(u− (p− i− 1)v)tg

p−1

C

)
=

∑p−1
i=1 (i

2 + i) · Tr(vtg
p−1

C ) = p(p−1)(p+1)
3

· Tr(vtC).

上式的值在 p > 3时为 0,这意味着我们必须有 p = 3. 在这种情况下, p(p−1)(p+1)
3

= −1

(mod 3). 因为 D = 1和 λC ∈ {±1} = F∗
3,所以从上式可以推出 λC = Tr(vtC).

结合 λC = Tr(µCtC), λC = Tr(vtC) 以及 v ∈ Fp · µC 这些事实, 我们能推出
µC = v. 因为 x ∈ Fq 时 S2(x

g) = S2(x)
g,所以 νB 的表达式就直接从等式(4.65)中得

到. 证毕.

结果是,我们目前推导出的条件也是充分的. 这就引出了下面的构造.

构造 4.46.假定 q = 33
2l,其中 l是一个正整数. 再取 g ∈ Aut(Fq)使得 g(x) = xp

l . 设
g1 := g3.

(i) 取 u ∈ Fq 使得 µC := u− ug ∈ F∗
3l
；

(ii) 取 tC ∈ F∗
q 使得 λC := TrFq/F3(µCtC) 6= 0；

(iii) 取 µB ∈ F∗
3l
；

(iv) 取一个 9l元组 (s0, s1, · · · , s9l−1), si ∈ F3l 满足

−µBsi + s3
i

9l−iµ
3i

B = µCu
3i − uµ3i

C , 1 ≤ i ≤ 9l − 1;

设 S2(x) :=
∑32l−1

i=0 six
3i , Q(x) := −TrFq/F3(µBxS2(x))其中 x ∈ Fq；

(v) 取 α ∈ Fq, λ ∈ F3并且令 νC := S2(tC) + µ−1
B (αg − α− λCu− λµC)；

令 νB :=
∑2

i=0 g
i(νC −S2(tC)),再令NC 是在等式(4.38)中用规定形式的 νB 定义的函

数. 设 K := {z ∈ Fq : TrFq/F3(µCz) = 0}.
当 a, b ∈ Fq 和 c ∈ K, 令 θa,b,c 和 T (a, b, c) 是在等式(4.56)中定义的函数, 并

且设Ma,b,c = E(a, b, c, T (a, b, c)), 其中 E 是等式(4.8)中定义的矩阵. 那么 GK :=

{ga,b,c : a, b ∈ Fq, c ∈ K} 是一个 q3/3 阶子群, 其中 ga,b,c = (Ma,b,c, θa,b,c). 取
g0,0,tC = (M0,0,tC , g) 且其中M0,0,tC := E(0, 0, tC , νC). 那么 G := 〈GK , g0,0,tC 〉 是
Payne派生四边形 QP 的一个点正则群.
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证明. 通过类似于引理 4.25的证明可知满足 (iv)中条件的 9l 元组的数目恰好等于

3(9l+1)l/2. 再用跟构造 4.42的证明一样的论证, 我们就能证明 GK 是一个 q3/3 阶群.
令 G1 是 GK 中 index为 3的子群, 其中它里面的元素都是具有平凡的 Frobenius部
分. 那么我们讲这一子节上面的论证过程颠倒过来, 即可验证 g0,0,tC 正规化 G1 并

且 g30,0,tC ∈ GK . 因为 g30,0,tC 的 Frobenius 部分是 g1 = g3, 所以我们能推出 GK =

〈G1, g
3
0,0,tC

〉. 于是 g0,0,tC 属于 GK 的正规化子. 我们因此得出结论 G是一个 q3 阶群.
于是 〈(0, 0, 0, 1)〉在 GK 的作用下的轨道是 X1 = {〈(a, b, c, 1) : a, b ∈ Fq, c ∈ K〉},其
大小为 q3/3,并且 〈(0, 0, 0, 1)〉g0,0,tC = 〈(0, 0, tC , 1)〉不属于 X1. 因此 〈(0, 0, 0, 1)〉在 G

作用下的轨道大小比 q3/3 大. 因为它的长度也能被 |G| 整除, 所以我们能得出它的
大小恰好为 q3,即 G是点正则的.

综上所述, 我们已经证明了在 rA,B = 1, rC = 2 情况下, 点正则群 G 必须是

来自构造 4.46. 根据定理 4.28和定理 4.31, 我们就有 rA,B ≤ 1, rC ≤ rA,B + 1. 因
此, 结合第 4.6.1中在 rA,B = 0, rC = 1 情况下的分类结果和本子节的 Part 1 中在
rA,B = 1, rC = 1情况下的分类结果,我们就完成定理 4.34的证明.

4.7 奇特征情况下的同构问题

假定 q是奇数. 记得当 a, b, c, t属于 Fq 时,我们已经定义了

E(a, b, c, t) =


1 0 0 0

−c 1 0 0

b− ct t 1 0

a b c 1

 ,

它不但能看作 PSp(4, q)P 的元素,而且保持派生四边形 QP 不变. 对 QP 中的点正则

群 G,我们用 ga,b,c来表示 G中把 〈(0, 0, 0, 1)〉映射到 〈(a, b, c, 1)〉.的元素. 令 θa,b,c是

ga,b,c 的 Frobenius部分,并且令 T (a, b, c)是它的矩阵部分的第 (3, 2)项,这些都是我
们第 4.2.2子节中引入的符号.

4.7.1 PΓSp(4, q)P 内的共轭类

在本子节中,我们将会完成 q是奇数时点正则群的分类结果的证明,也就是定理
4.20的证明. 奇特征下的所有点正则群都是从定理 4.22(线性的情况)和定理 4.34(非
线性的情况)中得到的,同时这意味着构造 4.37, 4.42和 4.46产生的群分别在PΓSp(4, q)
里面与构造 4.17-4.19中的群相共轭. 并且我们观察到构造 4.17-4.19分别是构造 4.37,
4.42和 4.46的特殊情形. 于是我们在接下来的讨论中对这三种情况的每一种情况下
证明它们之间的共轭性,从而完成定理 4.20的证明.
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(A). 在构造 4.37中,设 ν := νC − S1(tC). 因为 TrFq/Fpl
(ν) = 0,所以 TrFq/Fpl

(ν) = 0,
于是由引理 4.1可知存在 u ∈ Fq 使得 ug − u = ν. 取 g1 := (E(0, 0, 0, u), 1). 易知
G̃ := g−1

1 ◦G◦g1也是QP 的点正则群. 根据第 4.2节中的介绍,群 G̃是由某两个函数T ′

以及 θ′而生成的点正则群. 令 g′a,b,c是 G̃中把 〈(0, 0, 0, 1)〉映射到 〈(a, b, c, 1)〉的元素,
设 σ′

c := θ′0,0,c,M ′(y) := T ′(0, y, 0)和 S ′(z) := T ′(0, 0, z). 于是对M ′(y) := T ′(0, y, 0)

和 S ′(z) := T ′(0, 0, z),我们就能验证

g′a,b,c = g−1
1 ◦ ga,b−cν,c ◦ g1 = (E(a, b, c, S1(c)), 1).

于是在 c ∈ K 就有 T ′(a, b, c) = S1(c), θ′(a, b, c) = 1. 特别地,M ′ ≡ 0, θ′0,y,0 ≡ 1. 相似
地,我们有

g′0,utC ,tC
= g−1

1 ◦ g0,0,tC ◦ g1 = (E(0, utC , tC , S1(tC)), g).

也就是说, T ′(0, utC , tC) = S1(tC), θ′0,utC ,tC
= g. 根据等式(4.42)和(4.43),我们有 σ′

tC
=

g. 由此我们有 g′0,0,tC = (E(0, 0, tC , S1(tC)), g).
设 G̃ := g−1

1 ◦ GK ◦ g1, 注意到它恰好是群同态 g′a,b,c 7→ θ′a,b,c 的核. 那么 G̃ =

〈G̃K , g
′
0,0,tC

〉. 于是对每个三元组 (x, y, z) 存在 a, b ∈ Fq, c ∈ K 和 i ≥ 0 使得

g′x,y,z = g′a,b,c ◦ g′i0,0,tC . 根据群乘法(4.9),我们就能直接地验证 z = gi(c)+
∑i−1

k=0 g
k(tC),

T ′(x, y, z) = S1(z)和 θ′x,y,z = gTrFq/Fp (µ
′
Cz),其中 µ′ = µCTrFq/Fp(µCtC)

−1. 因此 G̃是来

自构造 4.17的. 而这证明 G是来自构造 4.37的情况下的说法.

(B). 在构造 4.42中,取 u := µ−1
B α,由 (iii)可知 νB = ug − u. 我们就能从 νB = ug − u

中推出 NC(θa,b,c) = uθa,b,c − u, 其中 NC 是在等式(4.38)中定义的函数. 再用 g1 =

(E(0, 0, 0, u), 1) ∈ PΓSp(4, q)P 对它共轭,我们就计算出 g′a,b,c := g−1
1 ◦ ga,b−uc,c ◦ g1等

于 (E(a, b, c, S2(c)), g
1
2
Q(c)+TrFq/Fp (α

′c+µBb)). 通过将符号 S2改成 S1(为了保持跟前面的
构造的符号的一致性),我们就能看出 α′g − α′ = 0就采取构造 4.18的形式. 而这证明
对构造 4.42的说法.

(C). 在构造 4.46中,设 ν := νC −S2(tC),从 (v)可知它等于 µ−1
B (αg −α−λCu−λµC).

我们就用 (i) 中 (1 − g)u = 0 以及 µC ∈ F3l 推出 TrFq/F3l
(ν) = 0 这些事实突出

TrFq/F3l
(ν) = 0. 于是根据引理 4.1可知存在 u0 ∈ Fq 使得 ν = ug0 − u0. 令 λ :=

λ−1
C TrFq/F3(µBu0tC)和 u1 := u0 − λµ−1

B µC ,因此 TrFq/F3(µBtCu1) = 0. 因为 µB 和 µC

都属于 F∗
3l
,我们就能推出 ug1 − u1 = ν. 于是就有 νB =

∑2
i=0 g

i(ν) = g1(u1) − u1,其
中 g1 = g3. 以下是我们需要了解的一些事实:
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(1) 设 α′ := α−u1µB. 那么我们就能从 ug1−u = ν和 ν = µ−1
B (αg−α−λCu−λµC)

中推出 g(α′)− α′ = λCu+ λµC . 因为 u− ug ∈ F∗
3l
和 (g − 1)3 = g1 − 1,所以我

们能进一步地推出 g1(α
′)− α′ = 0,即 α′ ∈ F33l .

(2) 因为 TrFq/F3(µBtCu1) = 0„所以根据等式(4.42)我们有

θ0,−tCu1,tC = θ0,−tCu1,0 · σtC = g
TrFq/F3 (−µBtCu1)

1 · g = g.

(3) 由等式(4.43)可知 T (0,−tCu1, tC) =M(b′)g + νC ,其中 b′ = −tCu1. 于是我们有
θ0,b′,0 = 1, 所以从 (F5)可得 M(b′) = NC(1) = 0. 由此就有 T (0,−tCu1, tC) =
νC .

令 G̃ := g−1
1 ◦ G ◦ g1 且 g1 = (E(0, 0, 0, u1), 1) ∈ PΓSp(4, q)P , 再令 g′a,b,c 是 G̃ 中

把 〈(0, 0, 0, 1)〉 映射到 〈(a, b, c, 1)〉 的元素. 根据第 4.2.2节中的分析, 群 G̃ 是由某个

函数 T ′ 和 θ′ 而生成的点正则群. 通过与前面的例子完全相同的论证, 我们推断出
子群 G̃K := g−1

1 ◦ GK ◦ g1 是由 g′a,b,c = (M′
a,b,c, θ

′
a,b,c), a, b ∈ Fq, c ∈ K 组成, 其

中 θ′a,b,c = g
1
2
Q(c)+TrFq/Fp (α

′c+µBb)

1 和M′(a, b, c) = E(a, b, c, S2(c)). 相似地, g′0,0,tC =

g−1
1 ◦ g0,−tCu1,tC ◦ g1,并且由上面的 (2)可知它的 Frobenius部分是 g. 我们比较他们
的矩阵部分,于是就有 T ′(0, 0, tC) = νC − g(u1) + u1 = S2(tC),其中我们在推导过程
中用了上面的 (3). 通过将符号 S2 改成 S1(为了跟之前的构造中符号保持一致),我们
就能看出 G̃ = g−1

1 ◦ G ◦ g1 取构造 4.19给出的形式. 这证明对构造 4.46的说法,因此
就完成定理 4.20的证明.

4.7.2 点正则群的群不变量

本节的第一个目标是证明这四种构造在一般情况下产生不同构的点正则群. 我
们从 G的一些性质开始.

引理 4.47.在构造 4.16-4.19产生的点正则群中,我们都有 T (x, y, z) = S1(z).

证明. 这对于前三个构造来说是显而易见的. 因此, 我们下面只考虑构造 4.19的
情况. 因为多项式系数 si(0 ≤ i ≤ 9l − 1) 都属于 F3l , 所以我们对 x ∈ Fq 有

S1(g(x)) = g(S1(x)), 即 S1 和 g 是相互交换的. 因为对每个三元组 (x, y, z) 都有

G = 〈GK , g0,0,tC 〉,所以存在 a, b ∈ Fq, c ∈ K 和 i ≥ 0使得 gx,y,z = ga,b,c ◦ gi0,0,tC . 通
过使用注 4.15中的计算以及 S1和 g交换的事实进行直接地展开,我们从这个等式中
得到 z = gi(c) +

∑
k=0 i− 1gk(tC)和 T (x, y, z) = S1(z). 证毕.
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引理 4.48.令 G为来自以上的四个构造其中之一的群. 令 GF 是下面定义的 G的子

群

GF := {ga,b,c : θa,b,c = 1}, (4.66)

以及设 U := {c ∈ Fq : ga,b,c ∈ GF 对某些a, b ∈ Fq}.

(P1) 对构造 4.16和 4.18有 U = Fq, 而对构造 4.17和 4.19则有 U 是一个余维数为 1

的 Fp-线性子空间.

(P2) 当 ga,b,c ∈ GF 时,它的阶是 p或 p2；特别地,后一种情况发生当且仅当 p = 3和

S1(c) 6= 0.

证明. 结论 (P1)是通过一种一种情况地检查得到的,这里我们省略了这些细节. 设
T1 := T (a, b, c)和 gai,bi,ci := gia,b,c. 根据注 4.15,我们能推出对每个 i ≥ 0都有 ci+1 =

ci+ c, bi+1 = bi+ ciT1和 ai+1 = ai− bic+ cib− cicT1. 因为 a0 = b0 = c0 = 0,所以很容
易地推出 ci = ic, bi = ib + (i−1)i

2
cT1 以及 ai = ia − (i2−1)i

6
c2T1. 特别地, gpa,b,c = gx,0,0,

其中 x = − (p2−1)p
6

c2S1(c),还有 gp
2

a,b,c = 1. 因为 p是奇数,所以 (p2−1)p
6

6= 0当且仅当

p = 3. 此外,因为 S1是可加的,所以 cS1(c) 6= 0当且仅当 S1(c) 6= 0. 因此, ga,b,c的阶
是 p2当且仅当 p = 3和 S1(c) 6= 0. 这就完成说法 (P2)的证明.

定理 4.49.令 G为来自构造 4.16-4.19中的某个构造产生的群.

(1) 若 G是来自构造 4.16的,则 exp(G) = p或 p2,其中后者发生当且仅当 p = 3和

S1不是零映射.

(2) 若 G是来自构造 4.17或 4.18的,则 exp(G) = p2 或 p3,其中后者发生当且仅当
p = 3以及 S1限制到 F3l 时不是零映射.

(3) 若 G是来自构造 4.19的, 则 exp(G) = 33 或 34, 其中后者发生当且仅当 p = 3

以及 S1限制到 F3l 时不是零映射.

证明. 每个构造的分析都是相似的,于是我们只对构造 4.19的情况给出详细的解释.
令GF 是在等式(4.66)中定义的集合,并且定义群同态ψ : G→ Aut(Fq), ga,b,c 7→ θa,b,c.
那么 GF = ker(ψ). 我们首先做一些观察.

(i) Fq = 〈K, tC〉F3 ,这是因为 tC 6∈ K 和 K 是 Fq 中一个超平面. 此外,根据线性代
数可知 Fq = 〈tC +K〉F3 .
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(ii) 因为 [G : GK ] = 3且GK = {ga,b,c : a, b ∈ Fq, c ∈ K},所以我们有GK◦g0,0,tC =

{ga,b,tC+g(c) : a, b ∈ Fq, c ∈ K}.

(iii) 因为 Im(ψ) = 〈g〉的阶是 9,所以此我们对任意 g ∈ G都有 g9 ∈ GF .

我们这里声称如果 S1|F
3l

6= 0, 那么存在 c ∈ K 使得 S1(w) 6= 0, 其中 w =

TrFq/F3l
(tC + c)；否则 tC +K 落在 F3 线性映射 x 7→ S1(TrFq/F3l

(x))的核里面,于是
〈tC + K〉F3 = Fq 也落在这个核里面. 因为迹映射是满射的, 所以我们就推出一个矛
盾：ker(S1) = F3l . 这就证明我们的声称.

取一个三元组 (x, y, z),并且记 gi = θx,y,z, gu,v,w = g9x,y,z,易从 (iii)中可知它属于
GF . 我们也根据乘法规则(4.9)计算出 w =

∑8
k=0 g

ik(z). 如果进一步有某个 c ∈ K 使

得 z = tC + g(c),那么从 (2)可得 gx,y,z ∈ GK ◦ g0,0,tC ,因此,对某个 j有 θx,y,z = g1+3j；

对应地,根据
∑8

k=0 g
k(z) = TrFq/F3l

(z)这事实有w =
∑8

k=0 θ
k
x,y,z(z) = TrFq/F3l

(tC+c).

接着我们声称 33 ≤ exp(G) ≤ 34. 因为 gu,v,w ∈ GF ,由引理 4.48可知它的阶至多
是 32,故 exp(G) ≤ 34. 另一方面,根据 (i)可知存在 c ∈ K使得 λ := Trq/3l(tC+c) 6= 0.
那么对某个 u, v有 g90,0,tC+c = gu,v,λ,于是 g0,0,tC+c的阶至少是 33. 这就证明我们的声
称.

剩下只需要确定何时存在这样的三元组 (x, y, z) 使得 g := gx,y,z 的阶是 34. 由
(iii) 可知当且仅当 θx,y,z 的阶是 9 以及 gu,v,w = g9 的阶也是 9 时, 才出现这种情况.
假设这两个条件都成立. 因为 [G : GK ] = 3,如果有需要把 g替换成 g−1,我们可以
假设 g ∈ GK ◦ g0,0,tC . 因此,由 (ii)可知对某个 c ∈ K 有 z = tC + g(c),并且对应地,
w = TrFq/F3l

(tC + c) ∈ F3l . 根据引理 4.48的 (P2), 群元素 gu,v,w 的阶是 9当且仅当

S1(w) 6= 0. 因此,当 S1|F
3l
≡ 0时不可能存在这样元素. 如果 S1 在 F3l 不常为零,那

么我们早已经证明存在 c ∈ K 使得 c ∈ K ,于是就有 g90,0,tC+g(c) 的阶 9. 这就证明我
们的说法. 证毕.

定理 4.49对区分构造 4.17和构造 4.18没有帮助. 于是我们计算他们的 Thompson
子群,这将能在一般情况下说明这两个构造是不同的. 取 ga,b,c ∈ G,并记 θ1 = θa,b,c.
当 gx,y,z ∈ CG(ga,b,c)时,根据定理 4.12,我们从 ga,b,c ◦ gx,y,z = gx,y,z ◦ ga,b,c中推出

aθ2 + x− bθ2z + cθ2y − cθ2zS1(z) = xθ1 + a− cyθ1 + bzθ1 − czθ1S1(c);

bθ2 + y + cθ2S1(z) = b+ yθ1 + zθ1S1(c),

cθ2 + z = c+ zθ1 ,

S1(c)
θ2 + S1(z) = S1(z)

θ1 + S1(c),

(4.67)

其中 θ2 = θx,y,z. 这是我们利用引理 4.47的结果 T (x, y, z) = S1(z).
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定理 4.50.令 G是来自构造 4.17或构造 4.18的群,并且假设 1 < deg(S1) < q/p. 那么
G的 Thompson子群是 J(G) = {ga,b,0 : a, b ∈ Fq, θa,b,0 = 1}. 当 G来自构造 4.17时,
|J(G)| = q2,而当它来自构造 4.18时, |J(G)| = q2/p.

证明. 我们这里只处理构造 4.18的情况,另外一种情况是类似的. 令 d为 G中阿贝

尔群的最大阶. 易知 Gab := {ga,b,0 : a, b ∈ Fq, θa,b,0 = 1}是阶为 q2/p的阿贝尔群,所
以 d ≥ q2/p.

我们首先证明 J(G) ≤ GF , 其中 GF 是 G 中所有带有平凡的 Frobenius 部分
的元素的集合. 这是通过证明任何 d 阶的阿贝尔子群都是 GF 的子集来实现. 现在
我们开始用反证法. 假设 H 是 d 阶阿贝尔子群并且包含一个元素 ga,b,c ∈ G 使得

θa,b,c = gi 6= 1. 因为子群 CG(ga,b,c)不仅包含 H ,也至少有大小 d ≥ q2/p. 我们现在
用另外一种方法估计 CG(ga,b,c) 的大小. 固定一个整数 j 使得 0 ≤ j ≤ p − 1. 假定
gx,y,z ∈ CG(ga,b,c),且它的 Frobenius部分为 θx,y,z = gj . 根据等式(4.67)中的第三个方
程,我们有 zg

i − z = −cgj + c. 因为 o(gi) = p和 q = ppl,所以这个方程关于 z最多有

pl 个解. 于是对于给定的 z,相同的理由说明了等式(4.67)中的第二个方程关于变量 y

最多有 pl 个解. 相似地,对给定一对 (y, z),等式(4.67)中的第一个方程关于变量 x最

多有 pl个解. 概括而言,我们可以得到 |CG(ga,b,c)| ≤ p3l+1. 易从 (2p− 3)l ≥ 3可知这

个数小于 q2/p = p2pl−1. 这就证明我们需要的结论.

我们接着证明 J(G) ≤ Gab. 同上一段一样, 这只需要证明对 GF 中任意元素

ga,b,c 且 c 6= 0 都使它在 GF 的中心化子（不是 G 中的中心化子）的大小比 q2/p

小. 当 gx,y,z ∈ CGF
(ga,b,c)时,它的 Frobenius部分是平凡的（即 θx,y,z = 1）,于是等

式(4.67)中的方程可以简化为 cS1(z) − zS1(c) = 0和 2y = 2bc−1z + zS1(z) − zS1(c).
记得我们有 S1 是 Fp-l性的. 注意到 deg(S1)的限制,我们可以看出最多存在 q/p2 这

样的 (y, z)对. 因此 CGF
(ga,b,c)的大小最多是 q2/p2.

因为 Gab 是阿贝尔的, 所以我们断定 J(G) = Gab, 并且它是唯一的最大阿贝尔
子群,而它的阶为 q2/p. 证毕.

我们下一个目标是确定 G 的幂零类的上下界. 我们先由 G 的中心开始. 记得
GA = {ga,0,0, : a ∈ Fq},参考符号 4.2.1.

引理 4.51. 令 G 是由构造 4.16-4.19其中之一产生的群. 那么它的中心是 Z(G) =

{ga,0,0 : a ∈ Fpl}.

证明. 取 Z(G)中一个元素 ga,b,c. 首先我们证明 θ1 = θa,b,c = 1. 假设 θ1 6= 1. 如果三
元组 (x, y, z)满足 θ2 = θx,y,z = 1,那么等式(4.67)中的第三个方程可简化为 z = zθ1 ,
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即 z属于 Fq 的真子域. 特别地,至多存在 √
q个 z’s使得存在一个三元组 (x, y, z)满

足 θx,y,z = 1. 另一方面,根据引理 4.48的性质 (P1)可知满足这样条件的三元组的数

至少为 q/p：矛盾. 这就证明 θ1 = θa,b,c = 1.
接着,我们证明 c = 0. 取 (x, y, z) = (0, y0, 0),其中 y0 是 Fq 中的某个元素以致

θ0,y0,0 = 1. 等式(4.67)中的第一个方程简化为 2cy0 = 0,于是就有 c = 0.
根据 θ1 = 1 和 c = 0 可将等式(4.67)中的方程简化为 aθ2 − bθ2z = a + bz 和

bθ2 = b,其中 θ2 = θx,y,z. 对满足 z 6= 0和 θx,y,z = 1的三元组,我们从第一个方程中推
出 2bz = 0,这意味着 b = 0. 并且等式(4.67)的方程可进一步简化为 aθx,y,z = a,其中
x, y, z ∈ Fq. 也就是说, ag = a. 证毕.

令 g ∈ Aut(Fq) 使得对 x ∈ Fq 有 g(x) = xp
l . 我们将 Fq 看作一个 F3l [〈g〉] 模.

设 R0 := Fq, 并定义 Ri := (1 − g)i(Fq), 即 Ri = {(1 − g)i(x) : x ∈ Fq}, 其中
1 ≤ i ≤ pe, . 根据引理 4.1和 TrFq/Fpl

(x) = (1− g)p
e−1(x),我们有 Rpe−1 = Fpl . 那么对

每个 0 ≤ i ≤ pe − 1有一个短正合列

0 −→ Fpl
1−→ Ri

1−g−→ Ri+1 −→ 0.

由此断定 dimFp Ri = (pe − i)l；特别地, Rpe = 0. 后面若有 x− y ∈ Ri,我们记 x ≡ y

(mod Ri).

引理 4.52.令 G为来自构造 4.16-4.19其中一个中产生的群,再令 pe为域自同构 g的

阶. 对于后面的三个构造, 我们进一步假设 l > 1. 对 1 ≤ i ≤ pe, 我们有 Zi(G) :=

{ga,0,0 : a ∈ (1− g)p
e−i(Fq)}. 特别地, Zpe(G) = GA.

证明. 在 i = 1的情况下,由引理 4.51和 Rpe−1 = Fpl 即可推出结论. 于是我们不妨
假设引理对 1 ≤ i ≤ pe − 1成立,接着我们打算证明结论 i+ 1时成立. 通过与前面的
定理 4.50相似的论证,我们能断定 ga,b,c ∈ Zi+1(G)当且仅当

aθ2 + x− bθ2z + cθ2y − cθ2zS1(z)

≡ xθ1 + a− cyθ1 + bzθ1 − czθ1S1(c) (mod Rpe−i)
(4.68)

以及等式(4.67)中的最后三个方程对所有 x, y, z ∈ Fq 都成立, 其中 θ1 = θa,b,c, θ2 =

θx,y,z.
假定 ga,b,c ∈ Zi+1(G). 通过与引理 4.51中一样的证明, 我们推出 θ1 = 1. 现在

我们需要证明 c = 0. 在前面两个构造中, 对所有 y0 ∈ Fq 有 θ0,y0,0 = 1；在后面两

个构造中, Fq 中有 q/p 个 y0’s 使得 θ0,y0,0 = 1. 于是对 Fq 中这样元素 y0 取三元组

(x, y, z) = (0, y0, 0), 等式(4.68)就简化为 2cy0 ∈ Rpe−i, 其中 1 ≤ i ≤ pe − 1. 如果
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c 6= 0, 那么通过比较大小就得到一个矛盾. 这里我们在推导过程中对后面两个构造
使用假设 l > 1. 因此我们推出当 g(a, b, c) ∈ Zi+1(G)时就有 c = 0.

通过条件 θ1 = 1和 c = 0, ga,b,c ∈ Zi+1(G)的等价条件现在转化为 bθx,y,z = b和

2bz ≡ aθx,y,z − a (mod Rpe−i). 记得有 U = {c ∈ Fq : ga,b,c ∈ GF}. 接着我们根据
i = pe − 1与否将证明分成两种情况.

(1) 首先考虑情况 i < pe − 1. 对每个 z ∈ U , 我们取一个三元组 (x, y, z) 使得

θx,y,z = 1, 于是等式(4.68) 就简化为 2bz ∈ Rpe−i. 由性质 (P1), 我们通过在
b 6= 0比较大小推出一个矛盾,这就意味着 b = 0. 于是等价条件就进一步简化
为对所有 x, y, z ∈ Fq 有 aθx,y,z − a ∈ Rpe−i,或等价地, ag − a ∈ Rpe−i. 上式成
立当且仅当 a ∈ Rpe−i−1.

(2) 接着考虑情况 i = pe − 1. 在这种情况中, agk − a = (gk − 1)(a)在 k ≥ 0时总

属于 R1 = Rpe−i, 于是等价条件就简化为对所有 x, y, z ∈ Fq 有 bθx,y,z = b和

2bz ∈ R1. 我们因此通过比较大小断定 b = 0. 这时对 a没有任何限制.

证毕.

使用如引理 4.52中一样的符号和假设. 根据文献 [73]中的 (9.7)可知 H 的幂零类

等于 1加上任何幂零群 H 的 H/Z(H). 归纳起来, H 的幂零类等于 i加上 H/Zi(H)

的幂零类. 由引理 4.52可知G的幂零类等于 pe加上G/GA的幂零类,其中 pe = o(g).
我们现在考虑 Ḡ := G/GA = {ḡa,b,c : b, c ∈ Fq}的幂零类. 我们观察到 ḡa,b,c 包含于

Z(Ḡ)当且仅当等式(4.67)中的最后三个方程对所有 y, z ∈ Fq 成立.

定理 4.53.如果 G是来自构造 4.16的群,那么它幂零类是 2或 3,后者发生当且仅当
deg(S1) > 1.

证明. 在这种情况中下, 我们有 pe = 1, 即 G 是线性的. 简记 ḡb,c := ḡa,b,c. 假定
ḡb,c ∈ Z(Ḡ). 因为 θx,y,z ≡ 1,所以等式(4.67)中的最后三个方程简化后就等价于对所
有 z ∈ Fq 有 cS1(z) = zS1(c). 如果 c 6= 0, 那么 S1(z) = c−1S1(c)z, 故 deg(S1) ≤ 1.
因此当 deg(S1) > 1 就有 Z(Ḡ) = {ḡb,0 : b ∈ Fq}；而且此时 Ḡ/Z(Ḡ) 是阿贝尔的,
即 Z2(Ḡ) = Ḡ. 如果 deg(S1) ≤ 1, 那么对所有 c, z ∈ Fq 有 cS1(z) = zS1(c), 因此
Z(Ḡ) = Ḡ. 证毕.

对于后面的三种构造, 群 G 的幂零类能在一个很大的范围内取值, 详见表 4.1.
在一般情况下, 给出幂零类的显式表达式是不可行的, 故作为替代品, 我们给出一个

82



W (q)中的 Payne派生四边形的点正则自同构群

合理且相对紧的上下界并且在假设 l > 1下给出一些例子. 在接下来的叙述中,我们
改变我们的策略,考虑 Ḡ = G/GA的下中心序列. 这里我们引入 Ḡ的子群链如下：

Ḡi := {ḡa,b,c : a, b ∈ Fq, c ∈ Ri}, 1 ≤ i ≤ pe, (4.69)

其中 Ri = (1 − g)i(Fq). 特别地,我们有 Ḡpe = ḠB,其中 ḠB := {ḡb,0 : b ∈ Fq}. 它们
将有助于区别下中心链的子群 γi(Ḡ)’s.

取 ḡa,b,c ∈ Ḡ. 当 y, z ∈ Fq 时,我们设 ḡu,v,w := ḡ−1
a,b,c ◦ ḡ−1

x,y,z ◦ ḡa,b,c ◦ ḡx,y,z. 这里我
们只需要关心下标 w,其具体表达式是

w = (θ0,y,z − 1)(c)− (θ0,b,c − 1)(z). (4.70)

定理 4.54.令 G为来自构造 4.17-4.19其中之一的群,令 pe 为域自同构 g 的阶,再假
设 l > 1. 那么 G的幂零类落在范围 [2pe, 3pe]中.

证明. 根据引理 4.52可知我们只需要证明 Ḡ = G/GA的幂零类落在范围 [pe, 2pe]内.
记得 U = {c ∈ Fq : θa,b,c = 1},简记 ḡb,c = ga,b,c,再令 Ḡi 是在等式(4.69)中定义的子
群. 对于这三种构造中每一种,我们都有 e ≥ 1.

我们断定对 2 ≤ i ≤ pe 有 γi(Ḡ)包含于 Ḡi−1 但不包含于 Ḡi, 并且 γpe+1(Ḡ)是

Ḡpe = ḠB 的子集,其中 γi(Ḡ)是 Ḡ的下中心链的第 i项. 现在我们使用归纳法证明.

(1) 首先考虑情况 i = 2. 根据性质 (P1) 和假设 l > 1 可通过比较大小知道存在

c ∈ U \ R1. 因为从等式(4.42)可知 θa,b,c 与 a无关, 所以存在 b ∈ Fq 使得对这

样的 c有 θa,b,c = θ0,b,c = 1. 对选定一对 (b, c)和另外一对 (y, z) = (0, tC),我
们有 w = cg − c, 其中 w 是如等式(4.70)中所示的. 于是 w 属于 R1 \ R2, 即
[ḡb,c, ḡ0,tC ] ∈ Ḡ1 \ Ḡ2. 另一方面,对任意 (b, c)和 (y, z),其对应的元素 w 总是

属于 R1. 这就完成情况 i = 2的证明.

(2) 假设已经证明了结论在 2 ≤ i ≤ pe−1时成立. 取 ḡb,c ∈ γi(Ḡ). 我们有 θ0,b,c = 1,
这是因为 γi(Ḡ) 包含于 Ḡ′. 于是等式(4.70) 可简化为 w = (θ0,y,z − 1)(c), 利
用归纳法可知它总属于 Ri. 同样地, 通过归纳法可知存在 ḡb,c ∈ γi(Ḡ), 其中
c ∈ Ri−1 \ Ri. 取 (y, z) = (0, tC),以及对应地有 w = (g − 1)(c). 元素 w 属于

Ri \Ri+1. 这完成情况 i+ 1的证明.

对于 γpe+1(Ḡ) 的结论可以用跟 (2) 一样的方法证明. 当 γpe+1(Ḡ) 时, 易得 c ∈
Rpe−1/Rpe = Fpl ,因此从等式(4.70)中可得 w = (g − 1)(c) = 0. 这就证明我们的说法.
特别地, γpe+1(Ḡ)包含于 ḠB 但不包含于 γpe(Ḡ). 这给出 Ḡ的幂零类的下界.
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因为 γpe+1(Ḡ)具有平凡的 Frobenius部分,所以它包含于 ḠB的子群H := {ḡb,0 :
θ0,b,0 = 1}. 在构造 4.17中,我们有 KB = Fq；而在构造 4.18和 4.19中,我们有 KB =

{b : TrFq/Fp(µBb) = 0}. 于是我们现在定义 e0(H) := H , 并且归纳地对 i ≥ 1 定义

ei+1(H) := [ei(H), Ḡ]. 那么通过归纳法我们推出对 i ≥ 1有 γpe+i(Ḡ) ≤ ei−1(H). 于
是用常规方法可以验证 ḡ−1

b,0 ◦ ḡ−1
y,z ◦ ḡb,0 ◦ ḡy,z = ḡ−b+bθ0,y,z ,0. 这样就很容易地用归纳法

得到 ei(H) = {ḡb,0 : b ∈ (1 − g)i(KB)},其中 1 ≤ i ≤ pe. 特别地, epe(H) = {1},故
γ2pe+1(Ḡ) = 1. 于是这就确定了 Ḡ的幂零类的上界.

在表 4.1中,我们已经列出构造 4.17和 4.18中在有些特殊情况产生的点正则群的
幂零类的显式值. 我们用下面的例子演示一下我们的计算过程,实际的计算过程会比
想象中的复杂,于是我们省略表中某些情况下的细节.

例子 4.55.在这个例子中,我们将给出来自构造 4.17的群G在表 4.1所列出的特殊情
况下的上中心序列. 特别地,上中心序列的前面 p项 Zi(G), 1 ≤ i ≤ p都已经在引理

4.52中确定,故我们在这里不再重复地给出. 记得此时有 q = ppl, g(x) = xp
l ,并且我

们设 µC = 1, K = {x ∈ Fq : TrFq/Fp(x) = 0}. 于是进一步地假设 l > 1. 像平常一样,
令 R0 := Fq 和 Ri := (1− g)i(Fq)其中 1 ≤ i ≤ p.

(1) 如果 S1(z) ≡ 0,那么

Zp+i(G) = {ga,b,c : a ∈ Fq, b, c ∈ (1− g)p−i(Fq)}, 0 ≤ i ≤ p.

(2) 如果 S1(z) = zp
k
且 l ∤ k,那么

Zp+i(G) = {ga,b,0 : a ∈ Fq, b ∈ Rp−i}, 0 ≤ i ≤ p,

Z2p+i(G) = {ga,b,c : a, b ∈ Fq, c ∈ Rp−i}, 0 ≤ i ≤ p.

(3) 如果 S1(z) = (1− g)k(z)其中 1 ≤ k ≤ p− 1,那么 Zp+i(G), 1 ≤ i ≤ p− k的表

达式就跟情况 (2)中一样,并且

Z2p−k+j(G) = {ga,b,c : a ∈ Fq, b ∈ Rk−j, c ∈ Rp−j}, 1 ≤ j ≤ k,

Z2p+j(G) = {ga,b,c : a, b ∈ Fq, c ∈ Rp−k−j}, 1 ≤ j ≤ p− k.

在表 4.1中 G 在其他情况时上中心序列可以用类似的方式推导得出, 这里我们省略
这些细节.
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4.8 小结

在本节中,我们已经确定了经典辛对称四边形Q = W (q)在 q是奇数时的 Payne
派生四边形 QP 的所有点正则群. 通过计算不同构造的点正则群的某些群不变量,如
exponents和 Thompson子群等,我们就解决了这些构造产生群的同构性问题. 我们还
得到了构造出来的群的幂零类的严格上下界. 作为一个推论,我们能看出正则地作用
在一个有限广义四边形的点集上的有限群可以有无穷大的幂零类. 在我们的工作之
前,唯一已知的这样的群的幂零类最多为 3,除了用计算机搜索得到小参数的例子的
幂零类大小.

在第 4.5节中, 我们也已经确定了偶特征情况下 PGL(4, q) 中 QP 的所有点正则

群. 事实上, q 是偶数时也存在一些平行于构造 4.37,构造 4.42以及构造 4.46的结果,
但是我们在这里就不进行叙述,这是因为考虑到文章的篇幅,不过这些构造的核心想
法跟奇数的情况是一样的. 进一步而言, 计算机的数据结果说明了当 q = 24 时具有

满足 rA,B = 2 条件的例子, 这意味着可能存在更多不同于奇特征情况的构造. 如何
对偶数特征情形进行完全的分类仍然是一个具有挑战性的问题.
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5 有限 Hermitian极空间中的传递 ovoids

5.1 介绍

一个秩为 r > 2的有限极空间 P 中的一个 ovoid是 P 中的射影点集使得它与每
个极大完全奇异或迷向子空间都恰好有一个公共点. 如果存在一个 ovoid,那么它的
大小被称作 ovoid数 (ovoid number),记作 θ(P). 或者说, P 中的一个 ovoid是 P 中包
含 θ(P) 个点的集合以致里面任意两点都是不正交的. 由于 ovoids 与各种几何对象
以及组合学的其它分支有着密切的联系,因此 ovoids的相关相究得到广泛的关注,详
见文献 [38,39]. 在过去 40年中,关于 ovoids的概念有两个主要的推广,即m-systems和
intriguing sets. 请参考文献 [4]中的第七章和文献 [80]及其里面的参考文献去获得更多

信息.
令 V 是一个 (n + 1) 维 Fq2-线性空间, 并且赋予一个非退化 Hermitian 型 h :

V × V → Fq2 . 令 PG(V )是 V 所对应的射影空间,用 〈v〉表示射影点,即由非零向量
v张成的一维向量空间. (V, h)对应的 Hermitian极空间H(n, q2)是由 V 中关于 h的

完全迷向子空间构成的,以包含为其关联关系. H(n, q2)中最大完全迷向子空间的维

数是 r = b(n+ 1)/2c,于是 H(n, q2)的秩是 r. 在 n > 2是偶数的情况下, H(n, q2)不

存在 ovoids,详情可参考文献 [38]. 在 n ≥ 3是奇数的情况下, H(3, q2)有很多 ovoids,
但是除了文献 [40–42] 中的不存在性的结果,人们对 n > 3时的 ovoids了解甚少. 令 n

是奇数并且O是H(n, q2)中的一个 ovoid. 那么O的 ovoid数是 qn+1. 对于H(n, q2)

中的射影点 P ,我们有以下结果

|P⊥ ∩O| =
{ 1, if P ∈ O

qn−2 + 1, if P 6∈ O
, (5.1)

具体可参考文献 [80]. 这里 ⊥是与 H(n, q2)关联的极性 (polarity). 显而易见, 对于每
个 g ∈ PΓU(n + 1, q2), g(O)也是一个 ovoid；于是我们说 g(O)与 O 是射影等价的.
秩为 r的 Hermitian极空间中所有已知 ovoids都是属于 H(3, q2). 特别地, H(3, q2)的

一个非退化的平面截面是经典 ovoid,并且 H(3, q2)中所有经典的 ovoids都是射影等
价的. 值得一提的是,这里有一个强大的方法能从 H(3, q2)的一个旧的 ovoid中获得
新的 ovoids,这种方法被称为派生法 (derivation),是由 Payne和 Thas最先提出的 [81].
具体而言,取定 H(3, q2)中一个 ovoid O,再取 PG(3, q2)中一条交 O于 q + 1个点的

线 ℓ. 令 O′ 是通过去掉 O在 ℓ上所有的点以及加上 ℓ⊥ 上的迷向点而得到与 O的大

小一样的集合. 这样得到的 O′ 也是 H(3, q2)中的 ovoid. 当 q 是偶数时,还有一类我
们后面会提到的 ovoids 叫 Singer-type ovoids, 它们是由经典 ovoids 通过多重派生法
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(multiple derivations)得到的.

对于H(n, q2)中的一个 ovoid,如果存在 PΓU(n+ 1, q2)中的一个子群H 固定 O

的点集并且它在 O 上的作用是传递的, 那么我们称它是传递的 (transitive). 如果 H

是 PGU(n + 1, q2) 的子群, 那么这个 ovoid 就被称为线性传递的 (linearly transitive).
在 H(3, q2) 中, 经典 ovoids 都是线性传递 ovoids, 而且它们的全稳定子群都有非阿
贝尔因子 PSU(3, q2). 当 q > 2 是偶数时, Cossidente 和 Korchmáros [1] 在 H(2, q2)

的循环 spreads [43] 的基础上构造出 H(3, q2) 中的新一类传递 ovoids, 并将其命名为
Singer-type ovoids. 这类 ovoids的全自同构群是 PΓU(4, q2)中的可解群. 在同一篇文
献中, 他们将 q 为偶数时 H(3, q2) 中所有线性传递 ovoids 进行了分类, 并说明了这
样的 ovoids只能是经典的 ovoids和 Singer-type ovoids. 这里要注意的是最小的情况
q = 2是应归功于 Brouwer和 Wilbrink [82], 他们完成这种情况下所有 ovoids的分类.
2009年 Bamberg和 Penttila [2]对有限极空间中具有不可解传递自同构群的 ovoids进
行分类,主要是利用文献 [83] 中深刻的结果. 在 H(n, q2)和 n > 3中不存在这样的传

递 ovoids. 在奇特征情况下,除了经典 ovoids以外,只有在 q = 5时H(3, q2)中才存在

这样的稀疏的例子. 如果读者有兴趣的话, 可以去查阅文献 [2] 去了解其他经典极空

间中传递 ovoids的分类结果.

在这章中,我们对 H(3, q2)的传递 ovoids进行了完整的分类,并且说明对于给定
奇整数 n ≥ 5, H(n, q2)不存在传递 ovoid. 精确来说,我们证明以下定理.

定理 5.1.令 q是素数幂和 n ≥ 3是正整数. 假定 O是 H(n, q2)中的一个传递 ovoid.
那么 n = 3,并且 O射影等价于下面其中一类 ovoids：

(1) 经典的 ovoid H(2, q2),其中它的全稳定子群是 ΓU(3, q2)；

(2) 偶特征下 Singer-type ovoid,其中它的全稳定子群同构于 Z2× (Z3×PSL(2, 7)) :
2;

(3) H(3, 52)中例外的 ovoid,其中全稳定子群同构于 Z2 × (Z3 × PSL(2, 7)) : 2;

(4) H(3, 82)中某个 ovoid,其中它的全稳定子群同构于 Z57 : 9;

(5) H(3, 82)中某个 ovoid,其中它的全稳定子群同构于 Z57 : 18.

注 5.2.请查阅文献 [2] 去了解 H(3, 52)中这个特殊的 ovoid的描述,其构造是基于文
献 [84] 中发现的 H(2, 52)中的一个 unital spread而获得的. 对于 Singer-type ovoids和
H(3, 82)中两个稀疏的例子的描述,请分别参考例子 5.9和例子 5.10.
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本章结构安排如下所示. 在第 5.2节中,我们首先展示一些初步结果和准备工作.
在第 5.3节中,我们介绍将在本章中使用的H(n, q2)的模型,其中 n是奇数. 我们研究
特定的 qn+1阶 Singer群的轨道以及确定它们在什么情况下组成H(n, q2)的 ovoids.
特别地,在 n = 3和 q 是偶数时我们给出 Singer-type ovoids的代数描述. 在第 5.4节
中,我们先推导出具有 PΓU(n+1, q2)中的可解稳定子群的 transitive ovoids的参数限
制,之后给出主要定理 (定理 5.1)的证明.

5.2 准备工作

在这篇文章中,让 p是素数, d是正整数以及 n是大于等于 3的奇整数. 设 q = pd,
取 ω0是 Fq2n 中的 (qn + 1)(q − 1)阶固定元素,以及记 ω = ωq−1

0 . 如果 E 是有限域 F

的有限次域扩张,我们使用符号 TrE/F 去表示从 E 到 F 的相应迹函数.

5.2.1 技术引理

在这子节中,我们将介绍一些后面需要的引理.

引理 5.3.令ω0分别是Fq2n中的 (qn+1)(q−1)阶元并且ω = ωq−1
0 ,再设W := F∗

qn ·〈ω〉.
那么在 q是偶数时 F∗

q2n = W ,而在 q是奇数时 F∗
q2n = W ∪Wω0.

证明. 当 q 是奇数时, 因为 gcd(qn + 1, qn − 1) = 2, 所以 W 是 F∗
q2n 中 index 为 2

的乘法群；而且 q2n−1
(qn+1)(q−1)

= qn−1 + qn−2 + · · · + 1 是奇数, 故 ω0 是 F∗
q2n 中的非

平方元. 这样就很容易推出奇数时的结论. 在 q 是偶数时, 我们可以直接根据事实
gcd(qn + 1, qn − 1) = 1即可推出结论.

引理 5.4.使用引理 5.3中定义的符号,且假设 n = 3. 令 x是 〈ω〉 \Fq2 中的元素. 那么
TrFq6/Fq2

(x) 6= 1.

证明. 我们现在使用反证法证明. 假设 x是 〈ω〉\Fq2中的元素且满足TrFq6/Fq2
(x) = 1.

记 s := x1+q2+q4 ,它属于 F∗
q2 . 接着我们计算

TrFq6/Fq2
(xq

2+q4) = sTrFq6/Fq2
(x−1) = sTrFq6/Fq2

(xq
3

) = s.

因为 x 6∈ Fq2 ,所以 x在 Fq2 上的极小多项式是

(X − x)(X − xq
2

)(X − xq
4

) = X3 − TrFq6/Fq2
(x)X2 + TrFq6/Fq2

(xq
2+q4)X − s

= X3 −X2 + sX − s.
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然而,因式分解这个多项式后可得 (X − 1)(X2 + s)：这与假设 x ∈ Fq6 \ Fq2 相矛盾.
证毕.

引理 5.5.假定 gcd(n, e) = 1. 那么对于所有 x ∈ Fqn 有 TrFqne/Fqe
(x) = TrFqn/Fq(x),并

且 Fqe 的一组 Fq-线性基也是 Fqne 的一组 Fqn-线性基.

证明. 取 x ∈ Fqn 使得 xq
n
= x. 因为 gcd(n, e) = 1,我们有 {ie (mod n) : 0 ≤ i ≤

n− 1} = {0, · · · , n− 1},所以

TrFqne/Fqe
(x) = x+ xq

e

+ · · ·+ xq
e(n−1)

= x+ xq + · · ·+ xq
n−1

= TrFqn/Fq(x).

令 ζ1, · · · , ζe 是 Fqe 的一组 Fq-线性基. 假定对某个 ci ∈ Fqn 有
∑e

i=1 ciζi = 0. 则对于
任意 x ∈ Fqn ,我们根据之前的结果就有

0 = TrFqne/Fqe
(x ·

e∑
i=1

ciζi) =
e∑

i=1

TrFqn/Fq(cix)ζi

因为 ζi’s这些元素构成一组 Fq-线性基,所以对每个 i和 x ∈ Fqn 都有 TrFqn/Fq(cix) =

0,也就是说,对每个 i有 ci = 0. 证毕.

5.2.2 Blokhuis和 Moorhouse的界

对于正整数 n和素数 p,定义下面的函数：

F (n, p) :=
1

pn

(
n+ p− 1

n

)2

− 1

pn

(
n+ p− 2

n

)2

. (5.2)

定理 5.6. (推论 1.3, Moorhouse [42])令 q = pd为素数幂,其中 p是素数和 n是奇整数.
如果 H(n, q2)包含一个 ovoid,那么 F (n, p) ≥ 1.

因为
(
n+p−1

n

)
= n+p−1

n

(
n+p−2
n−1

)
和

(
n+p−2

n

)
= p−1

n

(
n+p−2
n−1

)
,所以我们有

F (n, p) =

(
n+ p− 2

n− 1

)2
n+ 2p− 2

npn
.

同时,我们有 Stirling估计 [85],如下所示：

n! = (ne−1)n
√
2πneαn ,

1

12n+ 1
< αn <

1

12n
. (5.3)

引理 5.7.令 n是正整数和 p是素数. 令 F (n, p)为如等式(5.2)所示的函数.

(1) 如果 p > 3, n ≥ (p+ 1)/2或 p ≤ 3, n ≥ p+ 1,那么 F (n+ 1, p) < F (n, p)；
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(2) 对于素数 p > 45,我们有 F ((p+ 1)/2, p) < 1.

证明. 因为
(
n+p−1

n

)
= n+p−1

n

(
n+p−2
n−1

)
,所以我们有

n2(n+1)pn+1

(n+p−2
n−1

)
2 · (F (n, p)− F (n+ 1, p))

= pn(n+ 1) · (n+ 2p− 2)− n2 · (n+p−1)2

n2 · (n+ 2p− 1)

= (p− 1) · (n3 + (2p− 3)n2 − 3(p− 1)n− 2p2 + 3p− 1).

记 f(n, p) := n3+(2p−3)n2−3(p−1)n−2p2+3p−1. 因此 F (n, p)−F (n+1, p) > 0

当且仅当 f(n, p) > 0. 令 p是固定的素数. 因为

f ′(n, p) = 3n2 + (4p− 6)n− 3(p− 1) = n2 + 2n(n− 1) + (p− 1)(4n− 3) > 0,

所以函数 f(n, p)在 n ≥ 1时是关于 n单调递增的. 于是我们可以直接计算

f

(
p+ 1

2
, p

)
=

1

8
(p− 1)(5p2 − 18p+ 1),

它的值在 p > 3时是正的. 而在 p = 2, 3时,我们有 f(p + 1, p) = p(3p2 − p + 2) > 0.
这就证明第一个结果.

我们有 p+1
2

+ p− 2 = 3
2
(p− 1),由等式(5.3)即可推出(

3(p− 1)/2

(p− 1)/2

)
=

(
3
2
(p− 1)

)
!(

p−1
2

)
! · (p− 1)!

=
3(3p−2)/2

2p−1
√

2π(p− 1)
eβ

其中 β = α3(p−1)/2 − α(p−1)/2 − α(p−1). 因为 1
12n+1

< αn <
1

12n
,所以我们有

β <
1

18(p− 1)
− 1

12(p− 1) + 1
− 1

6(p− 1) + 1
< 0.

接着我们计算

F ((p+ 1)/2, p) =
33p−2

4p−1 · 2π(p− 1)
· 5p− 3

p(p+1)/2(p+ 1)
e2β

=

(
6.752

p

)(p−1)/2
3(5p− 3)

2πp(p2 − 1)
e2β.

因为 6.752 = 45.5625, 3(5p− 3) < 15p < 2πp(p2 − 1)以及 β < 0,所以我们推出所需
的结论：在 p > 45时 F ((p+ 1)/2, p) < 1. 证毕.

因此,对于固定的素数 p, F (X, p)在X 大于某一个特定数时是单调递减的,同时
易验证存在正整数 x0使得 F (x0, p) < 1,这就意味着只要 n足够大就有 F (n, p) < 1.
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5.2.3 本原素因子

对于整数 x 和 k 且 x, k ≥ 2, xk − 1 的本原素因子 (primitive prime divisor) 是
xk − 1的素因子 r且对所有 1 ≤ k′ < k都不整除 xk

′ − 1. 换句话说, x mod r的阶是
k. 作为一个推论,我们有 r ≡ 1 (mod k). 根据 Zsigmondy定理 [86]可知 xk − 1至少有

一个本原素因子除非 (x, k) = (2, 6)或 k = 2和 x + 1是 2的幂. 我们记这样的素数
为 xk. 注意,如果 (x, k) 6= (2, 3),那么 xk + 1能被 x2k − 1的本原素因子 x2k 整除.

本原素因子在研究具有特定传递条件的几何对象中起着重要的作用, 详情可参
考文献 [2,87]. 在本章研究的问题中,我们具有比本原素因子的存在性更强的条件. xk−
1因子 r与每个 xi − 1都是互素的,其中 1 ≤ i ≤ k,那么我们称它是 xk − 1的本原因

子 (primitive divisor),同时我们称 xk − 1中最大本原因子 Φ∗
k(x)为本原部分 (primitive

part). 易知 Φ∗
k(x)的每个素因子都是 xk − 1的本原素因子,故倘若有 Φ∗

k(x) > 1,则
Φ∗

k(x) ≡ 1 (mod k)；相反地, xk − 1每个本原素因子整除 Φ∗
k(x).

令 n是一个奇整数并且 n ≥ 3,再设 q = pd,其中 p是素数. 在环绕空间 V 中赋

予 Hermitian型来构造出一个 Hermitian极空间,假设 O 是 Hermitian极空间中的传
递 ovoid,再令H 是 PΓU(n+ 1, q2)中这个 ovoid的稳定子群. 当 (q, n) = (2, 3)时,根
据文献 [82] 可知 O 要么是经典 ovoid或者 Singer-type ovoid. 故我们在本章之后讨论
里假设 (q, n) 6= (2, 3). 特别地,我们总有 Φ∗

2nd(p) > 1. 因为 Φ∗
2nd(p)模 2nd同余于 1,

所以我们有 gcd(2nd, Φ∗
2nd(p)) = 1. 于是子群 H ∩ PGU(n + 1, q2)的阶能被 Φ∗

2nd(p)

整除. 因为 H 是不可解的情况已经在文献 [2] 的定理 4.3中解决,所以我们只需要考
虑 H 是可解的情况. 我们将需要使用文献 [88] 中主要定理的可解部分, 具体如下所
示,其中它的证明依赖于文献 [83]的结果.

定理 5.8 ((Bamberg 和 Penttila [88], 定理 4.2)). 令 p 是素数, q = pd 且 n 是奇整数使

得 n ≥ 3, (p, nd) 6= (2, 3). 令 V 是一个 n + 1维 Fq2-线性空间,再令 h是 V 上一个

非退化的 Hermitian型,其中具有线性等距群 GU(n+ 1, q2). 如果 GU(n+ 1, q2)中的

可解群 G的阶能被本原因子 Φ∗
2nd(p)整除,那么 G固定一个 n维子空间或商空间以

及 GU ≤ ΓU(1, q2n),其中 GU 是从 G对 U 的诱导作用中获得的. 此外, GU 的阶能被

Φ∗
2nd(p)整除.

根据之前的备注可知定理 5.8适用于H∩PGU(n+1, q2)在GU(n+1, q2)中的完全

原像. 因此,存在被H固定的非迷向 1维子空间P = Fq2 ·v使得U = P⊥或U = V /P ,
参考文献 [89]的命题 4.1.4, 4.1.18或文献 [79]的表格 2.3. 因为 PΓU(n+1, q2)传递地作

用在所有非迷向点,如果有必要将 O替换成某个 g(O)其中 g ∈ PΓU(n+ 1, q2),我们
就选取 P 为特定的非迷向 1维子空间. 此外,根据文献 [88]的定理 3.1,定理 5.8的群G
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模数乘对角矩阵后, 它的商像恰好是扩域形式的子群 (Extension field case Example),
并且由 [89]的命题 4.3.6可得这样的群在 PΓU(n, q2)里只有唯一一个共轭类.

5.3 H(n, q2)的模型和 Singer轨道

令 n ≥ 3是奇整数. 设 V := Fq2 ×Fq2n ,而且将其看做成 (n+1)维 Fq2-线性向量
空间. 我们赋予它一个 Hermitian型,具体如下所示：

h((a, x)) = aq+1 − TrFq2n/Fq2
(xq

n+1), for (a, x) ∈ V.

令 H(n, q2)是用上述的 Hermitian型定义的 Hermitian极空间. 于是我们可定义

ψ : (a, x) 7→ (a, ωx),

ϕ : (a, x) 7→ (ap, xp),
(5.4)

其中 ω是之前定义的 qn + 1阶元. 以上定义的两个映射都可看做成 PΓU(n+ 1, q)中

元素且固定射影点 P = 〈(1, 0)〉. 令G是由 ψ和 ϕ生成的子群,其群阶为 2nd(qn+1).
设 U := P⊥ 为 P 关于 Hermitian型定义的对偶线性空间. 那么 G也保持 U 不变. 我
们用 〈S〉Fq2

来表示由 S 张成的 Fq2-线性子空间.

例子 5.9. 取 n = 3, 并假设 q 是偶数. 射影点 〈(1, 1)〉Fq2
在群 G = 〈ψ, ϕ〉 作用下的

轨道 O 是 H(3, q2)中的 ovoid,并且当 q > 2时它恰好以 G为全稳定子群. 在 q = 2

的情况下, O 的全稳定子群的阶为 324. H(3, q2)中任何与 O 射影等价的 ovoid都是
Singer-type ovoid. 这个例子是在文献 [1] 中发现的, 同时它的全稳定子群也在该文献
中确定. 我们将会在后面的引理 5.13中证明 Singer-type ovoid具有上述的代数描述.

例子 5.10.取 q = 8和 n = 3,再令 γ 是 F29 的一个本原元且它在 F2上的极小多项式

是 X9 + X4 + 1. 通过 Magma [69] 进行穷尽的计算机搜索,我们发现在射影等价意义
下还存在两个以 PΓU(4, 82)中可解群为自同构群的传递 ovoids,具体如下所示：

(1) 〈(1, γ39)〉在子群 H1 = 〈ψ9, ψ3ϕ2〉作用下得到的轨道 O1是传递 ovoid.

(2) 〈(1, γ109)〉在子群 H2 = 〈ψ9, ϕ〉作用下得到的轨道 O2是传递 ovoid.

在这两种情况下, Hi是 Oi在 PΓU(4, 82)中的全稳定子群,其中 i = 1, 2.

我们定义以下的群同态：

η : G→ Aut(Fq2n), ψ
jϕi 7→ ϕi. (5.5)

那么 ker(η) = 〈ψ〉,而且 η是满射的. 特别地, G的群结构是 Zqn+1 : 2nd. 于是我们在
下面的引理中总结一些 G的基本性质.
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引理 5.11.令 G是上面定义的群. 那么下面的结论成立.

(1) ϕψϕ−1 = ψp,并且对于非负整数 l, k, i都使下面等式成立：

(ψlϕk)i = ψ(pki−1)l/(pk−1)ϕki.

(2) 如果 g ∈ G \ 〈ψ〉是 2阶元,那么对某个整数 j 有 g = ψjϕnd.

证明. 我们省略结论 (1)的证明,这是因为证明是通过常规的计算去直接验证. 于是
我们开始 (2)的证明,假定 g = ψlϕk 是 2阶元,其中 1 ≤ k ≤ 2nd − 1. 那么根据 (1)

我们有 2nd|2k 和 qn + 1|(1 + pk)l,于是从这些论据中我们推出 k = nd. 这就完成了
(2)的证明.

对 Hermitian极空间 H(n, q2)的射影点 〈(1, y)〉,该点 〈(1, y)〉对应的 Singer轨道
是该点在 〈ψ〉作用下的像,即

Sy := {〈(1, ωiy)〉 : 0 ≤ i ≤ qn}. (5.6)

令 ω0 是 (qn + 1)(q − 1)阶元以及 ω = ωq−1
0 . 由引理 5.3可知, Singer轨道 Sy 包含点

〈(1, x)〉Fq2
或点 〈(1, xω0)〉Fq2

,其中 x是 F∗
qn 中的某个元素. 对满足 0 ≤ i ≤ qn+1

q+1
− 1

的整数 i,我们定义

Li,y := {〈(1, ωi+j qn+1
q+1 y)〉Fq2

: 0 ≤ j ≤ q}. (5.7)

每个子集 Li,y 的大小为 q + 1,并且他们恰好分割 Singer轨道 Sy. 这里下标 i都是取

模 qn+1
q+1

,故对每个整数 i都可定义以上子集 Li,y.

引理 5.12.令 q是偶数和 n是奇整数,其中 n ≥ 5. 那么存在一个元素 z ∈ Fq2n 使得

zq
n+1 = 1, TrFq2n/Fq2

(z) = 1 and z 6= 1.

证明. 取 Fq2 中的一个元素 δ使得 δ + δq = 1,接着设 v := δq+1 ∈ F∗
q . 那么 1, δ构成

Fq2 的一组 Fq-线性基. 因为 n是奇数,所以根据引理 5.5可知它们同时也是 Fq2n 的一

组 Fqn-线性基.
令 N 是 Fq2n 中满足以下方程的元素 z的个数：

TrFq2n/Fq2
(z) = 1, zq

n+1 = 1.

这样就存在 x, y ∈ Fqn 使得 z = 1+ x+ yδ. 接着通过直接展开方程,第一个方程就简
化为 TrFqn/Fq(x) = 0, TrFqn/Fq(y) = 1,而第二个方程就简化为 x2 + y2v + xy + y = 0.
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令 ψ 是 Fqn 的正则加法特征,即 ψ(x) = (−1)
TrFqn/F2 (x),其中 x ∈ Fqn . 特别是对

每个 x ∈ Fqn 都有 ψ(x2) = ψ(x). 对 n的每个因子 d, 易知当 TrFqn/Fqd
(a) = 0时我

们有
∑

x∈F
qd
ψ(ax) = qd,否则

∑
x∈F

qd
ψ(ax) = 0,具体可参考文献 [76]. 我们因此推得

qn+2N 等于∑
x,y∈Fqn

∑
a,b∈Fq

∑
z∈Fqn

ψ(ax+ by + z(x2 + y2v + xy + y))

= q2n +
∑

a,b∈Fq

∑
x,y∈Fqn

∑
z∈F∗

qn
ψ(ax+ by + z(x2 + y2v + xy + y))

= q2n +
∑

a,b∈Fq

∑
x,y∈Fqn

∑
z∈F∗

qn
ψ(ax+ by + xz1/2 + y(zv)1/2 + zxy + zy))

= q2n +
∑

a,b∈Fq

∑
y∈Fqn

∑
z∈F∗

qn
ψ(by + y(zv)

1
2 + yz) ·

∑
x∈Fqn

ψ(x(a+ z1/2 + yz)).

上式中最后一个求和项是非零就意味着 a+ z1/2 + yz = 0,即 y = az−1 + z−1/2. 于是
我们就有

qn+2N = q2n + qn
∑

a,b∈Fq

∑
z∈F∗

qn
ψ(baz−1 + bz−1/2 + az−1/2v1/2 + v1/2 + a+ z1/2)

= q2n + qn
∑

a,b∈Fq
ψ(v + a)K(ψ; 1, b2 + ba+ a2v).

其中 K(ψ; 1, u) =
∑

z∈F∗
qn
ψ(z + u/z), 当 u 6= 0是它是 Kloosterman和, 而在 u = 0

时K(ψ; 1, u) = −1. 在这两种情况下,我们根据文献 [76]定理 5.45可知 |K(ψ; 1, u)| ≤
2qn/2. 于是我们就能推出

qn+2N ≥ q2n + qnψ(v)− (q2 − 1) · 2q3n/2 ≥ q2n − qn − (q2 − 1) · 2q3n/2.

也就是说,N ≥ qn−2−q−2−2(q2−1)qn/2−2. 这样我们就有N > 1除非 (q, n) = (2, 5),
后面一种情况是通过计算机去直接验证. 证毕.

引理 5.13.假定 q是偶数以及 n是奇整数,其中 n ≥ 3. 那么 Singer轨道 S1是H(n, q2)

的一个 ovoid当且仅当 n = 3.

证明. 根据 ovoid 的定义, 集合 S1 是一个 ovoid 当且仅当 S1 中任意两个点都不正

交. 换言之, 1 + TrFq2n/Fq2
(ωk) 6= 0,其中 1 ≤ k ≤ qn且 o(ω) = qn + 1. 在 ωk ∈ Fq2 的

情况下,结论显然成立. 因此我们只需要考虑 ωk 6∈ Fq2 这种情况. 现在引理的结论在
n = 3时可以从引理 5.4中获得,而在 n ≥ 5从引理 5.12中获得.

为了更好地理解 Singer轨道的结构,我们需要考虑它们与以下 H(n, q2)的子集

之间的相互作用.

T := {〈(0, t)〉 : t ∈ F∗
qn 且 TrFqn/Fq(t

2) = 0}, (5.8)

其中这子集恰好包含 H(n, q2) 中 qn−1−1
q−1

个不同的射影点. 令 Π := {〈(0, x)〉 : x ∈
F∗
qn} 为超平面 P⊥ 的 Baer 子几何, 其中 P = 〈(1, 0)〉. 在 q 是偶数的情况下, 这些
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Fq-射影点恰好构成 Π的超平面. 而在 q是奇数的情况下,它们就构成 Π的抛物型二

次曲面 (parabolic quadric).

引理 5.14.使用以上定义的符号. 选取 Rt = 〈(0, t)〉Fq2
∈ T 和 x ∈ F∗

qn ,并且设 y = x

或 y = xω0, 其中 o(ω0) = (qn + 1)(q − 1). 如果 U := R⊥
t ∩ Sy, 那么对某个整数 k

有 |U | = k(q + 1). 此外, 如果 k 是奇数, 那么在两种情况 y = x和 y = xω0 下都有

TrFqn/Fq(xt) = 0.

证明. 易知射影点 〈(1, ωiy)〉属于 R⊥
t 当且仅当

TrFq2n/Fq2
(wiyt) = 0. (5.9)

以下是两个简单的结果.

(a) 因为 ω 是 qn + 1阶元,所以 ω(qn+1)/(q+1) ∈ Fq2 . 因此从射影点 〈(1, ωiy)〉 ∈ R⊥
t

中推出 Li,y ⊆ R⊥
t . 也就是说, U 是某些子集 Li,y’s的并集. 作为推论,对某个整

数 k有 |U | = k(q + 1).

(b) 因为 y = x或 y = xω0,所以存在唯一整数 a使得 0 ≤ a ≤ qn和 ωa = yq
n−1,也

就是说, a = 0或 a = (qn − 1)/(q − 1). 通过将等式(5.9)两边提到 qn次方,我们
就得到 TrFq2n/Fq2

(ωa−iyt) = 0. 换言之, Li,y ⊆ U 当且仅当 La−i,y ⊆ U .

记 M := qn+1
q+1

, 这是奇整数. 两个子集 Li,y 和 La−i,y 是相等的当且仅当 i ≡ a − i

(mod M),即 2i ≡ a (mod M). 因为M 是奇数,所以恰好存在一个整数 i0 使得 0 ≤
i0 ≤ M − 1 和 Li0,y = La−i0,y. 具体而言, 若 y = x, 则 a = 0 和 i0 = 0; 此外如果
y = xω0,则 a = qn−1

q−1
和 i0 ≡ qn−1

q−1
t (mod M),其中 t是模M 下 2的逆元. 在后面的

情况中,我们有 (q − 1)i0 + 1 = (qn − 1)t+ 2t ≡ 0 (mod M),即 ωi0ω0 ∈ F∗
q2 .

如果 k是奇数,那么我们必然从结果 (b)中推出Li0,y ⊆ U . 也就是说,等式 (5.9)成
立其中 i = i0. 在两种情况下,我们都将 i0 和 y 的表达式代入等式,接着简化后可推
出 TrFq2n/Fq2

(xt) = 0. 因为 xt ∈ Fqn ,所以我们完成第二个结果的证明.

定理 5.15. 令 n ≥ 3 是奇整数. 对 H(n, q2) 中的射影点 〈(1, y)〉, 令子集 Sy 是如等

式(5.6)中所示的. 于是 Sy 不是 H(n, q2)中一个 ovoid除非 q是偶数且 Sy 是 H(3, q2)

中的 Singer-type ovoid S1.

证明. 根据引理 5.3可知 Sy包含射影点 〈(1, x)〉或 〈(1, xω0)〉,其中 x ∈ F∗
qn且 o(ω0) =

(qn + 1)(q − 1). 故我们不失一般性地假设对某个 x ∈ F∗
qn 有 y = x或 y = xω0. 此外,

如果 q是偶数则我们只需要考虑一种情况 y = x ∈ F∗
qn ,详见引理 5.4.
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现在使用反证法证明结果. 假设 Sy 是 H(n, q2) 中的一个 ovoid. 令 T 是如等

式(5.8)所示的. 利用等式(5.1),我们能推出 |R⊥
t ∩Sy| = qn−2 +1,其中 t是 Fqn 中某个

元素使得 Rt = 〈(0, t)〉 ∈ T . 因为 n是奇数,所以 qn−2+1
q+1

也是奇数. 由引理 5.14我们
有 TrFqn/Fq(xt) = 0. 这是对所有满足 TrFqn/Fq(xt) = 0的 t ∈ F∗

qn 都成立.

(1) 在 q是偶数的情况下,根据假设可知 y = x ∈ F∗
q . 因为 〈(1, y)〉 ∈ H(n, q2),所以

我们从 1 + y2 = 0中推出 y = 1. 于是由引理 5.13即可得结论.

(2) 在 q是奇数的情况下,这意味着 T 中 Fq-射影点都存在于 PG({0}×Fq2n)的 Baer
子几何 Π = PG({0} × Fqn)的超平面 {〈(0, t)〉 : TrFqn/Fq(xt) = 0}中. 这显然与
事实 T 是 Π上一个非退化抛物型二次曲面相矛盾,故这种情况是不可能的.

证毕.

5.4 H(n, q2)中的传递 ovoids的分类结果

在这节中,我们主要给出定理 5.1的证明. 由文献 [38]可知当 n是偶数时 H(n, q2)

不存在 ovoid,所以我们假设 n是大于等于 3的奇数. 令 q = pd,其中 p是素数. 假定
O 是 H(n, q2)中的一个传递 ovoid,其中它在 PΓU(n + 1, q2)中的稳定子群是 H . 因
为 H 是不可解的情况已经在文献 [2] 中解决,所以我们只需要考虑 H 是可解的情况.
借助第 5.2.3小节中叙述,我们可以取第 5.3节中 H(n, q2)的模型,并且不失一般性地
假设 H 是 G = 〈ψ, ϕ〉的子群,其中 ψ, ϕ是如等式(5.4)定义的映射.

令 ω0 是 Fq2n 中固定的 (qn + 1)(q − 1)阶元,并且记 ω = ωq−1
0 . 我们继续使用第

5.3节中介绍的 H(n, q2)的模型和符号. 令 Sy 和 T 分别是如等式(5.6)和(5.8)所定义
的子集. 由引理 5.3可知 G存在某个元素 g使得 g(O)具有下列其中一种形式的射影

点.

(1) 〈(1, x)〉其中 x ∈ F∗
qn;

(2) 〈(1, xω0)〉其中 x ∈ F∗
qn ,并且此时 q是奇数.

如果 q 是偶数, 只有第一种情况出现. 因此我们不失一般性地假设 O 包含以上两种

指定形式之一的点 〈(1, y)〉.

5.4.1 参数限制

因为 H 在 O 上作用是传递的, 所以存在正整数 m 使得 |H| = m(qn + 1). 记
H ∩ 〈ψ〉 = 〈ψs〉,其中 s|qn + 1. 在 s = 1的情况下,对某个 y ∈ F∗

q2n 有 O = Sy,而这
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种情况已经在定理 5.15中得到解决,故我们下面假设 s > 1. 通过考虑限制到 H 上的

群同态 η : G→ Aut(Fq2n),我们可以看出对某些整数 k, j 有

H = 〈ψs, ψjϕk〉

使得 0 ≤ j ≤ s− 1, k|2nd和 qn+1
s

· 2nd
k

= |H|. 最后的等式等价于 2nd = mks.

引理 5.16.我们有mks = 2nd, s|(qn + 1),和 p2nd−1
pk−1

· j ≡ 0 (mod s).

证明. 利用引理 5.11中 (1) 可得 (ψjϕk)2nd/k = ψj(p2nd−1)/(pk−1), 故它属于集合 H ∩
〈ψ〉 = 〈ψs〉. 由此得到引理中最后的同余式.

推论 5.17.当 q是偶数时,则 s就是奇数；而当 q是奇数时,则 s不可能是 4的倍数.

证明. q是偶数这种情况是显然,因为 qn + 1是奇数且 s整除 qn + 1. 于是只需要考
虑 q是奇数的情况. 假设 s是 4的倍数. 由于 2nd = mks,所以我们推出 2|d. 于是就
有 qn+1 = pnd+1 ≡ 2 (mod 4),这意味着 qn+1不能被 4整除. 这就与 s整除 qn+1

相矛盾. 证毕.

引理 5.18.假定 q = pd是奇数和 s是偶数,再令 〈(1, y)〉Fq2
是 O中的射影点.

(1) 如果m是偶数且 y ∈ F∗
qn ,那么 y ∈ F∗

pks
.

(2) 如果对某个 x ∈ F∗
qn 有 y = xω0,那么m是奇数和 y(p

ks/2−1)(qn+1) = 1.

证明. 回忆一下, H 是 O在群 G中的稳定子群,同时 ω0是 (qn + 1)(q − 1)阶元并且

ω = ωq−1
0 . 因为H的阶为m(qn+1)并且H作用在O是传递的,所以 〈(1, y)〉在H中

稳定子群的阶是m. 很明显, A ∩ 〈ψ〉 = 1,故 η(A)的阶是m,其中 η是如等式 (5.5)中
所示的群同态. 利用引理 5.16结果 2nd = mks,我们就有 A = 〈ψlϕks〉,其中 l是某个

非负整数. 因为

ψlϕks(〈(1, y)〉) = 〈(1, ypksωl)〉 = 〈(1, y)〉,

所以我们有

yp
ks−1 = ω−l. (5.10)

因为 H = 〈ψs, ψjϕk〉和 η(ψlϕks) = η(ψjϕk)s,所以存在整数 a使得

ψsa(ψjϕk)s = ψsa+j(pks−1)/(pk−1)ϕks = ψlϕks ∈ A.
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这里我们在第一等式使用引理 5.11中 (1). 于是就有

l ≡ sa+ j
pks − 1

pk − 1
(mod qn + 1). (5.11)

因为 q是奇数和 s是偶数,所以我们能推出 pks−1
pk−1

= pks−1
p2k−1

· (pk + 1)是偶数. 这就意味
着 l是偶数. 我们现在就准备证明引理中两个命题.

(1). 假设 m是偶数以及 y ∈ F∗
qn . 在这种情况下, ωl = y1−pks 既属于 F∗

qn 也属于

ω 生成的 〈w〉,于是它的阶整除 gcd(qn + 1, qn − 1) = 2. 另一方面,因为 2nd = mks

和 m, s都是偶数,所以 d是偶数. 由此断定 qn + 1 = pnd + 1 ≡ 2 (mod 4). 因为 l是

偶数,所以 ωl 的阶是奇数. 我们就得出 ωl = 1的结果,因此就有 yp
ks−1 = 1. 这就证

明第一个命题.
(2). 假设对某个 x ∈ F∗

qn 有 y = xω0. 回想一下,我们定义 ω = ωq−1
0 . 由于

ψ− qn−1
q−1 ϕnd(〈(1, xω0)〉) = 〈(1, xωqn

0 w
− qn−1

q−1 )〉 = 〈(1, xω0)〉,

所以群元素 ψ−(qn−1)/(q−1)ϕnd保持 〈(1, xω0)〉不变.
我们先证明 m是奇数. 这里我们使用反证法,假设 m是偶数,则我们从 mks =

2nd 中得到 ks|nd, 故 A 里面存在一个元素 ψvφnd. 由此即可推出 ψv+(qn−1)/(q−1) =

(ψvφnd)(ψ−(qn−1)/(q−1)ϕnd)−1 ∈ A,这意味着 v = −(qn − 1)/(q − 1). 因此,存在整数
i, b使得

ψsi(ψlϕks)b = ψ
si+ pksb−1

pks−1
l
ϕksb = ψ− qn−1

q−1 ϕnd. (5.12)

这里我们在第一个等式里使用引理 5.11的 (1). 我们就推出

si+
pksb − 1

pks − 1
l ≡ −q

n − 1

q − 1
(mod qn + 1).

注意到 l 和 s都是偶数,因此上式的左手边是偶数. 这导致 (qn − 1)/(q − 1)是偶数,
但这与 n是奇数的条件相矛盾. 故我们得到结论：m是奇数.
记 y = γh,其中 γ 是 Fq2n 中的本原元. 因为 l是偶数,所以我们将等式 5.10的两

边提至 qn+1
2
次方就能推出

h(pks − 1) · (q
n + 1)

2
≡ 0 (mod q2n − 1), 即h(pks − 1)/2 ≡ 0 (mod qn − 1).

因为m是奇数且 ks = 2nd
m
,所以我们有 gcd(ks, nd) = nd

m
· gcd(2,m) = nd

m
. 由此就有

gcd(pks − 1, qn − 1) = pgcd(ks,nd) − 1 = pnd/m − 1.

因为 pks−1
pnd/m−1

= pnd/m + 1 是偶数, 所以我们从中推出 pnd/m − 1 也能整除 pks−1
2

. 因

此 pnd/m − 1整除 gcd
(

pks−1
2
, qn − 1

)
, 显然它也整除 gcd(pks − 1, qn − 1). 我们就有
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gcd
(

pks−1
2
, qn − 1

)
= pnd/m − 1. 由此推出 h是 qn−1

pnd/m−1
的倍数, 这就得所需的结果：

y(p
nd/m−1)(qn+1) = 1. 证毕.

对整数 i而言, ψi(O)也是 H(n, q2)中的一个 ovoid. 设

O := ∪s−1
i=0ψ

i(O), (5.13)

这是一个多重集. 回忆一下, Singer轨道 Sy 是如等式(5.6)中定义的. 下面的引理将在
我们的论证中起到重要的作用.

引理 5.19.使用以上定义的符号,再令 〈(1, y)〉是 O中的射影点.

(i) 我们有 O = ∪s−1
i=0ϕ

ik(Sy),且对 T 中任何射影点 Rt = 〈(0, t)〉都有
∑s−1

i=0 |R⊥
t ∩

ϕik(Sy)| = s(qn−2 + 1),其中 T 是如等式(5.8)中定义的集合;

(ii) 我们有 Sy = ϕks(Sy)和 y(p
ks−1)(qn+1) = 1.

证明. 令 Cy 是 〈(1, y)〉 在 〈ψs〉 作用下的像集；特别地, ψs(Cy) = Cy. 那么 Sy =

∪s−1
i=0ψ

i(Cy),以及 O = ∪s−1
a=0(ψ

jϕk)a(Cy). 故我们有

O = ∪s−1
i,a=0ψ

i(ψjϕk)a(Cy) = ∪s−1
i,a=0ψ

i+j(pka−1)/(pk−1)ϕka(Cy)

= ∪s−1
i,a=0ϕ

kaψ(i+j(pka−1)/(pk−1))p2nd−ka

(Cy) = ∪s−1
i=0ϕ

ik(Sy).

在以上最后一个等式中,我们使用了{(
i+ j

pka − 1

pk − 1

)
p2nd−ka (mod s) : 0 ≤ i ≤ s− 1

}
= {0, 1, · · · , s− 1}

其中 a是给定的整数. 这里 j, k 是满足 H = 〈ψs, ψjϕk〉条件的常数. 这就证明 (i)中

第一个等式. 对于射影点 Rt = 〈(0, t)〉 ∈ T ,它第一个坐标为零,故它不属于任何一个
子集 ψi(O)’s,因此根据等式(5.1)可知对每个 i都有 |R⊥

t ∩ ψi(O)| = qn−2 + 1. 现在就
可以从 O = ∪s−1

i=0ϕ
ik(Sy)中推出 (i)中第二个等式.

我们现在从这里开始证明结论 (ii). 我们通过归纳法从引理 5.11的 (ii) 中得到

ϕbψa = ψapbϕb,其中 a, b都是非负整数. 将 ϕk 作用到 O,我们有

ϕk(O) = ∪s−1
i=0ϕ

kψi(O) = ∪s−1
i=0ψ

ipk−j(ψjϕk(O)) = ∪s−1
i=0ψ

ipk−j(O).

这里我们主要使用 ψjϕk 保持 O不变的结果. 集合 {ipk − j (mod s) : 0 ≤ i ≤ s− 1}
和 {0, 1, · · · , s− 1}是相等,并且 ψs保持 O不变. 由此断定 ϕks(Sy) = Sy. 因此,存在
一个整数 i使得

ϕks(〈(1, y)〉) = 〈(1, ypks)〉 = 〈(1, ωiy)〉 ∈ Sy, i.e., yp
ks

= ωiy.
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于是就有 y(p
ks−1)(qn+1) = 1. 证毕.

引理 5.20.如果 q = 2d和 2d ≥ nd,那么 s ≥ q+1除非 n = 3和 O是一个 Singer-type
ovoid.

证明. 通过本节开始的论证, 我们可以不失一般性地假设 O 包含射影点 〈(1, y)〉其
中 y ∈ F∗

qn . 记 X := {ypki : 0 ≤ i ≤ s− 1}.
我们声称对某个整数 0 ≤ i ≤ s − 1有 TrFqn/Fq(y

pkit) = 0,其中 t是 F∗
qn 中某个

元素使得 TrFqn/Fq(t) = 0. 令 t为以上定义的元素,再设 Rt := 〈(0, t)〉,这也是 T 中的

射影点. 通过引理 5.19中的 (i),我们有
∑s−1

i=0 |R⊥
t ∩ ϕki(Sy)| = s(qn−2 + 1). 根据引理

5.14可知求和前每一项都是 (q + 1)的倍数. 通过推论 5.17可知 s是奇数；此外,我们
也很容易看出 qn−2+1

q+1
也是奇数. 由此断定至少存在一个整数 i使得对某个整数 u有

|R⊥
t ∩ ϕki(Sy)| = u(q + 1). 因为 ϕki(Sy) = S

ypki
,所以我们的声称现在就直接从引理

5.14中推出.
在 y ∈ F∗

q 的情况下,我们根据事实 〈(1, y)〉是 H(n, q2)中的迷向点中推出 y = 1.
于是对每个 i 都有 ϕki(S1) = S1, 因此 O = s · S1, 这就意味着 O = S1. 通过引理
5.13可知 S1是 H(n, q2)中的一个 ovoid当且仅当 n = 3.
剩下只需要处理 y 6∈ F∗

q 这种情况. 我们使用反证法, 假设 s ≤ q. 于是有
d qn−1−1

s
e ≥ dqn−2 − q−1e = qn−2. 根据鸽笼原理 (抽屉原理), 存在某个 i 使得对至

少 q − 2个非零元 t ∈ Fqn 有 TrFqn/Fq(y
pkit) = 0和 t ∈ Fqn . 我们就推出 yp

ki ∈ F∗
q ,即

y ∈ F∗
q :矛盾. 因此 y 6∈ F∗

q 不可能发生. 证毕.

我们现在考虑奇特征的情况. 证明的主要思路与引理 5.20相同. 我们需要下面
的引理.

引理 5.21. 假定 q = pd 是奇数并且 〈(1, y)〉 是 O 中的射影点, 其中 x := y ∈ F∗
qn

或 x := yω−1
0 ∈ F∗

qn . 设 X := {xpka : 0 ≤ a ≤ s − 1}；特别地, 当 s 是偶数时, 设
Xh := {xpka : 0 ≤ a ≤ s/2 − 1}. 令 Rt = 〈(0, t)〉是 T 中的射影点, 其中 T 是如等

式(5.8)中所定义的集合.

(i) 如果m或 s是奇数,那么存在 X 中的元素 x使得 TrFqn/Fq(xt) = 0;

(ii) 如果m和 s都是偶数和 t ∈ Fpnd/e , 那么存在Xh中的元素 x使得TrFqn/Fq(xt) =

0,其中 e是整除 d的 2的最高次幂.

证明. 在 s是奇数的情况下,这个论证恰好与引理 5.20的证明完全相同,故我们下面
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假设 s是偶数. 根据推论 5.17, 存在奇整数 s0 使得 s = 2s0. 通过引理 5.16, 我们有
2nd = mks. 由此断定 nd = mks0. 此外,我们通过引理 5.19的 (ii)得到 Sy = ϕks(Sy)

和 y(p
ks−1)(qn+1) = 1.

首先考虑m是奇数的情况. 我们声称 Sy = ϕks0(Sy). 为了证明这个结论,我们下
面分别考虑两种不同的情况.

(1) 如果 y ∈ F∗
qn ,那么 y的阶整除 D := gcd(qn − 1, (qn + 1)(pks − 1)). 于是我们有

D = gcd(qn − 1, 2(pks − 1)) = (pks0 − 1) · gcd
(
qn − 1

pks0 − 1
, 2(pks0 + 1)

)
= (pks0 − 1) · gcd

(
qn − 1

pks0 − 1
, pks0 + 1

)
= gcd(qn − 1, p2ks0 − 1)

= pgcd(mks0,2ks0) − 1 = pks0 − 1.

这里我们在第三个等式里使用 qn−1
pks0−1

= 1+ pks0 + · · ·+ p(m−1)ks0 是奇数这个事

实. 由此断定 y ∈ F∗
pks0

,于是就有 Sy = ϕks0(Sy).

(2) 如果对某个 x ∈ F∗
qn有 y = xω0,那么通过引理 5.18我们就有 y(p

ks0−1)(qn+1) = 1,
即 yp

ks0 ∈ y〈ω〉. 在这种情况下,我们有 ϕks0(Sy) = Sy.

在这两种情况下,对每个整数 i都有 ϕki(Sy) = ϕk(s0+i)(Sy). 因此我们通过引理 5.19的
(i)有

∑s0−1
i=0 |R⊥

t ∩ ϕki(Sy)| = s0(q + 1). 这样结论 (i)现在就从关于奇偶性的论证以

及像引理 5.20的证明一样调用引理 5.14来获得.

接着我们考虑 m是偶数的情况. 令 e是整除 m的 2的最高次幂. 从 nd = mks0

和 n是奇数的事实中推得 e整除 d. 设 q1 := pd/e,再定义下面一个子集 T1:

T1 := {〈(0, t)〉 : t ∈ F∗
qn1

|TrFqn1
/Fq1

(t2) = 0}|. (5.14)

因为 gcd(d, nd/e) = d
e
·gcd(e, n) = d/e,所以我们有 Fq∩Fqn1

= Fq1 . 于是就对 t ∈ FFqn1

有 TrFqn1
/Fq1

(t2) = TrFqn/Fq
(t2). 因此 T1是 T 中大小为

qn−1
1 −1

q1−1
的子集.

根据引理 5.18中 (2) 可知 yω−1
0 ∈ F∗

qn 这种情况不可能发生, 在通过同一引理
中的 (1) 我们必然有 y ∈ F∗

pks
. 对 T1 中的射影点 Rt = 〈(0, t)〉, 〈(1, ωayp

ki〉 属于
R⊥

t ∩ ϕki(Sy)当且仅当

TrFq2n/Fq2
(ωayp

ki

t) = 0. (5.15)

注意到 qn1 = pmks0/e 且 m/e是奇数. 将等式(5.15)的两边同时提到 pmks0/e 次方,我们
推断出条件(5.15)等价于 TrFq2n/Fq2

(ωapmks0/eyp
ks0+ki

t) = 0. 于是就有 〈(1, ωayp
k(s0+i)

)〉
属于 R⊥

t ∩ ϕk(s0+i)(Sy). 这就得到了 R⊥
t ∩ ϕki(Sy)和 R⊥

t ∩ ϕk(s0+i)(Sy)之间的一个双
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射,即
〈(1, ωayp

ki

)〉 7→ 〈(1, ωapmks0/eyp
k(s0+i)

)〉.

我们因此从引理 5.19的 (i)中得到
∑s0−1

i=0 |R⊥
t ∩ ϕki(Sy)| = s0(q

n−2 + 1). 于是结论就
通过类似于m是奇数时的论证得到.

引理 5.22.假定 q = pd是奇数. 那么我们就有：

(i) 如果 m, s 中的一个数是奇数, 那么当 n = 3 时 s ≥ q+1
2
, 而当 n ≥ 5 时就有

s ≥ q;

(ii) 如果 m和 s都是偶数,那么当 n = 3时 s ≥ pd/e + 1,而当 n ≥ 5时 s ≥ 2pd/e,
其中 e是整除m的 2的最高次幂.

证明. 通过本节开始的论证, 我们不失一般性地假设 O 包含射影点 〈(1, y)〉, 其中
x := y ∈ F∗

qn 或 x := yω−1
0 ∈ F∗

qn . 令 X 和 Xh是在引理 5.21中定义的两个集合,再记
xi := xp

ki .
首先, 考虑 m或 s是奇数的情况. 令 Π是环绕 Fq-线性向量空间 Fqm 的射影几

何,再令Q为抛物型二次曲线 Q(t) = TrFqn/Fq(t
2). 由于 〈(1, y)〉 ∈ H(n, q2),我们根据

y = x或 y = xω0推出Q(x) = 1或Q(x) = ω
−(qn+1)
0 ；回忆一下, o(ω0) = (qn+1)(q−1).

令 πi 是 Π中超平面,其方程为 TrFqn/Fq(xit) = 0, 0 ≤ i ≤ s − 1. 通过引理 5.21的 (i)

可得 Q中每个顶点都会属于某个超平面 πi 里. 因为 Q(xi) = Q(x)p
ki 6= 0,所以我们

看出每个超平面 πi 交 Q于一个非退化的二次曲面,即 Q+(n − 2, q)或 Q−(n − 2, q).
因此我们有 |Q| ≤ |X| · |Q+(n− 2, q)|,即

|X| ≥
⌈

qn−1 − 1

(q(n−1)/2 − 1)(q(n−1)/2−1 + 1)

⌉
=

⌈
q(n−1)/2 + 1

q(n−1)/2−1 + 1

⌉
= q −

⌊
q − 1

q(n−1)/2−1 + 1

⌋
.

当 n = 3时,我们得到 |X| ≥ q+1
2
；而当 n ≥ 5时,则我们有 |X| ≥ q. 因为 |X| ≤ s,所

以我们在这种情况下推出想要的结论.
接着,我们考虑m和 s都是偶数的情况. 根据引理 5.18,我们有 x = y ∈ F∗

pks
. 令

e 是整除 m 的 2 的最高次幂, 再设 q1 := pd/e. 于是我们有 q = qe1 和 gcd(e, n) = 1.
选取 Fq1 上 Fq的一组基 ζ1, · · · , ζe；由引理 5.5可知它们也构成 Fqn1

上 Fqm 的一组基.
对于每个 i,我们记 xi =

∑e−1
j=0 xijζj 其中 xij ∈ Fqn1

,再设 zi 为所有非零的 xij’s中的
某个数. 令 Π是环绕 Fq1-线性向量空间 Fqm1

的射影几何,再令 Q为抛物型二次曲线
Q(t) = TrFqn1

/Fq1
(t2). 我们在从 〈(1, x)〉 ∈ H(n, q2)的事实中推出 Q1(x) = 1. 再令 πi
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为 Π中的超平面,其方程为 TrFqn1
/Fq1

(zit) = 0, 0 ≤ i ≤ s/2− 1. 根据引理 5.21可知对
Q1中每个射影点都存在 i使得

TrFqn/Fq(xt) = 0, i.e.,
e∑

j=1

TrFqn1
/Fq1

(xijt)ζj = 0.

于是就有 〈t〉Fq1
属于这个超平面 πi. 像之前的情况一样, πi交二次曲面于Q−(n−2, q1)

或 Q+(n− 2, q1). 于是就有 |Q1| ≤ |Q+(n− 2, q1)| · s/2. 同样地,我们用类似的方法推
出当 n = 3时则 s

2
≥ q1+1

2
,而当 n ≥ 5时则 s

2
≥ q1. 证毕.

5.4.2 定理 5.1的证明

我们继续使用这节开始时已经介绍的符号. 特别地, q = pd 其中 p是素数,假定
O是 H(n, q2)中包含射影点 〈(1, y)〉的传递 ovoid,其中 x := y ∈ F∗

qn 或 x := yω−1
0 ∈

F∗
qn ,同时令H = 〈ψs, ϕjψk〉是O在 PΓU(n+1, q2)中的稳定子群,其中 ψ和 ϕ是在等

式(5.4)中定义的群同态. 我们记 |H| = m(qn + 1). 根据引理 5.16,我们有mks = 2nd,
s|qn + 1.

引理 5.23.令 p为素数, d是正整数,再记 q = pd. 假定 s是 gcd(6d, q3 + 1)的因子.

(1) 如果 p = 2和 d ≥ 4,那么 s < q + 1.

(2) 如果 p是奇数,那么 2s < q + 1除非 (p, d) ∈ {(3, 1), (5, 1), (11, 1)}.

证明. 在 p = 2这种情况下,我们有 gcd(6d, q3 + 1) = gcd(3d, q3 + 1) ≤ 3d,所以在
d ≥ 4时 s ≤ 3d < 2d + 1. 在 p是奇数的情况下,我们考虑下面的两种情况.

(i) 如果 p ≡ 0, 1 (mod 3), 那么 q3 + 1 不能被 3 整除, 则有 gcd(6d, q3 + 1) =

gcd(2d, q3 + 1). 由此推出 2s ≤ 4d < pd + 1除非 (p, d) = (3, 1).

(ii) 如果 p ≡ 2 (mod 3),那么在 d ≥ 3时 2s ≤ 12d < 5d + 1 ≤ pd + 1. 剩下只需要
考虑 d = 1这种情况. 在此情况下,易知 p > 11时有 2s ≤ 12 < p+ 1.

证毕.

我们首先重新叙述并证明 n = 3时群是可解的情况下的定理 5.1.

定理 5.24 (定理 5.1, n = 3时群是可解的情况).令 p是素数再令 q = pd. 假定 O 是

H(3, q2)的传递 ovoid,其中它在 PΓU(4, q2)中的稳定子群是可解的. 那么 q 是偶数,
并且 O 射影等价于一个 Singer-type ovoid或者在例子 5.10中所描述的两个 H(3, 82)

的 ovoids的其中之一.
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证明. 首先考虑 q 是偶数的情况. 当 d ≤ 3 时, 通过使用 Magma [69] 进行穷尽的搜

索表明在射影等价意义下,除了经典的 ovoids和 Singer-type ovoids以外,恰好还有两
个不同构的传递 ovoids, 也就是例子 5.10中列出的例子. 而当 d ≥ 4时, 我们从引理
5.23可得 s < q + 1. 因为在这种情况下有 2d ≥ 3d,所以我们从引理 5.20中看出 O必

然射影等价于一个 Singer-type ovoid.

接着我们考虑 q = pd 是奇数的情况. 在 q ∈ {3, 5, 11} 时, 同样通过 Magma [69]

得到的一个穷尽的计算机搜索表明不存在具有这种规定形式的传递 ovoid O. 所以我
们下面假设 q 6∈ {3, 5, 11}. 根据引理 5.23, 我们有 2s < q + 1. 如果 m, s 其中之一

是奇数,这就与定理 5.22的 (i)矛盾. 如果 m和 s都是偶数,根据定理 5.22的 (ii),我
们有 s ≥ pd/e + 1,其中 e是整除 m的 2的最高次幂. 另一方面,由于 d是偶数则有

gcd(3, q3 + 1) = 1,所以 gcd(3, s) = 1. 由此从 mks = 6d中推断 s整除 2d/e. 于是我
们就推出 2d/e ≥ pd/e + 1,这是不可能的. 证毕.

我们接着考虑定理 5.1中 n ≥ 5和群是可解的情况.

定理 5.25 (定理 5.1, n ≥ 5和群是可解的情况).令 n是奇整数且 n ≥ 5,再令 q 是素

数幂. 那么在H(n, q2)中不存在传递 ovoid使得它在 PΓU(n+ 1, q2)中的稳定子群是

可解的.

证明. 我们首先考虑 p > 45的情况. 如果 n ≥ p+1
2
,那么根据引理 5.7和定理 5.6可知

H(n, q2)中不存在 ovoid. 如果 n ≤ p−1
2
时,那么我们继续使用反证法. 假设存在某一

个传递 ovoid. 接着考虑下面的两种情况：

(1) 如果m, s中的一个数是奇数,那么我们从引理 5.22的 (i)得到 s ≥ q = pd. 另一
方面,因为 s|2nd,所以 s ≤ (p− 1)d < pd < pd: 这是一个矛盾.

(2) 如果 m 和 s 都是偶数, 那么由 5.22中 (ii) 可知 s ≥ 2pd/e, 其中 e 是整除 m

的 2 的最高次幂. 另一方面, 从 mks = 2nd 中我们推断 s 整除 2nd/e, 故 s ≤
(p− 1)d/e < pd/e < 2pd/e：这是一个矛盾.

综上所述,在 n ≤ p−1
2
时,我们都得到矛盾,因此当 p > 45时 H(n, q2)中不存在传递

ovoids.

剩下只需要考虑 p < 45的情况. 由引理 5.7的 (1)可知对给定的素数 p当 n ≥
p + 1 时 F (n, p) 是关于 n 的递减函数, 其中 F 是在等式(5.2)中定义的函数. 在表
5.4.2中,我们列出最大奇整数 np 使得对每个素数 p < 45有 F (np, p) ≥ 1,具体如下
所示. 于是在 n ≤ np 时 H(n, p2d)中的传递 ovoids的存在性不能被定理 5.6排除. 对
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表 5.1 在 p < 45时不被定理 5.6排除的最大维数 np

p 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43

np 5 5 7 7 9 9 11 11 13 15 15 17 17 17

于这样一对 (p, n)且 5 ≤ n ≤ np, 我们搜索所有 4元组使得 2nd = mks, s|pnd + 1,
并且满足引理 5.20和引理 5.22的界. 于是在表 5.4.2中我们列出所有不被排除的情况,
其中参数 k = 2nd

ms
被省略. 在H(n, q2) = H(5, 24)或H(5, 34)时,同样使用Magma [69]

表 5.2 所有满足参数限制的四元组 (n, pd, s, n)的情况

(n, pd) (5, 22) (5, 32) (9, 11) (7, 13) (9, 17) (15, 29)

s 5 10 18 14 18 30

m 1, 2, 4 1, 2 1 1 1 1

得到的计算机搜索表明不可能存在具有这种规定形式的传递 ovoid. 而在剩下的情况
下,我们有 s = 2n, m = 1, k = 1以及 d = 1. 在引理 5.22的证明中,我们已经说明了
|X| ≥ q (m = 1是奇数),其中对 F∗

qn 中某个 x有 X = {(xpka) : 0 ≤ a ≤ s− 1}. 因为
q 在这些情况下都是素数,所有我们可以看出 |X| ≤ n. 由此我们推断出 n ≥ p,显然
在这每一种情况下都是不正确的. 这就排除了表 5.4.2中列出的所有情况. 证毕.

综上所述,结合文献 [2,38]的结果以及定理 5.24,定理 5.25,我们完成了定理 5.1的
证明.
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6 讨论与展望

本章主要简略叙述一下作者在攻读博士学位期间其他工作, 并且列出与上述介
绍的工作的一些展望和进一步可行的问题. 更多与有限几何相关的问题可以查阅下
面的文献 [14,21,28,63,90].

Unitals
在第 3章中, 我们针对目前已知一类能嵌入到 Desarguesian 射影平面 PG(2, q2)

的 unitals(Buekenhout unitals) 进行研究, 说明这类 unitals 中所有非经典的例子都存
在 O’Nan 构型, 这也部分验证了 Piper 的猜想. 但是 PG(2, q2) 是否存在与 Bueken-
hout unital不同构的 unitals仍然是这方向热点的研究问题。此外,存在能嵌入到 non-
Desargusian射影平面的 unitals的例子 [18,20],这意味着解决 Piper猜想仍然需要一些
新的想法和工具。而且作为设计而言, unitals中存在参数为非素数幂的例子 [52],因此
能构造新非素数幂参数的 unital也是非常有意思的题目.

W (q)的 Payne派生四边形的点正则群
在第 4章中,我们已经对奇特征下W (q)的 Payne派生四边形的点正则群进行了

完整的分类,但是偶特征时仍然存在未知的点正则群. 同样的方法也能诱导出很多满
足 max(rA,B, rC) ≤ 2的点正则群的构造,然而我们的方法也不能完全给出所有满足
max(rA,B, rC) ≤ 2的构造,借助计算机软件 Manga [69] 能发现在 q = 16时存在不少

新的点正则群难以用我们第 4章的方法进行刻画, 因此偶特征下的点正则群的完全
刻画仍然是值得挑战的问题. 值得一提的是我们第 4章中给出的方法需要进行大量
矩阵或线性化多项式的计算,若果存在更好的数学工具对我们的证明进行优化,或许
能找到研究偶特征下的点正则群的新方法.
此外, Kantor [26] 在 1982 年用群论的语言对广义四边形描述成一类特殊的子群

结构,名为 4-gonal family,这种群论语言只适用于具有经典参数的广义四边形. 随后,
Ghinelli构造类似于 4-gonal family的 AS-构型去对非经典参数 (q − 1, q + 1)的广义

四边形进行描述. 值得注意的是目前已知存在 AS-构型的群都是初等阿贝尔群,因此
寻找具有 AS-构型的非阿贝尔群或者从一些 q3 阶群中用类似 Kantor 的想法构造出
一个陪集几何 (coset geometry)使其恰好是 (q− 1, q+ 1)阶广义四边形也将是相当有

意思的研究.

Intriguing Sets
有限极空间的 intriguing sets 是近 20 年来有限几何中重点的研究对象, 它恰好

对应于具有特定的参数的强正则图. 在文献 [80] 中, Bamberg 等人将广义四边形的
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intriguing set [91]延伸到秩大于 2的有限极空间. 对于极空间 S 中的点集 I,如果存在
两个常数 h1和 h2使得

|P⊥ ∩ I| =
{ h1 其中P ∈ I
h2 其中P /∈ I

,

那么我们称这个点集合是 intriguing, 其中 P⊥ 是 S 中所有与 P 关联的点组成的集

合. 精确而言, intriguing sets可以分为两类：i-tight sets和m-ovoids. 这两类集合对应
h1和 h2都是确定的,详情参考文献 [80]的引理 1. 目前很多以有趣的群为自同构群的
intriguing sets以代数或者几何等方式构造出来,详情查阅文献 [92–97]以及里面引用的

文献,寻找新参数的 intriguing set一直以来是这个方向的研究热点.
在第 5章中, 我们已经确定了 Hermitian极空间中所有传递 ovoids的分类, 自然

的想法是完成有限极空间中所有传递 ovoids的分类,因为 ovoids本身就是 intriguing
set的特殊例子,所以同样的想法也将适用于其他参数的 intriguing sets. 因此,我们借
助于文献 [83,88]中深刻的结果以及典型群的子群结构 [79,89],考虑一些具有特殊性质的
自同构群的 intriguing sets. 具体就是让它们的自同构群的阶能被某个本原素因子整
除,这样我们的问题也能利用文献 [83,88] 中深刻的结果把自同构群限制到特定的极大

子群中,其中文献 [94,98] 给出的 intriguing sets的例子也是具有这种性质. 特别值得一
提的, Singer群是一类具有这种性质的群,能否把有限极空间中所有以 Singer群为自
同构群的 intriguing sets给出一个刻画或分类也是值得挑战和研究的问题.

极小线性码

参数为 [n, k]q 的线性码 C 是 Fn
q 的 k 维 Fq-线性子空间, 其中该子空间中的向

量 c = (c1, c2, · · · , cn) 是 C 的码字. 对于 C 中的码字 c, 只有码字 λ · c, λ ∈ F∗
q 才

有 supp(λ · c) ⊆ supp(c), 那么我们称该码字 c 是极小的 (minimal), 其中 supp(c) =

{i ∈ {1, 2, · · · , n} : ci 6= 0}. 特别地, 线性码 C 是极小的当且仅当所有码字都是极
小的. 近年来,极小线性码越来越受到学者们的关注,不仅因为它在共享方案以及安
全双方计算的应用 [99–101], 而且它与射影空间 PG(n − 1, q) 中的 cutting blocking set
有着密切的联系 [102]. 有一种有效和方便的方法去判断线性码是否极小的,这种方法
叫做 Ashikhmin-Barg条件 [103]. 然而这个条件仅仅是充分的并不是必要的,目前已经
很多线性码的例子是不满足 Ashikhmin-Barg条件. 我们借助一些有限域和指数和等
工具给出一种从部分差集 (partial difference sets) 中得到极小线性码的方法, 并且说
明几乎所有部分差集都能产生极小线性码. 这工作已经投稿至《IEEE Transaction on
Information Theory》.

此外,其他在研工作目前仍处于初步阶段,我们这里就不做介绍.
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