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摘 要

摘 要
量子非局域性理论和量子纠缠理论是量子力学中非常重要的理论，也是量

子保密通信的基础理论。量子非局域性可以用于量子数据隐藏和量子秘密共享，
而多体纠缠在量子密钥分发、量子隐形传态和量子纠错码中扮演着核心的角色。
因此关于量子非局域性和多体纠缠的理论研究不仅对量子力学的发展添砖加瓦，
同时也促进量子保密通信的发展。本文具体研究与量子非局域性相关的不可扩
充乘积基和强量子非局域性，以及与多体纠缠相关的 𝑘-均匀态和量子信息掩盖，
其具体研究内容和创新点可以归纳为以下三部分：
首先建立了多维超立方体与不可扩充乘积基之间的关系。不可扩充乘积基

具有量子非局域性，而量子非局域性可以保证信息安全。虽然目前关于最小数目
的不可扩充乘积基的研究较多，但具有较大数目的不可扩充乘积基的结果较少，
且缺少具体的构造。本文中，我们给出了砖块结构与两体系统中的不可扩充乘积
基之间的对应关系，利用这个对应关系，构造了一系列两体系统中具有较大数目
的不可扩充乘积基。我们将这个结构推广到了多体系统中，建立了多维超立方体
与多体系统中的不可扩充乘积基之间的关系，利用多维超立方体的分解，构造了
三体和四体系统中具有较大数目的不可扩充乘积基。考虑到不可扩充乘积基是
局部不可区分的，要区分它必须借助于纠缠资源，因此我们也研究了两体系统中
的不可扩充乘积基的纠缠辅助区分。
其次建立了多维超立方体与强量子非局域性之间的关系。强量子非局域性

可以进一步地提高信息的安全性，但目前只有少量三体和四体系统中的强非局
域的正交乘积集。本文中，利用前面提到的多维超立方体的分解，我们构造了三
体、四体和五体系统中强非局域的正交乘积集和三体系统中强非局域的正交纠
缠集，并证明了前面构造的三体和四体系统中的不可扩充乘积基具有强量子非
局域性。此外，利用循环置换群作用，我们构造了一般 𝑁 体齐次系统中的强非
局域的正交纠缠集，并当𝑁 = 3, 4时，找到了强非局域的正交真实纠缠集。
最后建立了量子纠错码与量子信息掩盖之间的关系，给出了非齐次系统中

2, 3-均匀态的具体构造。目前关于非齐次系统中的 𝑘-均匀态的构造较少，而多体
系统中的量子信息掩盖有着很大的安全漏洞。本文中，利用混合正交阵列，我们
构造了一系列非齐次系统中的 2, 3-均匀态，并给出了两种从 𝑘-均匀态到 (𝑘−1)-均
匀态的构造方法。利用影子不等式，我们给出了一些非齐次系统中的绝对最大纠
缠态的不存在性结果。此外，我们提出了 𝑘-均匀量子信息掩盖的概念，它要求任
意 𝑘个子系统都无法访问掩盖之前的信息。我们建立了非齐次系统中的量子纠
错码与 𝑘-均匀量子信息掩盖之间的关系，基于这个关系，证明了不可掩盖定理
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摘 要

本质上是量子纠错码的量子 Singleton界的一个特例，并给出了一个更一般的不
可掩盖定理。我们也给出了几种从已知的非齐次系统中的量子纠错码构造新的
量子纠错码的方法，这些方法可以用来构造非齐次系统中的 𝑘-均匀态。

关键词：不可扩充乘积基；强量子非局域性；超立方体分解；𝑘-均匀态；混合正
交阵列；量子信息掩盖；量子纠错码
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Abstract

ABSTRACT
Quantum nonlocality theory and quantum entanglement theory are very important

in quantum mechanics, and they are also the basic theories of quantum secure com-
munication. Quantum nonlocality can be used for quantum data hiding and quantum
secret sharing, while multipartite entanglement plays a central role in quantum key dis-
tribution, quantum teleportation, and quantum error-correcting codes. Therefore, the
theoretical research on quantum nonlocality andmultipartite entanglement not only con-
tributes to the development of quantum mechanics, but also promotes the development
of quantum secure communication. This dissertation specifically studies unextendible
product bases and strong quantum nonlocality related to quantum nonlocality, as well
as 𝑘-uniform states and quantum information masking related to multipartite entangle-
ment, and specific research content and innovation points can be summarized into the
following three parts:

Firstly, we establish a relation between hypercubes and unextendible product bases.
Unextendible product bases have quantum nonlocality, which can guarantee informa-
tion security. There are many studies on the minimum size of unextendible product
bases currently, but the results on the large sizes of unextendible product bases, and
explicit constructions are few. In this dissertation, we give the correspondence between
tile structures and unextendible product bases in bipartite systems. By using this cor-
respondence, we construct unextendible product bases with large sizes in bipartite sys-
tems. We also extend tile structures to multipartite systems, and establish a relation
between hypercubes and unextendible product bases in multipartite systems. Based on
the decomposition of hypercubes, we construct unextendible product bases with large
sizes in three-partite and four-partite systems. Since unextendible product bases are lo-
cally indistinguishable, entanglement resources are necessary to distinguish them. So
we also study the entanglement-assisted discrimination for unextendible product bases
in bipartite systems.

Secondly, we establish a relation between hypercubes and strong quantum nonlo-
cality. Strong nonlocality can further improve information security, but there are only
few strongly nonlocal orthogonal product sets in three- and four-partite systems cur-
rently. In this dissertation, by using the previously mentioned decomposition of hyper-
cubes, we construct strongly nonlocal orthogonal product sets in three-, four- and five-
partite systems and strongly nonlocal orthogonal entangled sets in three-partite systems,
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Abstract

and also prove that our unextendible product bases in three-partite and four-partite sys-
tems have strong quantum nonlocality. Furthermore, by using cyclic permutation group
action, we construct strongly nonlocal orthogonal entangled sets in general 𝑁-partite
homogeneous systems, and when 𝑁 = 3, 4, we find strongly nonlocal orthogonal gen-
uinely entangled sets.

Finally, we establish a relation between quantum error-correcting codes and quan-
tum information masking, and give the explicit constructions of 2, 3-uniform states in
heterogeneous systems. At present, there are few constructions of 𝑘-uniform states in
heterogeneous systems, and quantum information masking in multipartite systems has a
large security hole. In this dissertation, by using mixed orthogonal arrays, we construct
a series of 2, 3-uniform states in heterogeneous systems, and give two methods of gen-
erating (𝑘 − 1)-uniform states from 𝑘-uniform states. By using shadow inequalities, we
give some results on the nonexistence of absolutely maximally entangled states in het-
erogeneous systems. Furthermore, we propose the concept of 𝑘-uniform quantum infor-
mation masking, which requires that collusion between any 𝑘 parties can not reveal the
encoded information. We establish a relation between quantum error-correcting codes
in heterogeneous systems and 𝑘-uniform quantum information masking. Based on this
relation, we show that the no-masking theorem is a special case of the quantum Single-
ton bound for quantum error-correcting codes in heterogeneous systems essentially, and
give a more general no-masking theorem. We also give some methods for constructing
new quantum error-correcting codes from old quantum error-correcting codes in het-
erogeneous systems, and these methods can be used to construct 𝑘-uniform states in
heterogeneous systems.

Key Words: Unextendible product bases; Strong quantum nonlocality; Hypercube
decomposition; 𝑘-Uniform states; Mixed orthogonal arrays; Quantum
information masking; Quantum error-correcting codes
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第 1章 绪 论

第 1章 绪 论
随着量子科技的不断发展，“第二次量子革命”已经向我们走来，而量子信

息理论是这里面重要的一环。量子非局域性理论和量子纠缠理论可用于量子数
据隐藏、量子秘密共享、量子密钥分发、量子隐形传态和量子纠错码等量子信息
领域中。因此对量子非局域性理论和量子纠缠理论的研究至关重要。
本章将介绍量子非局域性和多体纠缠的研究背景、研究现状及其相关应用。

1.1节介绍了量子非局域性和多体纠缠在信息安全中的应用。1.2节具体介绍了
不可扩充乘积基、强量子非局域性、𝑘-均匀态和量子信息掩盖的研究现状。1.3节
强调了本文的研究内容与创新点。1.4节介绍了本文的结构安排和主要结论。

1.1 研究背景与意义
本节将介绍量子非局域性和多体纠缠的研究背景与意义。

1.1.1 量子非局域性
量子非局域性（quantum nonlocality）是量子力学中最重要的性质之一。如果

纠缠态违反 Bell型不等式，那么它具有 Bell型非局域性 [1-2]。如果一组正交态在
局域操作和经典通信（local operations and classical communication, LOCC）下是
不能区分的，那么这组正交态被称为局部不可区分的（locally indistinguishable）。
局部不可区分性也具有量子非局域性，而基于局部不可区分性的量子非局域性
是本文主要研究的对象。这种非局域性与 Bell型非局域性有很大不同，原因是
Bell 型非局域性只发生在纠缠态中，而基于局部不可区分性的非局域性不限于
此。1999年，Bennett等人 [3]首先在 ℂ3 ⊗ ℂ3中构造了一组局部不可区分的正交
乘积基（orthogonal product basis），这表明了无纠缠的量子非局域性现象。后来，
局部不可区分的正交乘积集（orthogonal product set）和正交纠缠集（orthogonal
entangled set）被广泛地研究 [4-21]。
当信息被编码在多体系统中的一个局部不可区分的正交集中时，这个信息

将不能通过 LOCC的方式被完全访问。因此，量子非局域性可用于量子数据隐
藏（quantum data hiding）[22-25] 和量子秘密共享（quantum secret sharing）[26-28]。如
图1.1中的左图所示，一个公司里面有一个老板和他的 𝑁 个员工，这 𝑁 个员工
处于不同的实验室，并且可以进行局部测量和打电话的方式交流经典信息。这位
老板把信息编码在一组具有非局域性的 𝑁 体正交态中，通过量子信道将信息传
递给他的𝑁 个员工，每位员工都只能得到其中的一部分信息。由于这组𝑁 体正
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第 1章 绪 论

交态具有非局域性，这𝑁 个员工在 LOCC下无法访问所有的原始信息，部分信
息被隐藏起来了。例如，由于 Bell基是局部不可区分的，如果我们将两个经典比
特的信息编码到这组 Bell基中，那么在 LOCC下只有一个比特的信息能被提取
出来 [22,29]。因此量子非局域性可以提高信息的安全性。

员工𝑨𝟏

老板

员工𝑨𝟐

员工𝑨𝒌

员工𝑨𝑵

…
…

信息

员工𝑨𝟏

老板

员工𝑨𝟐

员工𝑨𝒌

员工𝑨𝑵

…
…

信息

图 1.1 量子非局域性在信息安全中的应用。

不可扩充乘积基（unextendible product basis）[30] 是一类具有无纠缠的量子非
局域性的结构。对于多体系统中的一个正交乘积集（非正交乘积基），如果它
生成的子空间的正交补空间中没有乘积态，那么这个正交乘积集被称为不可扩
充乘积基。不可扩充乘积基在量子信息中扮演着重要的角色，它可以构造束缚
纠缠态 [30]（bound entangled state），也与费米子系统和无量子违反的 Bell 不等
式相关联 [31-33]。目前，虽然在构造较小数目的不可扩充乘积基方面有了很多结
果 [30,34-38]，但在构造较大数目的不可扩充乘积基方面进展较少 [4,39-40]，且缺少
明确的构造。其次虽然不可扩充乘积基是局部不可区分的 [4,30,41]，但是可以借助
于纠缠辅助区分协议来区分不可扩充乘积基 [42]。由于纠缠资源在量子信息中非
常宝贵，如何利用较少的纠缠资源来完成区分过程是一个值得深究的问题。

2019年，Halder等人 [43]提出了一个更强版本的量子非局域性的概念：强量子
非局域性（strong quantum nonlocality）。如果通过正交保持的局部测量不能从一组
多体正交态中消除一个或多个态，那么这组正交态被称为局部不可约的（locally
irreducible）。一个局部不可约集一定是一个局部不可区分集，反之则不一定成立。
此外，如果一组多体正交态在任意两体划分下都是局部不可约的，那么它被称为
强非局域的（strongly nonlocal）。Halder等人在 ℂ3 ⊗ ℂ3 ⊗ ℂ3和 ℂ4 ⊗ ℂ4 ⊗ ℂ4中
分别构造了强非局域的正交乘积基，这表明了无纠缠的强量子非局域性现象。
强量子非局域性也可以用于信息安全。在图1.1中的左图中，虽然老板利用

量子非局域性可以一定程度上保证信息的安全性，但是如果其中有 𝑘个员工共
谋（即这 𝑘个员工汇聚在其中一个员工的实验室内，它们知道彼此的信息，并可
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以进行联合测量），那么原来的信息有可能被这 𝑁 个员工完全访问，如图1.1中
的右图所示。为了避免这种情况的发生，老板可以将原始的信息编码在一组具有
强量子非局域性的 𝑁 体正交态中，由于这组正交态在任意两体划分下是局部不
可区分的，即使其中任意 𝑘（𝑘 < 𝑁）个员工共谋，也不能访问所有的原始信息
（有可能访问其中一部分信息）。此外，由于这组正交态在任意两体划分下是局部
不可约的，如果这些员工只能进行正交保持的局部测量或联合测量，那么即使有
员工共谋，原始的信息将完全无法访问。由此可见强量子非局域性进一步地提高
了信息的安全性。

1.1.2 多体纠缠
多体纠缠在量子密钥分发 [44-48]、量子隐形传态 [49-50] 和量子纠错码 [51]等领

域中扮演着核心的角色。例如 2016年，中国成功地发射了“墨子号”量子科学
实验卫星，该卫星在国际上首次实现千公里级基于纠缠的量子密钥分发 [47]，如
图1.2所示。实验中，“墨子号”作为纠缠源，本身并不掌握密钥的任何信息，它
只负责分发纠缠，即使卫星被别人控制了，密码也是安全的。所以该实验进一步
提升了量子保密通信的现实安全性。2021年中国科研团队成功实现了跨越 4600
公里的星地量子密钥分发，标志着中国已构建出天地一体化广域量子通信网雏
形 [48]。虽然纠缠在量子信息领域中发挥着至关重要的作用，但是刻画任意多体
系统中的纠缠态仍具有挑战性 [1]。最近一类特殊的纯态：𝑘-均匀态（𝑘-uniform
state），吸引了很多研究者的关注 [51-55]。

图 1.2 “墨子号”量子科学实验卫星在国际上首次实现千公里级基于纠缠的量子密钥分
发 [56]。

如果一个齐次系统 (ℂ𝑑)⊗𝑁 中的一个纯态在任意 𝑘 体上的约化密度算子是
最大混合的，那么它被称为 𝑘-均匀态（𝑘-uniform state）[51] 。(ℂ𝑑)⊗𝑁 中的 𝑘-均匀
态与参数为 ((𝑁, 1, 𝑘 + 1))𝑑 的量子纠错码一一对应 [51]，并且它可以通过正交阵
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列 [52]、拉丁方 [57]、量子拉丁方 [58]、对称矩阵和经典纠错码 [53]来构造。根据施密
特分解，(ℂ𝑑)⊗𝑁 中的 𝑘-均匀态存在的必要条件是 𝑘 ⩽ ⌊𝑁

2 ⌋ [59]。特别地，⌊𝑁
2 ⌋-均

匀态被称为绝对最大纠缠态（absolutely maximally entangled state），它在任意两体
划分下都是最大纠缠态。绝对最大纠缠态可用于阈值量子秘密共享方案 [60]、并
行和开放目标的远程传输协议 [60] 和全息量子纠错码 [61]。局部维数 𝑑 = 2的绝
对最大纠缠态仅存在于 2, 3, 5, 6体系统中 [51,62-63]。当局部维数 𝑑 ⩾ 3时，有很多
绝对最大纠缠态的存在性是未知的 [64-65]。

在实验中，我们经常遇到更一般的系统：非齐次系统ℂ𝑑1 ⊗ℂ𝑑2 ⊗⋯⊗ℂ𝑑𝑁。那
么 𝑘-均匀态和绝对最大纠缠态的概念也可以直接推广到非齐次系统中。类似地，
ℂ𝑑1 ⊗ℂ𝑑2 ⊗⋯⊗ℂ𝑑𝑁 中的 𝑘-均匀态与非齐次系统中参数为 ((𝑁, 1, 𝑘+1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁

的量子纠错码一一对应 [66]。最近有几个实验关注于构造非齐次系统中的多体
纠缠态 [67-69]，此外，一些三体非齐次系统中的绝对最大纠缠态在实验上被实
现 [70-72]，这使得非齐次系统中的 𝑘-均匀态和绝对最大纠缠态的研究更有意义。

当量子信息通过带有噪声的信道时，错误是不可避免的 [73-75]。量子纠错码
（quantum error-correcting code）在量子信息处理中发挥着核心作用，它可以保护量
子信息免受各种量子噪声的影响。齐次系统中的量子纠错码的研究较多 [62,76-81]，
但当编码后的态属于非齐次系统时，我们通常面临更复杂的情况，这使得研究非
齐次系统中的量子纠错码更加复杂。齐次系统中的量子纠错码最重要的界：量子
Singleton界（quantum Singleton bound）[77] 也可以推广到非齐次系统中的量子纠
错码上 [66]。量子 Singleton界实际上起源于不可克隆定理 [79,82]，我们可以期待
它更多的性质。
不可克隆定理 [83-85]、不可广播定理 [86]、不可删除定理 [87]和不可隐藏定

理 [88]等不可行定理（no-go theorem）都是量子力学的线性性和酉性的结果。最
近Modi等人提出了量子信息掩盖（quantum information masking）的概念 [89]，这
是一个将量子信息编码到两体系统中的物理过程，使得信息对于每个单体子系
统来说是完全未知的。值得注意的是，量子信息掩盖与前面提到的量子非局域性
在信息安全中的应用所用的原理完全不同。这里的量子信息掩盖会使得掩盖后
的所有态的单体约化密度算子都相等，从而达到掩盖量子信息的目的，而前面主
要利用量子非局域性来隐藏信息。Modi等人强调了另一个被称为不可掩盖定理
的不可行定理，它指的是不能掩盖任意量子态。类似于强量子非局域性在信息安
全中的应用，对于多体系统中的量子信息掩盖，一些子系统共谋也可能会揭露编
码前的信息 [89]，因此我们需要更强版本的量子信息掩盖。在本文中，我们将提
出多体系统中的 𝑘-均匀量子信息掩盖的概念，它要求任意 𝑘个子系统都无法访
问原始信息。相比于之前的量子信息掩盖，𝑘-均匀量子信息掩盖使得信息更加安
全。
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1.2 国内外研究现状
本节将给出不可扩充乘积基、强量子非局域性、𝑘-均匀态和量子信息掩盖的

研究现状。

1.2.1 不可扩充乘积基
1999年，Bennett等人 [30]提出了不可扩充乘积基的概念，在 ℂ3 ⊗ ℂ3和 ℂ2 ⊗

ℂ2 ⊗ ℂ2中分别给出了数目为 5和 4的不可扩充乘积基，他们利用不可扩充乘积
基给出了束缚纠缠态的一个巧妙构造，并证明了不可扩充乘积基是局部不可区分
的。对于 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的不可扩充乘积基的最小数目 𝑓(𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑁 )，
Bennett等人也证明了 𝑓(𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑁 ) ⩾ ∑𝑁

𝑖=1(𝑑𝑖 − 1) + 1。利用正交性图，Alon
等人 [36]给出了 𝑓(𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑁 ) 达到下界的充分必要条件：除了 𝑁 = 2 且 2 ∈
{𝑑1, 𝑑2}，或∑𝑁

𝑖=1(𝑑𝑖−1)+1是奇数且至少有一个 𝑑𝑖是偶数之外，𝑓(𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑁 ) =
∑𝑁

𝑖=1(𝑑𝑖 − 1) + 1。利用 1-因子分解图，Feng [37]给出了一些 𝑓(𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑁 ) =
∑𝑁

𝑖=1(𝑑𝑖 − 1) + 2的例子。而对于 𝑑1 = 𝑑2 = ⋯ = 𝑑𝑁 = 2的情况，Johnston [34]完全
确定了 𝑓(𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑁 )的数值：当 𝑁 为奇数时，𝑓(𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑁 ) = 𝑁 + 1；当
𝑁 = 4或𝑁 = 2 (mod 4)，𝑓(𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑁 ) = 𝑁 +2；当𝑁 = 8，𝑓(𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑁 ) =
𝑁 + 3；其余情况下 𝑓(𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑁 ) = 𝑁 + 4。当 2 ⩽ 𝑑1 ⩽ 𝑑2 ⩽ ⋯ ⩽ 𝑑𝑁，
𝑑𝑁 − 1 ⩾ ∑𝑁−1

𝑖=1 (𝑑𝑖 − 1)且 𝑓(𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑁 ) ⩾ ∑𝑁
𝑖=1(𝑑𝑖 − 1) + 2时，Chen等人 [31]利

用代数几何的工具确定了 𝑓(𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑁 ) = ∑𝑁
𝑖=1(𝑑𝑖 − 1) + 2。最近 Zhang 等

人 [90]证明了 𝑓(2, 2, 4𝑘 − 1) = 4𝑘 + 2。
较大数目的不可扩充乘积基也有少量结果。对于 𝑛 ⩾ 4，利用砖块结构，

DiVincenzo 等人 [4]在 ℂ𝑛 ⊗ ℂ𝑛 中给出了数目为 𝑛2 − 2𝑛 + 1 的不可扩充乘积基，
并对于 3 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛，在 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛 中给出了数目为 𝑚𝑛 − 2𝑚 + 1 的不可扩充乘积
基。当 𝑚 ⩾ 3 为奇数时，Halder 等人 [39]也利用砖块结构在 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑚 中构造了
数目为 (𝑚 − 1)2 + 1的不可扩充乘积基，并且 Zhang等人 [91]证明了这个不可扩
充乘积基可以借助于 ℂ⌈ 𝑚

2 ⌉ ⊗ ℂ⌈ 𝑚
2 ⌉ 中的一个最大纠缠态来完成局部区分。对于

𝑑 ⩾ 3，利用三维立方体的分解，Agrawal等人 [92]给出了 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 中数目为
𝑑3 − 8(⌊𝑑−3

2 ⌋ + 1)的不可扩充乘积基。
不可扩充乘积基有一些不存在性结果。Feng [37]证明了 ℂ2 ⊗ ℂ𝑛 中不存在非

平凡的不可扩充乘积基。而 Chen等人 [93]证明了 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中数目为
𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑁 − 1，𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑁 − 2，𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑁 − 3的不可扩充乘积基是不存在的。在
另一篇文章中，Chen等人 [94]证明了 (ℂ2)⊗𝑁 中不存在数目为 2𝑁 − 5的不可扩充
乘积基。当 𝑘为偶数时，Zhang等人 [90]则证明了 ℂ2 ⊗ ℂ2 ⊗ ℂ𝑘 中数目为 𝑘 + 3
的不可扩充乘积基是不存在的。当𝑁 为奇数时，Johnston [35]证明了 (ℂ2)⊗𝑁 中不
存在数目为𝑁 + 2的不可扩充乘积基。
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关于不可扩充乘积基，文献 [39]提出了以下公开问题。
问题 1：当 𝑚 ⩾ 3为偶数时，是否可以将文献 [39]中的不可扩充乘积的构造

推广到 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑚中？
本文将在第三章回答问题 1。

1.2.2 强量子非局域性
2019年，Halder等人 [43]提出了强量子非局域性的概念，他们在ℂ3 ⊗ℂ3 ⊗ℂ3

和ℂ4⊗ℂ4⊗ℂ4中分别构造了强非局域的正交乘积基。对于 𝑑 ⩾ 3，Yuan等人 [95]在
ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 和 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑+1中分别构造了数目为 6(𝑑 − 1)2和 6𝑑2 − 8𝑑 + 4
的强非局域的正交乘积集，并在 ℂ3 ⊗ ℂ3 ⊗ ℂ3 ⊗ ℂ3和 ℂ4 ⊗ ℂ4 ⊗ ℂ4 ⊗ ℂ4中分
别构造了强非局域的正交乘积基 [95]。当 𝑑 ⩾ 3为奇数（偶数）时，利用图的连通
性，Li等人 [96]在 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 中构造了数目为 𝑑3 − (𝑑 − 2)2（𝑑3 − (𝑑 − 2)2 + 2）
的强非局域的正交真实纠缠集。
强量子非局域性的概念也被推广了。基于给定划分下的局部不可约性，Zhang

等人 [97]给出了更一般的强量子非局域性，并在ℂ3 ⊗ℂ3 ⊗ℂ3和ℂ3 ⊗ℂ3 ⊗ℂ3 ⊗ℂ3

中给出了几个例子。Sumit等人 [98]提出了真实非局域性的概念，一组正交态如果
在任意两体划分下都是局部不可区分的，那么它被称为真实非局域的，强非局域
性一定能推出真实非局域性，反之则不然，他们对于真实非局域性也给出了具体
的分类。在另外一篇文章 [99]中，Sumit等人给出了几例多体系统中的真实非局域
的正交乘积集，并研究了他们的纠缠辅助区分。与此同时，对于 𝑁 ⩾ 3，𝑑𝑖 ⩾ 3
和 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁，Li等人 [100]构造了 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中真实非局域的正交乘
积集。至于纠缠集，对于𝑁 ⩾ 3和 𝑑 ⩾ 3，Zhang等人 [101]在 (ℂ𝑑)⊗𝑁 中给出了真
实非局域的正交纠缠集。
关于强量子非局域性，文献 [43]提出了以下公开问题。
问题 2：

(i) 对于任何𝑁 ⩾ 4，𝑑 ⩾ 3，如何构造 (ℂ𝑑)⊗𝑁 中强非局域的正交乘积集？
(ii) 是否存在强非局域的不可扩充乘积基？
(iii) 是否存在强非局域的正交纠缠集？
本文将在第四章回答问题 2。

1.2.3 𝑘-均匀态
2004年，Scott [51]提出了 𝑘-均匀态的概念。Bell态和GHZ（Greenberger–Horne–

Zeilinger）态均是 1-均匀态，由于任意𝑁 体齐次系统中的 GHZ态都存在，对于
𝑑 ⩾ 2和 𝑁 ⩾ 2，(ℂ𝑑)⊗𝑁 中都存在 1-均匀态。Goyeneche等人 [52]建立了正交阵
列与齐次系统中的 𝑘-均匀态之间的关系，对于𝑁 ⩾ 6，他们利用正交阵列构造了
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(ℂ2)⊗𝑁 中的 2-均匀态。当 𝑑 ⩾ 2为素数幂且𝑁 ⩾ 4时，Li等人 [54]也利用正交阵
列构造了 (ℂ𝑑)⊗𝑁 中的 2-均匀态；当𝑁 ⩾ 8且𝑁 ≠ 9时，他们构造了 (ℂ2)⊗𝑁 中
的 3-均匀态。利用对称矩阵和经典纠错码，Feng等人 [53]构造了一系列齐次系统
中的 𝑘-均匀态。基于具有明确的最小汉明距离的正交阵列，Pang等人 [55]构造了
几乎所有 (ℂ𝑑)⊗𝑁 中的 2, 3-均匀态。在表1.1中，我们列出了 (ℂ𝑑)⊗𝑁 中 1, 2, 3-均
匀态的存在情况。

表 1.1 齐次系统 (ℂ𝑑)⊗𝑁 中 1, 2, 3-均匀态的存在情况。

(ℂ𝑑)⊗𝑁 存在性 不存在性 未知 参考文献
1-均匀态 𝑑 ⩾ 2, 𝑁 ⩾ 2 无 无 [52]

2-均匀态 𝑑 ⩾ 2, 𝑁 ⩾ 4除去 𝑑 = 2, 无
𝑑 = 2, 𝑁 = 4 𝑁 = 4 [51-52,54-55,77,102-103]

3-均匀态
𝑑 ⩾ 2, 𝑁 ⩾ 6, 𝑑 = 2, 𝑑 ⩾ 6,

除去 𝑑 = 2 (mod 4), 𝑁 = 7 𝑑 = 2 (mod 4), [54-55,63,77,104-105]

𝑁 = 7 𝑁 = 7

当 𝑘 = ⌊𝑁
2 ⌋ 时，(ℂ𝑑)⊗𝑁 中的 𝑘-均匀态被称为绝对最大纠缠态，并记为

AME(𝑁, 𝑑)。Scott [51]给出了 AME(𝑁, 𝑑)存在的一个必要条件：当 𝑁 为偶数时，
𝑁 ⩽ 2(𝑑2 −1)；当𝑁为奇数时，𝑁 ⩽ 2𝑑(𝑑 +1)−1。利用影子不等式和量子纠错码，
Rains [62]证明了如果 AME(𝑁, 2)存在，那么有𝑁 = 2, 3, 4, 5, 6, 7。当𝑁 = 2, 3, 5, 6
时，AME(𝑁, 2)已被找到 [52]；当 𝑁 = 4时，AME(4, 2)被证明不存在 [102]；当
𝑁 = 7时，Huber等人 [63]证明了 AME(7, 2)不存在。所以 AME(𝑁, 2)存在当且
仅当 𝑁 = 2, 3, 5, 6。当 𝑑 = 3, 4, 5时，Huber等人 [106]利用影子不等式给出了一
些 AME(𝑁, 𝑑)的不存在性结果。AME(4, 6)的存在性已成为一个公开的问题 [65]，
它与正交量子拉丁方有关。最近 Rather 等人 [103]解决了这一公开问题，找到了
AME(4, 6)。Huber等人 [64]给出了一张关于 AME(𝑁, 𝑑)的存在性表格，根据这张
表格，当 𝑑 ⩾ 3时，还有很多 AME(𝑁, 𝑑)的存在性是未知的。

𝑘-均匀态和绝对最大纠缠态的概念也可以直接被推广到非齐次系统 ℂ𝑑1 ⊗
ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中 [107-108]。Bryan等人 [109-110]借助于几何不变量理论给出了非齐
次系统中存在 1-均匀态的充要条件，并构造了一些 1-均匀态。利用混合正交阵
列，Goyeneche等人 [107]构造了一些 𝑁 体非齐次系统中的 1, 2-均匀态。Shen等
人 [108]构造了一些 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ℂ𝑑3 中的绝对最大纠缠态。
关于 𝑘-均匀态，文献 [107]提出了以下公开问题。
问题 3：非齐次系统中是否存在 3-均匀态？
本文将在第五章回答问题 3。
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1.2.4 量子信息掩盖
2018年，Modi等人 [89]提出了量子信息掩盖的概念。这是一个物理过程，它

将 ℂ𝑑 中的量子态通过等距线性算子映射到 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑1 中，使得映射后的态的单体
约化密度算子都相等。Modi等人给出了一个不可掩盖定理，即 ℂ𝑑 中的所有态不
能被掩盖到 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑1 中。利用正交拉丁方，当 𝑑 > 2且 𝑑 ≠ 6时，Li [111]等人证
明了 ℂ𝑑 中的所有态可以被掩盖到 (ℂ𝑑)⊗3中。Han等人 [112]利用量子纠错码证明
了 ℂ2中的所有态不能被掩盖到 (ℂ2)⊗3中。Li等人 [113]表明了 ℂ𝑑 中一组相互正
交的态可以被掩盖到 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 中，并证明了 ℂ𝑑 中一组线性无关的态可以被概率
性地掩盖到 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 中。Liang等人 [114]研究了非零线性算子下的量子信息掩盖，
主要是将 ℂ2中的量子态通过非零线性算子映射到 ℂ2 ⊗ ℂ2中，使得映射后的态
的单体约化密度算子都相等，并且他们证明了 ℂ2中具有非零测度的集合都不能
在非零线性算子下进行掩盖。之后 Liang等人 [115]也证明了 ℂ𝑑 中具有非零测度
的集合都不能在等距线性算子下被掩盖到 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑1 中，并说明了可掩盖的集合
必须落在某些欧几里得空间中的球面上。Li 等人 [116]研究了另一种概率性的量
子信息掩盖，即在完全正定且迹下降（completely positive and trace-decreasing）的
线性算子下的量子信息掩盖，并证明了 ℂ𝑑 中的所有量子态不能被概率性地掩盖
到 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑1 中。Lv等人 [117]研究了非 Hermitian系统中的量子信息掩盖，证明了
ℂ𝑑 中任意一组相互正交的态都可以被掩盖到 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑1 中，而 ℂ𝑑 中的所有态不
能被掩盖到 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑1 中。最近，Liu等人 [118]给出了量子信息掩盖的光学实现。

关于量子信息掩盖，文献 [111]提出了以下问题。
问题 4：

(i) 是否能将 ℂ𝑑 中所有态掩盖到 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 中，使得掩盖后的态的单体约
化密度算子不等于 1

𝑑 𝕀𝑑？
(ii) 是否能将 ℂ𝑑 中所有态掩盖到 ℂ𝑛 ⊗ ℂ𝑛 ⊗ ℂ𝑛中，使得 𝑛 < 𝑑？
本文将在第五章回答问题 4。

1.3 论文的研究内容与创新点
本文首先研究不可扩充乘积基的构造，并研究其纠缠辅助区分。其次本文研

究强量子非局域性，并给出一些强非局域的正交集。最后本文研究非齐次系统中
的 𝑘-均匀态与 𝑘-均匀量子信息掩盖。本文主要的工作与创新点有以下三个方面：
第一，建立了多维超立方体与不可扩充乘积基之间的关系。虽然目前在构造

较小数目的不可扩充乘积基方面有了很多结果，但在构造较大数目的不可扩充
乘积基方面进展较少，且缺少直观的结构。本文中，利用多维超立方体的分解，
我们给出了具有较大数目的不可扩充乘积基的构造方法。针对两体系统中的不
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可扩乘积基，虽然目前可以用砖块结构来构造，但是并不清楚砖块结构与不可扩
乘积基的直接联系。本文中，我们给出了砖块结构对应两体系统中的不可扩充乘
积基的一个充分必要条件，根据这个条件我们构造了一系列两体系统中具有较
大数目的不可扩充乘积基。此外，我们给出了三维和四维超立方体的分解方案，
并利用这个方案巧妙地构造了三体和四体系统中的不可扩充乘积基。由于我们
的不可扩充乘积基具有直观的结构，也可以研究其它性质，如纠缠辅助区分和强
量子非局域性。
第二，建立了多维超立方体与强量子非局域性之间的关系。目前关于强量子

非局域性的研究主要集中于构造强非局域的正交集，而验证一个 𝑁 体系统中的
正交集具有强量子非局域性，需要验证作用在其任意 𝑁 − 1体子系统上面的正
交保持的局部测量是平凡的。这里有两个难点，当 𝑁 较大时，这意味着我们需
要验证 𝑁 个 𝑁 − 1体子系统具有这个性质；当态的个数较多时，我们很难验证
正交保持的局部测量是平凡的。因此，目前只有少量的三体和四体系统中的强非
局域的正交乘积集。本文中，为了克服第一个难点，我们利用前面提到的多维超
立方体的分解来构造正交集，这个正交集在子系统的循环置换下有相同的结构，
这样我们只用验证其中一个 𝑁 − 1体子系统上面的正交保持的局部测量是平凡
的。为了克服第二个难点，我们给出了两个工具来验证正交保持的局部测量是平
凡的。基于多维超立方体的分解和这两个工具，我们给出了一系列多体系统中强
非局域的正交乘积集、不可扩充乘积基和正交纠缠集。
第三，建立了量子纠错码与量子信息掩盖之间的关系，给出了非齐次系统中

2, 3-均匀态的具体构造。目前齐次系统中的 𝑘-均匀态和绝对最大纠缠态的结果有
很多，但越来越多的实验开始着重实现非齐次系统中的纠缠态，这使得研究非齐
次系统中的 𝑘-均匀态和绝对最大纠缠态更有意义。非齐次系统比齐次系统更加
复杂，需要引入更多的数学工具。本文中，我们利用混合正交阵列构造了一系列
非齐次系统中的 2, 3-均匀态，此外我们利用影子不等式，给出了一些非齐次系统
中的绝对最大纠缠态的不存在性结果。目前的量子信息掩盖使得掩盖后任何单
体子系统不能获取原来的信息，但是如果其中几个子系统共谋，那么可能会获取
掩盖前的信息。为了提高信息的安全性，我们在本文中提出了 𝑘-均匀量子信息
掩盖的概念，在这种掩盖之下，即使其中任意 𝑘个子系统共谋，都无法获取掩盖
前的信息。我们建立了 𝑘-均匀量子信息掩盖与量子纠错码之间的关系，基于这
个关系，我们证明了不可掩盖定理是量子纠错码的量子 Singleton界的一个特例，
并给出了一个更一般的不可掩盖定理。此外，我们还证明了齐次系统中的 𝑘-均
匀态可用于 𝑘-均匀量子信息掩盖。
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1.4 论文结构安排和主要结论
在图1.3中我们给出了本学位论文体系结构。本论文一共分为 6章，各章的

内容具体如下。

第1章 绪论

第2章 预备知识

量子非局域性 多体纠缠

第3章 不可扩充
乘积基

第4章 强量子非
局域性

第5章 k-均匀态
和量子信息掩盖

第6章 总结与展望

图 1.3 本学位论文体系结构。

第 1章绪论。我们介绍了研究背景，说明了量子非局域性与多体纠缠在信
息安全中的应用，阐述了国内外研究现状、创新点和本学位论文体系结构。
第 2章预备知识。我们首先介绍了齐次系统和非齐次系统的概念，其次介

绍了乘积态和纠缠态的概念，最后介绍了态的区分和局部区分的概念。这些概念
将为后面的研究奠定基础。
第 3章不可扩充乘积基。

表 1.2 第 3章中的不可扩充乘积基，其中 3 ⩽ 𝑑𝐴 ⩽ 𝑑𝐵 ⩽ 𝑑𝐶 ⩽ 𝑑𝐷。

系统 条件 数目 定理

ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛
3 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛 𝑚𝑛 − 4⌊ 𝑚−1

2 ⌋ 引理3.2
4 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛, 4 ⩽ 𝑘 ⩽ 2𝑚 − 1 𝑚𝑛 − 𝑘 引理3.3
3 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛 𝑚𝑛 − 4 引理3.3

ℂ𝑑𝐴 ⊗ ℂ𝑑𝐵 ⊗ ℂ𝑑𝐶 0 ⩽ 𝑛 ⩽ ⌊ 𝑑𝐴−3
2 ⌋ 𝑑𝐴𝑑𝐵𝑑𝐶 − 8(𝑛 + 1) 定理3.5

ℂ𝑑𝐴 ⊗ ℂ𝑑𝐵 ⊗ ℂ𝑑𝐶 ⊗ ℂ𝑑𝐷 0 ⩽ 𝑛 ⩽ ⌊ 𝑑𝐴−3
2 ⌋ 𝑑𝐴𝑑𝐵𝑑𝐶𝑑𝐷 − 16(𝑛 + 1) 定理3.7

首先我们建立了两体系统中的不可扩充乘积基与砖块结构之间的关系，利

10



第 1章 绪 论

用这个关系，我们构造了两体系统中一系列较大数目的不可扩充乘积基，由此回
答了问题 1。其次我们将这种方法推广到了多体系统，即利用多维超立方体的分
解来构造多体系统中的不可扩充乘积基，并成功地构造了三体和四体系统中的
不可扩充乘积基。最后我们也研究了两体系统中的不可扩充乘积基的纠缠辅助
区分。其主要结论见表1.2。
第 4章强量子非局域性。我们给出了证明强量子非局域性的有效方法，基

于这种方法和多维超立方体的分解，我们构造出了一系列三、四、五体系统中强
非局域的正交集。最后我们利用循环置换群作用，给出了 𝑁 体齐次系统中强非
局域的正交纠缠集。因此我们回答了问题 2。其主要结论见表1.3。
表 1.3 第 4章中的强非局域的正交集，其中 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, 𝑑4, 𝑑5 ⩾ 3，3 ⩽ 𝑑𝐴 ⩽ 𝑑𝐵 ⩽ 𝑑𝐶 ⩽ 𝑑𝐷，
0 ⩽ 𝑛 ⩽ ⌊ 𝑑𝐴−3

2 ⌋。

强非局域的正交集 系统 数目 定理

正交乘积集
ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ℂ𝑑3 ∏3

𝑖=1 𝑑𝑖 − ∏3
𝑖=1(𝑑𝑖 − 2) 定理4.4

ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ℂ𝑑3 ⊗ ℂ𝑑4 ∏4
𝑖=1 𝑑𝑖 − ∏4

𝑖=1(𝑑𝑖 − 2) 定理4.5
ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ℂ𝑑3 ⊗ ℂ𝑑4 ⊗ ℂ𝑑5 ∏5

𝑖=1 𝑑𝑖 − ∏5
𝑖=1(𝑑𝑖 − 2) 定理4.6

不可扩充乘积基 ℂ𝑑𝐴 ⊗ ℂ𝑑𝐵 ⊗ ℂ𝑑𝐶 𝑑𝐴𝑑𝐵𝑑𝐶 − 8(𝑛 + 1) 定理4.8
ℂ𝑑𝐴 ⊗ ℂ𝑑𝐵 ⊗ ℂ𝑑𝐶 ⊗ ℂ𝑑𝐷 𝑑𝐴𝑑𝐵𝑑𝐶𝑑𝐷 − 16(𝑛 + 1) 定理4.10

正交纠缠集 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑，𝑑 ⩾ 3 6(𝑑 − 1)2 定理4.14
(ℂ𝑑)⊗𝑁，𝑑 ⩾ 2，𝑁 ⩾ 3 𝑑𝑁 − (𝑑 − 1)𝑁 + 1 定理4.16

正交真实纠缠集 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑，𝑑 ⩾ 2 𝑑3 − (𝑑 − 1)3 + 1 引理4.17
ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑，𝑑 ⩾ 2 𝑑4 − (𝑑 − 1)4 + 1 定理4.18

第 5章 𝑘-均匀态和量子信息掩盖。首先我们利用混合正交阵列，构造了一系
列非齐次系统中的 2, 3-均匀态，并利用影子不等式给出了一些非齐次系统中的
绝对最大纠缠态的不存在性结果。因此我们回答了问题 3。主要结论见表1.4。
表 1.4 非齐次系统 (ℂ𝑑)⊗𝑁 ⊗ (ℂ2)⊗𝑡 中 2, 3-均匀态的存在情况与非齐次系统中绝对最大纠
缠态的不存在性情况。注意“-”表示是不清楚的。

(ℂ𝑑)⊗𝑁 ⊗ (ℂ2)⊗𝑡 存在性 不存在性 定理

2-均匀态 𝑑 ⩾ 2, 𝑡 = 1, 𝑁 ⩾ 5 - 定理5.7

𝑑 ⩾ 2, 𝑡 = 2, 𝑁 ⩾ 7 - 定理5.7和引理5.20(2)

3-均匀态
𝑑 = 3, 𝑛 ⩾ 1, 0 ⩽ 𝑁 ⩽ 4𝑛, - 定理5.9
7 × 36𝑛 + 4 ⩽ 𝑡 ⩽ 9 × 36𝑛

𝑑 = 5, 𝑛 ⩾ 1, 0 ⩽ 𝑁 ⩽ 6𝑛, - 定理5.9
5 × 100𝑛 + 4 ⩽ 𝑡 ⩽ 6 × 100𝑛

绝对最大纠缠态 - 表5.2 引理5.12和计算机搜索

其次我们提出了 𝑘-均匀量子信息掩盖的概念，建立了非齐次系统中的量子
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第 1章 绪 论

纠错码与 𝑘-均匀量子信息掩盖之间的关系。最后我们给出了几种从已知的非齐
次系统中的量子纠错码构造新的量子纠错码的方法。主要结论为以下定理。
定理 1.1 如果 ℂ𝑑0 中所有态能够被 𝑘-均匀地掩盖到 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁

中，那么一定存在一个参数为 ((𝑁, 𝑑0, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码，反之亦然。
此外，如果所有掩盖后的态都是 𝑘-均匀态，那么这个量子纠错码是纯量子纠错
码，反之亦然。
根据定理1.1，我们对问题 4中的两个问题给予了否定回答。
第 6章总结与展望。我们总结前面所有的研究内容，并给出了之后的研究

方向。

12
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第 2章 预 备 知 识
本章将介绍量子信息理论中的基本概念。2.1节介绍了齐次系统与非齐次系

统，并介绍了乘积态与纠缠态。2.2节介绍了态的区分与局部区分。2.3节为本章
小结。

2.1 乘积态与纠缠态
首先，我们给出几个符号说明。我们记 ℤ𝑑 ∶= {0, 1, ⋯ , 𝑑 − 1}，ℂ𝑑 为 𝑑 维

Hilbert空间，𝑤𝑛 ∶= 𝑒
2𝜋𝑖
𝑛 ，𝕀为单位算子，ℤ𝑁

𝑑 ∶= ℤ𝑑 × ℤ𝑑 × ⋯ × ℤ𝑑，(ℂ𝑑)⊗𝑁 ∶=
ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑，其中 ℤ𝑑 和 ℂ𝑑 分别重复𝑁 次。
一个单体量子系统可以由一个 Hilbert 空间 ℋ 来刻画，如果这个 ℋ 的维

数为 𝑑，那么我们通常记 ℋ ∶= ℂ𝑑。一个 𝑁 体量子系统可以由 Hilbert 空间
ℋ𝐴1 ⊗ ℋ𝐴2 ⊗ ⋯ ⊗ ℋ𝐴𝑁 来刻画，假设ℋ𝐴𝑖 的维数为 𝑑𝑖，那么我们记ℋ𝐴1 ⊗ ℋ𝐴2 ⊗
⋯ ⊗ ℋ𝐴𝑁 ∶= ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁。如果 𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑁 不全相等，那么我们把
ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 称为非齐次系统；如果 𝑑1 = 𝑑2 = ⋯ = 𝑑𝑁 = 𝑑，那么我们
记 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 为 (ℂ𝑑)⊗𝑁，且称 (ℂ𝑑)⊗𝑁 为齐次系统，𝑑 为局部维数。

ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的一个标准化的列向量被称为一个纯态，用符号 |𝜓⟩
表示，有时候也用 |𝜓⟩𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑁 表示。由于本文只考虑纯态，如果没有特殊说明，
本文所有的态都指的是纯态。⟨𝜓|表示 |𝜓⟩的转置共轭，而对于两个态 |𝜓⟩和 |𝜙⟩，
⟨𝜓|𝜙⟩表示 |𝜓⟩与 |𝜙⟩的内积。对于 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁，如果存在 |𝜓𝑖⟩ ∈ ℂ𝑑𝑖，使得

|𝜓⟩ = |𝜓1⟩ ⊗ |𝜓2⟩ ⊗ ⋯ ⊗ |𝜓𝑁⟩,

那么 |𝜓⟩ 被称为 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的一个乘积态。我们通常会省略 |𝜓⟩
中的“⊗” 符号，即 |𝜓⟩ = |𝜓1⟩|𝜓2⟩ ⋯ |𝜓𝑁⟩。有时候为了表明 |𝜓𝑖⟩ ∈ ℋ𝐴𝑖，我
们也会将 |𝜓⟩ 表示为 |𝜓⟩ = |𝜓1⟩𝐴1|𝜓2⟩𝐴2 ⋯ |𝜓𝑁⟩𝐴𝑁。如果 |𝜓⟩ 不是乘积态，那
么 |𝜓⟩ 被称为 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的一个纠缠态。对于两个乘积态 |𝜓⟩ =
|𝜓1⟩𝐴1|𝜓2⟩𝐴2 ⋯ |𝜓𝑁⟩𝐴𝑁 和 |𝜙⟩ = |𝜙1⟩𝐴1|𝜙2⟩𝐴2 ⋯ |𝜙𝑁⟩𝐴𝑁，他们的内积有

⟨𝜓|𝜙⟩ =
𝑁

∏
𝑖=1

⟨𝜓𝑖|𝜙𝑖⟩𝐴𝑖 .

如果 {|𝑖⟩}𝑖∈ℤ𝑑 是 ℂ𝑑 中的一组标准正交基，那么我们把 {|𝑖⟩}𝑖∈ℤ𝑑 称为 ℂ𝑑

的一组计算基。对于任何 1 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑁，假设 {|𝑖𝑠⟩}𝑖𝑠∈ℤ𝑑𝑠
是 ℂ𝑑𝑠 的一组计算基，

则 {|𝑖1⟩|𝑖2⟩ ⋯ |𝑖𝑁⟩}(𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁 )∈ℤ𝑑1×ℤ𝑑2×⋯×ℤ𝑑𝑁
是 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的一组

计算基，有时候我们也会将 |𝑖1⟩|𝑖2⟩ ⋯ |𝑖𝑁⟩ 记为 |𝑖1𝑖2 ⋯ 𝑖𝑁⟩。对于任意的 |𝜓⟩ ∈
13
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ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁，|𝜓⟩可以表示为
|𝜓⟩ = ∑

u∈ℤ𝑑1×ℤ𝑑2×⋯×ℤ𝑑𝑁

𝑎u|u⟩, 𝑎u ∈ ℂ.

两体系统中的态有比较直接的方法来判断其是乘积态还是纠缠态。假设
{|𝑖⟩𝐴}𝑖∈ℤ𝑚 和 {|𝑗⟩𝐵}𝑗∈ℤ𝑚 分别是 ℂ𝑚和 ℂ𝑛中的一组计算基，则两体系统 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛

中的任意一个态 |𝜓⟩都可以写成
|𝜓⟩ = ∑

𝑖∈ℤ𝑚,𝑗∈ℤ𝑛

𝑚𝑖,𝑗|𝑖⟩𝐴|𝑗⟩𝐵, 𝑚𝑖,𝑗 ∈ ℂ,

那么 |𝜓⟩与一个 𝑚 × 𝑛的矩阵𝑀 = (𝑚𝑖,𝑗)𝑖∈ℤ𝑚,𝑗∈ℤ𝑛 一一对应。我们记
rank(|𝜓⟩) ∶= rank(𝑀),

其中 rank(|𝜓⟩)也被称为 |𝜓⟩的施密特秩。如果 rank(|𝜓⟩) = 1，那么 |𝜓⟩是一个
乘积态；如果 rank(|𝜓⟩) ⩾ 2，那么 |𝜓⟩是一个纠缠态。如果 𝑚 ⩽ 𝑛，且𝑀 的奇异
值为{

1
√𝑚 , 1

√𝑚 , ⋯ , 1
√𝑚}（

1
√𝑚 出现 𝑚次），那么此时 |𝜓⟩被称为 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛中的一

个最大纠缠态。例如，ℂ2 ⊗ ℂ2中的 Bell态 1
√2

(|0⟩𝐴|0⟩𝐵 + |1⟩𝐴|1⟩𝐵)对应于矩阵

𝑀 =
⎛
⎜
⎜
⎝

1
√2

0

0 1
√2

⎞
⎟
⎟
⎠
，那么 Bell态是最大纠缠态。假设 |𝜓𝑖⟩对应一个矩阵𝑀𝑖，其中

𝑖 = 1, 2，那么
⟨𝜓1|𝜓2⟩ = Tr(𝑀†

1 𝑀2).

对于多体系统ℂ𝑑1 ⊗ℂ𝑑2 ⊗⋯⊗ℂ𝑑𝑁 中的态 |𝜓⟩，我们可以考虑态的两体划分。
例如我们考虑两体划分𝐴1|𝐴2 ⋯ 𝐴𝑁，这意味我们把𝑁 − 1体系统 ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁

看成一个单体系统 ℂ𝑑2⋯𝑑𝑁，此时 |𝜓⟩就可以被看成两体系统 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2⋯𝑑𝑁 中的
一个态。对于多体系统 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的态 |𝜓⟩，如果它在任意两体划
分下都是纠缠态，那么 |𝜓⟩被称为真实纠缠态。最著名的两个真实纠缠态分别是
GHZ态和W态。一个局部维数为 𝑑 的𝑁 体 GHZ态可以表示为

|GHZ⟩𝑁
𝑑 = ∑

𝑖∈ℤ𝑑

|𝑖⟩𝐴1|𝑖⟩𝐴2 ⋯ |𝑖⟩𝐴𝑁 .

一个局部维数为 2的𝑁 体W态可以表示为
|𝑊 ⟩𝑁

2 = |1⟩𝐴1|0⟩𝐴2 ⋯ |0⟩𝐴𝑁 + |0⟩𝐴1|1⟩𝐴2 ⋯ |0⟩𝐴𝑁 + ⋯ + |0⟩𝐴1|0⟩𝐴2 ⋯ |1⟩𝐴𝑁 .

对于 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的一个态集合 𝒮 ∶= {|𝜓𝑖⟩}，如果其中任意两
个态都相互正交，那么 𝒮 被称为一个正交集。如果正交集 𝒮 中每个态都是乘积
态，那么 𝒮 被称为一个正交乘积集；如果正交集 𝒮 中每个态都是纠缠态，那么
𝒮 被称为一个正交纠缠集；如果正交集 𝒮 中每个态都是真实纠缠态，那么 𝒮 被
称为一个正交真实纠缠集。我们记 |𝒮|为 𝒮 中态的数目。
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2.2 态的局部区分
假设 Alice被给予一个态集 ℰ = {|𝜓𝑖⟩}𝑁

𝑖=1，她不知道里面每个态的身份，只
知道整个集合 ℰ，她想通过测量来区分出每个态的身份，这个过程被称为态的区
分。如果 Alice能够区分出 ℰ 中的每个态的身份，那么这个 ℰ 是可区分的，反之
则是不可区分的。ℰ 可以区分当且仅当 ℰ 是一个正交集 [59]。

Hilbert 空间 ℋ 上的正算子值测量（POVM）是一组半正定算子 {𝐸𝑚 =
𝑀†

𝑚𝑀𝑚}，且满足 ∑𝑚 𝐸𝑚 = 𝕀ℋ，其中每个 𝐸𝑚 被称为一个 POVM 元素，𝕀ℋ 是
ℋ 上的单位算子。本文中的测量均指 POVM。如果一个测量的所有 POVM元素
都与单位算子成比例，那么该测量是平凡的。否则，该测量是非平凡的。对集合
ℰ 进行一个测量 {𝑀†

𝑚𝑀𝑚}，对于其中一个 𝑚，测量后的态变为
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑀𝑚|𝜓⟩

√⟨𝜓|𝑀†
𝑚𝑀𝑚|𝜓⟩

⎫⎪
⎬
⎪⎭

.

有时候我们会忽略标准化向量，直接用 {𝑀𝑚|𝜓⟩}表示测量后的态集合。对于任
意的 𝑚，如果测量后的态是相互正交的，那么这个测量被称为正交保持的测量。
对于正交集 ℰ = {|𝜓𝑖⟩}𝑁

𝑖=1，Alice 可以进行测量 𝐸 = {|𝜓1⟩⟨𝜓1|, |𝜓2⟩⟨𝜓2|,
⋯ , |𝜓𝑁⟩⟨𝜓𝑁 |, 𝕀−∑𝑁

𝑖=1 |𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑖|}，此时注意 |𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑖| = (|𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑖|)†|𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑖|,如果Alice
点击测量算子 |𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑖|，那么测量之后的态变为

|𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑖|(|𝜓𝑖⟩) = |𝜓𝑖⟩;

|𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑖|(|𝜓𝑗⟩) = 0, 𝑗 ≠ 𝑖,

那么 Alice可以区分出 𝑖。如果 Alice点击其它测量算子（除 𝕀 − ∑𝑁
𝑖=1 |𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑖|之

外），那么 Alice会相应地区分出其它态。从而 ℰ 是可区分的。
现在假设 Alice 和 Bob 分享同一个两体量子系统，他们被给予一组量子态

ℱ = {|𝜓𝑖⟩𝐴𝐵}𝑁
𝑖=1，且不知道每个态的具体身份，只知道整个集合 ℱ，Alice和 Bob

只能进行局部测量和打电话的方式交流经典信息（LOCC）。他们通过 LOCC来
区分这组量子态的方式被称为态的局部区分。如果 ℱ 在 LOCC下是可以区分的，
那么 ℱ 是局部可区分的，反之则是局部不可区分的。
下面我们来看一个局部可区分的例子。假设 Alice和 Bob被给予 ℂ3 ⊗ ℂ3中

的一个正交集 {|𝑖⟩𝐴|𝑗⟩𝐵}𝑖∈ℤ3,𝑗∈ℤ3，那么区分过程如下：
步骤 1 Alice进行一个测量 {|𝑖⟩𝐴⟨𝑖|}𝑖∈ℤ3。如果 Alice点击其中一个 |𝑠⟩𝐴⟨𝑠|，那么
测量后的态变为

{|𝑠⟩𝐴⟨𝑠| ⊗ 𝕀𝐵|𝑖⟩𝐴|𝑗⟩𝐵}𝑖∈ℤ3,𝑗∈ℤ3 = {|𝑠⟩𝐴|𝑗⟩𝐵}𝑗∈ℤ3 ,

然后 Alice打电话给 Bob并告诉他她的测量结果是 𝑠（打电话的过程在后面具体
区分过程中会省略）。
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步骤 2 Bob进行一个测量 {|𝑗⟩𝐵⟨𝑗|}𝑗∈ℤ3。如果 Bob点击其中一个 |𝑡⟩𝐵⟨𝑡|，那么测
量后的态变为

{𝕀𝐴 ⊗ |𝑡⟩𝐵⟨𝑡||𝑠⟩𝐴|𝑗⟩𝐵}𝑗∈ℤ3 = |𝑠⟩𝐴|𝑡⟩𝐵,

从而 Bob 能够区分出 |𝑠⟩𝐴|𝑡⟩𝐵。同样，如果 Alice 和 Bob 分别点击其余的
测量算子，那么他们会相应地区分出其余 {|𝑖⟩𝐴|𝑗⟩𝐵}𝑖∈ℤ3,𝑗∈ℤ3 中的态。所以
{|𝑖⟩𝐴|𝑗⟩𝐵}𝑖∈ℤ3,𝑗∈ℤ3 是局部可区分的。
给定一个正交集 {|𝜓⟩𝐴𝐵}，Alice进行一个局部测量 {𝑀†

𝑚𝑀𝑚}。对于其中任
意一个 𝑚，如果测量后的态 {𝑀𝑚 ⊗ 𝕀𝐵|𝜓⟩𝐴𝐵}是相互正交的，那么 {𝑀†

𝑚𝑀𝑚}被称
为正交保持的局部测量。由于非正交集不能区分，那么在态的局部区分过程中，
都是采用的正交保持的局部测量。
如果作用在 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 上的一个算子 𝑃 可以写成

𝑃 = 𝑃1 ⊗ 𝑃2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑃𝑁 ,

那么 𝑃 被称为 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 上的一个乘积算子。取任意一个子集 𝐴 =
{𝐴𝑖1 , 𝐴𝑖2 , ⋯ , 𝐴𝑖𝑘} ⊂ {𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑁}，不失一般性，假设𝐴 = {𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑘}，那
么 𝑃 在 𝐴上取偏迹被定义为：

Tr𝐴𝑃 ∶= Tr(𝑃1 ⊗ 𝑃2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑃𝑘)𝑃𝑘+1 ⊗ 𝑃𝑘+2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑃𝑁

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘

∏
𝑗=1

Tr𝑃𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠

𝑃𝑘+1 ⊗ 𝑃𝑘+2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑃𝑁 .

2.3 本章小结
本章首先介绍了齐次系统和非齐次系统的概念，接着介绍了乘积态和纠缠

态概念，最后介绍了态的区分和局部区分的概念。这些概念将为后面的研究奠定
基础。

16



第 3章 不可扩充乘积基

第 3章 不可扩充乘积基
不可扩充乘积基表明了无纠缠的量子非局域性现象，从而可以保障量子通

信的安全性。本章将研究多体系统中的不可扩充乘积基与纠缠辅助区分。3.1节
介绍了不可扩充乘积基和纠缠辅助区分的背景和研究进展。3.2节介绍了砖块结
构。3.3节给出了砖块结构与两体系统中不可扩充乘积基的对应关系，并利用砖
块结构构造了两体系统中一系列较大数目的不可扩充乘积基。3.4节构造了三体
系统中的不可扩充乘积基。3.5节构造了四体系统中的不可扩充乘积基。3.6节研
究了两体系统中不可扩充乘积基的纠缠辅助区分。3.7节为本章小结。

3.1 引言
不可扩充乘积基指的是多体系统中的一个正交乘积集（非正交乘积基），其

生成的子空间的正交补空间中没有乘积态。它在量子信息中扮演着重要的角色，
可以用来构造束缚纠缠态 [30]，其构造方法如下：给定 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛 中的一个不可
扩充乘积基 {|𝜓𝑖⟩}𝑡

𝑖=1，那么 𝜌 = 1
𝑚𝑛−𝑡(𝕀 − ∑𝑡

𝑖=1 |𝜓𝑖⟩⟨𝜓𝑖|) 是一个束缚纠缠态。不
可扩充乘积基还可以表明无纠缠的量子非局域性现象 [4,30]，它与费米子系统和
无量子违反的 Bell不等式相关联 [31-33]。目前，虽然在构造较小数目的不可扩充
乘积基方面有了很多结果 [30,34-38]，但在构造较大数目的不可扩充乘积基方面进
展较少 [4,39-40]。Bennett 等人首先在 ℂ3 ⊗ ℂ3 和 ℂ2 ⊗ ℂ2 ⊗ ℂ2 中分别构造了数
目为 5和 4的不可扩充乘积基 [30]；利用砖块结构，对于 𝑛 ⩾ 4，DiVincenzo等
人 [4]在 ℂ𝑛 ⊗ ℂ𝑛 中给出了数目为 𝑛2 − 2𝑛 + 1的 GenTiles1不可扩充乘积基，并
对于 3 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛，在 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛 中给出了数目为 𝑚𝑛 − 2𝑚 + 1的 GenTiles2不可扩
充乘积基。利用砖块结构，当 𝑚 ⩾ 3为奇数时，Halder等人在 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑚 中构造
了数目为 (𝑚 − 1)2 + 1的不可扩充乘积基 [39]，并且他们提出了一个公开问题 [39]：
当 𝑚 ⩾ 3为偶数时，是否可以将他们的构造推广到 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑚 中？我们将对这一
问题给予肯定回答。对于 𝑑 ⩾ 3，Agrawal等人 [92]利用三维立方体的分解给出了
(ℂ𝑑)⊗3中数目为 𝑑3 − 8(⌊𝑑−3

2 ⌋ + 1)的不可扩充乘积基。
如果通过一系列 LOCC 操作不能区分一组多体正交态，那么这组正交态

被称为局部不可区分的。虽然不可扩充乘积基是局部不可区分的 [4,30,41]，但是
可以借助于纠缠辅助区分协议来区分不可扩充乘积基 [42]，例如 GenTiles2不可
扩充乘积基可以借助于 ℂ⌈ 𝑚

2 ⌉ ⊗ ℂ⌈ 𝑚
2 ⌉ 中的一个最大纠缠态来完成局部区分 [42]；

Halder等人 [39]构造的不可扩充乘积基也被证明可以借助于 ℂ⌈ 𝑚
2 ⌉ ⊗ ℂ⌈ 𝑚

2 ⌉ 中的一
个最大纠缠态来完成局部区分 [119]。纠缠辅助区分吸引了越来越多研究者的关
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注 [91,120-123]。

3.2 准备工作
本章中，我们只考虑纯态，且不归一化态和算子。对于 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁

中的一个正交集 𝒮，我们记 span 𝒮 为 𝒮 生成的子空间。
定义 3.1 假设 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中有一个正交乘积集，它生成一个子

空间 ℋ，如果 ℋ 的正交补空间 ℋ⊥ 中没有乘积态，那么这个正交乘积集被称为
ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的一个不可扩充乘积基。
由定义可知，ℂ𝑑1 ⊗ℂ𝑑2 ⊗⋯⊗ℂ𝑑𝑁 中的一组正交基一定是ℂ𝑑1 ⊗ℂ𝑑2 ⊗⋯⊗ℂ𝑑𝑁

中的一个不可扩充乘积基，这种不可扩充基是平凡的，本章中只考虑非平凡的不
可扩充乘积基，即不可扩充乘积基的数目小于 𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑁。
下面我们考虑两体系统 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛。我们定义 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛中的砖块结构，它是一

个由互不相交的砖块 {𝑡𝑖}铺设而成的 𝑚 × 𝑛矩形 𝒯，我们用 𝒯 = ∪𝑖𝑡𝑖来表示。任
意一个砖块 𝑡𝑖都是矩形，在我们的符号中，这个矩形的行坐标和列坐标都可以不
连续。如图3.1所示，这是 ℂ4 ⊗ ℂ4中的一个砖块结构 𝒯 = ∪6

𝑖=1𝑡𝑖，它由 6个互不
相交的砖块铺设而成，其中标有相同数字 𝑖的网格表示砖块 𝑡𝑖。接下来我们通过
图3.1来构造 ℂ4 ⊗ ℂ4中的数目为 11的不可扩充乘积基。 1

1 1 2

2

3

3

3

4

4

45 5

6

6

6

6

0

1

2

3

A

0 1 2 3

B

图 3.1 ℂ4 ⊗ ℂ4 中的砖块结构，这个砖块结构可以表示为 𝒯 = ∪6
𝑖=1𝑡𝑖，其中标有相同数字 𝑖

的网格表示砖块 𝑡𝑖。

例 3.1 在图3.1中，砖块 𝑡1可以构造ℂ4⊗ℂ4中的两个正交乘积态：|0⟩𝐴(|0⟩+
|1⟩)𝐵，|0⟩𝐴(|0⟩ − |1⟩)𝐵；砖块 𝑡2 可以构造 ℂ4 ⊗ ℂ4 中的两个正交乘积态 (|0⟩ +
|3⟩)𝐴|2⟩𝐵，(|0⟩ − |3⟩)𝐴|2⟩𝐵。同样其它砖块可以构造相应的正交乘积态。对于
1 ⩽ 𝑖 ≠ 𝑗 ⩽ 6，由于砖块 𝑡𝑖和 𝑡𝑗 是不相交的，砖块 𝑡𝑖构造的乘积态必然与砖块 𝑡𝑗

构造的乘积态正交。从而我们得到 ℂ4 ⊗ ℂ4中的一组正交乘积基 ℬ：

|𝜓 (1)
1 ⟩ = |0⟩𝐴(|0⟩ + |1⟩)𝐵, |𝜓 (2)

1 ⟩ = |0⟩𝐴(|0⟩ − |1⟩)𝐵,
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|𝜓 (1)
2 ⟩ = (|0⟩ + |3⟩)𝐴|2⟩𝐵, |𝜓 (2)

2 ⟩ = (|0⟩ − |3⟩)𝐴|2⟩𝐵,

|𝜓 (1)
3 ⟩ = (|0⟩ + |1⟩ + |2⟩)𝐴|3⟩𝐵, |𝜓 (2)

3 ⟩ = (|0⟩ + 𝑤3|1⟩ + 𝑤2
3|2⟩)𝐴|3⟩𝐵,

|𝜓 (3)
3 ⟩ = (|0⟩ + 𝑤2

3|1⟩ + 𝑤3|2⟩)𝐴|3⟩𝐵, |𝜓 (1)
4 ⟩ = (|1⟩ + |2⟩ + |3⟩)𝐴|1⟩𝐵,

|𝜓 (2)
4 ⟩ = (|1⟩ + 𝑤3|2⟩ + 𝑤2

3|3⟩)𝐴|1⟩𝐵, |𝜓 (3)
4 ⟩ = (|1⟩ + 𝑤2

3|2⟩ + 𝑤3|3⟩)𝐴|1⟩𝐵,

|𝜓 (1)
5 ⟩ = |3⟩𝐴(|0⟩ + |3⟩)𝐵, |𝜓 (2)

5 ⟩ = |3⟩𝐴(|0⟩ − |3⟩)𝐵,

|𝜓 (1)
6 ⟩ = (|1⟩ + |2⟩)𝐴(|0⟩ + |2⟩)𝐵, |𝜓 (2)

6 ⟩ = (|1⟩ + |2⟩)𝐴(|0⟩ − |2⟩)𝐵,

|𝜓 (3)
6 ⟩ = (|1⟩ − |2⟩)𝐴(|0⟩ + |2⟩)𝐵, |𝜓 (4)

6 ⟩ = (|1⟩ − |2⟩)𝐴(|0⟩ − |2⟩)𝐵.

我们定义一个“停止态”：

|𝑆⟩ = (|0⟩ + |1⟩ + |2⟩ + |3⟩)𝐴(|0⟩ + |1⟩ + |2⟩ + |3⟩)𝐵,

那么我们断言
𝒰 = {|𝑆⟩} ∪ ℬ ⧵ {|𝜓 (1)

𝑖 ⟩}6
𝑖=1

是 ℂ4 ⊗ ℂ4 中的一个数目为 11 的不可扩充乘积基。令 ℋ 为 𝒰 生成的子空间，
对于任何 |𝜓⟩ ∈ ℋ⊥，我们只需验证 |𝜓⟩是一个纠缠态。我们采用反证法，假设
ℋ⊥中存在一个乘积态 |𝜓⟩。令ℋ1为 ℬ ⧵ {|𝜓 (1)

𝑖 ⟩}6
𝑖=1生成的子空间，则ℋ1 ⊂ ℋ，

ℋ⊥ ⊂ ℋ⊥
1 = span {|𝜓 (1)

𝑖 ⟩}6
𝑖=1。那么存在 𝑎𝑖 ∈ ℂ，1 ⩽ 𝑖 ⩽ 6，使得

|𝜓⟩ = 𝑎1|𝜓 (1)
1 ⟩ + 𝑎2|𝜓 (1)

2 ⟩ + 𝑎3|𝜓 (1)
3 ⟩ + 𝑎4|𝜓 (1)

4 ⟩ + 𝑎5|𝜓 (1)
5 ⟩ + 𝑎6|𝜓 (1)

6 ⟩.

由于 |𝑆⟩ ∈ ℋ，⟨𝑆|𝜓⟩ = 0，这意味着至少有两个非零的 𝑎𝑖。下面我们考虑态对
应的矩阵，|𝑆⟩和 |𝜓⟩分别对应于矩阵

𝐽 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝑀 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎1 𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑎6 𝑎4 𝑎6 𝑎3

𝑎6 𝑎4 𝑎6 𝑎3

𝑎5 𝑎4 𝑎2 𝑎5

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

由于 rank(𝑀) = 1，我们可以推出 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = 𝑎4 = 𝑎5 = 𝑎6 ≠ 0。然而此时
Tr(𝐽 †𝑀) ≠ 0，即 ⟨𝑆|𝜓⟩ ≠ 0，矛盾，这推出 |𝜓⟩是一个纠缠态。所以𝒰 是ℂ4 ⊗ℂ4

中的一个数目为 11的不可扩充乘积基。
虽然 ℂ2 ⊗ ℂ2 ⊗ ℂ2 ⊗ ℂ2 中没有数目为 11 的不可扩充乘积基 [94]，但是我

们构造了 ℂ4 ⊗ ℂ4 中的一个数目为 11的不可扩充乘积基，这也说明了四体系统
ℂ2 ⊗ ℂ2 ⊗ ℂ2 ⊗ ℂ2与两体系统 ℂ4 ⊗ ℂ4的区别。
从例3.1出发，我们接下来想探究哪些砖块结构可以构造不可扩充乘积基。出

于这个动机，我们在定义3.2中引入了 U-砖块结构。对于 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛中的砖块结构
19
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𝒯，令 𝑇 = ∪𝑘
𝑗=1𝑡𝑖𝑗（𝑘 ⩾ 2），其中 𝑡𝑖𝑗 是一个砖块。如果 𝑇 是 𝒯 的子矩形，那么 𝑇

被称为 𝒯 的一个特殊矩形。在图3.2中，𝑡1和 𝑡2组成一个特殊矩形；𝑡3和 𝑡5组成
一个特殊矩形；𝑡3，𝑡4和 𝑡5组成一个特殊矩形等等。但图3.1中的砖块结构只有一
个特殊矩形，即它本身 ∪6

𝑖=1𝑡𝑖。为方便起见，我们用 𝑅𝑖和 𝐶𝑖分别表示 𝑡𝑖的行坐
标和列坐标。例如，图3.2中的 𝑡1有行坐标 {0}𝐴和列坐标 {0, 1}𝐵，即 𝑅1 = {0}𝐴

和 𝐶1 = {0, 1}𝐵。现在我们可以定义 U-砖块结构。 1

1 1 2 2

3 34 4

4 45 5

6 6 6 6

0

1

2

3

0 1 2 3

图 3.2 ℂ4 ⊗ ℂ4 中的砖块结构。

定义 3.2 给定一个砖块结构 𝒯，如果 𝒯 中的任何特殊矩形 𝑇 不能被分割成
两个更小的特殊矩形或砖块，那么我们称 𝒯 为 U-砖块结构。

由于所有砖块之间的顺序是无关紧要的，对于 𝑘 ⩾ 2，我们总是可以假设
一个特殊矩形 𝑇 = ∪𝑘

𝑖=1𝑡𝑖。根据定义3.2，如果 𝒯 是 U-砖块结构，那么 {𝑅𝑖}𝑘
𝑖=1

（{𝐶𝑖}𝑘
𝑖=1）不能被划分为两个集合，使得其中一个集合的所有元素都与另一集合

的所有元素不相交。例如图3.2 中的砖块结构不是 U-砖块结构，因为特殊矩形
𝑡1 ∪𝑡2可以划分为两个砖块。很容易检查出图3.1是一个U-砖块结构，因为它只有
一个特殊矩形 ∪6

𝑖=1𝑡𝑖，其中 {𝐶𝑖}6
𝑖=1 = {{0, 1}𝐴, {2}𝐴, {3}𝐴, {1}𝐴, {0, 3}𝐴, {0, 2}𝐴}

不能划分成没有交叉元素的两个集合，对 {𝑅𝑖}6
𝑖=1也是如此。在下一节中，我们

将给出 U-砖块结构与不可扩充乘积基之间的关系。

3.3 两体系统中的不可扩充乘积基
在本节中，我们将研究 U-砖块结构和两体系统中的不可扩充乘积基之间的

关系，并通过 U-砖块结构来构造一些具有较大数目的不可扩充乘积基。
定理 3.1 一个具有 𝑠个砖块的砖块结构对应于 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛中数目为 𝑚𝑛 − 𝑠 + 1

的不可扩充乘积基当且仅当此砖块结构是 U-砖块结构。
证明 首先，我们证明充分性。假设 U-砖块结构 𝒯 = ∪𝑠

𝑖=1𝑡𝑖 具有行坐
标 {0, 1, ⋯ , 𝑚 − 1}𝐴 和列坐标 {0, 1, ⋯ , 𝑛 − 1}𝐵。对于每个砖块 𝑡𝑖，令 𝑅𝑖 =
{𝑟0, 𝑟1, ⋯ , 𝑟𝑝−1}𝐴和 𝐶𝑖 = {𝑐0, 𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑞−1}𝐵，我们可以构造 𝑝𝑞个正交乘积态：对

20



第 3章 不可扩充乘积基

于任何 𝑘 ∈ ℤ𝑝和 𝑙 ∈ ℤ𝑞，令

|𝜙(𝑘,𝑙)
𝑖 ⟩ =

⎛
⎜
⎜
⎝

∑
𝑒∈ℤ𝑝

𝑤𝑘𝑒
𝑝 |𝑟𝑒⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐴

⎛
⎜
⎜
⎝

∑
𝑒∈ℤ𝑞

𝑤𝑙𝑒
𝑞 |𝑐𝑒⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

.

记 ℬ𝑖 ∶= {|𝜙(𝑘,𝑙)
𝑖 ⟩}𝑘∈ℤ𝑝,𝑙∈ℤ𝑞，令 |𝑆⟩ = (∑𝑖∈ℤ𝑚

|𝑖⟩)𝐴(∑𝑗∈ℤ𝑛
|𝑗⟩)𝐵 为停止态，我

们断言𝒰 = ∪𝑠
𝑖=1 (ℬ𝑖 ⧵ {|𝜙(0,0)

𝑖 ⟩}) ∪ {|𝑆⟩}是 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛中的一个数目为 𝑚𝑛 − 𝑠 + 1
的不可扩充乘积基。
与例3.1分析相同，记 ℋ 为 𝒰 生成的子空间，假设 |𝜓⟩为 ℋ⊥ 中的乘积态，

则存在 𝑎𝑖 ∈ ℂ，1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑠，(其中至少有两个非零 𝑎𝑖)使得

|𝜓⟩ =
𝑠

∑
𝑖=1

𝑎𝑖|𝜙
(0,0)
𝑖 ⟩,

且 ⟨𝑆|𝜓⟩ = 0。令 𝑀𝑖 为 |𝜙(0,0)
𝑖 ⟩ 对应的 0-1 矩阵，其非零位置对应于砖块 𝑡𝑖 的

位置，那么 |𝜓⟩对应于矩阵𝑀 = ∑𝑠
𝑖=1 𝑎𝑖𝑀𝑖，其中 𝑎𝑖 的位置对应于砖块 𝑡𝑖 的位

置。由于 rank(𝑀) = 1，𝑀 的非零项所在的位置必然形成 𝒯 的特殊矩形，由于
𝒯 是一个 U-砖块结构，可以推出𝑀 的所有非零项相等。此时 Tr(𝐽 †𝑀) ≠ 0，即
⟨𝑆|𝜓⟩ ≠ 0，矛盾，充分性得证。
下面我们也可以通过反证法来证明必要性。如果 𝒯 不是一个U-砖块结构，那

么存在一个特殊矩阵 𝑇 = ∪𝑘
𝑖=1𝑡𝑖，2 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑠，使得 {𝑅𝑖}𝑘

𝑖=1或 {𝐶𝑖}𝑘
𝑖=1可以划分成有

交叉元素的两个集合，不失一般性，我们可以假设 {𝐶𝑖}𝑘
𝑖=1 = {𝐶𝑖}𝑘′

𝑖=1 ∪{𝐶𝑗}𝑘
𝑗=𝑘′+1，

其中 𝐶𝑖 ∩ 𝐶𝑗 = ∅。因此我们可以假设 ∪𝑘′
𝑖=1𝐶𝑖 = {0, 1, ⋯ , ℓ − 1}，∪𝑘

𝑗=𝑘′+1𝐶𝑗 =
{ℓ, ℓ + 1, ⋯ , ℎ − 1}。现在我们构造一个态 |𝜓⟩ = ∑𝑘

𝑖=1 𝑎𝑖|𝜙
(0,0)
𝑖 ⟩，其中 𝑎𝑖 = 1，

1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘′；𝑎𝑗 = − ℓ
ℎ−ℓ，𝑘′ + 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘。也就是说，|𝜓⟩对应于一个矩阵𝑀，其

中非零项形成一个子矩阵

𝑀′ =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 ⋯ 1 − ℓ
ℎ−ℓ ⋯ − ℓ

ℎ−ℓ
1 ⋯ 1 − ℓ

ℎ−ℓ ⋯ − ℓ
ℎ−ℓ

⋮ ⋮ − ℓ
ℎ−ℓ − ℓ

ℎ−ℓ
1 ⋯ 1 − ℓ

ℎ−ℓ ⋯ − ℓ
ℎ−ℓ

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

那么 rank(𝑀) = 1并且 Tr(𝐽 †𝑀) = 0，这意味着我们可以在 ℋ⊥ 中找到一个乘积
态 |𝜓⟩，矛盾，必要性得证。 ∎

在图3.2中，由于此砖块结构不是 U-砖块结构，根据定理3.1可知，它对应的
乘积集不是不可扩充乘积基。实际上我们可以找到一个乘积态 |𝜓⟩ = |0⟩𝐴(|0⟩ +
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|1⟩) − |0⟩(|2⟩ + |3⟩)𝐵 ∈ ℋ⊥，|𝜓⟩对应矩阵𝑀 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 −1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

当 𝑚 ⩾ 3为奇数时，Halder等人 [39]在 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑚中给出了一个具有 2𝑚 − 1个
砖块的 U-砖块结构，他们还提出了一个公开问题：是否可以将它们的构造推广
到偶数维系统中？下面我们通过在任意两体系统 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛 中构造 U-砖块结构来
回答这个问题。 1

1 1 1 . . . 1 1 2

2
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图 3.3 当 𝑚 ⩾ 4为偶数时，ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛 中具有 2𝑚 − 3个砖块的 U-砖块结构。
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图 3.4 当 𝑚 ⩾ 3为奇数时，ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛 中具有 2𝑚 − 1个砖块的 U-砖块结构。

引理 3.2 对于 3 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛，ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛 中存在一个数目为 (𝑚𝑛 − 4⌊𝑚−1
2 ⌋)的不

可扩充乘积基。
证明 当 𝑚 ⩾ 4为偶数时，我们可以在 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛 中构造一个具有 2𝑚 − 3个

砖块的 U-砖块结构，如图3.3所示；当 𝑚 ⩾ 3为奇数时，我们可以在 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛中
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构造一个具有 2𝑚 − 1个砖块的 U-砖块结构，如图3.4所示。根据定理3.1可知，引
理得证。 ∎

引理 3.3 对于 4 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛和 4 ⩽ 𝑘 ⩽ 2𝑚 − 1，ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛 中存在一个数目为
𝑚𝑛 − 𝑘的不可扩充乘积基。对于 3 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛，𝐹 (𝑚, 𝑛) = 𝑚𝑛 − 4，其中 𝐹 (𝑚, 𝑛)是
ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛中不可扩充乘积基的最大数目。
证明 首先，对于 𝑚 = 𝑛，𝑚 ⩾ 4和 4 ⩽ 𝑘 ⩽ 2𝑚 − 1，我们在 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑚中构造

一个数目为 𝑚2 − 𝑘的不可扩充乘积基。由定理3.1可知，对于 𝑚 ⩾ 4和 5 ⩽ 𝑡 ⩽ 2𝑚，
我们只需要在 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑚中构造一个具有 𝑡个砖块的 U-砖块结构。 1

1 1 1 2

2

2

3334

4

4

5

5

5

5

1 1 6 2

2

2

3634

4

4

5

5

5

5

1 1 6 2

7

2

3634

4

7

5

5

5

5

1 1

2 2

3 3

44

5

5 6

6

7

7

8

8

FIG. 1: U-tile structures with 5, 6, 7, 8-tiles in C4 ⊗ C4.图 3.5 ℂ4 ⊗ ℂ4 中分别具有 5, 6, 7, 8个砖块的 U-砖块结构。

当 𝑚 = 4时，我们可以在 ℂ4 ⊗ ℂ4中分别构造具有 5, 6, 7, 8个砖块的 U-砖块
结构，如图3.5所示。 1
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图 3.6 ℂ5 ⊗ ℂ5 中分别具有 5, 6, 7个砖块的 U-砖块结构。
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图 3.7 ℂ5 ⊗ ℂ5 中分别具有 8, 9, 10个砖块的 U-砖块结构。

当 𝑚 = 5时，通过 ℂ4 ⊗ ℂ4 中分别具有 5, 6, 7个砖块的 U-砖块结构，我们
可以在 ℂ5 ⊗ ℂ5 中分别构造具有 5, 6, 7个砖块的 U-砖块结构，如图3.6所示；通
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过 ℂ4 ⊗ ℂ4 中具有 8个砖块的 U-砖块结构，我们可以在 ℂ5 ⊗ ℂ5 中分别构造具
有 8, 9, 10个砖块的 U-砖块结构，如图3.7所示。具体构造方法是在图3.5中的每个
U-砖块结构的顶部和右侧分别附加一行和一列。 1
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图 3.8 当 𝑚 ⩾ 6为偶数时，ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑚 中分别具有 2𝑚 − 1, 2𝑚个砖块的 U-砖块结构。
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图 3.9 当 𝑚 ⩾ 6为奇数时，ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑚 中分别具有 2𝑚 − 1, 2𝑚个砖块的 U-砖块结构。

下面我们可以归纳构造。当 𝑚 ⩾ 6，对于 5 ⩽ 𝑡 ⩽ 2(𝑚 − 1)，通过 ℂ𝑚−1 ⊗ ℂ𝑚−1

中具有 𝑡个砖块的U-砖块结构，我们可以在ℂ𝑚 ⊗ℂ𝑚中构造具有 𝑡个砖块的U-砖
块结构：在顶部附加一行 𝑚 − 1个格子，使得每个格子里面的数字与底部相邻格
子中的数字相等；在右侧附加一列 𝑚个格子，使得每个格子里面的数字与左边
相邻格子中的数字相等。有关示例参见图3.6和图3.7左边第一个 U-砖块结构。对
于 𝑡 = 2𝑚 − 1和 2𝑚，通过 ℂ𝑚−1 ⊗ ℂ𝑚−1 中具有 2(𝑚 − 1)个砖块的 U-砖块结构，
我们可以在 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑚中构造具有 𝑡个砖块的 U-砖块结构：构造分偶数 𝑚和奇数
𝑚两种情况，分别参见图3.8和3.9。注意新添加的行和列分别位于顶部和右侧。
由归纳可知，对于 𝑚 ⩾ 4 和 5 ⩽ 𝑡 ⩽ 2𝑚，我们在 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑚 中成功地构造

了具有 𝑡个砖块的 U-砖块结构。在此 U-砖块结构的右侧附加一列 𝑚个格子，使
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得每个格子里面的数字与左边相邻格子中的数字相等，按照这种方式添加 𝑛 − 𝑚
列，我们可以在 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛 中构造一个具有 𝑡个砖块的 U-砖块结构。因此，根据
定理3.1可知，对于 4 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛和 4 ⩽ 𝑘 ⩽ 2𝑚 − 1，ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛 中存在一个数目为
𝑚𝑛 − 𝑘的不可扩充乘积基。 1
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图 3.10 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛 中具有 5个砖块的 U-砖块结构。

对于𝑚, 𝑛 ⩾ 3，ℂ𝑚 ⊗ℂ𝑛中不存在数目为𝑚𝑛−1，𝑚𝑛−2，𝑚𝑛−3的不可扩充乘
积基 [93]，那么不可扩充乘积基的数目小于等于𝑚𝑛−4。为了证明 𝐹 (𝑚, 𝑛) = 𝑚𝑛−4，
我们只需在 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛中构造具有 5个砖块的 U-砖块结构，如图3.10所示。 ∎

在引理3.3中，当 𝑚 ⩾ 3 为奇数时，我们也在 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑚 中给出了一个具有
2𝑚−1个砖块的U-砖块结构，但这个U-砖块结构只有一个特殊矩形，这与Halder
等人 [39]构造的有所不同，当 𝑚 ⩾ 5为奇数时，他们的 U-砖块结构至少有两个特
殊矩形。

3.4 三体系统中的不可扩充乘积基
在本节及其下节中，我们将构造三体和四体系统中的不可扩充乘积基。方法

与两体系统类似，即对多维超立方体进行分解，然后在此分解的基础上构造一个
正交乘积集。针对其不可扩充性，上一章的 U-砖块结构也可以推广到多体系统
中，显然也是成立的，不过值得注意的是此时每个砖块为多维超立方体。区别于
两体系统中的 U-砖块结构，由于多维超立方体的分解情况无法全方位地画出来，
不能很直观地去验证它是 U-砖块结构。在本节中，我们将采用另一种方法来验
证其不可扩充性。
首先我们从一个简单的例子出发。给定一个坐标为 {0, 1, 2}𝐴 × {0, 1, 2}𝐵 ×

{0, 1, 2}𝐶 的三维立方体。我们可以这样分解：𝒞1 = {1, 2}𝐴 × {0}𝐵 × {0, 1}𝐶，𝒞2 =
{1, 2}𝐴×{0, 1}𝐵 ×{2}𝐶，𝒞3 = {2}𝐴×{1, 2}𝐵 ×{0, 1}𝐶，𝒞4 = {2}𝐴×{2}𝐵 ×{2}𝐶，𝒟1 =
{0, 1}𝐴×{2}𝐵 ×{1, 2}𝐶，𝒟2 = {0, 1}𝐴×{1, 2}𝐵 ×{0}𝐶，𝒟3 = {0}𝐴×{0, 1}𝐵 ×{1, 2}𝐶，
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第 3章 不可扩充乘积基

𝒟4 = {0}𝐴 × {0}𝐵 × {0}𝐶，ℰ = {1}𝐴 × {1}𝐵 × {1}𝐶，如图3.11所示。

0
1

2 0

1
2

0

1

2

A B

C

𝒞1

𝒟1

𝒞2

𝒞3

𝒟3

𝒟4

𝒞4

图 3.11 坐标为 {0, 1, 2}𝐴 × {0, 1, 2}𝐵 × {0, 1, 2}𝐶 的三维立方体的分解。

从该分解我们可以获得 ℂ3 ⊗ ℂ3 ⊗ ℂ3中的一组正交乘积基：
𝒞1 ∶= {|𝜓1(𝑖, 𝑗)⟩ = |𝜉𝑖⟩𝐴|0⟩𝐵|𝜂𝑗⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ2 × ℤ2},

𝒞2 ∶= {|𝜓2(𝑖, 𝑗)⟩ = |𝜉𝑖⟩𝐴|𝜂𝑗⟩𝐵|2⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ2 × ℤ2},

𝒞3 ∶= {|𝜓3(𝑖, 𝑗)⟩ = |2⟩𝐴|𝜉𝑖⟩𝐵|𝜂𝑗⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ2 × ℤ2},

𝒞4 ∶= {|𝜓4⟩ = |2⟩𝐴|2⟩𝐵|2⟩𝐶},

𝒟1 ∶= {|𝜙1(𝑖, 𝑗)⟩ = |𝜂𝑖⟩𝐴|2⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ2 × ℤ2},

𝒟2 ∶= {|𝜙2(𝑖, 𝑗)⟩ = |𝜂𝑖⟩𝐴|𝜉𝑗⟩𝐵|0⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ2 × ℤ2},

𝒟3 ∶= {|𝜙3(𝑖, 𝑗)⟩ = |0⟩𝐴|𝜂𝑖⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ2 × ℤ2},

𝒟4 ∶= {|𝜙4⟩ = |0⟩𝐴|0⟩𝐵|0⟩𝐶},

ℰ ∶= {|𝜑⟩ = |1⟩𝐴|1⟩𝐵|1⟩𝐶},

(3.1)

其中 |𝜂𝑠⟩𝑋 = |0⟩𝑋 +(−1)𝑠|1⟩𝑋，|𝜉𝑠⟩𝑋 ∶= |1⟩𝑋 +(−1)𝑠|2⟩𝑋，𝑠 ∈ ℤ2，𝑋 ∈ {𝐴, 𝐵, 𝐶}。
对于任意 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 3，令𝒜𝑖 ∶= 𝒞𝑖 ⧵{|𝜓𝑖(0, 0)⟩}，ℬ𝑖 ∶= 𝒟𝑖 ⧵{|𝜙𝑖(0, 0)⟩}，𝒜4 = 𝒞4，

ℬ4 = 𝒟4，ℱ = ℰ，

|𝑆⟩ =
⎛
⎜
⎜
⎝

2

∑
𝑖=0

|𝑖⟩
⎞
⎟
⎟
⎠𝐴

⎛
⎜
⎜
⎝

2

∑
𝑗=0

|𝑗⟩
⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

⎛
⎜
⎜
⎝

2

∑
𝑘=0

|𝑘⟩
⎞
⎟
⎟
⎠𝐶

,

则 ∪3
𝑖=1(𝒜𝑖, ℬ𝑖)∪{|𝑆⟩}是ℂ3⊗ℂ3⊗ℂ3中的一个不可扩充乘积基 [92]。但文献 [92]没

有给出证明其不可扩充性的具体方法，我们将在下面给出具体方法。在此之前，
我们考虑 ∪4

𝑖=1{𝒜𝑖, ℬ𝑖} ∪ ℱ 在两体划分 𝐴|𝐵𝐶 下对应的 3 × 9网格，如图3.12所示。
例 3.2 在 ℂ3 ⊗ ℂ3 ⊗ ℂ3 中，上述给出的 ∪3

𝑖=1(𝒜𝑖 ∪ ℬ𝑖) ∪ {|𝑆⟩}是一个不可
扩充乘积基，且 | ∪3

𝑖=1 (𝒜𝑖 ∪ ℬ𝑖) ∪ {|𝑆⟩}| = 19。
证明
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00 01 02 12 11 10 20 21 22

BC

0

1

2

A

ℬ1

𝒜1

ℬ2ℬ3

𝒜2
𝒜3 𝒜4

ℬ4

𝓕

图 3.12 ∪4
𝑖=1{𝒜𝑖, ℬ𝑖} ∪ ℱ 在两体划分 𝐴|𝐵𝐶 下对应的 3 × 9网格。例如，𝒜1对应于 2 × 2网

格 {1, 2}𝐴 × {00, 01}𝐵𝐶。此外，对于 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 4，𝒜𝑖 与 ℬ𝑖 是对称的。

令ℋ为 ∪3
𝑖=1(𝒜𝑖 ∪ ℬ𝑖) ∪ {|𝑆⟩}生成的子空间，对于任何 |𝜓⟩ ∈ ℋ⊥，我们只需

验证 |𝜓⟩是一个纠缠态。我们采用反证法，假设 ℋ⊥中存在一个乘积态 |𝜓⟩。令
ℋ1为 ∪3

𝑖=1(𝒜𝑖 ∪ ℬ𝑖)生成的子空间，由于 ℋ1 ⊂ ℋ，ℋ⊥ ⊂ ℋ⊥
1。此外由于

ℋ⊥
1 = span{|𝜓1(0, 0)⟩, |𝜓2(0, 0)⟩, |𝜓3(0, 0)⟩, |𝜓4⟩, |𝜙1(0, 0)⟩,

|𝜙2(0, 0)⟩, |𝜙3(0, 0)⟩, |𝜙4⟩, |𝜑⟩},

存在 𝑎0, 𝑏0, 𝑐0, 𝑑0, 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1, 𝑑1, 𝑒 ∈ ℂ，使得

|𝜓⟩ =𝑎0|𝜓1(0, 0)⟩ + 𝑏0|𝜓2(0, 0)⟩ + 𝑐0|𝜓3(0, 0)⟩ + 𝑑0|𝜓4⟩ + 𝑎1|𝜙1(0, 0)⟩

+ 𝑏1|𝜙2(0, 0)⟩ + 𝑐1|𝜙3(0, 0)⟩ + 𝑑1|𝜙4⟩ + 𝑒|𝜑⟩,

且有 ⟨𝑆|𝜓⟩ = 0。
下面我们考虑 |𝜓⟩在两体划分 𝐴|𝐵𝐶 下对应的矩阵，则它对应于一个 3 × 9

的矩阵
𝑎0 𝑎0 𝑏0 𝑏0 𝑐0 𝑐0 𝑐0 𝑐0 𝑑0
𝑎0 𝑎0 𝑏0 𝑏0 𝑒 𝑏1 𝑏1 𝑎1 𝑎1
𝑑1 𝑐1 𝑐1 𝑐1 𝑐1 𝑏1 𝑏1 𝑎1 𝑎1

00 01 02 12 11 10 20 21 22

0

1

2

BC

A =𝑀 ,

且 rank(𝑀) = 1。注意，𝑀 与图3.12有相同的结构。对于 𝑥 ∈ {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}，这意味
着 𝑥0 与 𝑥1 是对称的。由于 |𝑆⟩在两体划分 𝐴|𝐵𝐶 下对应于一个 3 × 9的全 1矩
阵 𝐽𝑆，

⟨𝑆|𝜓⟩ = Tr(𝐽 †
𝑆𝑀) = sum(𝑀) = 0. (3.2)

𝑀 中每一个元素都有坐标，例如 𝑑0 有坐标 {2}𝐴 × {22}𝐵𝐶。如果我们考虑
两体划分 𝐴𝐵|𝐶，那么我们将𝑀 的第一行取出，按照坐标 {𝑋}𝐴𝐵 × {𝑌 }𝐶 的方
式排成一个 3 × 3的矩阵𝑀2，例如，𝑑0在𝑀2中的坐标为 {22}𝐴 × {2}𝐵𝐶。同样，
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第 3章 不可扩充乘积基

我们将𝑀 的第三行取出，按照坐标 {𝑋}𝐴𝐵 × {𝑌 }𝐶 的方式排成一个 3 × 3的矩阵
𝑀0。那么𝑀2和𝑀0如下所示：

𝑐0 𝑐0 𝑑0
𝑐0 𝑏0

𝑎0 𝑎0 𝑏0

0 1 2

20

21

22

C

AB =𝑀2
𝑐0 ,

𝑏1 𝑎1 𝑎1
𝑐1 𝑐1

𝑑1 𝑐1 𝑐1

0 1 2

00

01

02

C

AB =𝑀0
𝑏1 .

由于 |𝜓⟩在两体划分 𝐴𝐵|𝐶 下仍然是乘积态，我们有

rank𝑀2 = 0 或 1, (3.3)

rank𝑀0 = 0 或 1. (3.4)

假设 𝑎0 ≠ 0。由于 rank(𝑀) = 1，我们有 𝑐1 = 𝑑1，并且 𝑐0 = 𝑒 = 𝑏1 = 𝑎1 = 𝑑0。
(i) 如果 𝑐0 = 0，那么由公式(3.3)得到 𝑏0 = 0，由公式(3.4)得到 𝑐1 = 0。这与公
式(3.2)相矛盾。

(ii) 如果 𝑐0 ≠ 0，那么由公式(3.3)得到 𝑐0 = 𝑎0 = 𝑏0，由公式(3.4)得到 𝑐0 = 𝑐1。
这与公式(3.2)相矛盾。

因此我们有 𝑎0 = 0。根据𝑀 的对称性，我们有 𝑎1 = 0。
假设 𝑏0 ≠ 0。由于 rank(𝑀) = 1，我们有 𝑐1 = 𝑑1 = 0，并且 𝑐0 = 𝑒 = 𝑏1 =

𝑎1 = 𝑑0 = 0。这与公式(3.2)相矛盾，因此我们有 𝑏0 = 𝑏1 = 0。
假设 𝑑1 ≠ 0。由于 rank(𝑀) = 1，我们有 𝑒 = 𝑐0 = 𝑑0 = 0。再通过公式(3.4)得

到 𝑐1 = 0。这与公式(3.2)相矛盾，因此我们有 𝑑0 = 𝑑1 = 0。
假设 𝑐1 ≠ 0。由于 rank(𝑀) = 1，我们有 𝑒 = 𝑐0 = 0。这与公式(3.2)相矛盾，

因此我们有 𝑐0 = 𝑐1 = 0。
由于 sum(𝑀) = 0，我们有 𝑒 = 0，这与 rank(𝑀) = 1矛盾。因此 |𝜓⟩是一个

纠缠态，∪3
𝑖=1(𝒜𝑖 ∪ ℬ𝑖) ∪ {|𝑆⟩}是一个不可扩充乘积基。 ∎

下面我们将上面的不可扩充乘积基推广到 ℂ𝑑𝐴 ⊗ ℂ𝑑𝐵 ⊗ ℂ𝑑𝐶 中。令
𝒜1 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|0⟩𝐵|𝜂𝑗⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 ⧵ {(0, 0)}},
𝒜2 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|𝜂𝑗⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐵−1 ⧵ {(0, 0)}},
𝒜3 ∶= {|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴|𝜉𝑖⟩𝐵|𝜂𝑗⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 ⧵ {(0, 0)}},
𝒜4 ∶= {|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶},
ℬ1 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 ⧵ {(0, 0)}},
ℬ2 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|𝜉𝑗⟩𝐵|0⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐵−1 ⧵ {(0, 0)}},
ℬ3 ∶= {|0⟩𝐴|𝜂𝑖⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 ⧵ {(0, 0)}},
ℬ4 ∶= {|0⟩𝐴|0⟩𝐵|0⟩𝐶},
ℱ ∶= {|𝛽𝑖⟩𝐴|𝛽𝑗⟩𝐵|𝛽𝑘⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐴−2 × ℤ𝑑𝐵−2 × ℤ𝑑𝐶 −2 ⧵ {(0, 0, 0)}},

|𝑆⟩ ∶=
(

𝑑𝐴−1

∑
𝑖=0

|𝑖⟩
)

𝐴
(

𝑑𝐵−1

∑
𝑗=0

|𝑗⟩
)

𝐵
(

𝑑𝐶 −1

∑
𝑘=0

|𝑘⟩
)

𝐶

,

(3.5)
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其中 |𝜂𝑠⟩𝑋 = ∑𝑑𝑋−2
𝑡=0 𝑤𝑠𝑡

𝑑𝑋−1|𝑡⟩𝑋，|𝜉𝑠⟩𝑋 = ∑𝑑𝑋−2
𝑡=0 𝑤𝑠𝑡

𝑑𝑋−1|𝑡 + 1⟩𝑋，𝑠 ∈ ℤ𝑑𝑋−1，𝑋 ∈
{𝐴, 𝐵, 𝐶}；且 |𝛽𝑠⟩𝑋 = ∑𝑑𝑋−3

𝑡=0 𝑤𝑠𝑡
𝑑𝑋−2|𝑡 + 1⟩𝑋，𝑠 ∈ ℤ𝑑𝑋−2，𝑋 ∈ {𝐴, 𝐵, 𝐶}。

注意，对于𝑋 ∈ {𝐴, 𝐵, 𝐶}，{|𝜂𝑠⟩𝑋}𝑠∈ℤ𝑑𝑋 −1，{|𝜉𝑠⟩𝑋}𝑠∈ℤ𝑑𝑋 −1 和 {|𝛽𝑠⟩𝑋}𝑠∈ℤ𝑑𝑋 −2

是三个正交乘积集，它们由分别由 {|𝑡⟩𝑋}𝑑𝑋−2
𝑡=0 ，{|𝑡⟩𝑋}𝑑𝑋−1

𝑡=1 和 {|𝑡⟩𝑋}𝑑𝑋−2
𝑡=1 生成。

这推广了公式(3.1)中给出的态的定义。这 9个子集 ∪4
𝑖=1{𝒜𝑖, ℬ𝑖} ∪ ℱ 在两体划分

𝐴|𝐵𝐶 下对应于图3.13中 𝑑𝐴 × 𝑑𝐵𝑑𝐶 网格的 9块。那么我们有以下引理。

𝒜1 𝒜2

𝒜3

𝓕
ℬ2 ℬ1

ℬ3

(𝒅𝑨−𝟏)

𝟏

(𝒅𝑪−𝟏) (𝒅𝑩−𝟏) (𝒅𝑩− 𝟏 )(𝒅𝑪−𝟏) 𝟏

𝒜4

ℬ4

图 3.13 公式(3.5)给出的 ∪4
𝑖=1{𝒜𝑖, ℬ𝑖} ∪ ℱ 在两体划分 𝐴|𝐵𝐶 下对应的 𝑑𝐴 × 𝑑𝐵𝑑𝐶 网格。此

外，对于 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 4，𝒜𝑖 与 ℬ𝑖 是对称的。

引理 3.4 在 ℂ𝑑𝐴 ⊗ ℂ𝑑𝐵 ⊗ ℂ𝑑𝐶 中，3 ⩽ 𝑑𝐴 ⩽ 𝑑𝐵 ⩽ 𝑑𝐶，公式(3.5)给出的
∪3

𝑖=1(𝒜𝑖 ∪ ℬ𝑖) ∪ ℱ ∪ {|𝑆⟩}是一个不可扩充基。且 | ∪3
𝑖=1 (𝒜𝑖 ∪ ℬ𝑖) ∪ ℱ ∪ {|𝑆⟩}| =

𝑑𝐴𝑑𝐵𝑑𝐶 − 8。
证明 与例3.2一样进行类似的讨论，我们可以假设 |𝜓⟩ 是 ∪3

𝑖=1(𝒜𝑖 ∪ ℬ𝑖) ∪
ℱ ∪ {|𝑆⟩}所生成的子空间的正交补空间中的乘积态，然后我们考虑 |𝜓⟩在两体
划分 𝐴|𝐵𝐶 和 𝐴𝐵|𝐶 下对应的矩阵。首先，考虑两体划分 𝐴|𝐵𝐶，我们有

𝑀 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎0 𝑎0 ⋯ 𝑎0 𝑏0 ⋯ 𝑏0 𝑐0 ⋯ 𝑐0 𝑐0 ⋯ 𝑐0 𝑐0 ⋯ 𝑐0 𝑑0
𝑎0 𝑎0 ⋯ 𝑎0 𝑏0 ⋯ 𝑏0 𝑒 ⋯ 𝑒 𝑏1 ⋯ 𝑏1 𝑎1 ⋯ 𝑎1 𝑎1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
𝑎0 𝑎0 ⋯ 𝑎0 𝑏0 ⋯ 𝑏0 𝑒 ⋯ 𝑒 𝑏1 ⋯ 𝑏1 𝑎1 ⋯ 𝑎1 𝑎1
𝑑1 𝑐1 ⋯ 𝑐1 𝑐1 ⋯ 𝑐1 𝑐1 ⋯ 𝑐1 𝑏1 ⋯ 𝑏1 𝑎1 ⋯ 𝑎1 𝑎1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, (3.6)

且
rank(𝑀) = 1, sum(𝑀) = 0. (3.7)

然后我们考虑两体划分 𝐴𝐵|𝐶。我们将𝑀 的第一行按照坐标 {𝑋}𝐴𝐵 × {𝑌 }𝐶 的方
式排成一个 𝑑𝐵×𝑑𝐶的矩阵𝑀(𝑑𝐴−1)，同样将𝑀的最后一行按照坐标 {𝑋}𝐴𝐵×{𝑌 }𝐶

的方式排成一个 𝑑𝐵 × 𝑑𝐶 的矩阵𝑀0，那么

𝑀(𝑑𝐴−1) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑐0 𝑐0 ⋯ 𝑐0 𝑑0

𝑐0 𝑐0 ⋯ 𝑐0 𝑏0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
𝑐0 𝑐0 ⋯ 𝑐0 𝑏0

𝑎0 𝑎0 ⋯ 𝑎0 𝑏0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, rank(𝑀(𝑑𝐴−1)) = 0 或 1, (3.8)
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且

𝑀0 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑏1 𝑎1 ⋯ 𝑎1 𝑎1

𝑏1 𝑐1 ⋯ 𝑐1 𝑐1

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
𝑏1 𝑐1 ⋯ 𝑐1 𝑐1

𝑑1 𝑐1 ⋯ 𝑐1 𝑐1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, rank(𝑀0) = 0 或 1. (3.9)

与例3.2的证明类似，我们通过公式(3.7)，(3.8)和 (3.9)可以证明 |𝜓⟩必然是一个
纠缠态，从而引理得证。 ∎
请注意，公式(3.5)中 ∪4

𝑖=1{𝒜𝑖, ℬ𝑖} 中的态由 𝑑𝐴 × 𝑑𝐵 × 𝑑𝐶 的立方体的最外
层 {0, 1, ⋯ , 𝑑𝐴 − 1}𝐴 × {0, 1, ⋯ , 𝑑𝐵 − 1}𝐵 × {0, 1, ⋯ , 𝑑𝐶 − 1}𝐶 ⧵ {1, ⋯ , 𝑑𝐴 − 2}𝐴 ×
{1, ⋯ , 𝑑𝐵 −2}𝐵 ×{1, ⋯ , 𝑑𝐶 −2}𝐶 给出，ℱ 中的态由所有立方体的内层 {1, ⋯ , 𝑑𝐴 −
2}𝐴 × {1, ⋯ , 𝑑𝐵 − 2}𝐵 × {1, ⋯ , 𝑑𝐶 − 2}𝐶 给出。通过观察这一点，我们可以使用
最外层的分解方法来继续分解内层，这样可以在 ℂ𝑑𝐴 ⊗ ℂ𝑑𝐵 ⊗ ℂ𝑑𝐶 中构造更多的
不可扩充乘积基。假设最外层是第 0层，这样最多可以分解到第 ⌊𝑑𝐴−3

2 ⌋层。假
设立方体处于从外到内的第 𝑛层，则 0 ⩽ 𝑛 ⩽ ⌊𝑑𝐴−3

2 ⌋。令 𝑋𝑛 ∶= 𝑑𝑋 − 2𝑛，其中
𝑋 ∈ {𝐴, 𝐵, 𝐶}。然后我们可以定义以下态：

𝒜(𝑛)
1 ∶= {|𝜉(𝑛)

𝑖 ⟩𝐴|𝑛⟩𝐵|𝜂(𝑛)
𝑗 ⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝐴𝑛−1 × ℤ𝐶𝑛−1 ⧵ {(0, 0)}},

𝒜(𝑛)
2 ∶= {|𝜉(𝑛)

𝑖 ⟩𝐴|𝜂(𝑛)
𝑗 ⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1 − 𝑛⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝐴𝑛−1 × ℤ𝐵𝑛−1 ⧵ {(0, 0)}},

𝒜(𝑛)
3 ∶= {|𝑑𝐴 − 1 − 𝑛⟩𝐴|𝜉(𝑛)

𝑖 ⟩𝐵|𝜂(𝑛)
𝑗 ⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝐵𝑛−1 × ℤ𝐶𝑛−1 ⧵ {(0, 0)}},

𝒜(𝑛)
4 ∶= {|𝑑𝐴 − 1 − 𝑛⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1 − 𝑛⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1 − 𝑛⟩𝐶},

ℬ(𝑛)
1 ∶= {|𝜂(𝑛)

𝑖 ⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1 − 𝑛⟩𝐵|𝜉(𝑛)
𝑗 ⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝐴𝑛−1 × ℤ𝐶𝑛−1 ⧵ {(0, 0)}},

ℬ(𝑛)
2 ∶= {|𝜂(𝑛)

𝑖 ⟩𝐴|𝜉(𝑛)
𝑗 ⟩𝐵|𝑛⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝐴𝑛−1 × ℤ𝐵𝑛−1 ⧵ {(0, 0)}},

ℬ(𝑛)
3 ∶= {|𝑛⟩𝐴|𝜂(𝑛)

𝑖 ⟩𝐵|𝜉(𝑛)
𝑗 ⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝐵𝑛−1 × ℤ𝐶𝑛−1 ⧵ {(0, 0)}},

ℬ(𝑛)
4 ∶= {|𝑛⟩𝐴|𝑛⟩𝐵|𝑛⟩𝐶},

ℱ (𝑛) ∶= {|𝛽(𝑛)
𝑖 ⟩𝐴|𝛽(𝑛)

𝑗 ⟩𝐵|𝛽(𝑛)
𝑘 ⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝐴𝑛−2 × ℤ𝐵𝑛−2 × ℤ𝐶𝑛−2 ⧵ {(0, 0, 0)}},

|𝑆⟩ =
(

𝑑𝐴−1

∑
𝑖=0

|𝑖⟩
)

𝐴
(

𝑑𝐵−1

∑
𝑗=0

|𝑗⟩
)

𝐵
(

𝑑𝐶 −1

∑
𝑘=0

|𝑘⟩
)

𝐶

,

(3.10)

其中 |𝜂(𝑛)
𝑠 ⟩𝑋 = ∑𝑋𝑛+𝑛−2

𝑡=𝑛 𝑤𝑠(𝑡−𝑛)
𝑋𝑛−1 |𝑡⟩𝑋，|𝜉(𝑛)

𝑠 ⟩𝑋 = ∑𝑋𝑛+𝑛−2
𝑡=𝑛 𝑤𝑠(𝑡−𝑛)

𝑋𝑛−1 |𝑡 + 1⟩𝑋，𝑠 ∈
ℤ𝑋𝑛−1，𝑋 ∈ {𝐴, 𝐵, 𝐶}；且 |𝛽(𝑛)

𝑠 ⟩𝑋 = ∑𝑋𝑛+𝑛−3
𝑡=𝑛 𝑤𝑠(𝑡−𝑛)

𝑋𝑛−2 |𝑡 + 1⟩𝑋，𝑠 ∈ ℤ𝑋𝑛−2，𝑋 ∈
{𝐴, 𝐵, 𝐶}。
注意对于 𝑋 ∈ {𝐴, 𝐵, 𝐶}，{|𝜂(𝑛)

𝑠 ⟩𝑋}𝑠∈ℤ𝑋𝑛−1，{|𝜉(𝑛)
𝑠 ⟩𝑋}𝑠∈ℤ𝑋𝑛−1，和

{|𝛽(𝑛)
𝑠 ⟩𝑋}𝑠∈ℤ𝑋𝑛−2 是三个正交乘积集，它们分别由 {|𝑡⟩𝑋}𝑋𝑛+𝑛−2

𝑡=𝑛 ，{|𝑡⟩𝑋}𝑋𝑛+𝑛−1
𝑡=𝑛+1 ，

和 {|𝑡⟩𝑋}𝑋𝑛+𝑛−2
𝑡=𝑛+1 生成。当 𝑛 = 0 时，公式(3.10)将变为公式(3.5)，因此公

式(3.10)把 𝑛 = 0 的情形推广到了一般的 𝑛。特别地，如果 𝑑𝐴 ⩾ 5，那么
∪4

𝑖=1{𝒜(0)
𝑖 , ℬ(0)

𝑖 , 𝒜(1)
𝑖 , ℬ(1)

𝑖 } ∪ ℱ (1) 在两体划分 𝐴|𝐵𝐶 下对应于图3.14。那我们有以
下定理。
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𝓕
(1)𝒜1

(0)
𝒜2

(0)

𝒜3
(0)

𝒜4
(0)

𝓑1
(0)

𝓑2
(0)

𝓑3
(0)

𝓑4
(0)

𝓑1
(1)

𝓑2
(1)

𝓑3
(1)

𝓑4
(1)

𝒜1
(1)

𝒜2
(1)

𝒜3
(1) 𝒜4

(1)

图 3.14 当 𝑑𝐴 ⩾ 5时，公式(3.10)给出的 ∪4
𝑖=1{𝒜(0)

𝑖 , ℬ(0)
𝑖 , 𝒜(1)

𝑖 , ℬ(1)
𝑖 } ∪ ℱ (1)在两体划分 𝐴|𝐵𝐶 下

对应的 𝑑𝐴 × 𝑑𝐵𝑑𝐶 网格。对于 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 4，𝒜(0)
𝑖 与 ℬ(0)

𝑖 是对称的；𝒜(1)
𝑖 与 ℬ(1)

𝑖 是对称的。

定理 3.5 在ℂ𝑑𝐴 ⊗ℂ𝑑𝐵 ⊗ℂ𝑑𝐶 中，3 ⩽ 𝑑𝐴 ⩽ 𝑑𝐵 ⩽ 𝑑𝐶，对于任何 0 ⩽ 𝑛 ⩽ ⌊𝑑𝐴−3
2 ⌋，

公式(3.10)给出的

𝒰𝑛 ∶= ∪𝑛
𝑡=0(∪3

𝑖=1(𝒜(𝑡)
𝑖 ∪ ℬ(𝑡)

𝑖 )) ∪ ℱ (𝑛) ∪ {|𝑆⟩}

是一个不可扩充乘积基，且 |𝒰𝑛| = 𝑑𝐴𝑑𝐵𝑑𝐶 − 8(𝑛 + 1)。
证明 像引理3.4一样讨论，我们可以得到矩阵，

𝑀 (𝑑𝐴) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎0 𝑎0 ⋯ 𝑎0 𝑏0 ⋯ 𝑏0 𝑐0 ⋯ 𝑐0 𝑐0 ⋯ 𝑐0 𝑐0 ⋯ 𝑐0 𝑑0
𝑎0 𝑎0 ⋯ 𝑎0 𝑏0 ⋯ 𝑏0 𝑏1 ⋯ 𝑏1 𝑎1 ⋯ 𝑎1 𝑎1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 𝑀 (𝑑𝐴−2) ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
𝑎0 𝑎0 ⋯ 𝑎0 𝑏0 ⋯ 𝑏0 𝑏1 ⋯ 𝑏1 𝑎1 ⋯ 𝑎1 𝑎1
𝑑1 𝑐1 ⋯ 𝑐1 𝑐1 ⋯ 𝑐1 𝑐1 ⋯ 𝑐1 𝑏1 ⋯ 𝑏1 𝑎1 ⋯ 𝑎1 𝑎1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

𝑀 (𝑑𝐴−2) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎(1)
0 𝑎(1)

0 ⋯ 𝑎(1)
0 𝑏(1)

0 ⋯ 𝑏(1)
0 𝑐(1)

0 ⋯ 𝑐(1)
0 𝑐(1)

0 ⋯ 𝑐(1)
0 𝑐(1)

0 ⋯ 𝑐(1)
0 𝑑(1)

0
𝑎(1)

0 𝑎(1)
0 ⋯ 𝑎(1)

0 𝑏(1)
0 ⋯ 𝑏(1)

0 𝑏(1)
1 ⋯ 𝑏(1)

1 𝑎(1)
1 ⋯ 𝑎(1)

1 𝑎(1)
1

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ 𝑀 (𝑑𝐴−4) ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
𝑎(1)

0 𝑎(1)
0 ⋯ 𝑎(1)

0 𝑏(1)
0 ⋯ 𝑏(1)

0 𝑏(1)
1 𝑏(1)

1 𝑎(1)
1 ⋯ 𝑎(1)

1 𝑎(1)
1

𝑑(1)
1 𝑐(1)

1 ⋯ 𝑐(1)
1 𝑐(1)

1 ⋯ 𝑐(1)
1 𝑐(1)

1 ⋯ 𝑐(1)
1 𝑏(1)

1 ⋯ 𝑏(1)
1 𝑎(1)

1 ⋯ 𝑎(1)
1 𝑎(1)

1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

⋮

𝑀 (𝑑𝐴−2𝑠) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎(𝑠)
0 𝑎(𝑠)

0 ⋯ 𝑎(𝑠)
0 𝑏(𝑠)

0 ⋯ 𝑏(𝑠)
0 𝑐(𝑠)

0 ⋯ 𝑐(𝑠)
0 𝑐(𝑠)

0 ⋯ 𝑐(𝑠)
0 𝑐(𝑠)

0 ⋯ 𝑐(𝑠)
0 𝑑(𝑠)

0
𝑎(𝑠)

0 𝑎(𝑠)
0 ⋯ 𝑎(𝑠)

0 𝑏(𝑠)
0 ⋯ 𝑏(𝑠)

0 𝑒(𝑠) ⋯ 𝑒(𝑠) 𝑏(𝑠)
1 ⋯ 𝑏(𝑠)

1 𝑎(𝑠)
1 ⋯ 𝑎(𝑠)

1 𝑎(𝑠)
1

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
𝑎(𝑠)

0 𝑎(𝑠)
0 ⋯ 𝑎(𝑠)

0 𝑏(𝑠)
0 ⋯ 𝑏(𝑠)

0 𝑒(𝑠) ⋯ 𝑒(𝑠) 𝑏(𝑠)
1 𝑏(𝑠)

1 𝑎(𝑠)
1 ⋯ 𝑎(𝑠)

1 𝑎(𝑠)
1

𝑑(𝑠)
1 𝑐(𝑠)

1 ⋯ 𝑐(𝑠)
1 𝑐(𝑠)

1 ⋯ 𝑐(𝑠)
1 𝑐(𝑠)

1 ⋯ 𝑐(𝑠)
1 𝑏(𝑠)

1 ⋯ 𝑏(𝑠)
1 𝑎(𝑠)

1 ⋯ 𝑎(𝑠)
1 𝑎(𝑠)

1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

其中𝑀 (𝑑𝐴−2𝑠)与公式(3.6)中的𝑀 类似。下面我们有

rank(𝑀 (𝑑𝐴)) = 1, sum(𝑀 (𝑑𝐴)) = 0. (3.11)

然后我们考虑两体划分 𝐴𝐵|𝐶。我们将𝑀 (𝑑𝐴) 的第一行按照坐标 {𝑋}𝐴𝐵 × {𝑌 }𝐶

的方式排成一个 𝑑𝐵 × 𝑑𝐶 的矩阵 𝑀(𝑑𝐴−1)，同样将 𝑀 (𝑑𝐴) 的最后一行按照坐标
{𝑋}𝐴𝐵 × {𝑌 }𝐶 的方式排成一个 𝑑𝐵 × 𝑑𝐶 的矩阵𝑀0，那么

𝑀(𝑑𝐴−1) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑐0 𝑐0 ⋯ 𝑐0 𝑑0

𝑐0 𝑐0 ⋯ 𝑐0 𝑏0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
𝑐0 𝑐0 ⋯ 𝑐0 𝑏0

𝑎0 𝑎0 ⋯ 𝑎0 𝑏0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, rank(𝑀(𝑑𝐴−1)) = 0 或 1, (3.12)
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且

𝑀0 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑏1 𝑎1 ⋯ 𝑎1 𝑎1

𝑏1 𝑐1 ⋯ 𝑐1 𝑐1

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
𝑏1 𝑐1 ⋯ 𝑐1 𝑐1

𝑑1 𝑐1 ⋯ 𝑐1 𝑐1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, rank(𝑀0) = 0 或 1. (3.13)

与例3.2的证明类似，通过公式(3.11)，(3.12)，和 (3.13)，我们可以得到 𝑎0 = 𝑎1 =
𝑏0 = 𝑏1 = 𝑐0 = 𝑐1 = 𝑑0 = 𝑑1 = 0。然后我们有

rank(𝑀 (𝑑𝐴−2)) = 1, sum(𝑀 (𝑑𝐴−2)) = 0. (3.14)

我们将𝑀 (𝑑𝐴)的第二行按照坐标 {𝑋}𝐴𝐵 × {𝑌 }𝐶 的方式排成一个 𝑑𝐵 × 𝑑𝐶 的矩阵
𝑀(𝑑𝐴−2) ，同样将𝑀 (𝑑𝐴) 的倒数第二行按照坐标 {𝑋}𝐴𝐵 × {𝑌 }𝐶 的方式排成一个
𝑑𝐵 × 𝑑𝐶 的矩阵𝑀1，那么

𝑀(𝑑𝐴−2) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 ⋯ 0 0 0
0 𝑐(1)

0 𝑐(1)
0 ⋯ 𝑐(1)

0 𝑑(1)
0 0

0 𝑐(1)
0 𝑐(1)

0 ⋯ 𝑐(1)
0 𝑏(1)

0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 𝑐(1)

0 𝑐(1)
0 ⋯ 𝑐(1)

0 𝑏(1)
0 0

0 𝑎(1)
0 𝑎(1)

0 ⋯ 𝑎(1)
0 𝑏(1)

0 0
0 0 0 ⋯ 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, rank(𝑀𝑑𝐴−2) = 0 或 1, (3.15)

且

𝑀1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 ⋯ 0 0 0
0 𝑏(1)

0 𝑎(1)
0 ⋯ 𝑎(1)

0 𝑎(1)
0 0

0 𝑏(1)
0 𝑐(1)

0 ⋯ 𝑐(1)
0 𝑐(1)

0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 𝑏(1)

0 𝑐(1)
0 ⋯ 𝑐(1)

0 𝑐(1)
0 0

0 𝑑(1)
0 𝑐(1)

0 ⋯ 𝑐(1)
0 𝑐(1)

0 0
0 0 0 ⋯ 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, rank(𝑀1) = 0 或 1. (3.16)

类似地，我们通过公式(3.14)，(3.15)，和 (3.16)同样可以推出 𝑎(1)
0 = 𝑎(1)

1 = 𝑏(1)
0 =

𝑏(1)
1 = 𝑐(1)

0 = 𝑐(1)
1 = 𝑑(1)

0 = 𝑑(1)
1 = 0。重复这个过程 𝑠次，我们得到

rank(𝑀 (𝑑𝐴−2𝑠)) = 1, sum(𝑀 (𝑑𝐴−2𝑠)) = 0. (3.17)

由于𝑀 (𝑑𝐴−2𝑠)与公式(3.6)中的𝑀 类似，由引理3.4的证明可知，我们也有 𝑎(𝑠)
0 =

𝑎(𝑠)
1 = 𝑏(𝑠)

0 = 𝑏(𝑠)
1 = 𝑐(𝑠)

0 = 𝑐(𝑠)
1 = 𝑑(𝑠)

0 = 𝑑(𝑠)
1 = 𝑒(𝑠) = 0。从而我们得到𝑀 (𝑑𝐴) = 0，这

与 rank(𝑀 (𝑑𝐴)) = 1矛盾，定理得证。 ∎
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值得注意的是，当 𝑑𝐴 = 𝑑𝐵 = 𝑑𝐶，𝑛 = ⌊𝑑𝐴−3
2 ⌋时，定理3.5给出的不可扩充

乘积基恰好是文献 [92]中构造的不可扩充乘积基，所以我们的结果更加广泛。

3.5 四体系统中的不可扩充乘积基
下面我们考虑四体系统中的不可扩充乘积基，需要对四维超立方体

{0, 1, ⋯ , 𝑑𝐴 − 1}𝐴 × {0, 1, ⋯ , 𝑑𝐵 − 1}𝐵 × {0, 1, ⋯ , 𝑑𝐶 − 1}𝐶 × {0, 1, ⋯ , 𝑑𝐷 − 1}𝐷进
行分解，我们的分解方式由下面态给出：

𝒜1 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|𝜂𝑗⟩𝐵|0⟩𝐶 |𝜉𝑘⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐷−1 ⧵ {(0, 0, 0)}},
𝒜2 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|𝜂𝑗⟩𝐶 |𝜂𝑘⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1 ⧵ {(0, 0, 0)}},
𝒜3 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜉𝑘⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 ⧵ {(0, 0, 0)}},
𝒜4 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|0⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐴−1 ⧵ {0}},
𝒜5 ∶= {|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴|𝜂𝑖⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶 |𝜂𝑘⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1 ⧵ {(0, 0, 0)}},
𝒜6 ∶= {|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴|𝜂𝑖⟩𝐵|0⟩𝐶 |0⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐵−1 ⧵ {0}},
𝒜7 ∶= {|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴|0⟩𝐵|𝜉𝑖⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐶 −1 ⧵ {0}},
𝒜8 ∶= {|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶 |𝜂𝑖⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐷−1 ⧵ {0}},
ℬ1 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|𝜉𝑗⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶 |𝜂𝑘⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐷−1 ⧵ {(0, 0, 0)}},
ℬ2 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|0⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶 |𝜉𝑘⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1 ⧵ {(0, 0, 0)}},
ℬ3 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|𝜂𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |0⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 ⧵ {(0, 0, 0)}},
ℬ4 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|0⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶 |0⟩𝐷 ∶ 𝑖 ≠ 0 ∈ ℤ𝑑𝐴−1},
ℬ5 ∶= {|0⟩𝐴|𝜉𝑖⟩𝐵|𝜂𝑗⟩𝐶 |𝜉𝑘⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1 ⧵ {(0, 0, 0)}},
ℬ6 ∶= {|0⟩𝐴|𝜉𝑖⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐵−1 ⧵ {0}},
ℬ7 ∶= {|0⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|𝜂𝑖⟩𝐶 |0⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐶 −1 ⧵ {0}},
ℬ8 ∶= {|0⟩𝐴|0⟩𝐵|0⟩𝐶 |𝜉𝑖⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐷−1 ⧵ {0}},
ℱ ∶= {|𝛽𝑖⟩𝐴|𝛽𝑗⟩𝐵|𝛽𝑘⟩𝐶 |𝛽ℓ⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘, ℓ) ∈ ℤ𝑑𝐴−2 × ℤ𝑑𝐵−2 × ℤ𝑑𝐶 −2 × ℤ𝑑𝐷−2 ⧵ {(0, 0, 0, 0)}},

|𝑆⟩ ∶=
(

𝑑𝐴−1

∑
𝑖=0

|𝑖⟩
)

𝐴
(

𝑑𝐵−1

∑
𝑗=0

|𝑗⟩
)

𝐵
(

𝑑𝐶 −1

∑
𝑘=0

|𝑘⟩
)

𝐶
(

𝑑𝐷−1

∑
ℓ=0

|ℓ⟩
)

𝐷

,

(3.18)

其中 |𝜂𝑠⟩𝑋 = ∑𝑑𝑋−2
𝑡=0 𝑤𝑠𝑡

𝑑𝑋−1|𝑡⟩𝑋，|𝜉𝑠⟩𝑋 = ∑𝑑𝑋−2
𝑡=0 𝑤𝑠𝑡

𝑑𝑋−1|𝑡 + 1⟩𝑋，𝑠 ∈ ℤ𝑑𝑋−1，𝑋 ∈
{𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷}；且 |𝛽𝑠⟩𝑋 = ∑𝑑𝑋−3

𝑡=0 𝑤𝑠𝑡
𝑑𝑋−2|𝑡 + 1⟩𝑋，𝑠 ∈ ℤ𝑑𝑋−2，𝑋 ∈ {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷}。

𝒜1 𝒜2 𝒜3 𝒜4

𝒜5 𝒜6 𝒜5 𝒜5𝒜7 𝒜8

ℬ1ℬ2ℬ3ℬ4
ℬ5ℬ6ℬ5ℬ5 ℬ7ℬ8𝟏

(𝒅𝑨−𝟏)

(𝒅𝑩 − 𝟏 )(𝒅𝑫−𝟏) (𝒅𝑪 − 𝟏 )(𝒅𝑫−𝟏) (𝒅𝑩 − 𝟏 )(𝒅𝑪−𝟏) 𝟏 (𝒅𝑩−𝟏) (𝒅𝑪−𝟏) (𝒅𝑫−𝟏)

(𝒅𝑩 − 𝟏 )(𝒅𝑪−𝟏) (𝒅𝑫 − 𝟏)

𝓕

图 3.15 公式(3.18)给出的 ∪8
𝑖=1{𝒜𝑖, ℬ𝑖} ∪ ℱ 在两体划分 𝐴|𝐵𝐶𝐷下对应的 𝑑𝐴 × 𝑑𝐵𝑑𝐶𝑑𝐷网格。

此外，对于 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 8，𝒜𝑖 与 ℬ𝑖 是对称的。

注意对于𝑋 ∈ {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷}，{|𝜂𝑠⟩𝑋}𝑠∈ℤ𝑑𝑋 −1，{|𝜉𝑠⟩𝑋}𝑠∈ℤ𝑑𝑋 −1和 {|𝛽𝑠⟩𝑋}𝑠∈ℤ𝑑𝑋 −2
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第 3章 不可扩充乘积基

是三个正交集，它们分别由 {|𝑡⟩𝑋}𝑑𝑋−2
𝑡=0 ，{|𝑡⟩𝑋}𝑑𝑋−1

𝑡=1 和 {|𝑡⟩𝑋}𝑑𝑋−2
𝑡=1 生成。这 17个

子集 ∪8
𝑖=1{𝒜𝑖, ℬ𝑖} ∪ ℱ 在两体划分 𝐴|𝐵𝐶𝐷下对应于图3.15中 𝑑𝐴 × 𝑑𝐵𝑑𝐶𝑑𝐷 网格

的 17块。现在我们可以给出四体系统中的不可扩充乘积基。

引理 3.6 在ℂ𝑑𝐴 ⊗ℂ𝑑𝐵 ⊗ℂ𝑑𝐶 ⊗ℂ𝑑𝐷中，3 ⩽ 𝑑𝐴 ⩽ 𝑑𝐵 ⩽ 𝑑𝐶 ⩽ 𝑑𝐷，公式(3.18)给
出的∪8

𝑖=1(𝒜𝑖∪ℬ𝑖)∪ℱ∪{|𝑆⟩}是一个不可扩充乘积基，且 |∪8
𝑖=1(𝒜𝑖∪ℬ𝑖)∪ℱ∪{|𝑆⟩}| =

𝑑𝐴𝑑𝐵𝑑𝐶𝑑𝐷 − 16。
证明 由图3.15可知，对于任何 3 ⩽ 𝑑𝐴 ⩽ 𝑑𝐵 ⩽ 𝑑𝐶 ⩽ 𝑑𝐷，∪8

𝑖=1{𝒜𝑖, ℬ𝑖} ∪ ℱ ∪
{|𝑆⟩}具有类似的结构。不失一般性，我们只考虑 𝑑𝐴 = 𝑑𝐵 = 𝑑𝐶 = 𝑑𝐷 = 3的情
况。注意，在这种情况下，ℱ = ∅。与例3.2的证明类似，我们用反证法证明。假设
在 ∪8

𝑖=1(𝒜𝑖 ∪ ℬ𝑖) ∪ {|𝑆⟩}生成的子空间的正交补空间中存在一个乘积态 |𝜓⟩。然
后我们考虑 |𝜓⟩在两体划分 𝐴|𝐵𝐶𝐷、𝐴𝐵|𝐶𝐷 和 𝐴𝐵𝐶|𝐷 下的矩阵形式。首先，
考虑两体划分 𝐴|𝐵𝐶𝐷，我们有

2

ࣛଵ ࣛଶ ࣛଷ ࣛସ ࣛହ ࣛ଺ ࣛହ ࣛହࣛ଻ ଼ࣛࣜଵࣜଶࣜଷࣜସࣜହࣜ଺ࣜହࣜହ ࣜ଻଼ࣜ૚
ሺ࡭ࢊെ૚ሻ

ሺ࡮ࢊ െ ૚ ሻሺࡰࢊെ૚ሻ ሺ࡯ࢊ െ ૚ ሻሺࡰࢊെ૚ሻ ሺ࡮ࢊ െ ૚ ሻሺ࡯ࢊെ૚ሻ ૚ ሺ࡮ࢊെ૚ሻ ሺ࡯ࢊെ૚ሻ ሺࡰࢊെ૚ሻ
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ऐ
FIG. 1: The corresponding dA × dBdCdD grid of Ai,Bi (i = 1, · · · , 8), F (Eq. (1)) in A|BCD bipartition. Moreover,
Ai is symmetrical to Bi for 1 ≤ i ≤ 8.

Now, we show that the union of the states from the 17 subsets and {|S⟩} is a UPB.

Proposition 1 In dA ⊗ dB ⊗ dC ⊗ dD, 3 ≤ dA ≤ dB ≤ dC ≤ dD, the set of states ∪8
i=1(Ai ∪Bi)∪F ∪ {|S⟩} given by

Eq. (1) is a UPB of size dAdBdCdD − 16.

Proof. By Fig. 1, we know that the set of states ∪8
i=1(Ai ∪ Bi) ∪ F ∪ {|S⟩} has a similar structure for any

3 ≤ dA ≤ dB ≤ dC ≤ dD. Without loss of generality, we only consider the case for dA = dB = dC = dD = 3. Note
that in this case, F = ∅. For the same discussion as Example 3 in the main text, we proved it by contradiction.
Assume that there exists a product state |ψ⟩ in the complementary space of the space spanned by the states in
∪8
i=1(Ai ∪ Bi). Then we consider the matrix form of |ψ⟩ in A|BCD, AB|CD and ABC|D bipartitions. First, we

consider A|BCD bipartition. We have

M =

 a0 a0 a0 a0 b0 b0 b0 b0 c0 c0 c0 c0 d0 e0 e0 e0 e0 f0 f0 e0 e0 g0 g0 e0 e0 h0 h0
a0 a0 a0 a0 b0 b0 b0 b0 c0 c0 c0 c0 d0 s d1 c1 c1 c1 c1 b1 b1 b1 b1 a1 a1 a1 a1
h1 h1 e1 e1 g1 g1 e1 e1 f1 f1 e1 e1 e1 e1 d1 c1 c1 c1 c1 b1 b1 b1 b1 a1 a1 a1 a1

 , (2)

It satisfies

rank(M) = 1, sum(M) = 0. (3)

Then we consider AB|CD bipartition. We can rearrange the first row ofM to the 3×9 matrixM2 through (AB,CD)
coordinates of M , and rearrange the last row of M to the 3 × 9 matrix M0 through (AB,CD) coordinates of M ,
where

M2 =

b0 b0 d0 b0 b0 h0 h0 c0 c0
f0 a0 a0 e0 e0 e0 e0 c0 c0
f0 a0 a0 e0 e0 e0 e0 g0 g0

 , rank(M2) = 0 or 1, (4)

M0 =

g1 g1 e1 e1 e1 e1 a1 a1 f1
c1 c1 e1 e1 e1 e1 a1 a1 f1
c1 c1 h1 h1 b1 b1 d1 b1 b1

 , rank(M0) = 0 or 1, (5)

Next, we consider ABC|D bipartition. We can rearrange the first row of M to the 9 × 3 matrix N2 through
(ABC,D) coordinates of M , and rearrange the last row of M to the 9× 3 matrix N0 through (ABC,D) coordinates
of M , where

N2 =

h0 b0 b0 e0 e0 e0 e0 f0 f0
h0 b0 b0 e0 e0 e0 e0 a0 a0
c0 c0 d0 c0 c0 g0 g0 a0 a0

T

, rank(N2) = 0 or 1, (6)

N0 =

a1 a1 g1 g1 c1 c1 d1 c1 c1
a1 a1 e1 e1 e1 e1 b1 b1 h1
f1 f1 e1 e1 e1 e1 b1 b1 h1

T

, rank(N0) = 0 or 1. (7)

Assume a0 ̸= 0. Since rank(M) = 1, we have h1 = e1 and e0 = s = d1 = c1 = f0 = b1 = g0 = a1 = h0. By Eq. (6),
we obtain e0 = c0 = b0 = d0.

rank(𝑀) = 1, sum(𝑀) = 0. (3.19)

然后我们考虑两体划分𝐴𝐵|𝐶𝐷。我们将𝑀的第一行按照坐标 {𝑋}𝐴𝐵 ×{𝑌 }𝐶𝐷的
方式排成一个 3 × 9的矩阵𝑀2，同样将𝑀 的最后一行按照坐标 {𝑋}𝐴𝐵 × {𝑌 }𝐶𝐷

的方式排成一个 3 × 9的矩阵𝑀0，那么

𝑀2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑏0 𝑏0 𝑑0 𝑏0 𝑏0 ℎ0 ℎ0 𝑐0 𝑐0

𝑓0 𝑎0 𝑎0 𝑒0 𝑒0 𝑒0 𝑒0 𝑐0 𝑐0

𝑓0 𝑎0 𝑎0 𝑒0 𝑒0 𝑒0 𝑒0 𝑔0 𝑔0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, rank(𝑀2) = 0或 1, (3.20)

𝑀0 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑔1 𝑔1 𝑒1 𝑒1 𝑒1 𝑒1 𝑎1 𝑎1 𝑓1

𝑐1 𝑐1 𝑒1 𝑒1 𝑒1 𝑒1 𝑎1 𝑎1 𝑓1

𝑐1 𝑐1 ℎ1 ℎ1 𝑏1 𝑏1 𝑑1 𝑏1 𝑏1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, rank(𝑀0) = 0或 1, (3.21)

下面我们考虑两体划分 𝐴𝐵𝐶|𝐷。我们将 𝑀 的第一行按照坐标 {𝑋}𝐴𝐵𝐶 ×
{𝑌 }𝐷的方式排成一个 9×3的矩阵𝑁2，同样将𝑀的最后一行按照坐标 {𝑋}𝐴𝐵𝐶 ×
{𝑌 }𝐷 的方式排成一个 9 × 3的矩阵𝑁0，那么

𝑁2 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

ℎ0 𝑏0 𝑏0 𝑒0 𝑒0 𝑒0 𝑒0 𝑓0 𝑓0

ℎ0 𝑏0 𝑏0 𝑒0 𝑒0 𝑒0 𝑒0 𝑎0 𝑎0

𝑐0 𝑐0 𝑑0 𝑐0 𝑐0 𝑔0 𝑔0 𝑎0 𝑎0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

𝑇

, rank(𝑁2) = 0或 1, (3.22)
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𝑁0 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1 𝑎1 𝑔1 𝑔1 𝑐1 𝑐1 𝑑1 𝑐1 𝑐1

𝑎1 𝑎1 𝑒1 𝑒1 𝑒1 𝑒1 𝑏1 𝑏1 ℎ1

𝑓1 𝑓1 𝑒1 𝑒1 𝑒1 𝑒1 𝑏1 𝑏1 ℎ1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

𝑇

, rank(𝑁0) = 0或 1. (3.23)

假设 𝑎0 ≠ 0。由于 rank(𝑀) = 1，我们有 ℎ1 = 𝑒1 和 𝑒0 = 𝑠 = 𝑑1 = 𝑐1 = 𝑓0 =
𝑏1 = 𝑔0 = 𝑎1 = ℎ0。通过公式(3.22)，我们得到 𝑒0 = 𝑐0 = 𝑏0 = 𝑑0。
(i) 如果 𝑒0 ≠ 0，那么由公式(3.20)得出 𝑒0 = 𝑎0，由公式(3.21)得出 𝑒0 = 𝑔1 =

𝑒1 = 𝑓1。这与 sum(𝑀) = 0相矛盾。
(ii) 如果 𝑒0 = 0，那么通过 rank(𝑀) = 1可知，𝑔1 = 𝑒1 = 𝑓1 = 0。这与 sum(𝑀) = 0
相矛盾。

因此我们有 𝑎0 = 0。根据𝑀 的对称性，我们有 𝑎1 = 0。
假设 𝑏0 ≠ 0。由于 rank(𝑀) = 1，我们有 ℎ1 = 𝑒1 = 𝑔1 = 0，并且 𝑒0 = 𝑠 =

𝑑1 = 𝑐1 = 𝑓0 = 𝑏1 = 𝑔0 = 𝑎1 = ℎ0 = 0。通过公式(3.22)，我们得到 𝑐0 = 𝑑0 = 0。此
外，由于 rank(𝑀) = 1，我们有 𝑓1 = 0。这与 sum(𝑀) = 0相矛盾，因此我们有
𝑏0 = 𝑏1 = 0。
假设 𝑐0 ≠ 0。由于 rank(𝑀) = 1，我们有 ℎ1 = 𝑒1 = 𝑔1 = 𝑓1 = 0，并且

𝑒0 = 𝑠 = 𝑑1 = 𝑐1 = 𝑓0 = 𝑏1 = 𝑔0 = 𝑎1 = ℎ0 = 0。通过公式(3.20)，我们得到 𝑑0 = 0。
这与 sum(𝑀) = 0相矛盾，因此我们有 𝑐0 = 𝑐1 = 0。
假设 𝑑0 ≠ 0。由于 rank(𝑀) = 1，我们有 ℎ1 = 𝑒1 = 𝑔1 = 𝑓1 = 0，并且

𝑒0 = 𝑠 = 𝑑1 = 𝑐1 = 𝑓0 = 𝑏1 = 𝑔0 = 𝑎1 = ℎ0 = 0。这与 sum(𝑀) = 0相矛盾，因此
我们有 𝑑0 = 𝑑1 = 0。
假设 ℎ1 ≠ 0。由于 rank(𝑀) = 1，我们有 𝑒0 = 𝑠 = 𝑓0 = 𝑔0 = ℎ0 = 0。通过

公式(3.21)，我们得到 𝑒1 = 𝑔1 = 𝑓1 = 0。这与 sum(𝑀) = 0相矛盾，因此我们有
ℎ0 = ℎ1 = 0。
假设 𝑒1 ≠ 0。由于 rank(𝑀) = 1，我们有 𝑒0 = 𝑠 = 𝑓0 = 𝑔0 = 0。通过公式(3.23)，

我们得到 𝑓1 = 𝑔1 = 0。这与 sum(𝑀) = 0相矛盾，因此我们有 𝑒0 = 𝑒1 = 0。
假设 𝑔1 ≠ 0。由于 rank(𝑀) = 1，我们有 𝑠 = 𝑓0 = 𝑔0 = 0。通过公式(3.21)，

我们得到 𝑓1 = 0。这与 sum(𝑀) = 0相矛盾，因此从而我们有 𝑔0 = 𝑔1 = 0。
假设 𝑓1 ≠ 0。由于 rank(𝑀) = 1，我们有 𝑠 = 𝑓0 = 0。这与 sum(𝑀) = 0相矛

盾，因此我们有 𝑓0 = 𝑓1 = 0。
因为 sum(𝑀) = 0，所以我们必然有 𝑠 = 0，但这与 rank(𝑀) = 1相矛盾。因

此 |𝜓⟩ 是一个纠缠态，从而 ∪8
𝑖=1(𝒜𝑖 ∪ ℬ𝑖) ∪ {|𝑆⟩} 是一个不可扩充乘积基。当

3 ⩽ 𝑑𝐴 ⩽ 𝑑𝐵 ⩽ 𝑑𝐶 ⩽ 𝑑𝐷 时，证明与上述证明类似。 ∎
与三体系统情况类似，我们可以在四体系统中构造更多的不可扩充乘积基。

假设四维超立方体处于从外到内的第 𝑛层，则 0 ⩽ 𝑛 ⩽ ⌊𝑑𝐴−3
2 ⌋。令𝑋𝑛 ∶= 𝑑𝑋 − 2𝑛，
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其中 𝑋 ∈ {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷}。然后我们可以定义以下态：
𝒜(𝑛)

1 ∶={|𝜉(𝑛)
𝑖 ⟩𝐴|𝜂(𝑛)

𝑗 ⟩𝐵|𝑛⟩𝐶 |𝜉(𝑛)
𝑘 ⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝐴𝑛−1 × ℤ𝐵𝑛−1 × ℤ𝐷𝑛−1 ⧵ {(0, 0, 0)}},

𝒜(𝑛)
2 ∶={|𝜉(𝑛)

𝑖 ⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1 − 𝑛⟩𝐵|𝜂(𝑛)
𝑗 ⟩𝐶 |𝜂(𝑛)

𝑘 ⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝐴𝑛−1 × ℤ𝐶𝑛−1 × ℤ𝐷𝑛−1 ⧵ {(0, 0, 0)}},
𝒜(𝑛)

3 ∶={|𝜉(𝑛)
𝑖 ⟩𝐴|𝜉(𝑛)

𝑗 ⟩𝐵|𝜉(𝑛)
𝑘 ⟩𝐶 |𝑑𝐶 − 1 − 𝑛⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝐴𝑛−1 × ℤ𝐵𝑛−1 × ℤ𝐶𝑛−1 ⧵ {(0, 0, 0)}},

𝒜(𝑛)
4 ∶={|𝜉(𝑛)

𝑖 ⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1 − 𝑛⟩𝐵|𝑛⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1 − 𝑛⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝐴𝑛−1 ⧵ {0}},
𝒜(𝑛)

5 ∶={|𝑑𝐴 − 1 − 𝑛⟩𝐴|𝜂(𝑛)
𝑖 ⟩𝐵|𝜉(𝑛)

𝑗 ⟩𝐶 |𝜂(𝑛)
𝑘 ⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝐵𝑛−1 × ℤ𝐶𝑛−1 × ℤ𝐷𝑛−1 ⧵ {(0, 0, 0)}},

𝒜(𝑛)
6 ∶={|𝑑𝐴 − 1 − 𝑛⟩𝐴|𝜂(𝑛)

𝑖 ⟩𝐵|𝑛⟩𝐶 |𝑛⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝐵𝑛−1 ⧵ {0}},
𝒜(𝑛)

7 ∶={|𝑑𝐴 − 1 − 𝑛⟩𝐴|𝑛⟩𝐵|𝜉(𝑛)
𝑖 ⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1 − 𝑛⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝐶𝑛−1 ⧵ {0}},

𝒜(𝑛)
8 ∶={|𝑑𝐴 − 1 − 𝑛⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1 − 𝑛⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1 − 𝑛⟩𝐶 |𝜂(𝑛)

𝑖 ⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝐷𝑛−1 ⧵ {0}},
ℬ(𝑛)

1 ∶={|𝜂(𝑛)
𝑖 ⟩𝐴|𝜉(𝑛)

𝑗 ⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1 − 𝑛⟩𝐶 |𝜂(𝑛)
𝑘 ⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝐴𝑛−1 × ℤ𝐵𝑛−1 × ℤ𝐷𝑛−1 ⧵ {(0, 0, 0)}},

ℬ(𝑛)
2 ∶={|𝜂(𝑛)

𝑖 ⟩𝐴|𝑛⟩𝐵|𝜉(𝑛)
𝑗 ⟩𝐶 |𝜉(𝑛)

𝑘 ⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝐴𝑛−1 × ℤ𝐶𝑛−1 × ℤ𝐷𝑛−1 ⧵ {(0, 0, 0)}},
ℬ(𝑛)

3 ∶={|𝜂(𝑛)
𝑖 ⟩𝐴|𝜂(𝑛)

𝑗 ⟩𝐵|𝜂(𝑛)
𝑘 ⟩𝐶 |0⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝐴𝑛−1 × ℤ𝐵𝑛−1 × ℤ𝐶𝑛−1 ⧵ {(0, 0, 0)}},

ℬ(𝑛)
4 ∶={|𝜂(𝑛)

𝑖 ⟩𝐴|𝑛⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1 − 𝑛⟩𝐶 |𝑛⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝐴𝑛−1 ⧵ {0}},
ℬ(𝑛)

5 ∶={|𝑛⟩𝐴|𝜉(𝑛)
𝑖 ⟩𝐵|𝜂(𝑛)

𝑗 ⟩𝐶 |𝜉(𝑛)
𝑘 ⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝐵𝑛−1 × ℤ𝐶𝑛−1 × ℤ𝐷𝑛−1 ⧵ {(0, 0, 0)}},

ℬ(𝑛)
6 ∶={|𝑛⟩𝐴|𝜉(𝑛)

𝑖 ⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1 − 𝑛⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1 − 𝑛⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝐵𝑛−1 ⧵ {0}},
ℬ(𝑛)

7 ∶={|𝑛⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1 − 𝑛⟩𝐵|𝜂(𝑛)
𝑖 ⟩𝐶 |𝑛⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝐶𝑛−1 ⧵ {0}},

ℬ(𝑛)
8 ∶={|𝑛⟩𝐴|𝑛⟩𝐵|𝑛⟩𝐶 |𝜉(𝑛)

𝑖 ⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝐷𝑛−1 ⧵ {(0, 0, 0)}},
ℱ (𝑛) ∶={|𝛽(𝑛)

𝑖 ⟩𝐴|𝛽(𝑛)
𝑗 ⟩𝐵|𝛽(𝑛)

𝑘 ⟩𝐶 |𝛽(𝑛)
ℓ ⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘, ℓ) ∈ ℤ𝐴𝑛−2 × ℤ𝐵𝑛−2 × ℤ𝐶𝑛−2 × ℤ𝐷𝑛−2 ⧵ {(0, 0, 0, 0)}},

|𝑆⟩ ∶=
(

𝑑𝐴−1

∑
𝑖=0

|𝑖⟩
)

𝐴
(

𝑑𝐵−1

∑
𝑗=0

|𝑗⟩
)

𝐵
(

𝑑𝐶 −1

∑
𝑘=0

|𝑘⟩
)

𝐶
(

𝑑𝐷−1

∑
ℓ=0

|ℓ⟩
)

𝐷

,

(3.24)

其中 |𝜂(𝑛)
𝑠 ⟩𝑋 = ∑𝑋𝑛+𝑛−2

𝑡=𝑛 𝑤𝑠(𝑡−𝑛)
𝑋𝑛−1 |𝑡⟩𝑋，|𝜉(𝑛)

𝑠 ⟩𝑋 = ∑𝑋𝑛+𝑛−2
𝑡=𝑛 𝑤𝑠(𝑡−𝑛)

𝑋𝑛−1 |𝑡 + 1⟩𝑋，𝑠 ∈
ℤ𝑋𝑛−1，𝑋 ∈ {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷}；且 |𝛽(𝑛)

𝑠 ⟩𝑋 = ∑𝑋𝑛+𝑛−3
𝑡=𝑛 𝑤𝑠(𝑡−𝑛)

𝑋𝑛−2 |𝑡 + 1⟩𝑋，𝑠 ∈ ℤ𝑋𝑛−2，
𝑋 ∈ {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷}。
注意对于 𝑋 ∈ {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷}，{|𝜂(𝑛)

𝑠 ⟩𝑋}𝑠∈ℤ𝑋𝑛−1，{|𝜉(𝑛)
𝑠 ⟩𝑋}𝑠∈ℤ𝑋𝑛−1，和

{|𝛽(𝑛)
𝑠 ⟩𝑋}𝑠∈ℤ𝑋𝑛−2 是三个正交乘积集，它们分别由 {|𝑡⟩𝑋}𝑋𝑛+𝑛−2

𝑡=𝑛 ，{|𝑡⟩𝑋}𝑋𝑛+𝑛−1
𝑡=𝑛+1 ，和

{|𝑡⟩𝑋}𝑋𝑛+𝑛−2
𝑡=𝑛+1 生成。那我们有以下定理。
定理 3.7 在 ℂ𝑑𝐴 ⊗ ℂ𝑑𝐵 ⊗ ℂ𝑑𝐶 ⊗ ℂ𝑑𝐷 中，3 ⩽ 𝑑𝐴 ⩽ 𝑑𝐵 ⩽ 𝑑𝐶 ⩽ 𝑑𝐷，对于任

何 0 ⩽ 𝑛 ⩽ ⌊𝑑𝐴−3
2 ⌋，公式(3.24)给出的

𝒰𝑛 ∶= ∪𝑛
𝑡=0(∪8

𝑖=1(𝒜(𝑡)
𝑖 ∪ ℬ(𝑡)

𝑖 )) ∪ ℱ (𝑛) ∪ {|𝑆⟩}

是一个不可扩充乘积基，且 |𝒰𝑛| = 𝑑𝐴𝑑𝐵𝑑𝐶𝑑𝐷 − 16(𝑛 + 1)。
定理3.7的证明与定理3.5的证明类似。
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3.6 不可扩充乘积基的纠缠辅助区分
由于不可扩充乘积基是局部不可区分的，我们在本节中将研究引理3.2构造

的不可扩充乘积基的纠缠辅助区分。当 𝑚 = 𝑛 ⩾ 3为偶数时，引理3.2构造的不可
扩充乘积基可以借助于 ℂ⌈ 𝑚

2 ⌉ ⊗ ℂ⌈ 𝑚
2 ⌉ 中的一个最大纠缠态来完成局部区分 [119]。

我们将证明这个性质对引理3.2中所有的不可扩充乘积基都成立。我们首先讨论
4 = 𝑚 ⩽ 𝑛的情形。在引理3.2中，ℂ4 ⊗ ℂ𝑛中数目为 4𝑛 − 4的不可扩充乘积基如
下所示：

|𝜓𝑖⟩ =|0⟩𝐴
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−2

∑
𝑗=0

𝑤𝑖𝑗
𝑛−1|𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 2,

|𝜓𝑖+𝑛−2⟩ =
⎛
⎜
⎜
⎝

2

∑
𝑗=0

𝑤𝑖𝑗
3 |𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐴

|𝑛 − 1⟩𝐵, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 2,

|𝜓𝑖+𝑛⟩ =|3⟩𝐴
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−1

∑
𝑗=1

𝑤𝑖𝑗
𝑛−1|𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 2,

|𝜓𝑖+2𝑛−2⟩ =
⎛
⎜
⎜
⎝

3

∑
𝑗=1

𝑤𝑖𝑗
3 |𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐴

|0⟩𝐵, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 2,

|𝜓𝑖+2𝑛⟩ = (|1⟩ + |2⟩)𝐴
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−2

∑
𝑗=1

𝑤𝑖𝑗
𝑛−2|𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 3,

|𝜓𝑖+3𝑛−2⟩ = (|1⟩ − |2⟩)𝐴
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−2

∑
𝑗=1

𝑤𝑖𝑗
𝑛−2|𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

, 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 3,

|𝑆⟩ = (|0⟩ + |1⟩ + |2⟩ + |3⟩)𝐴 (|0⟩ + |1⟩ + ⋯ + |𝑛 − 1⟩)𝐵 .

(3.25)

我们有如下引理：
引理 3.8 在 ℂ4 ⊗ℂ𝑛中，公式(3.25)给出的不可扩充乘积基可以借助于 ℂ2 ⊗

ℂ2中的一个最大纠缠态来完成局部区分。
证明 令 Alice 和 Bob 两个人分享 ℂ2 ⊗ ℂ2 中的一个最大纠缠态 |𝜓⟩𝑎𝑏 =

|0⟩𝑎|0⟩𝑏 + |1⟩𝑎|1⟩𝑏，那么最开始的态为：

|𝜓𝑖⟩ → |𝜓𝑖⟩|𝜓⟩𝑎𝑏, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 4𝑛 − 5;

|𝑆⟩ → |𝑆⟩|𝜓⟩𝑎𝑏,
(3.26)

其中 𝑎和 𝑏分别是 Alice和 Bob的辅助系统，那么区分过程如下:
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步骤 1 Alice进行测量

{𝑀1 =|0⟩𝐴⟨0| ⊗ |0⟩𝑎⟨0| + |1⟩𝐴⟨1| ⊗ |0⟩𝑎⟨0|

+ |2⟩𝐴⟨2| ⊗ |0⟩𝑎⟨0| + |3⟩𝐴⟨3| ⊗ |1⟩𝑎⟨1|;

𝑀2 =|0⟩𝐴⟨0| ⊗ |1⟩𝑎⟨1| + |1⟩𝐴⟨1| ⊗ |1⟩𝑎⟨1|

+ |2⟩𝐴⟨2| ⊗ |1⟩𝑎⟨1| + |3⟩𝐴⟨3| ⊗ |0⟩𝑎⟨0|}.

如果点击𝑀1（即𝑀1作用在公式(3.26)上），那么测量后的态为

|𝜓𝑖⟩ →|0⟩𝐴
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−2

∑
𝑗=0

𝑤𝑖𝑗
𝑛−1|𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

|0⟩𝑎|0⟩𝑏, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 2;

|𝜓𝑖+𝑛−2⟩ →
⎛
⎜
⎜
⎝

2

∑
𝑗=0

𝑤𝑖𝑗
3 |𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐴

|𝑛 − 1⟩𝐵|0⟩𝑎|0⟩𝑏, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 2;

|𝜓𝑖+𝑛⟩ →|3⟩𝐴
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−1

∑
𝑗=1

𝑤𝑖𝑗
𝑛−1|𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

|1⟩𝑎|1⟩𝑏, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 2;

|𝜓𝑖+2𝑛−2⟩ →
⎛
⎜
⎜
⎝

2

∑
𝑗=1

𝑤𝑖𝑗
3 |𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐴

|0⟩𝐵|0⟩𝑎|0⟩𝑏 + 𝑤3𝑖
3 |3⟩𝐴|0⟩𝐵|1⟩𝑎|1⟩𝑏, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 2;

|𝜓𝑖+2𝑛⟩ → (|1⟩ + |2⟩)𝐴
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−2

∑
𝑗=1

𝑤𝑖𝑗
𝑛−2|𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

|0⟩𝑎|0⟩𝑏, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 3;

|𝜓𝑖+3𝑛−2⟩ → (|1⟩ − |2⟩)𝐴
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−2

∑
𝑗=1

𝑤𝑖𝑗
𝑛−2|𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

|0⟩𝑎|0⟩𝑏, 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 3;

|𝑆⟩ → (|0⟩ + |1⟩ + |2⟩)𝐴 (|0⟩ + |1⟩ + ⋯ + |𝑛 − 1⟩)𝐵 |0⟩𝑎|0⟩𝑏

+ |3⟩𝐴 (|0⟩ + |1⟩ + ⋯ + |𝑛 − 1⟩)𝐵 |1⟩𝑎|1⟩𝑏.

(3.27)

步骤 2 Bob进行测量

{
{𝑀2,𝑖}𝑛−1

𝑖=1 ; 𝑀2,𝑛 = |𝑛 − 1⟩𝐵⟨𝑛 − 1| ⊗ |0⟩𝑏⟨0|; 𝑀2 = 𝕀 −
𝑛

∑
𝑖=1

𝑀2,𝑖}
,

其中 𝑀2,𝑖 = (∑𝑛−1
𝑗=1 𝑤𝑖𝑗

𝑛−1|𝑗⟩)𝐵 (∑𝑛−1
𝑗=1 𝑤𝑖𝑗

𝑛−1⟨𝑗|) ⊗ |1⟩𝑏⟨1|，1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 1。对于
1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 2，如果点击 𝑀2,𝑖，那么可区分出 |𝜓𝑖+𝑛⟩; 如果点击 𝑀2,𝑛−1，那么
|𝑆⟩ → |3⟩𝐴 (|1⟩ + ⋯ + |𝑛 − 1⟩)𝐵 |1⟩𝑎|1⟩𝑏；如果点击𝑀2,𝑛，那么剩下 {|𝜓𝑖+𝑛−2⟩}2

𝑖=1
和 |𝑆⟩ → (|0⟩ + |1⟩ + |2⟩)𝐴 (|𝑛 − 1⟩)𝐵 |0⟩𝑎|0⟩𝑏，很显然 Alice可以区分出这三个态；
如果点击𝑀2，那么剩下 {|𝜓𝑖⟩}𝑛−2

𝑖=1，{|𝜓𝑖+2𝑛−2⟩}2
𝑖=1，{|𝜓𝑖+2𝑛⟩}𝑛−3

𝑖=1，{|𝜓𝑖+3𝑛−2⟩}𝑛−3
𝑖=0，

|𝑆⟩ → (|0⟩ + |1⟩ + |2⟩)𝐴 (∑𝑛−2
𝑗=0 |𝑗⟩)𝐵

|0⟩𝑎|0⟩𝑏 + |3⟩𝐴|0⟩𝐵|1⟩𝑎|1⟩𝑏。
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步骤 3 Alice进行测量

{𝑀3 = |0⟩𝐴⟨0| ⊗ |0⟩𝑎⟨0|; 𝑀3 = 𝕀 − 𝑀3},

如果点击𝑀3，那么剩下 {|𝜓𝑖⟩}𝑛−2
𝑖=1 和 |𝑆⟩ → |0⟩𝐴 (∑𝑛−2

𝑗=0 |𝑗⟩)𝐵
|0⟩𝑎|0⟩𝑏，Bob可以区

分出这些态；如果点击𝑀3，那么剩下 {|𝜓𝑖+2𝑛−2⟩}2
𝑖=1，{|𝜓𝑖+2𝑛⟩}𝑛−3

𝑖=1，{|𝜓𝑖+3𝑛−2⟩}𝑛−3
𝑖=0，

|𝑆⟩ → (|1⟩ + |2⟩)𝐴 (∑𝑛−2
𝑗=0 |𝑗⟩)𝐵

|0⟩𝑎|0⟩𝑏 + |3⟩𝐴|0⟩𝐵|1⟩𝑎|1⟩𝑏。
步骤 4 Bob进行测量

{𝑀4 = |0⟩𝐵⟨0|; 𝑀4 = 𝕀 − 𝑀4},

如果点击 𝑀4，那么剩下 {|𝜓𝑖+2𝑛−2⟩}2
𝑖=1 和 |𝑆⟩ → (|1⟩ + |2⟩)𝐴|0⟩𝐵|0⟩𝑎|0⟩𝑏 +

|3⟩𝐴|0⟩𝐵|1⟩𝑎|1⟩𝑏。然后 Bob进行测量 {(|0⟩ + |1⟩)𝑏(⟨0| + ⟨1|); (|0⟩ − |1⟩)𝑏(⟨0| − ⟨1|)}，
点击其中任意一个测量算子，测量后 Bob部分有相同的态，Alice部分有相互正
交的态，从而 Alice可以区分出 {|𝜓𝑖+2𝑛−2⟩}2

𝑖=1 和 |𝑆⟩。如果点击𝑀4，那么剩下
{|𝜓𝑖+2𝑛⟩}𝑛−3

𝑖=1，{|𝜓𝑖+3𝑛−2⟩}𝑛−3
𝑖=0，|𝑆⟩ → (|1⟩ + |2⟩)𝐴 (∑𝑛−2

𝑗=1 |𝑗⟩)𝐵
|0⟩𝑎|0⟩𝑏。

步骤 5 Alice进行测量

{𝑀5 = (|1⟩ + |2⟩)𝐴(⟨1| + ⟨2|); 𝑀5 = 𝕀 − 𝑀5},

如果点击𝑀5，那么剩下 {|𝜓𝑖+2𝑛⟩}𝑛−3
𝑖=1 和 |𝑆⟩ → (|1⟩ + |2⟩)𝐴 (∑𝑛−2

𝑗=1 |𝑗⟩)𝐵
|0⟩𝑎|0⟩𝑏，

Bob可以区分出这些态；如果点击𝑀5，那么剩下 {|𝜓𝑖+3𝑛−2⟩}𝑛−3
𝑖=0，Bob也可以区

分出这些态。
如果在步骤 1中，Alice点击𝑀2，将会得到一个类似的区分过程，所以引理

得证。 ∎

接下来，我们考虑引理3.2所有的不可扩充乘积基的纠缠辅助区分。当 4 ⩽
𝑚 ⩽ 𝑛且 𝑚为偶数时，引理3.2给出的数目为 𝑚𝑛 − 2𝑚 + 4的不可扩充乘积基所下
所示。为了方便起见，我们记 𝜄 ≜ 𝑚

2。

|𝜓𝑖⟩ =|0⟩𝐴
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−2

∑
𝑗=0

𝑤𝑖𝑗
𝑛−1|𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 2;

|𝜓𝑖+𝑛−2⟩ =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑚−2

∑
𝑗=0

𝑤𝑖𝑗
𝑚−1|𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐴

|𝑛 − 1⟩𝐵, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚 − 2;

|𝜓𝑖+𝑚+𝑛−4⟩ =|𝑚 − 1⟩𝐴
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−1

∑
𝑗=1

𝑤𝑖𝑗
𝑛−1|𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 2;

|𝜓𝑖+𝑚+2𝑛−6⟩ =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑚−1

∑
𝑗=1

𝑤𝑖𝑗
𝑚−1|𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐴

|0⟩𝐵, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚 − 2;
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|𝜓𝑖+2𝑚+2𝑛−8⟩ =|1⟩𝐴
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−3

∑
𝑗=1

𝑤𝑖𝑗
𝑛−3|𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 4;

|𝜓𝑖+2𝑚+3𝑛−12⟩ =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑚−3

∑
𝑗=1

𝑤𝑖𝑗
𝑚−3|𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐴

|𝑛 − 2⟩𝐵, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚 − 4;

|𝜓𝑖+3𝑚+3𝑛−16⟩ =|𝑚 − 2⟩𝐴
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−2

∑
𝑗=2

𝑤𝑖𝑗
𝑛−3|𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 4;

|𝜓𝑖+3𝑚+4𝑛−20⟩ =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑚−2

∑
𝑗=2

𝑤𝑖𝑗
𝑚−3|𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐴

|1⟩𝐵, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚 − 4;

⋯

|𝜓𝑚𝑛−2𝑛+𝑖⟩ = (|𝜄 − 1⟩ + |𝜄⟩)𝐴
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−𝜄

∑
𝑗=𝜄−1

𝑤𝑖𝑗
𝑛−𝑚+2|𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 𝑚 + 1;

|𝜓𝑚𝑛−𝑛−𝑚+2+𝑖⟩ = (|𝜄 − 1⟩ − |𝜄⟩)𝐴
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛−𝜄

∑
𝑗=𝜄−1

𝑤𝑖𝑗
𝑛−𝑚+2|𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

, 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛 − 𝑚 + 1;

|𝑆⟩ = (|0⟩ + |1⟩ + ⋯ + |𝑚 − 1⟩)𝐴 (|0⟩ + |1⟩ + ⋯ + |𝑛 − 1⟩)𝐵 . (3.28)

首先我们证明公式(3.28)给出的不可扩充乘积基可以借助于 ℂ𝜄 ⊗ ℂ𝜄 中的一个最
大纠缠态来完成局部区分，然后我们再考虑 𝑚为奇数的情形。

定理 3.9 在 ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛中，引理3.2给出的不可扩充乘积基可以借助于 ℂ⌈ 𝑚
2 ⌉ ⊗

ℂ⌈ 𝑚
2 ⌉中的一个最大纠缠态来完成局部区分。
证明 令 𝑚 ⩾ 4为偶数，我们通过对 𝑚归纳来证明。当 𝑚 = 4时，我们在引

理3.8中已经证明了该定理成立。我们将公式(3.28)中的参数 𝑚全部替换为参数 𝑘，
并假设当 𝑘 = 𝑚 − 2时，公式(3.28)可以借助于 ℂ𝜄−1 ⊗ ℂ𝜄−1 中的一个最大纠缠态
来完成局部区分。我们只需证明当 𝑘 = 𝑚时，公式(3.28)可以借助于 ℂ𝜄 ⊗ ℂ𝜄中的
一个最大纠缠态来完成局部区分。
令Alice和Bob两个人分享ℂ𝜄⊗ℂ𝜄中的一个最大纠缠态 |𝜓⟩𝑎𝑏 = ∑𝜄−1

𝑖=0 |𝑖⟩𝑎|𝑖⟩𝑏，
那么最开始的态为：|𝜓𝑖⟩ → |𝜓𝑖⟩|𝜓⟩𝑎𝑏，1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚𝑛 − 2𝑚 + 3；|𝑆⟩ → |𝑆⟩|𝜓⟩𝑎𝑏。其
中 𝑎和 𝑏分别是 Alice和 Bob的辅助系统。Alice进行测量

{𝑀1 =|0⟩𝐴⟨0| ⊗ |0⟩𝑎⟨0| + |1⟩𝐴⟨1| ⊗ |0⟩𝑎⟨0| + ⋯ + |𝜄⟩𝐴⟨𝜄| ⊗ |0⟩𝑎⟨0|

+ |𝜄 + 1⟩𝐴⟨𝜄 + 1| ⊗ |1⟩𝑎⟨1| + ⋯ + |𝑚 − 1⟩𝐴⟨𝑚 − 1| ⊗ |𝜄 − 1⟩𝑎⟨𝜄 − 1|;

{𝑀𝑖 =
𝜄−1

∑
𝑗=0

|𝑗⟩𝐴⟨0| ⊗ |0⟩𝑎⟨0| +
𝜄−1

∑
𝑗=0

|𝜄 + 𝑗⟩𝐴⟨𝜄 + 𝑗| ⊗ |𝑗 + 𝑖 − 1⟩𝑎⟨𝑗 + 𝑖 − 1|}𝜄
𝑖=2}.

那么后面的过程与引理3.8类似，我们剩下 {|𝜓𝑖⟩}𝑚𝑛−2𝑚+3
𝑖=2𝑚+2𝑛−7 和 |𝑆⟩ →
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(∑𝜄−1
𝑗=1 |𝑗⟩)𝐴 (∑𝑛−2

𝑒=1 |𝑒⟩)𝐵
|0⟩𝑎|0⟩𝑏 + ∑𝜄−2

𝑗=0 |𝜄 + 𝑗⟩𝐴 (∑𝑛−2
𝑒=1 |𝑒⟩)𝐵

|𝑗⟩𝑎|𝑗⟩𝑏。由归纳假
设可知，上面这些态可以局部区分。从而公式(3.28)可以借助于 ℂ𝜄 ⊗ ℂ𝜄中的一个
最大纠缠态来完成局部区分。
当 𝑚 = 𝑛 ⩾ 3为奇数时，引理3.2给出的不可扩充乘积基可以借助于 ℂ⌈ 𝑚

2 ⌉ ⊗
ℂ⌈ 𝑚

2 ⌉中的一个最大纠缠态来完成局部区分。当 3 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛，且 𝑚为奇数时，采用
相同的方法，我们可以证明该定理也成立。综上，定理得证。 ∎

当 𝑚 ⩽ 𝑛时，通过隐形传态协议，ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛中任意一组正交态都可以借助于
ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑚 中的一个最大纠缠态来完成局部区分 [49,98]，这说明我们的区分协议所
消耗的纠缠资源比隐形传态协议所消耗的要少。注意 Gentiles2不可扩充乘积基
也可以借助于ℂ⌈ 𝑚

2 ⌉ ⊗ℂ⌈ 𝑚
2 ⌉中的一个最大纠缠态来完成局部区分 [42]，但Gentiles2

不可扩充乘积基的数目与引理3.2中的不可扩充乘积基的数目不同，因此我们猜
测，当 𝑚 ⩽ 𝑛时，ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛中所有不可扩充乘积基都可以借助于 ℂ⌈ 𝑚

2 ⌉ ⊗ ℂ⌈ 𝑚
2 ⌉中

的一个最大纠缠态来完成局部区分。

3.7 本章小结
本章中，我们建立了两体系统中的不可扩充乘积基与砖块结构之间的关系，

利用这个关系，我们构造了两体系统中一系列较大数目的不可扩充乘积基，由此
回答了文献 [39]中的一个公开问题。我们同样将这种方法推广到了多体系统，即
利用多维超立方体的分解来构造多体系统中的不可扩充乘积基，并成功地构造
了三体和四体系统中数目较大的不可扩充乘积基。此外，由于不可扩充乘积基是
局部不可区分的，我们研究了两体系统中的不可扩充乘积基的纠缠辅助区分。下
面我们给出几个遗留的问题：

1. 对于任何的 𝑁 ⩾ 5，𝑑𝑖 ⩾ 3，1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁，是否可以利用多维超立方体的分
解来构造 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的不可扩充乘积基？

2. 利用多维超立方体的分解来构造的不可扩充乘积基的最小数目是多少？
3. 对于 𝑚 ⩽ 𝑛，ℂ𝑚 ⊗ ℂ𝑛 中所有的不可扩充乘积基是否都可以借助于 ℂ⌈ 𝑚

2 ⌉ ⊗
ℂ⌈ 𝑚

2 ⌉中的一个最大纠缠态来完成局部区分？
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第 4章 强量子非局域性
强量子非局域性可以阻止合谋情形下的信息获取，从而进一步提高信息的安

全性。本章将研究具有强量子非局域性的正交集。4.1节介绍了强量子非局域性
的研究背景及其现状。4.2节介绍了强量子非局域性的基本概念和主要方法。4.3
节构造了三体、四体和五体系统中的强非局域的正交乘积集。4.4节证明了 3.4节
和 3.5节中的不可扩充乘积基具有强量子非局域性。4.5节给出了𝑁 体齐次系统
中的强非局域的正交纠缠集。4.6节为本章小结。

4.1 引言
量子非局域性是量子力学中最重要的性质之一。如果纠缠态违反 Bell型不

等式，那么它具有 Bell型非局域性 [1-2]。如果一组正交态是局部不可区分的，那么
这组正交态也具有量子非局域性，但与 Bell型非局域性不同，原因是 Bell型非局
域性只发生在纠缠态中，而基于局部不可区分性的非局域性不限于于此。Bennett
等人 [3]首先在 ℂ3 ⊗ ℂ3 中构造了一个局部不可区分的正交乘积基，这表明了无
纠缠的量子非局域性现象。后来，局部不可区分的正交乘积集和正交纠缠集被广
泛地研究 [4-21]。当信息被编码在复合子系统中一个局部不可区分的集合中时，这
个信息将不能通过 LOCC操作在空间分离的子系统之间完全检索。因此，局部
不可区分性可用于量子数据隐藏 [22-25] 和量子秘密共享 [26-28]。
最近，Halder等人 [43]引入了局部不可约性和强量子非局域性的概念。如果

通过正交保持的局部测量不能从一组多体正交态中消除一个或多个态，那么这
组正交态被称为局部不可约的。一个局部不可约集一定是一个局部不可区分集，
反之则不一定成立。此外，如果一组多体正交态在任意两体划分下都是局部不可
约的，那么它被称为强非局域的。Halder等人在 ℂ3 ⊗ ℂ3 ⊗ ℂ3和 ℂ4 ⊗ ℂ4 ⊗ ℂ4

中分别构造了强非局域的正交乘积基，这表明了无纠缠的强量子非局域性现象。
此外 Halder等人提出了几个公开问题:

1. 对于任何𝑁 ⩾ 4，𝑑 ⩾ 3，如何构造 (ℂ𝑑)⊗𝑁 中强非局域的正交乘积集？
2. 是否存在强非局域的不可扩充乘积基？
3. 是否存在强非局域的正交纠缠集？

之后，对于 𝑑 ⩾ 3，Yuan等人 [95]在ℂ𝑑 ⊗ℂ𝑑 ⊗ℂ𝑑和ℂ𝑑 ⊗ℂ𝑑 ⊗ℂ𝑑+1中分别构造了
数目为 6(𝑑 − 1)2和 6𝑑2 − 8𝑑 + 4的强非局域的正交乘积集（非不可扩充乘积基），
并在 ℂ3 ⊗ ℂ3 ⊗ ℂ3 ⊗ ℂ3和 ℂ4 ⊗ ℂ4 ⊗ ℂ4 ⊗ ℂ4中分别构造了强非局域的正交乘积
基 [95]。利用图的连通性，当 𝑑 ⩾ 3为奇数（偶数）时，Li等人 [96]在 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑
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中构造了数目为 𝑑3 − (𝑑 − 2)2（𝑑3 − (𝑑 − 2)2 + 2）的强非局域的正交真实纠缠集。
此外，强量子非定域性的概念也被扩展到更一般的情形 [97-98,100-101,124]。尽管如
此，上述 3个问题没有被完全解决。

4.2 准备工作
在本节中，我们将介绍 Halder等人 [43]提出的局部不可约性和强量子非局域

性的概念，并给出证明强量子非局域性的方法。

4.2.1 局部不可约性和强量子非局域性
在本章中，我们只考虑纯态，为了简单起见，我们不归一化态和算子。下面

我们介绍局部不可约性的概念。
定义 4.1 在 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中，如果通过正交保持的局部测量不能

从一组多体正交态中消除一个或多个态，那么这组正交态被称为局部不可约的。
一个局部可约的正交集意味着可以通过正交保持的局部测量将这个集合分

成一些真子集。由定义可知，局部不可约性可以推出局部不可区分性，反之则不
然。例如，考虑 ℂ2 ⊗ ℂ3中的一组正交态：

|𝜓1,2⟩ = |0⟩𝐴|0⟩𝐵 ± |1⟩𝐴|1⟩𝐵, |𝜓3,4⟩ = |0⟩𝐴|1⟩𝐵 ± |1⟩𝐴|0⟩𝐵,

|𝜓5⟩ = |0⟩𝐴|2⟩𝐵,
(4.1)

由于 Bell 基 {|𝜓𝑖⟩}4
𝑖=1 是局部不可区分的 [120]，公式(4.1)给出的 {|𝜓𝑖⟩}5

𝑖=1 也是
局部不可区分的。然而，{|𝜓𝑖⟩}5

𝑖=1 是局部可约的，这是因为 Bob可以使用测量
{|2⟩𝐵⟨2|, 𝕀𝐵 − |2⟩𝐵⟨2|}分别消除 {|𝜓𝑖⟩}4

𝑖=1和 |𝜓5⟩。
如何证明一组多体正交态是局部不可约的？这里存在一个充分条件 [43]：对

于一组多体正交态，如果作用在任何单体子系统上的任何正交保持的局部测量
是平凡的，那么这组多体正交态是局部不可约的。例如，对于 Bell基 {|𝜓𝑖⟩}4

𝑖=1，
假设 Alice进行一个正交保持的局部测量 {𝐸 = 𝑀†𝑀}，且每个 POVM元素 𝐸在
基 {|0⟩, |1⟩}下可以表示为一个 2 × 2的矩阵：

𝐸 =
(

𝑎0,0 𝑎0,1

𝑎1,0 𝑎1,1)
.

那么测量后的态 {𝑀 ⊗ 𝕀𝐵|𝜓𝑘⟩}4
𝑘=1是相互正交的，即对于任何 1 ⩽ 𝑖 ≠ 𝑗 ⩽ 4，有

⟨𝜓𝑖|𝐸 ⊗ 𝕀𝐵|𝜓𝑗⟩ = 0.

我们需要利用上述正交关系证明 𝐸 ∝ 𝕀。由于 ⟨𝜓1|𝐸 ⊗ 𝕀𝐵|𝜓2⟩ = 0，这推出
𝑎0,0 = 𝑎1,1。此外，由于 ⟨𝜓1|𝐸⊗𝕀𝐵|𝜓3⟩ = ⟨𝜓1|𝐸⊗𝕀𝐵|𝜓4⟩ = 0，我们得到 𝑎0,1±𝑎1,0 = 0，
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这推出 𝑎0,1 = 𝑎1,0 = 0。那么 𝐸 ∝ 𝕀，则该正交保持的局部测量是平凡的。由于
Bell基的对称性，我们同样可以证明 Bob进行的正交保持的局部测量也是平凡
的。因此，Bell基是局部不可约的。在本章中，我们主要利用此方法证明局部不
可约性。下面我们介绍强量子非局域性。
定义 4.2 在 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中，如果一组多体正交态在任意两体划

分下都是局部不可约的，那么这组正交态被称为强非局域的。
下面我们给出一个证明强量子非局域性的引理。
引理 4.1 假设 {|𝜓⟩} 是 ⊗𝑁

𝑖=1ℋ𝐴𝑖 中的一组正交态。定义 𝐵1 ∶=
{𝐴2𝐴3 ⋯ 𝐴𝑁}，𝐵2 ∶= {𝐴3 ⋯ 𝐴𝑁𝐴1}，𝐵3 ∶= {𝐴4 ⋯ 𝐴𝑁𝐴1𝐴2}，⋯，𝐵𝑁 ∶=
{𝐴1 ⋯ 𝐴𝑁−1}。对于任何 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁，如果 𝐵𝑖 进行的任何正交保持的局部测
量是平凡的，那么 {|𝜓⟩}是强非局域的。
证明 对于任何非平凡的两体划分𝐴𝑖1 ⋯ 𝐴𝑖𝑗 |𝐴𝑖𝑗+1 ⋯ 𝐴𝑖𝑁，其中 (𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁 )

是 (1, 2, ⋯ , 𝑁)的一个置换，且 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑁 − 1，则一定存在 𝑟, 𝑠 ∈ {1, 2, ⋯ , 𝑛}，使
得 𝐴𝑖1 ⋯ 𝐴𝑖𝑗 ⊂ 𝐵𝑟和 𝐴𝑖𝑗+1 ⋯ 𝐴𝑖𝑛 ⊂ 𝐵𝑠。因此，𝐴𝑖1 ⋯ 𝐴𝑖𝑗 和 𝐴𝑖𝑗+1 ⋯ 𝐴𝑖𝑛 进行的正交
保持的局部测量一定是平凡的。 ∎

本章中，我们主要利用此引理证明强量子非局域性。根据此引理，当 𝑁 较
大时，我们需要验证每个 𝐵𝑖 进行的正交保持的局部测量是平凡的。如果 {|𝜓⟩}
在子系统的循环置换下都有相同的结构，那么我们只需验证其中一个 𝐵𝑖 进行的
正交保持的局部测量是平凡的，这将大大降低计算难度。因此在本章中，我们所
构造的 {|𝜓⟩}，在子系统的循环置换下都有相同的结构。

4.2.2 证明的基本方法
当正交态非常多的时候，测量后有很多的正交关系，证明正交保持的局部测

量是平凡的将非常困难。因此，针对一难点，我们将给出两个重要的引理。在此
之前，我们简化一下记号。
记ℋ𝑛为 𝑛维 Hilbert空间，并令 {|0⟩, |1⟩, ⋯ , |𝑛 − 1⟩}为ℋ𝑛中的一组计算基。

对于任何作用在 ℋ𝑛 上的算子𝑀，我们记矩阵𝑀 为算子𝑀 在计算基下的矩阵
表示，一般情况下，我们不区分算子𝑀 和矩阵𝑀。我们可以把一个 𝑛 × 𝑛的矩
阵 𝐸 表示为 𝐸 ∶= ∑𝑛−1

𝑖=0 ∑𝑛−1
𝑗=0 𝑎𝑖,𝑗|𝑖⟩⟨𝑗|。令 𝒮, 𝒯 ⊆ {|0⟩, |1⟩, ⋯ , |𝑛 − 1⟩}，我们记

𝒮𝐸𝒯 ∶= ∑
|𝑠⟩∈𝒮

∑
|𝑡⟩∈𝒯

𝑎𝑠,𝑡|𝑠⟩⟨𝑡|.

这意味着 𝒮𝐸𝒯 为 𝐸的子矩阵，其中行坐标为 𝒮，列坐标为 𝒯。为了简单起见，当
𝒮 = 𝒯 时，我们记 𝐸𝒮 ∶= 𝒮𝐸𝒮。给定一个集合 𝒮 ⊆ {|0⟩, |1⟩, ⋯ , |𝑛 − 1⟩}和一个
正交集 {|𝜓𝑖⟩}𝑖∈ℤ𝑠，对于任何 𝑖 ∈ ℤ𝑠，如果 |𝜓𝑖⟩是 𝒮 中态的线性组合，那么称正
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交集 {|𝜓𝑖⟩}𝑖∈ℤ𝑠 由 𝒮 生成。记 span 𝒮 为 𝒮 生成的子空间，dim(span 𝒮)为这个子
空间的维数。现在，我们给出两个基本的引理。
引理 4.2 设一个 𝑛 × 𝑛 的矩阵 𝐸 = (𝑎𝑖,𝑗)𝑖,𝑗∈ℤ𝑛 是 Hermitian 算子 𝐸 在基

ℬ ∶= {|0⟩, |1⟩, ⋯ , |𝑛 − 1⟩}下的矩阵表示。给定 ℬ的两个非空不相交子集 𝒮 和 𝒯，
假设 {|𝜓𝑖⟩}𝑠−1

𝑖=0，{|𝜙𝑗⟩}𝑡−1
𝑗=0 分别为 𝒮 和 𝒯 生成的正交集，其中 𝑠 = |𝒮|，𝑡 = |𝒯 |。

对于任何 𝑖 ∈ ℤ𝑠，𝑗 ∈ ℤ𝑡，如果 ⟨𝜓𝑖|𝐸|𝜙𝑗⟩ = 0，那么 𝒮𝐸𝒯 = 0和 𝒯 𝐸𝒮 = 0。
证明 由于 {|𝜓𝑖⟩}𝑠−1

𝑖=0，{|𝜙𝑗⟩}𝑡−1
𝑗=0 分别为 𝒮 和 𝒯 生成的正交集，且

dim(span 𝒮) = 𝑠，dim(span 𝒯 ) = 𝑡，这推出

span{|𝜓0⟩, |𝜓1⟩, ⋯ , |𝜓𝑠−1⟩} = span 𝒮,

span{|𝜙0⟩, |𝜙1⟩, ⋯ , |𝜙𝑡−1⟩} = span 𝒯 .
(4.2)

对于任何的 |𝑘⟩ ∈ 𝒮 和 |ℓ⟩ ∈ 𝒯，由公式(4.2)可知，它们分别是 {|𝜓𝑖⟩}𝑠−1
𝑖=0 和

{|𝜙𝑗⟩}𝑡−1
𝑗=0 的线性组合。然后根据给定的条件，对于任何 𝑖 ∈ ℤ𝑠，𝑗 ∈ ℤ𝑡，有

⟨𝜓𝑖|𝐸|𝜙𝑗⟩ = 0，我们得到
𝑎𝑘,ℓ = ⟨𝑘|𝐸|ℓ⟩ = 0.

这意味着 𝒮𝐸𝒯 = 0。由于 𝐸† = 𝐸，我们也有 𝒯 𝐸𝒮 = 0。 ∎

引理 4.3 设一个 𝑛 × 𝑛 的矩阵 𝐸 = (𝑎𝑖,𝑗)𝑖,𝑗∈ℤ𝑛 是 Hermitian 算子 𝐸 在
基 ℬ ∶= {|0⟩, |1⟩, ⋯ , |𝑛 − 1⟩} 下的矩阵表示。给定 ℬ 的一个非空子集 𝒮 ∶=
{|𝑢0⟩, |𝑢1⟩, ⋯ , |𝑢𝑠−1⟩}，令 {|𝜓𝑗⟩}𝑠−1

𝑗=0 为 𝒮 生成的正交集。对于任何 𝑖 ≠ 𝑗 ∈ ℤ𝑠，
假设 ⟨𝜓𝑖|𝐸|𝜓𝑗⟩ = 0。如果存在态 |𝑢𝑡⟩ ∈ 𝒮，使得 {|𝑢𝑡⟩}𝐸𝒮⧵{|𝑢𝑡⟩} = 0，且对于任何
𝑗 ∈ ℤ𝑠，⟨𝑢𝑡|𝜓𝑗⟩ ≠ 0，那么 𝐸𝒮 ∝ 𝕀𝒮。（注意，如果 {|𝜓𝑗⟩}𝑠−1

𝑗=0 为 Fourier基，即
|𝜓𝑗⟩ = ∑𝑠−1

𝑖=0 𝑤𝑖𝑗
𝑠 |𝑢𝑖⟩，那么对于任何 𝑗 ∈ ℤ𝑠，一定满足 ⟨𝑢𝑡|𝜓𝑗⟩ ≠ 0。）

证明 不失一般性，对于任何 𝑖 ∈ ℤ𝑠，我们可以假设 |𝑢𝑖⟩ = |𝑖⟩。在这个假
设下，每个态 {|𝜓𝑗⟩}𝑠−1

𝑗=0 可以表示为 {|𝑖⟩}𝑠−1
𝑖=0 的线性组合，即 |𝜓𝑗⟩ = ∑𝑠−1

𝑖=0 ℎ𝑖,𝑗|𝑖⟩。
态集 {|𝜓𝑗⟩ = ∑𝑠−1

𝑖=0 ℎ𝑖,𝑗|𝑖⟩}𝑠−1
𝑗=0 可以归一化为 {|𝜑𝑗⟩ = ∑𝑠−1

𝑖=0 ℎ̃𝑖,𝑗|𝑖⟩}𝑠−1
𝑗=0，那么 𝐻 ∶=

(ℎ̃𝑖,𝑗)𝑖,𝑗∈ℤ𝑠 是一个 𝑠 × 𝑠的酉矩阵。令

𝐹 =
(

𝐻 0𝑠×(𝑛−𝑠)

0(𝑛−𝑠)×𝑠 0(𝑛−𝑠)×(𝑛−𝑠))

是一个 𝑛 × 𝑛的矩阵。我们可以在空间 ℋ𝑛上定义一个算子，

𝐹 =
𝑠−1

∑
𝑖=0

𝑠−1

∑
𝑗=0

ℎ̃𝑖,𝑗|𝑖⟩⟨𝑗|.

那么矩阵 𝐹 就是算子 𝐹 在基 {|0⟩, |1⟩, ⋯ , |𝑛 − 1⟩}下的矩阵表示。
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态集 {|𝜑𝑗⟩ = ∑𝑠−1
𝑖=0 ℎ̃𝑖,𝑗|𝑖⟩}𝑠−1

𝑗=0 可以写成 {|𝜑𝑗⟩ = 𝐹 |𝑗⟩}𝑠−1
𝑗=0。对于任何 𝑖 ≠ 𝑗 ∈

ℤ𝑠，由于 ⟨𝜓𝑖|𝐸|𝜓𝑗⟩ = 0，这意味着 ⟨𝜑𝑖|𝐸|𝜑𝑗⟩ = 0。对于任何 𝑖 ≠ 𝑗 ∈ ℤ𝑠，我们有

⟨𝑖|𝐹 †𝐸𝐹 |𝑗⟩ = 0. (4.3)

公式(4.3)意味着
𝐻†𝐸𝒮𝐻 = diag(𝛼0 𝛼1 ⋯ 𝛼𝑠−1),

其中对于任何 𝑖 ∈ ℤ𝑠，𝛼𝑖 ∈ ℂ。由于𝐻 是一个酉矩阵，我们有

𝐸𝒮𝐻 = 𝐻 diag(𝛼0 𝛼1 ⋯ 𝛼𝑠−1).

由于 {|𝑡⟩}𝐸𝒮⧵{|𝑡⟩} = 0，即 𝐸𝒮 的第 𝑡 行为 (0 0 ⋯ 𝑎𝑡,𝑡 ⋯ 0)，𝐸𝒮𝐻 的第 𝑡 行是
(𝑎𝑡,𝑡ℎ̃𝑡,0 𝑎𝑡,𝑡ℎ̃𝑡,1 ⋯ 𝑎𝑡,𝑡ℎ̃𝑡,𝑡 ⋯ 𝑎𝑡,𝑡ℎ̃𝑡,𝑠−1)。此外，𝐻 diag(𝛼0 𝛼1 ⋯ 𝛼𝑠−1) 的第 𝑡 行是
(𝛼0ℎ̃𝑡,0 𝛼1ℎ̃𝑡,1 ⋯ 𝛼𝑠−1ℎ̃𝑡,𝑠−1)。对于任何 𝑗 ∈ ℤ𝑠，那么 𝑎𝑡,𝑡ℎ̃𝑡,𝑗 = 𝛼𝑗ℎ̃𝑡,𝑗。对于任何
𝑗 ∈ ℤ𝑠，由于 ⟨𝑡|𝜓𝑗⟩ = ℎ𝑡,𝑗 ≠ 0，即对于任何 𝑗 ∈ ℤ𝑠，ℎ̃𝑡,𝑗 ≠ 0。因此对于任何
𝑗 ∈ ℤ𝑠，我们都有 𝛼𝑗 = 𝑎𝑡,𝑡。从而

𝐸𝒮 = 𝐻 diag(𝑎𝑡,𝑡 𝑎𝑡,𝑡 ⋯ 𝑎𝑡,𝑡)𝐻† = diag(𝑎𝑡,𝑡 𝑎𝑡,𝑡 ⋯ 𝑎𝑡,𝑡).

即 𝐸𝒮 ∝ 𝕀𝒮。 ∎

在下一节中，我们将看到这两个引理在证明强量子非局域性时非常高效。

4.3 强非局域的正交乘积集
在本节中，我们将给出三体、四体和五体系统中强非局域的正交乘积集的构

造。由于在3.4和3.5节中，我们给出了三维和四维超立方体的分解，并给出了对
应乘积态。在本节中，我们将证明这些三维和四维超立方体最外层 (即第 𝑛 = 0
层)所对应的乘积集是强非局域的。此外我们将给出五维超立方体的分解，并用
同样的方式构造强非局域的正交乘积集。

4.3.1 三体系统中强非局域的正交乘积集
我们通过一个例子开始。在ℂ3⊗ℂ3⊗ℂ3中，由图3.11和公式(3.1)可知，3×3×3

立方体的最外层对应的乘积态为：

𝒞1 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|0⟩𝐵|𝜂𝑗⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ2 × ℤ2},

𝒞2 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|𝜂𝑗⟩𝐵|2⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ2 × ℤ2},

𝒞3 ∶= {|2⟩𝐴|𝜉𝑖⟩𝐵|𝜂𝑗⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ2 × ℤ2},

𝒞4 ∶= {|2⟩𝐴|2⟩𝐵|2⟩𝐶},
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𝒟1 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|2⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ2 × ℤ2},

𝒟2 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|𝜉𝑗⟩𝐵|0⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ2 × ℤ2},

𝒟3 ∶= {|0⟩𝐴|𝜂𝑖⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ2 × ℤ2},

𝒟4 ∶= {|0⟩𝐴|0⟩𝐵|0⟩𝐶},

(4.4)

其中 |𝜂𝑠⟩𝑋 = |0⟩𝑋 +(−1)𝑠|1⟩𝑋，|𝜉𝑠⟩𝑋 ∶= |1⟩𝑋 +(−1)𝑠|2⟩𝑋，𝑠 ∈ ℤ2，𝑋 ∈ {𝐴, 𝐵, 𝐶}。
现在我们证明 ∪4

𝑖=1(𝒞𝑖 ∪ 𝒟𝑖)具有强量子非局域性。

00 01 02 12 11 10 20 21 22

BC

0

1

2

A
𝒞1 𝒞2

𝒟1

𝒞4𝒞3

𝒟2𝒟3𝒟4

图 4.1 公式(4.4)给出的 ∪4
𝑖=1{𝒞𝑖, 𝒟𝑖}在两体划分 𝐴|𝐵𝐶 下对应的 3 × 9网格。例如，𝒞1 对应

于 2 × 2网格 {1, 2}𝐴 × {00, 01}𝐵𝐶。此外，对于 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 4，𝒞𝑖 与 𝒟𝑖 是对称的。

例 4.1 在 ℂ3 ⊗ ℂ3 ⊗ ℂ3中，公式(4.4)给出的 ∪4
𝑖=1(𝒞𝑖 ∪ 𝒟𝑖)是一个强非局域

的正交乘积集，且 | ∪4
𝑖=1 (𝒞𝑖 ∪ 𝒟𝑖)| = 26。

证明 这 8个子集 ∪4
𝑖=1{𝒞𝑖, 𝒟𝑖}在两体划分 𝐴|𝐵𝐶 下对应于图4.1中 3 × 9网

格的 8块。由于这 8个子集 ∪4
𝑖=1{𝒞𝑖, 𝒟𝑖}在任意两体划分 {𝐴|𝐵𝐶, 𝐶|𝐴𝐵, 𝐵|𝐶𝐴}

下都对应于与图4.1相同的结构，我们只需要考虑图4.1。
令 𝐵 和 𝐶 一起进行一个正交保持的局部测量 {𝐸 = 𝑀†𝑀}，其中 𝐸 =

(𝑎𝑖𝑗,𝑘ℓ)𝑖,𝑗,𝑘,ℓ∈ℤ3，那么测量后的态 {𝕀𝐴 ⊗ 𝑀|𝜓⟩||𝜓⟩ ∈ ∪4
𝑖=1(𝒞𝑖, 𝒟𝑖)}是相互正交的，

即
0 =𝐴⟨𝜙1|𝐵⟨𝜙2|𝐶⟨𝜙3|𝕀𝐴 ⊗ 𝐸|𝜓1⟩𝐴|𝜓2⟩𝐵|𝜓3⟩𝐶

=⟨𝜙1|𝜓1⟩𝐴(𝐵⟨𝜙2|𝐶⟨𝜙3|𝐸|𝜓2⟩𝐵|𝜓3⟩𝐶 ),
(4.5)

其中 |𝜙1⟩𝐴|𝜙2⟩𝐵|𝜙3⟩𝐶 ≠ |𝜓1⟩𝐴|𝜓2⟩𝐵|𝜓3⟩𝐶 ∈ ∪4
𝑖=1(𝒞𝑖 ∪ 𝒟𝑖)。通过观察可知，如果

⟨𝜙1|𝜓1⟩𝐴 ≠ 0，那么 𝐵⟨𝜙2|𝐶⟨𝜙3|𝐸|𝜓2⟩𝐵|𝜓3⟩𝐶 = 0。我们的目的是通过这个观察来
证明 𝐸 ∝ 𝕀。
下面我们介绍几个符号。令 𝒮 = {|𝜓1⟩𝐴|𝜓2⟩𝐵|𝜓3⟩}为一个三体系统中的正

交乘积集，定义

𝒮(|𝜓⟩𝐴) ∶= {|𝜓2⟩𝐵|𝜓3⟩𝐶 ∶ |𝜓⟩𝐴|𝜓2⟩𝐵|𝜓3⟩𝐶 ∈ 𝒮}.

此外，将 𝒮 (𝐴) 定义为 𝒮(|𝜓⟩𝐴) 的支撑集，即它生成 𝒮(|𝜓⟩𝐴)，且 𝒮 (𝐴) ⊂
{|𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶}𝑗,𝑘∈ℤ3。例如，在公式(4.4)中，𝒞1 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|0⟩𝐵|𝜂𝑗⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ2 × ℤ2}，
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那么 𝒞1(|𝜉1⟩𝐴) = {|0⟩𝐴|𝜂𝑗⟩𝐶}𝑗∈ℤ2，𝒞
(𝐴)
1 = {|0⟩𝐵|0⟩𝐶 , |0⟩𝐵|1⟩𝐶}，且 𝒞1(|𝜉1⟩𝐴)由 𝒞(𝐴)

1
生成。实际上，{𝒞(𝐴)

𝑖 , 𝒟(𝐴)
𝑖 }4

𝑖=1可以很容易地通过图4.1观察得到，它们是图4.1中
{𝒞𝑖, 𝒟𝑖}4

𝑖=1在 𝐵𝐶 部分的投影集。
令 𝒱 ∶= {|𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶}𝑗,𝑘∈ℤ3 为 𝐵𝐶 所属空间的计算基，我们发现 𝒱 是 4个互

不相交的子集 𝒞(𝐴)
1 , 𝒞(𝐴)

2 , 𝒞(𝐴)
3 , 𝒞(𝐴)

4 的并集，即

𝒱 = 𝒞(𝐴)
1 ∪ 𝒞(𝐴)

2 ∪ 𝒞(𝐴)
3 ∪ 𝒞(𝐴)

4 , 且 𝒞(𝐴)
𝑖 ∩ 𝒞(𝐴)

𝑗 = ∅

其中 𝑖 ≠ 𝑗。
步骤 1 取任意的 |𝛷1⟩ ∈ 𝒞1(|𝜉0⟩𝐴)，|𝛷2⟩ ∈ 𝒞2(|𝜉0⟩𝐴)，|𝛷3⟩ ∈ 𝒞3(|2⟩𝐴)，|𝛷4⟩ ∈
𝒞4(|2⟩𝐴)，由于 |𝜉0⟩𝐴，|𝜉0⟩𝐴，|2⟩𝐴，|2⟩𝐴相互不正交，通过公式(4.5)，我们得到

⟨𝛷𝑖|𝐸|𝛷𝑗⟩ = 0, 1 ⩽ 𝑖 ≠ 𝑗 ⩽ 4.

注意 𝒞1(|𝜉0⟩𝐴)，𝒞2(|𝜉0⟩𝐴)，𝒞3(|2⟩𝐴)，𝒞4(|2⟩𝐴)分别由 𝒞(𝐴)
1 ，𝒞(𝐴)

2 ，𝒞(𝐴)
3 ，𝒞(𝐴)

4 生成。
对 {𝒞1(|𝜉0⟩𝐴), 𝒞2(|𝜉0⟩𝐴), 𝒞3(|2⟩𝐴), 𝒞4(|2⟩𝐴)}中任意两个元素运用引理 4.2，我们得
到

𝒞(𝐴)
𝑖

𝐸𝒞(𝐴)
𝑗

= 0, 1 ⩽ 𝑖 ≠ 𝑗 ⩽ 4.

因此，𝐸 是一个分块对角矩阵，即

𝐸 = 𝐸𝒞(𝐴)
1

⊕ 𝐸𝒞(𝐴)
2

⊕ 𝐸𝒞(𝐴)
3

⊕ 𝐸𝒞(𝐴)
4

.

参见图4.2(I)。
步骤 2对 𝒟4(|0⟩𝐴)和 𝒟3(|0⟩𝐴)运用引理4.2，我们得到 {|0⟩𝐵|0⟩𝐶 }𝐸𝒟(𝐴)

3
= 0。由于

𝒞(𝐴)
1 ⧵{|0⟩𝐵|0⟩𝐶} ⊂ 𝒟(𝐴)

3 ，我们也可以得到 {|0⟩𝐵|0⟩𝐶 }𝐸𝒞(𝐴)
1 ⧵{|0⟩𝐵|0⟩𝐶 } = 0。对 𝒞1(|𝜉0⟩𝐴)

00 01 02 12 11 10 20 21 22

0

1

2

(I) (II)

(III)(IV)

步骤 1

步骤 2

步骤 3

步骤 4

图 4.2 例4.1中强量子非局域性的证明步骤。
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运用引理 4.3，我们得到
𝐸𝒞(𝐴)

1
= 𝑎𝕀𝒞(𝐴)

1
.

参见图4.2(II)。
步骤 3 由图4.2(II) 可知，{|0⟩𝐵|1⟩𝐶 }𝐸𝒟(𝐴)

3 ⧵{|0⟩𝐵|1⟩𝐶 } = 0。对集合 𝒟3(|0⟩𝐴) 运用引
理4.3，我们有 𝐸𝒟(𝐴)

3
= 𝑏𝕀𝒟(𝐴)

3
。注意 𝒟(𝐴)

3 ∩ 𝒞(𝐴)
1 ≠ ∅，那么 𝑏 = 𝑎。所以

𝐸𝒞(𝐴)
1 ∪𝒟(𝐴)

3
= 𝑎𝕀𝒞(𝐴)

1 ∪𝒟(𝐴)
3

.

参见图4.2(III)。
步骤 4由于图4.1的对称性，我们可以得到 𝐸 = 𝑎𝕀。参见图4.2(IV)。 ∎

上述结构及其证明可以直接推广到高维系统。由公式(3.5)可知，立方体最外
层对应的乘积态为：

𝒞1 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|0⟩𝐵|𝜂𝑗⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐶 −1},

𝒞2 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|𝜂𝑗⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐵−1},

𝒞3 ∶= {|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴|𝜉𝑖⟩𝐵|𝜂𝑗⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1},

𝒞4 ∶= {|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶},

𝒟1 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐶 −1},

𝒟2 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|𝜉𝑗⟩𝐵|0⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐵−1},

𝒟3 ∶= {|0⟩𝐴|𝜂𝑖⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1},

𝒟4 ∶= {|0⟩𝐴|0⟩𝐵|0⟩𝐶},

(4.6)

其中 |𝜂𝑠⟩𝑋 = ∑𝑑𝑋−2
𝑡=0 𝑤𝑠𝑡

𝑑𝑋−1|𝑡⟩𝑋，|𝜉𝑠⟩𝑋 = ∑𝑑𝑋−2
𝑡=0 𝑤𝑠𝑡

𝑑𝑋−1|𝑡 + 1⟩𝑋，𝑠 ∈ ℤ𝑑𝑋−1，𝑋 ∈
{𝐴, 𝐵, 𝐶}。因此我们有以下定理。

𝟏

(𝒅𝑨−𝟏)

(𝒅𝑪−𝟏) (𝒅𝑩−𝟏) (𝒅𝑩 − 𝟏 )(𝒅𝑪−𝟏) 𝟏

𝒞1 𝒞2
𝒞3 𝒞4

𝒟1𝒟2
𝒟3𝒟4

图 4.3 公式(4.6)给出的 ∪4
𝑖=1{𝒞𝑖, 𝒟𝑖}在两体划分 𝐴|𝐵𝐶 下对应的 𝑑𝐴 × 𝑑𝐵𝑑𝐶 网格。此外，对

于 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 4，𝒞𝑖 与 𝒟𝑖 是对称的。

定理 4.4 在ℂ𝑑𝐴 ⊗ℂ𝑑𝐵 ⊗ℂ𝑑𝐶 中，𝑑𝐴，𝑑𝐵，𝑑𝐶 ⩾ 3，公式(4.6)给出的∪4
𝑖=1(𝒞𝑖∪𝒟𝑖)

是一个强非局域的正交乘积集，且 |∪4
𝑖=1 (𝒞𝑖 ∪𝒟𝑖)| = 𝑑𝐴𝑑𝐵𝑑𝐶 −(𝑑𝐴 −2)(𝑑𝐵 −2)(𝑑𝐶 −

2)。
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证明 这 8个子集∪4
𝑖=1{𝒞𝑖, 𝒟𝑖}在两体划分𝐴|𝐵𝐶下对应于图4.3中 𝑑𝐴×𝑑𝐵𝑑𝐶

网格的 8块。由于这 8个子集 ∪4
𝑖=1{𝒞𝑖, 𝒟𝑖}在任意两体划分 {𝐴|𝐵𝐶, 𝐶|𝐴𝐵, 𝐵|𝐶𝐴}

下都对应于与图4.3相同的结构，我们只需要考虑图4.3。注意，

𝒟(𝐴)
3 ∩ 𝒞(𝐴)

𝑗 ≠ ∅且 𝒟(𝐴)
4 ∩ 𝒞(𝐴)

1 ≠ ∅, 𝑗 = 1, 2, 3.

令 𝐵 和 𝐶 一起进行一个正交保持的局部测量 {𝐸 = 𝑀†𝑀}，其中 𝐸 =
(𝑎𝑖𝑗,𝑘ℓ)𝑖,𝑘∈ℤ𝑑𝐵 ,𝑗,ℓ∈ℤ𝑑𝐶

，那么测量后的态 {𝕀𝐴 ⊗ 𝑀|𝜓⟩||𝜓⟩ ∈ ∪4
𝑖=1(𝒞𝑖 ∪ 𝒟𝑖)}是相互

正交的。类似于例4.1的步骤 1，对 𝒞1(|𝜉0⟩𝐴), 𝒞2(|𝜉0⟩𝐴), 𝒞3(|𝑑𝐴 − 1⟩), 𝒞4(|𝑑𝐴 − 1⟩)
中任意两个子集运用引理 4.2，我们可以得到

𝐸 = 𝐸𝒞(𝐴)
1

⊕ 𝐸𝒞(𝐴)
2

⊕ 𝐸𝒞(𝐴)
3

⊕ 𝐸𝒞(𝐴)
4

.

我们可以像例4.1的其他步骤一样完成证明，见下面的分析草图：

𝒟4(|0⟩𝐴), 𝒟3(|0⟩𝐴) 引理4.2−−−−−→𝒟(𝐴)
4

𝐸𝒟(𝐴)
3

= 0,

𝒞1(|𝜉0⟩𝐴) 引理4.3−−−−−→𝐸𝒞(𝐴)
1

= 𝑎𝕀𝒞(𝐴)
1

,

𝒟3(|0⟩𝐴) 引理4.3−−−−−→𝐸𝒟(𝐴)
3

= 𝑏𝕀𝒟(𝐴)
3

,

𝒞(𝐴)
1 ∩ 𝒟(𝐴)

3 ≠ ∅ ⟶𝐸𝒞(𝐴)
1 ∪𝒟(𝐴)

3
= 𝑎𝕀𝒞(𝐴)

1 ∪𝒟(𝐴)
3

.

由于图4.1的对称性，我们可以得到 𝐸 = 𝑎𝕀。这就完成了证明过程。 ∎

4.3.2 四体系统中强非局域的正交乘积集
由公式(3.18)可知，四维超立方体的最外层对应的乘积态为：

𝒞1 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|𝜂𝑗⟩𝐵|0⟩𝐶 |𝜉𝑘⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐷−1},
𝒞2 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|𝜂𝑗⟩𝐶 |𝜂𝑘⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1},
𝒞3 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜉𝑘⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐷−1},
𝒞4 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|0⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐴−1},
𝒞5 ∶= {|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴|𝜂𝑖⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶 |𝜂𝑘⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1},
𝒞6 ∶= {|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴|𝜂𝑖⟩𝐵|0⟩𝐶 |0⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐵−1},
𝒞7 ∶= {|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴|0⟩𝐵|𝜉𝑖⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐶 −1},
𝒞8 ∶= {|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶 |𝜂𝑖⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐷−1},
𝒟1 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|𝜉𝑗⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶 |𝜂𝑘⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐷−1},
𝒟2 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|0⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶 |𝜉𝑘⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1},
𝒟3 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|𝜂𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |0⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐷−1},
𝒟4 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|0⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶 |0⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐴−1},
𝒟5 ∶= {|0⟩𝐴|𝜉𝑖⟩𝐵|𝜂𝑗⟩𝐶 |𝜉𝑘⟩𝐷 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1},
𝒟6 ∶= {|0⟩𝐴|𝜉𝑖⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐵−1},
𝒟7 ∶= {|0⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|𝜂𝑖⟩𝐶 |0⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐶 −1},
𝒟8 ∶= {|0⟩𝐴|0⟩𝐵|0⟩𝐶 |𝜉𝑖⟩𝐷 ∶ 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐷−1},

(4.7)
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𝒞1 𝒞2 𝒞3 𝒞4
𝒞5 𝒞6 𝒞5 𝒞5𝒞7 𝒞8

𝒟1𝒟2𝒟3𝒟4
𝒟5𝒟6𝒟5𝒟5 𝒟7𝒟8𝟏

(𝒅𝑨−𝟏)

(𝒅𝑩 − 𝟏 )(𝒅𝑫−𝟏) (𝒅𝑪 − 𝟏 )(𝒅𝑫−𝟏) (𝒅𝑩 − 𝟏 )(𝒅𝑪−𝟏) 𝟏 (𝒅𝑩−𝟏) (𝒅𝑪−𝟏) (𝒅𝑫−𝟏)

(𝒅𝑩 − 𝟏 )(𝒅𝑪−𝟏) (𝒅𝑫 − 𝟏)

图 4.4 公式(4.7)给出的 ∪8
𝑖=1{𝒞𝑖, 𝒟𝑖}在两体划分 𝐴|𝐵𝐶𝐷下对应的 𝑑𝐴 × 𝑑𝐵𝑑𝐶𝑑𝐷 网格。此外，

对于 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 8，𝒞𝑖 与 𝒟𝑖 是对称的。

其中 |𝜂𝑠⟩𝑋 = ∑𝑑𝑋−2
𝑡=0 𝑤𝑠𝑡

𝑑𝑋−1|𝑡⟩𝑋，|𝜉𝑠⟩𝑋 = ∑𝑑𝑋−2
𝑡=0 𝑤𝑠𝑡

𝑑𝑋−1|𝑡 + 1⟩𝑋，𝑠 ∈ ℤ𝑑𝑋−1，𝑋 ∈
{𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷}。现在我们可以证明上述正交乘积集是强非局域的。

定理 4.5 在 ℂ𝑑𝐴 ⊗ ℂ𝑑𝐵 ⊗ ℂ𝑑𝐶 ⊗ ℂ𝑑𝐷 中，𝑑𝐴，𝑑𝐵，𝑑𝐶，𝑑𝐷 ⩾ 3，公式(4.7)给出
的 ∪8

𝑖=1(𝒞𝑖 ∪ 𝒟𝑖)是一个强非局域的正交乘积集，且 | ∪8
𝑖=1 (𝒞𝑖 ∪ 𝒟𝑖)| = 𝑑𝐴𝑑𝐵𝑑𝐶𝑑𝐷 −

(𝑑𝐴 − 2)(𝑑𝐵 − 2)(𝑑𝐶 − 2)(𝑑𝐷 − 2)。
证明 这 16 个子集 ∪8

𝑖=1{𝒞𝑖, 𝒟𝑖} 在两体划分 𝐴|𝐵𝐶𝐷 下对应于图4.4中
𝑑𝐴 × 𝑑𝐵𝑑𝐶𝑑𝐷 网格的 16 块。由于这 16 个子集 ∪8

𝑖=1{𝒞𝑖, 𝒟𝑖} 在任意两体划分
{𝐴|𝐵𝐶𝐷, 𝐷|𝐴𝐵𝐶, 𝐶|𝐷𝐴𝐵, 𝐵|𝐶𝐷𝐴} 下都对应于与图4.4相同的结构，我们只需
要考虑图4.4。对于 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 5，注意

𝒟(𝐴)
5 ∩ 𝒞(𝐴)

𝑗 ≠ ∅; 𝒟(𝐴)
6 ∩ 𝒞(𝐴)

3 ≠ ∅; 𝒟(𝐴)
7 ∩ 𝒞(𝐴)

2 ≠ ∅; 𝒟(𝐴)
8 ∩ 𝒞(𝐴)

1 ≠ ∅. (4.8)

令 𝐵，𝐶 和 𝐷 一起进行一个正交保持的局部测量 {𝐸 = 𝑀†𝑀}，其中 𝐸 =
(𝑎𝑖𝑗𝑘,ℓ𝑚𝑛)𝑖,ℓ∈ℤ𝑑𝐵 ,𝑗,𝑚∈ℤ𝑑𝐶 ,𝑘,𝑛∈ℤ𝑑𝐷

，那么测量后的态 {𝕀𝐴 ⊗ 𝑀|𝜓⟩||𝜓⟩ ∈ ∪8
𝑖=1(𝒞𝑖 ∪ 𝒟𝑖)}

是相互正交的。
步骤 1对 {{𝒞𝑖(|𝜉0⟩𝐴)}4

𝑗=1, {𝒞𝑗(|𝑑𝐴 − 1⟩)}8
𝑗=5}中任意两个元素运用引理4.2，我们

有
𝐸 = ⊕8

𝑗=1𝐸𝒞(𝐴)
𝑗

. (4.9)

步骤 2 通过公式(4.9)，我们知道 𝒞(𝐴)
4

𝐸𝒟(𝐴)
5 ⧵𝒞(𝐴)

4
= 0。注意 |𝒞(𝐴)

4 | = 1，即 𝒞(𝐴)
4 =

{|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|0⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷}。对 𝒟5(|0⟩𝐴)运用引理4.3，我们有

𝐸𝒟(𝐴)
5

= 𝑎𝕀𝒟(𝐴)
5

. (4.10)

接下来，我们对 𝒟5(|0⟩𝐴)和 𝒟𝑖(|0⟩𝐴)运用引理4.2，其中 𝑖 = 6, 7, 8，于是我们有

𝒟(𝐴)
5

𝐸𝒟(𝐴)
𝑖

= 0, 𝑖 = 6, 7, 8. (4.11)

步骤 3注意 𝒟(𝐴)
6 = 𝒞(𝐴)

3 ⧵ 𝒟(𝐴)
5 ，𝒟(𝐴)

7 = 𝒞(𝐴)
2 ⧵ 𝒟(𝐴)

5 ，𝒟(𝐴)
8 = 𝒞(𝐴)

1 ⧵ 𝒟(𝐴)
5 。通过公

式(4.10)和 (4.11)可知，对任何 |𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷 ∈ 𝒟(𝐴)
5 ∩ 𝒞(𝐴)

𝑖 ，其中 𝑖 = 1, 2, 3，我们
有 {|𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷}𝐸𝒞(𝐴)

𝑖 ⧵{|𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷} = 0。对 𝒞𝑖(|𝜉0⟩𝐴)运用引理4.3，我们得到

𝐸𝒞(𝐴)
𝑖

= 𝑎𝑖𝕀𝒞(𝐴)
𝑖

, 𝑖 = 1, 2, 3.
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由于 𝒟(𝐴)
5 ∩ 𝒞(𝐴)

𝑖 ≠ ∅，其中 𝑖 = 1, 2, 3，这推出 𝑎𝑖 = 𝑎。因此

𝐸{∪3
𝑖=1𝒞(𝐴)

𝑖 }∪𝒟(𝐴)
5

= 𝑎𝕀{∪3
𝑖=1𝒞(𝐴)

𝑖 }∪𝒟(𝐴)
5

.

步骤 4由于图4.4的对称性，我们得到 𝐸 = 𝑎𝕀。这就完成了证明过程。 ∎

4.3.3 五体系统中强非局域的正交乘积集
对于坐标为 {0, 1, ⋯ , 𝑑𝐴 − 1}𝐴 × {0, 1, ⋯ , 𝑑𝐵 − 1}𝐵 × {0, 1, ⋯ , 𝑑𝐶 − 1}𝐶 ×

{0, 1, ⋯ , 𝑑𝐷 − 1}𝐷 × {0, 1, ⋯ , 𝑑𝐸 − 1}𝐸 的五维超立方体的最外层，我们可以给出
如下分解：

𝒞1 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|𝜂𝑗⟩𝐶 |𝜉𝑘⟩𝐷|𝜂ℓ⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘, ℓ) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1 × ℤ𝑑𝐸 −1},
𝒞2 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|𝜂𝑗⟩𝐵|0⟩𝐶 |𝜉𝑘⟩𝐷|𝜂ℓ⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘, ℓ) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐷−1 × ℤ𝑑𝐸 −1},
𝒞3 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|𝜂𝑗⟩𝐵|𝜉𝑘⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷|𝜂ℓ⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘, ℓ) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐸 −1},
𝒞4 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|𝜂𝑗⟩𝐵|𝜉𝑘⟩𝐶 |𝜂ℓ⟩𝐷|0⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘, ℓ) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1},
𝒞5 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶 |𝜂𝑗⟩𝐷|0⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐷−1},
𝒞6 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|𝜂𝑗⟩𝐶 |0⟩𝐷|0⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐶 −1},
𝒞7 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷|𝜂𝑗⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐸 −1},
𝒞8 ∶= {|𝜉𝑖⟩𝐴|𝜂𝑗⟩𝐵|0⟩𝐶 |0⟩𝐷|0⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐵−1},
𝒞9 ∶= {|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴|𝜂𝑖⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶 |𝜂𝑘⟩𝐷|𝜉ℓ⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘, ℓ) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1 × ℤ𝑑𝐸 −1},

𝒞10 ∶= {|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷|𝑑𝐸 − 1⟩𝐸},
𝒞11 ∶= {|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴|𝜂𝑖⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷|𝑑𝐸 − 1⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1},
𝒞12 ∶= {|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴|𝜂𝑖⟩𝐵|0⟩𝐶 |0⟩𝐷|𝜉𝑗⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐸 −1},
𝒞13 ∶= {|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴|𝜂𝑖⟩𝐵|0⟩𝐶 |𝜉𝑗⟩𝐷|𝑑𝐸 − 1⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐷−1},
𝒞14 ∶= {|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|𝜂𝑖⟩𝐶 |𝜉𝑗⟩𝐷|𝑑𝐸 − 1⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1},
𝒞15 ∶= {|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|𝜂𝑖⟩𝐶 |0⟩𝐷|𝜉𝑗⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐸 −1},
𝒞16 ∶= {|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶 |𝜂𝑖⟩𝐷|𝜉𝑗⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐷−1 × ℤ𝑑𝐸 −1},
𝒟1 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|0⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶 |𝜂𝑘⟩𝐷|𝜉ℓ⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘, ℓ) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1 × ℤ𝑑𝐸 −1},
𝒟2 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|𝜉𝑗⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶 |𝜂𝑘⟩𝐷|𝜉ℓ⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘, ℓ) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐷−1 × ℤ𝑑𝐸 −1},
𝒟3 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |0⟩𝐷|𝜉ℓ⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘, ℓ) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐸 −1},
𝒟4 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |𝜉ℓ⟩𝐷|𝑑𝐸 − 1⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘, ℓ) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1},
𝒟5 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|0⟩𝐵|0⟩𝐶 |𝜉𝑗⟩𝐷|𝑑𝐸 − 1⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐷−1},
𝒟6 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|0⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷|𝑑𝐸 − 1⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐶 −1},
𝒟7 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|0⟩𝐵|0⟩𝐶 |0⟩𝐷|𝜉𝑗⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐸 −1},
𝒟8 ∶= {|𝜂𝑖⟩𝐴|𝜉𝑗⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷|𝑑𝐸 − 1⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐴−1 × ℤ𝑑𝐵−1},
𝒟9 ∶= {|0⟩𝐴|𝜉𝑖⟩𝐵|𝜂𝑗⟩𝐶 |𝜉𝑘⟩𝐷|𝜂ℓ⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗, 𝑘, ℓ) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1 × ℤ𝑑𝐸 −1},

𝒟10 ∶= {|0⟩𝐴|0⟩𝐵|0⟩𝐶 |0⟩𝐷|0⟩𝐸},
𝒟11 ∶= {|0⟩𝐴|𝜉𝑖⟩𝐵|𝜂𝑗⟩𝐶 |0⟩𝐷|0⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1},
𝒟12 ∶= {|0⟩𝐴|𝜉𝑖⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷|𝜂𝑗⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐸 −1},
𝒟13 ∶= {|0⟩𝐴|𝜉𝑖⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶 |𝜂𝑗⟩𝐷|0⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐷−1},
𝒟14 ∶= {|0⟩𝐴|0⟩𝐵|𝜉𝑖⟩𝐶 |𝜂𝑗⟩𝐷|0⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1},
𝒟15 ∶= {|0⟩𝐴|0⟩𝐵|𝜉𝑖⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷|𝜂𝑗⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐸 −1},
𝒟16 ∶= {|0⟩𝐴|0⟩𝐵|0⟩𝐶 |𝜉𝑖⟩𝐷|𝜂𝑗⟩𝐸 ∶ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐷−1 × ℤ𝑑𝐸 −1},

(4.12)
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其中 |𝜂𝑠⟩𝑋 = ∑𝑑𝑋−2
𝑡=0 𝑤𝑠𝑡

𝑑𝑋−1|𝑡⟩𝑋，|𝜉𝑠⟩𝑋 = ∑𝑑𝑋−2
𝑡=0 𝑤𝑠𝑡

𝑑𝑋−1|𝑡 + 1⟩𝑋，𝑠 ∈ ℤ𝑑𝑋−1，𝑋 ∈
{𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸}。那么我们有如下定理。

定理 4.6 在 ℂ𝑑𝐴 ⊗ ℂ𝑑𝐵 ⊗ ℂ𝑑𝐶 ⊗ ℂ𝑑𝐷 ⊗ ℂ𝑑𝐸 中，𝑑𝐴，𝑑𝐵，𝑑𝐶，𝑑𝐷，𝑑𝐸 ⩾ 3，公
式(4.12)给出的 ∪16

𝑖=1(𝒞𝑖 ∪ 𝒟𝑖)是一个强非局域的正交乘积集，且 | ∪16
𝑖=1 (𝒞𝑖 ∪ 𝒟𝑖)| =

𝑑𝐴𝑑𝐵𝑑𝐶𝑑𝐷𝑑𝐸 − (𝑑𝐴 − 2)(𝑑𝐵 − 2)(𝑑𝐶 − 2)(𝑑𝐷 − 2)(𝑑𝐸 − 2)。

𝒞1 𝒞2 𝒞3 𝒞4 𝒞5 𝒞6 𝒞7 𝒞8

𝒞10 𝒞11 𝒞12 𝒞11 𝒞13 𝒞11 𝒞14 𝒞12 𝒞15 𝒞9𝒞16

ෑ

𝑿∈{𝑪,𝑫,𝑬}

(𝒅𝑿−𝟏) ෑ

𝑿∈{𝑩,𝑫,𝑬}

(𝒅𝑿−𝟏) ෑ

𝑿∈{𝑩,𝑪,𝑬}

(𝒅𝑿−𝟏) ෑ

𝑿∈{𝑩,𝑪,𝑫}

(𝒅𝑿−𝟏) (𝒅𝑫 − 𝟏)

𝒅𝑩 − 𝟏 ∙
(𝒅𝑪 − 𝟏)

𝟏

ෑ

𝑿∈{𝑩,𝑪,𝑫,𝑬}

(𝒅𝑿−𝟏)

𝒅𝑨 − 𝟏

𝟏

𝒅𝑩 − 𝟏 ∙
(𝒅𝑬 − 𝟏)

𝒅𝑩 − 𝟏 ∙
(𝒅𝑫 − 𝟏)

𝒅𝑪 − 𝟏 ∙
(𝒅𝑫 − 𝟏)

𝒅𝑪 − 𝟏 ∙
(𝒅𝑬 − 𝟏)

𝒅𝑫 − 𝟏 ∙
(𝒅𝑬 − 𝟏)

𝒞9 𝒞9 𝒞9 𝒞9

(𝒅𝑪 − 𝟏) (𝒅𝑬 − 𝟏) (𝒅𝑩 − 𝟏)

𝒟1𝒟2𝒟3𝒟4𝒟5𝒟6𝒟7𝒟8
𝒟9𝒟10𝒟11𝒟12𝒟11𝒟13𝒟9𝒟9𝒟9𝒟9 𝒟11𝒟14𝒟12𝒟15𝒟16

图 4.5 公式(4.12)给出的 ∪16
𝑖=1{𝒞𝑖, 𝒟𝑖}在两体划分 𝐴|𝐵𝐶𝐷𝐸 下对应的 𝑑𝐴 × 𝑑𝐵𝑑𝐶𝑑𝐷𝑑𝐸 网格。

此外，对于 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 16，𝒞𝑖 与 𝒟𝑖 是对称的。

证明 这 32 个子集 ∪16
𝑖=1{𝒞𝑖, 𝒟𝑖} 在两体划分 𝐴|𝐵𝐶𝐷𝐸 下对应于图4.5中

𝑑𝐴 × 𝑑𝐵𝑑𝐶𝑑𝐷𝑑𝐸 网格的 32 块。由于这 32 个子集 ∪16
𝑖=1{𝒞𝑖, 𝒟𝑖} 在任意两体划分

{𝐴|𝐵𝐶𝐷𝐸, 𝐸|𝐴𝐵𝐶𝐷, 𝐷|𝐸𝐴𝐵𝐶 , 𝐶|𝐷𝐸𝐴𝐵, 𝐵|𝐶𝐷𝐸𝐴}下都对应于与图4.5相同的
结构，我们只需要考虑图4.5。注意

𝒟(𝐴)
9 ∩ 𝒞(𝐴)

𝑗 ≠ ∅, 𝑗 = 1, 2, 3, 4, 9; 𝒟(𝐴)
11 ∩ 𝒞(𝐴)

𝑗 ≠ ∅, 𝑗 = 4, 6, 8;

𝒟(𝐴)
12 ∩ 𝒞(𝐴)

𝑗 ≠ ∅, 𝑗 = 3, 7; 𝒟(𝐴)
13 ∩ 𝒞(𝐴)

𝑗 ≠ ∅, 𝑗 = 4, 5; 𝒟(𝐴)
10 ∩ 𝒞(𝐴)

8 ≠ ∅;

𝒟(𝐴)
14 ∩ 𝒞(𝐴)

4 ≠ ∅; 𝒟(𝐴)
15 ∩ 𝒞(𝐴)

3 ≠ ∅; 𝒟(𝐴)
16 ∩ 𝒞(𝐴)

2 ≠ ∅.

令 𝐵，𝐶，𝐷 和 𝐸 一起进行一个正交保持的局部测量 {𝐸 = 𝑀†𝑀}，其中
𝐸 = (𝑎𝑖𝑗𝑘ℓ,𝑚𝑛𝑠𝑡)𝑖,𝑚∈ℤ𝑑𝐵 ,𝑗,𝑛∈ℤ𝑑𝐶 ,𝑘,𝑠∈ℤ𝑑𝐷 ,ℓ,𝑡∈ℤ𝑑𝐸

，那么测量后的态 {𝕀𝐴 ⊗ 𝑀|𝜓⟩||𝜓⟩ ∈
∪16

𝑖=1(𝒞𝑖 ∪ 𝒟𝑖)}是相互正交的。
步骤 1对集合 {{𝒞𝑗(|𝜉0⟩𝐴)}8

𝑗=1, {𝒞𝑗(|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴)}16
𝑗=9}中任意两个元素运用引理4.2，

我们有
𝐸 = ⊕16

𝑗=1𝐸𝒞(𝐴)
𝑗

. (4.13)

步骤 2对集合 {𝒟𝑖(|0⟩𝐴)}16
𝑖=9中任意两个元素运用引理4.2，我们有

𝒟(𝐴)
𝑖1

𝐸𝒟(𝐴)
𝑖2

= 0, 9 ⩽ 𝑖1 ≠ 𝑖2 ⩽ 16. (4.14)

接下来，由于 𝒞(𝐴)
8 ⧵ 𝒟(𝐴)

10 ⊂ 𝒟(𝐴)
11 ，我们有 𝒟(𝐴)

10
𝐸𝒞(𝐴)

8 ⧵𝒟(𝐴)
10

= 0。注意 |𝒟(𝐴)
10 | = 1，即

𝒟(𝐴)
10 = {|0⟩𝐵|0⟩𝐶 |0⟩𝐷|0⟩𝐸}。对 𝒞8(|𝜉0⟩𝐴)运用引理4.3，我们得到

𝐸𝒞(𝐴)
8

= 𝑎𝕀𝒞(𝐴)
8

. (4.15)

步骤 3通过公式(4.13)和(4.15)，对于任何 |𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷|𝑚⟩𝐸 ∈ 𝒟(𝐴)
11 ∩ 𝒞(𝐴)

8 ，我们
有 {|𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷|𝑚⟩𝐸}𝐸𝒟(𝐴)

11 ⧵{|𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷|𝑚⟩𝐸} = 0。对 𝒟11(|0⟩𝐴)运用引理4.3，我们有
𝐸𝒟(𝐴)

11
= 𝑎𝕀𝒟(𝐴)

11
. (4.16)
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接下来，通过公式(4.14)和(4.16)，对于任何 |𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷|𝑚⟩𝐸 ∈ 𝒟(𝐴)
11 ∩ 𝒞(𝐴)

4 ，
我们有 {|𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷|𝑚⟩𝐸}𝐸𝒞(𝐴)

4 ⧵{|𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷|𝑚⟩𝐸} = 0。对 𝒞4(|𝜉0⟩𝐴)运用引理4.3，我
们有

𝐸𝒞(𝐴)
4

= 𝑎𝕀𝒞(𝐴)
4

. (4.17)

步骤 4 通过公式(4.13)和(4.17)，对于任何 |𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷|𝑚⟩𝐸 ∈ 𝒟(𝐴)
𝑖 ∩ 𝒞(𝐴)

4 ，𝑖 =
9, 13，我们有 {|𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷|𝑚⟩𝐸}𝐸𝒟(𝐴)

𝑖 ⧵{|𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷|𝑚⟩𝐸} = 0。对𝒟𝑖(|0⟩𝐴)运用引理4.3，
𝑖 = 9, 13，我们有

𝐸𝒟(𝐴)
𝑖

= 𝑎𝕀𝒟(𝐴)
𝑖

, 𝑖 = 9, 13. (4.18)

通过公式(4.14)和(4.18)，对于任何 |𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷|𝑚⟩𝐸 ∈ 𝒟(𝐴)
9 ∩𝒞(𝐴)

𝑖 ，𝑖 = 2, 3，我
们有 {|𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷|𝑚⟩𝐸}𝐸𝒞(𝐴)

𝑖 ⧵{|𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷|𝑚⟩𝐸} = 0。对 𝒞𝑖(|𝜉0⟩𝐴)运用引理4.3，𝑖 = 2, 3，
我们有

𝐸𝒞(𝐴)
𝑖

= 𝑎𝕀𝒞(𝐴)
𝑖

, 𝑖 = 2, 3. (4.19)

步骤 5通过公式(4.13)和(4.19)，对于任何 |𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷|𝑚⟩𝐸 ∈ 𝒟(𝐴)
12 ∩ 𝒞(𝐴)

3 ，我们
有 {|𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷|𝑚⟩𝐸}𝐸𝒟(𝐴)

12 ⧵{|𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷|𝑚⟩𝐸} = 0。对 𝒟12(|0⟩𝐴)运用引理4.3，我们有

𝐸𝒟(𝐴)
12

= 𝑎𝕀𝒟(𝐴)
12

.

由于 {∪8
𝑖=1𝒞(𝐴)

𝑖 } ∪ 𝒟(𝐴)
9 = 𝒞(𝐴)

8 ∪ 𝒟(𝐴)
11 ∪ 𝒞(𝐴)

4 ∪ 𝒟(𝐴)
9 ∪ 𝒟(𝐴)

13 ∪ 𝒞(𝐴)
2 ∪ 𝒞(𝐴)

3 ∪ 𝒟(𝐴)
12 ，

我们有
𝐸{∪8

𝑖=1𝒞(𝐴)
𝑖 }∪𝒟(𝐴)

9
= 𝕀{∪8

𝑖=1𝒞(𝐴)
𝑖 }∪𝒟(𝐴)

9
.

步骤 6由于图4.5的对称性，我们得到 𝐸 = 𝑎𝕀。这就完成了证明过程。 ∎

基于这个五维超立方体的分解，我们很大可能可以按照第3章的方法来构造
五体系统中的不可扩充乘积基。但由于讨论的情况过多，我们在这里不作讨论。

4.4 强非局域的不可扩充乘积基
在本节中，我们将证明3.4和3.5节中构造的三体和四体系统中的不可扩充乘

积基具有强非局域性。由于当 𝑑𝐴 = 𝑑𝐵 = 𝑑𝐶，𝑛 = ⌊𝑑𝐴−3
2 ⌋时，定理3.5给出的不可

扩充乘积基恰好是文献 [92]中构造的不可扩充乘积基。虽然文献 [92]在第 6节指出
“例如在文献 [43] 中，作者引入了一个新概念：无纠缠的强量子非局域性，但是我
们已经检查过本文的不可扩充乘积基，没有表现出这种性质。”实际上我们将证
明这些不可扩充乘积基确实具有强量子非局域性。值得注意的是，3.4和3.5节所
有的不可扩充乘积基在子系统的循环置换下有相同的结构，因此为了证明这些
不可扩充乘积基具有强量子非局域性，我们只需要证明 𝐵和 𝐶（或 𝐵，𝐶 和 𝐷）
进行的正交保持的局部测量是平凡的。
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4.4.1 三体系统中强非局域的不可扩充乘积基
首先，我们验证公式(3.5)给出的不可扩充乘积基具有强量子非局域性。
引理 4.7 在 ℂ𝑑𝐴 ⊗ ℂ𝑑𝐵 ⊗ ℂ𝑑𝐶 中，3 ⩽ 𝑑𝐴 ⩽ 𝑑𝐵 ⩽ 𝑑𝐶，公式(3.5)给出的

∪3
𝑖=1(𝒜𝑖 ∪ ℬ𝑖) ∪ ℱ ∪ {|𝑆⟩}是一个强非局域的不可扩充乘积基，且 | ∪3

𝑖=1 (𝒜𝑖 ∪ ℬ𝑖) ∪
ℱ ∪ {|𝑆⟩}| = 𝑑𝐴𝑑𝐵𝑑𝐶 − 8。

证明 令 𝐵 和 𝐶 一起进行一个正交保持的局部测量 {𝐸 = 𝑀†𝑀}，其中
𝐸 = (𝑎𝑖𝑗,𝑘ℓ)𝑖,𝑘∈ℤ𝑑𝐵 ,𝑗,ℓ∈ℤ𝑑𝐶

，那么测量后的态 {𝕀𝐴 ⊗ 𝑀|𝜓⟩ ∶ |𝜓⟩ ∈ ∪3
𝑖=1(𝒜𝑖 ∪ ℬ𝑖) ∪

ℱ ∪ {|𝑆⟩}}是相互正交的。
步骤 1由于 ⟨𝜉1|𝜂1⟩𝐴 ≠ 0，对 {𝒜1(|𝜉1⟩𝐴), 𝒜2(|𝜉1⟩𝐴), ℬ2(|𝜂1⟩𝐴), ℬ1(|𝜂1⟩𝐴)}中任意
两个元素运用引理4.2，我们有

𝒜(𝐴)
𝑖

𝐸𝒜(𝐴)
𝑗

= 0, 𝒜(𝐴)
𝑖

𝐸ℬ(𝐴)
𝑘

= 0, ℬ(𝐴)
𝑘

𝐸ℬ(𝐴)
ℓ

= 0, ℬ(𝐴)
𝑘

𝐸𝒜(𝐴)
𝑖

= 0,

1 ⩽ 𝑖 ≠ 𝑗 ⩽ 2, 1 ⩽ 𝑘 ≠ ℓ ⩽ 2.
(4.20)

注意如果 𝑑𝐴 = 3，那么 |𝛽𝑖⟩𝐴 在 ℱ 中只能取 |𝛽0⟩𝐴。因此我们对 ℱ(|𝛽1⟩𝐴) 和
𝒜1(|𝜉1⟩𝐴)无法运用引理4.2。为了得到 ℱ (𝐴)𝐸𝒜(𝐴)

1
= 0，我们需要考虑𝒜3(|𝑑𝐴 −1⟩𝐴)

和𝒜1(|𝜉1⟩𝐴)。对于 (𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 ⧵ {(0, 0)}和 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐶 −1，我们有

𝐵⟨𝜉𝑗|𝐶⟨𝜂𝑘|𝐸|0⟩𝐵|𝜂𝑖⟩𝐶 =𝐵
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−2

∑
𝑡1=0

𝑤−𝑗𝑡1
𝑑𝐵−1⟨𝑡1 + 1|

⎞
⎟
⎟
⎠

𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −2

∑
𝑡2=0

𝑤−𝑘𝑡2
𝑑𝐶 −1⟨𝑡2|

⎞
⎟
⎟
⎠

𝐸×

|0⟩𝐵
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −2

∑
𝑡3=0

𝑤𝑖𝑡3
𝑑𝐶 −1|𝑡3⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐶

= 0.

(4.21)

由公式(4.20)可知，对于 𝑗 ∈ ℤ𝑑𝐵−1，𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐶 −1，我们有 𝐵⟨𝑗 + 1|𝐶⟨0|𝐸|0⟩𝐵|𝑖⟩𝐶 = 0；
对于 𝑘, 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐶 −1，我们有 𝐵⟨𝑑𝐵 − 1|𝐶⟨𝑘 + 1|𝐸|0⟩𝐵|𝑖⟩𝐶 = 0。那么公式(4.21)可以
表示为

𝐵
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−3

∑
𝑡1=0

𝑤−𝑗𝑡1
𝑑𝐵−1⟨𝑡1 + 1|

⎞
⎟
⎟
⎠

𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −2

∑
𝑡2=1

𝑤−𝑘𝑡2
𝑑𝐶 −1⟨𝑡2|

⎞
⎟
⎟
⎠

𝐸|0⟩𝐵
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −2

∑
𝑡3=0

𝑤𝑖𝑡3
𝑑𝐶 −1|𝑡3⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐶

= 0,

也即对于任何 0 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑑𝐵 − 3，1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑑𝐶 − 2，0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑑𝐶 − 2，我们有
𝑑𝐵−3

∑
𝑡1=0

𝑑𝐶 −2

∑
𝑡2=1

𝑑𝐶 −2

∑
𝑡3=0

𝑤−𝑗𝑡1
𝑑𝐵−1𝑤−𝑘𝑡2

𝑑𝐶 −1𝑤𝑖𝑡3
𝑑𝐶 −1𝐵⟨𝑡1 + 1|𝐶⟨𝑡2|𝐸|0⟩𝐵|𝑡3⟩𝐶 = 0.

这意味着
[𝐻†

1 ⊗ 𝐻†
2 ⊗ 𝐻3]𝑋 = 0,

55



第 4章 强量子非局域性

其中

𝐻1 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 ⋯ 1
1 𝑤𝑑𝐵−1 ⋯ 𝑤(𝑑𝐵−3)

𝑑𝐵−1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 𝑤(𝑑𝐵−3)

𝑑𝐵−1 ⋯ 𝑤(𝑑𝐵−3)2

𝑑𝐵−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝐻2 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑤𝑑𝐶 −1 𝑤2
𝑑𝐶 −1 ⋯ 𝑤(𝑑𝐶 −2)

𝑑𝐶 −1
𝑤2

𝑑𝐶 −1 𝑤4
𝑑𝐶 −1 ⋯ 𝑤2(𝑑𝐶 −2)

𝑑𝐶 −1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑤(𝑑𝐶 −2)
𝑑𝐶 −1 𝑤2(𝑑𝐶 −2)

𝑑𝐶 −1 ⋯ 𝑤(𝑑𝐶 −2)2

𝑑𝐶 −1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

𝐻3 = (𝑤𝑖𝑗
𝑑𝐶 −1)𝑖,𝑗∈ℤ𝑑𝐶 −1，并且 𝑋 是一个列向量，

𝑋 = (𝐵⟨𝑡1 + 1|𝐶⟨𝑡2|𝐸|0⟩𝐵|𝑡3⟩𝐶 ){0⩽𝑡1⩽𝑑𝐵−3, 1⩽𝑡2⩽𝑑𝐶 −2, 0⩽𝑡3⩽𝑑𝐶 −2}.

由于 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3 都是满秩矩阵，这推出 𝐻†
1 ⊗ 𝐻†

2 ⊗ 𝐻3 也是一个满秩矩阵，那
么我们有 𝑋 = 0，即

𝐵⟨𝑡1 + 1|𝐶⟨𝑡2|𝐸|0⟩𝐵|𝑡3⟩𝐶 = 0, 0 ⩽ 𝑡1 ⩽ 𝑑𝐵 − 3, 1 ⩽ 𝑡2 ⩽ 𝑑𝐶 − 2, 0 ⩽ 𝑡3 ⩽ 𝑑𝐶 − 2.

这也意味着
ℱ (𝐴)𝐸𝒜(𝐴)

1
= 0. (4.22)

类似地，通过𝒜3(|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴)和𝒜2(|𝜉1⟩𝐴)，我们也可以得到

ℱ (𝐴)𝐸𝒜(𝐴)
2

= 0. (4.23)

此外，由于图3.13的对称性，我们也能得到

ℱ (𝐴)𝐸ℬ(𝐴)
1

= 0, ℱ (𝐴)𝐸ℬ(𝐴)
2

= 0. (4.24)

因此，由公式(4.20)，(4.22)，(4.23)和(4.24)可知，𝐸 是一个分块对角矩阵，它可
以表示为：

𝐸 = 𝐸𝒜(𝐴)
1

⊕ 𝐸𝒜(𝐴)
2

⊕ 𝐸ℱ (𝐴) ⊕ 𝐸ℬ(𝐴)
2

⊕ 𝐸ℬ(𝐴)
1

. (4.25)

步骤 2考虑 |𝑆⟩和 {|𝛽0⟩𝐴|𝛽𝑗⟩𝐵|𝛽𝑘⟩𝐶}(𝑗,𝑘)∈ℤ𝑑𝐵−2×ℤ𝑑𝐶 −2⧵{(0,0)} ⊂ ℱ，其中 𝑑𝐶 ⩾ 4，那
么由公式(4.25)可知，对于 (𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐵−2 × ℤ𝑑𝐶 −2 ⧵ {(0, 0)}，有

𝐵
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−1

∑
𝑖1=0

⟨𝑖1|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −1

∑
𝑖2=0

⟨𝑖2|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐸|𝛽𝑗⟩𝐵|𝛽𝑘⟩𝐶 = 𝐵
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−2

∑
𝑖1=1

⟨𝑖1|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −2

∑
𝑖2=1

⟨𝑖2|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐸|𝛽𝑗⟩𝐵|𝛽𝑘⟩𝐶 = 0.

此外，我们有
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−2

∑
𝑖1=1

|𝑖1⟩
⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −2

∑
𝑖2=1

|𝑖2⟩
⎞
⎟
⎟
⎠𝐶

= |𝛽0⟩𝐵|𝛽0⟩𝐶 .

因此，通过 {|𝑆⟩} ∪ {|𝛽0⟩𝐴|𝛽𝑗⟩𝐵|𝛽𝑘⟩𝐶}(𝑗,𝑘)∈ℤ𝑑𝐵−2×ℤ𝑑𝐶 −2 ⧵ {(0, 0)}，我们有

𝐵⟨𝛽𝑖|𝐶⟨𝛽𝑗|𝐸|𝛽𝑘⟩𝐵|𝛽ℓ⟩𝐶 = 0, (𝑖, 𝑗) ≠ (𝑘, ℓ) ∈ ℤ𝑑𝐵−2 × ℤ𝑑𝐶 −2. (4.26)

56



第 4章 强量子非局域性

通过公式(4.26)可知，对于 (𝑠, 𝑡) ∈ ℤ𝑑𝐵−2 × ℤ𝑑𝐶 −2，必然存在实数 𝑒𝑠,𝑡（𝐸† = 𝐸），
使得

𝐸ℱ (𝐴) =
𝑑𝐵−3

∑
𝑠=0

𝑑𝐶 −3

∑
𝑡=0

𝑒𝑠,𝑡|𝛽𝑠⟩𝐵⟨𝛽𝑠| ⊗ |𝛽𝑡⟩𝐶⟨𝛽𝑡|. (4.27)

注意公式(4.27)对 𝑑𝐶 = 3 同样成立，这是因为在这种情况下 𝐸ℱ (𝐴) =
𝑒0,0|𝛽0⟩𝐵⟨𝛽0|⊗|𝛽0⟩𝐶⟨𝛽0|，其中 |𝛽0⟩𝑋 = |1⟩𝑋，𝑋 ∈ {𝐵, 𝐶}。接下来，通过𝒜1(|𝜉1⟩𝐴)，
我们有

𝐵⟨0|𝐶⟨𝜂𝑖|𝐸|0⟩𝐵|𝜂𝑗⟩𝐶 = 0, 𝑖 ≠ 𝑗 ∈ ℤ𝑑𝐶 −1.

然后 𝑠 ∈ ℤ𝑑𝐶 −1，必然存在实数 𝑎𝑠使得

𝐸𝒜(𝐴)
1

=
𝑑𝐶 −2

∑
𝑠=0

𝑎𝑠|0⟩𝐵⟨0| ⊗ |𝜂𝑠⟩𝐶⟨𝜂𝑠|.

同样，以类似的方式，必然存在实数 𝑎𝑠, 𝑏𝑠, 𝑐𝑡, 𝑑𝑡, 𝑒𝑠,𝑡使得

𝐸 =
𝑑𝐶 −2

∑
𝑠=0

𝑎𝑠|0⟩𝐵⟨0| ⊗ |𝜂𝑠⟩𝐶⟨𝜂𝑠| +
𝑑𝐵−2

∑
𝑠=0

𝑏𝑠|𝜂𝑠⟩𝐵⟨𝜂𝑠| ⊗ |𝑑𝐶 − 1⟩𝐶⟨𝑑𝐶 − 1|

+
𝑑𝐵−3

∑
𝑠=0

𝑑𝐶 −3

∑
𝑡=0

𝑒𝑠,𝑡|𝛽𝑠⟩𝐵⟨𝛽𝑠| ⊗ |𝛽𝑡⟩𝐶⟨𝛽𝑡| +
𝑑𝐵−2

∑
𝑡=0

𝑐𝑡|𝜉𝑡⟩𝐵⟨𝜉𝑡| ⊗ |0⟩𝐶⟨0|

+
𝑑𝐶 −2

∑
𝑡=0

𝑑𝑡|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵⟨𝑑𝐵 − 1| ⊗ |𝜉𝑡⟩𝐶⟨𝜉𝑡|.

(4.28)

通过 {|0⟩𝐴|𝜂𝑖⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶}(𝑖,𝑗)∈ℤ𝑑𝐵−1×ℤ𝑑𝐶 −1⧵{(0,0)} = ℬ3，我们可以得到

𝐵⟨𝜂𝑘|𝐶⟨𝜉ℓ|𝐸|𝜂𝑖⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶 = 0, (𝑘, ℓ) ≠ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 ⧵ {(0, 0)}.

假设 𝑘 = 0，ℓ ≠ 0，𝑖 ≠ 0，𝑗 = 0，由公式(4.28)，可知

0 =𝐵⟨𝜂0|𝐶⟨𝜉ℓ|𝐸|𝜂𝑖⟩𝐵|𝜉0⟩𝐶

=
𝑑𝐶 −2

∑
𝑠=0

𝑎𝑠⟨𝜂0|0⟩𝐵⟨0|𝜂𝑖⟩𝐵⟨𝜉ℓ|𝜂𝑠⟩𝐶⟨𝜂𝑠|𝜉0⟩𝐶

+
𝑑𝐵−3

∑
𝑠=0

𝑑𝐶 −3

∑
𝑡=0

𝑒𝑠,𝑡⟨𝜂0|𝛽𝑠⟩𝐵⟨𝛽𝑠|𝜂𝑖⟩𝐵⟨𝜉ℓ|𝛽𝑡⟩𝐶⟨𝛽𝑡|𝜉0⟩𝐶

=
𝑑𝐶 −2

∑
𝑠=0

𝑎𝑠⟨𝜉ℓ|𝜂𝑠⟩𝐶⟨𝜂𝑠|𝜉0⟩𝐶 + 𝑤ℓ
𝑑𝐶 −1(𝑑𝐵 − 2)(𝑑𝐶 − 2)𝑒0,0.

(4.29)

上个等式的最后一个求和项有三种情况：
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(a) 如果 𝑠 = 0，那么

⟨𝜉ℓ|𝜂0⟩𝐶⟨𝜂0|𝜉0⟩𝐶 = (𝑑𝐶 − 2)
𝑑𝐶 −2

∑
𝑛=1

𝑤−(𝑛−1)ℓ
𝑑𝐶 −1 = −(𝑑𝐶 − 2)𝑤ℓ

𝑑𝐶 −1.

(b) 如果 𝑠 = ℓ，那么

⟨𝜉ℓ|𝜂ℓ⟩𝐶⟨𝜂ℓ|𝜉0⟩𝐶 = −
𝑑𝐶 −2

∑
𝑛=1

𝑤ℓ
𝑑𝐶 −1 = −(𝑑𝐶 − 2)𝑤ℓ

𝑑𝐶 −1.

(c) 如果 𝑠 ≠ 0, ℓ，那么

⟨𝜉ℓ|𝜂𝑠⟩𝐶⟨𝜂𝑠|𝜉0⟩𝐶 = −
𝑑𝐶 −2

∑
𝑛=1

𝑤𝑛𝑠−(𝑛−1)ℓ
𝑑𝐶 −1 = −𝑤ℓ

𝑑𝐶 −1

𝑑𝐶 −2

∑
𝑛=1

𝑤(𝑠−ℓ)𝑛
𝑑𝐶 −1 = 𝑤ℓ

𝑑𝐶 −1.

因此，由公式(4.29)可知
𝑑𝐶 −2

∑
𝑠=0

𝑎𝑠 − (𝑑𝐶 − 1)(𝑎0 + 𝑎ℓ) + (𝑑𝐵 − 2)(𝑑𝐶 − 2)𝑒0,0 = 0. (4.30)

由于 ℓ ≠ 0 ∈ ℤ𝑑𝐶 −1，我们一定有 𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑑𝐶 −2。那么公式(4.30)可以表示
为：

− (𝑑𝐶 − 2)𝑎0 − 𝑎1 + (𝑑𝐵 − 2)(𝑑𝐶 − 2)𝑒0,0 = 0. (4.31)

此外，通过 |𝑆⟩，|0⟩𝐴|𝜂1⟩𝐵|𝜉0⟩ ∈ ℬ3和公式(4.28)，我们得到

𝐵
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−1

∑
𝑖1=0

⟨𝑖1|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−1

∑
𝑖2=0

⟨𝑖2|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐸|𝜂1⟩𝐵|𝜉0⟩𝐶

= (𝑑𝐶 − 1)(𝑑𝐶 − 2)𝑎0 − (𝑑𝐵 − 2)(𝑑𝐶 − 2)2𝑒0,0 = 0,

即
(𝑑𝐶 − 1)𝑎0 − (𝑑𝐵 − 2)(𝑑𝐶 − 2)𝑒0,0 = 0. (4.32)

那么由公式(4.31)和(4.32)可知，𝑎0 = 𝑎1。因此 𝑎0 = 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑑𝐶 −2 = 𝑎，这意味
着

𝐸𝒜(𝐴)
1

= 𝑎
𝑑𝐶 −2

∑
𝑠=0

|0⟩𝐵⟨0| ⊗ |𝜂𝑠⟩𝐶⟨𝜂𝑠|,

也等价于
𝐸𝒜(𝐴)

1
= 𝑎𝕀𝒜(𝐴)

1
. (4.33)

步骤 3 考虑 |𝑆⟩ 和 {|0⟩𝐴|𝜂𝑖⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶}(𝑖,𝑗)∈ℤ𝑑𝐵−1×ℤ𝑑𝐶 −1⧵{(0,0)} = ℬ3，通过公
式(4.25)和(4.33)，我们有

𝐵
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−1

∑
𝑖1=0

⟨𝑖1|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −1

∑
𝑖2=0

⟨𝑖2|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐸|𝜂𝑖⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶 = 𝐵
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−2

∑
𝑖1=0

⟨𝑖1|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −1

∑
𝑖2=1

⟨𝑖2|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐸|𝜂𝑖⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶 = 0.
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此外，我们有
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−2

∑
𝑖1=0

|𝑖1⟩
⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −1

∑
𝑖2=1

|𝑖2⟩
⎞
⎟
⎟
⎠𝐶

= |𝜂0⟩𝐵|𝜉0⟩𝐶 .

因此，通过 {|𝑆⟩} ∪ {|0⟩𝐴|𝜂𝑖⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶}(𝑖,𝑗)∈ℤ𝑑𝐵−1×ℤ𝑑𝐶 −1⧵{(0,0)}，我们有

𝐵⟨𝜂𝑘|𝐶⟨𝜉ℓ|𝐸|𝜂𝑖⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶 = 0, (𝑘, ℓ) ≠ (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1.

对于任何 |𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 ∈ 𝒜(𝐴)
1 ∩ ℬ(𝐴)

3 ，通过公式(4.25)和(4.33)，我们有
{|𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 }𝐸ℬ(𝐴)

3 ⧵{|𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 } = 0。对 {|𝜂𝑖⟩𝐵|𝜉𝑗⟩𝐶}(𝑖,𝑗)∈ℤ𝑑𝐵−1×ℤ𝑑𝐶 −1 运用引理4.3，我们
有

𝐸ℬ(𝐴)
3

= 𝑎1𝕀ℬ(𝐴)
3

. (4.34)

由于𝒜(𝐴)
1 ∩ ℬ(𝐴)

3 ≠ ∅，这推出 𝑎 = 𝑎1。因此，再通过公式(4.33)和(4.34)，我们得到
𝐸𝒜(𝐴)

1 ∪ℬ(𝐴)
3

= 𝑎𝕀𝒜(𝐴)
1 ∪ℬ(𝐴)

3
.

由于图3.13的对称性，我们得到 𝐸 = 𝑎𝕀。引理得证。 ∎

下面我们有更一般的结论。
定理 4.8 在ℂ𝑑𝐴 ⊗ℂ𝑑𝐵 ⊗ℂ𝑑𝐶 中，3 ⩽ 𝑑𝐴 ⩽ 𝑑𝐵 ⩽ 𝑑𝐶，对于任何 0 ⩽ 𝑛 ⩽ ⌊𝑑𝐴−3

2 ⌋，
公式(3.10)给出的

𝒰𝑛 ∶= ∪𝑛
𝑡=0(∪3

𝑖=1(𝒜(𝑡)
𝑖 ∪ ℬ(𝑡)

𝑖 )) ∪ ℱ (𝑛) ∪ {|𝑆⟩}

是一个强非局域的不可扩充乘积基，且 |𝒰𝑛 = 𝑑𝐴𝑑𝐵𝑑𝐶 − 8(𝑛 + 1)|。
我们只需在引理4.7的基础上，对 𝒰𝑛 中的 𝑡进行归纳，即可验证 𝒰𝑛 具有强

量子非局域性。

4.4.2 四体系统中强非局域的不可扩充乘积基
首先，我们验证公式(3.18)给出的不可扩充乘积基具有强量子非局域性。
引理 4.9 在 ℂ𝑑𝐴 ⊗ ℂ𝑑𝐵 ⊗ ℂ𝑑𝐶 ⊗ ℂ𝑑𝐷 中，3 ⩽ 𝑑𝐴 ⩽ 𝑑𝐵 ⩽ 𝑑𝐶 ⩽ 𝑑𝐷，公

式(3.18)给出的 ∪8
𝑖=1(𝒜𝑖 ∪ ℬ𝑖) ∪ ℱ ∪ {|𝑆⟩}是一个强非局域的不可扩充乘积基，且

| ∪8
𝑖=1 (𝒜𝑖 ∪ ℬ𝑖) ∪ ℱ ∪ {|𝑆⟩}| = 𝑑𝐴𝑑𝐵𝑑𝐶𝑑𝐷 − 16。
证明 令 𝐵，𝐶 和𝐷一起进行一个正交保持的局部测量 {𝐸 = 𝑀†𝑀}，其中

𝐸 = (𝑎𝑖𝑗𝑘,ℓ𝑚𝑛)𝑖,ℓ∈ℤ𝑑𝐵 ,𝑗,𝑚∈ℤ𝑑𝐶 ,𝑘,𝑛∈ℤ𝑑𝐷
，那么测量后的态 {𝕀𝐴 ⊗ 𝑀|𝜓⟩ ∶ |𝜓⟩ ∈ 𝒰 }是

相互正交的。
步骤 1 由于 ⟨𝜉1|𝜂1⟩𝐴 ≠ 0，对 ∪4

𝑖=1{𝒜𝑖(|𝜉1⟩𝐴), ℬ𝑖(|𝜂1⟩𝐴)} 中任意两个元素运用引
理4.2，我们有

𝒜(𝐴)
𝑖

𝐸𝒜(𝐴)
𝑗

= 0, 𝒜(𝐴)
𝑖

𝐸ℬ(𝐴)
𝑘

= 0, ℬ(𝐴)
𝑘

𝐸ℬ(𝐴)
ℓ

= 0, ℬ(𝐴)
𝑘

𝐸𝒜(𝐴)
𝑖

= 0.

1 ⩽ 𝑖 ≠ 𝑗 ⩽ 4, 1 ⩽ 𝑘 ≠ ℓ ⩽ 4.
(4.35)
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接下来，我们考虑 𝒜5(|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴)和 𝒜1(|𝜉1⟩𝐴)，对于 (𝑗, 𝑘, ℓ) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 ×
ℤ𝑑𝐷−1 ⧵ {(0, 0, 0)}和 (𝑚, 𝑛) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐷−1，我们有

𝐵⟨𝜂𝑗|𝐶⟨𝜉𝑘|𝐷⟨𝜂ℓ|𝐸|𝜂𝑚⟩𝐵|0⟩𝐶 |𝜉𝑛⟩𝐷 =

𝐵
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−2

∑
𝑡1=0

𝑤−𝑗𝑡1
𝑑𝐵−1⟨𝑡1|

⎞
⎟
⎟
⎠

𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −2

∑
𝑡2=0

𝑤−𝑘𝑡2
𝑑𝐶 −1⟨𝑡2 + 1|

⎞
⎟
⎟
⎠

𝐷
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐷−2

∑
𝑡3=0

𝑤−ℓ𝑡3
𝑑𝐷−1⟨𝑡3|

⎞
⎟
⎟
⎠

𝐸

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−2

∑
𝑡4=0

𝑤𝑚𝑡4
𝑑𝐵−1|𝑡4⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

|0⟩𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐷−2

∑
𝑡5=0

𝑤𝑛𝑡5
𝑑𝐷−1|𝑡5 + 1⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐷

= 0.

(4.36)

由公式(4.35)可知，对于 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 4，ℬ(𝐴)
𝑖

𝐸𝒜(𝐴)
1

= 0。对于 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 4，这意味着
ℬ(𝐴)

𝑖 ∩𝒜(𝐴)
5

𝐸𝒜(𝐴)
1

= 0。那么公式(4.36)可以表示为

𝐵
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−2

∑
𝑡1=1

𝑤−𝑗𝑡1
𝑑𝐵−1⟨𝑡1|

⎞
⎟
⎟
⎠

𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −3

∑
𝑡2=0

𝑤−𝑘𝑡2
𝑑𝐶 −1⟨𝑡2 + 1|

⎞
⎟
⎟
⎠

𝐷
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐷−2

∑
𝑡3=1

𝑤−ℓ𝑡3
𝑑𝐷−1⟨𝑡3|

⎞
⎟
⎟
⎠

𝐸

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−2

∑
𝑡4=0

𝑤𝑚𝑡4
𝑑𝐵−1|𝑡4⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

|0⟩𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐷−2

∑
𝑡5=0

𝑤𝑛𝑡5
𝑑𝐷−1|𝑡5 + 1⟩

⎞
⎟
⎟
⎠𝐷

= 0,

即对于任何 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑑𝐵 − 2，0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑑𝐶 − 3，1 ⩽ ℓ ⩽ 𝑑𝐷 − 2，0 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑑𝐵 − 2，
0 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑑𝐷 − 2，有

𝑑𝐵−2

∑
𝑡1=1

𝑑𝐶 −3

∑
𝑡2=0

𝑑𝐷−2

∑
𝑡3=1

𝑑𝐵−2

∑
𝑡4=0

𝑑𝐷−2

∑
𝑡5=0

𝑤−𝑗𝑡1
𝑑𝐵−1𝑤−𝑘𝑡2

𝑑𝐶 −1𝑤−ℓ𝑡3
𝑑𝐷−1𝑤𝑚𝑡4

𝑑𝐵−1𝑤𝑛𝑡5
𝑑𝐷−1×

𝐵⟨𝑡1|𝐶⟨𝑡2 + 1|𝐷⟨𝑡3|𝐸|𝑡4⟩𝐵|0⟩𝐶 |𝑡5 + 1⟩𝐷 = 0.

这意味着
[𝐻†

1 ⊗ 𝐻†
2 ⊗ 𝐻†

3 ⊗ 𝐻4 ⊗ 𝐻5]𝑋 = 0,

其中

𝐻1 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑤𝑑𝐵−1 𝑤2
𝑑𝐵−1 ⋯ 𝑤(𝑑𝐵−2)

𝑑𝐵−1
𝑤2

𝑑𝐵−1 𝑤4
𝑑𝐵−1 ⋯ 𝑤2(𝑑𝐵−2)

𝑑𝐵−1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑤(𝑑𝐵−2)
𝑑𝐵−1 𝑤2(𝑑𝐵−2)

𝑑𝐵−1 ⋯ 𝑤(𝑑𝐵−2)2

𝑑𝐵−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, 𝐻2 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 ⋯ 1
1 𝑤𝑑𝐶 −1 ⋯ 𝑤(𝑑𝐶 −3)

𝑑𝐶 −1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 𝑤(𝑑𝐶 −3)

𝑑𝐶 −1 ⋯ 𝑤(𝑑𝐶 −3)2

𝑑𝐶 −1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

𝐻3 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑤𝑑𝐷−1 𝑤2
𝑑𝐷−1 ⋯ 𝑤(𝑑𝐷−2)

𝑑𝐷−1
𝑤2

𝑑𝐷−1 𝑤4
𝑑𝐷−1 ⋯ 𝑤2(𝑑𝐷−2)

𝑑𝐷−1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑤(𝑑𝐷−2)
𝑑𝐷−1 𝑤2(𝑑𝐷−2)

𝑑𝐷−1 ⋯ 𝑤(𝑑𝐷−2)2

𝑑𝐷−1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,
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𝐻4 = (𝑤𝑖𝑗
𝑑𝐵−1)𝑖,𝑗∈ℤ𝑑𝐵−1，𝐻5 = (𝑤𝑖𝑗

𝑑𝐷−1)𝑖,𝑗∈ℤ𝑑𝐷−1，且 𝑋 是一个列向量：
𝑋 = (𝐵⟨𝑡1|𝐶⟨𝑡2 + 1|𝐷⟨𝑡3|𝐸|𝑡4⟩𝐵|0⟩𝐶 |𝑡5 + 1⟩𝐷){1⩽𝑡1⩽𝑑𝐵−2, 0⩽𝑡2⩽𝑑𝐶 −3, 1⩽𝑡3⩽𝑑𝐷−2 0⩽𝑡4⩽𝑑𝐵−2, 0⩽𝑡5⩽𝑑𝐷−2}.

由于𝐻1, 𝐻2, 𝐻3, 𝐻4, 𝐻5都是满秩矩阵，我们可以得到𝐻†
1 ⊗𝐻†

2 ⊗𝐻†
3 ⊗𝐻4 ⊗𝐻5

也是一个满秩矩阵，这推出 𝑋 = 0，即对于 1 ⩽ 𝑡1 ⩽ 𝑑𝐵 − 2，0 ⩽ 𝑡2 ⩽ 𝑑𝐶 − 3，
1 ⩽ 𝑡3 ⩽ 𝑑𝐷 − 2，0 ⩽ 𝑡4 ⩽ 𝑑𝐵 − 2，0 ⩽ 𝑡5 ⩽ 𝑑𝐷 − 2，我们有

𝐵⟨𝑡1|𝐶⟨𝑡2 + 1|𝐷⟨𝑡3|𝐸|𝑡4⟩𝐵|0⟩𝐶 (|𝑡5 + 1⟩𝐷 = 0,

这也意味着
ℱ (𝐴)𝐸𝒜(𝐴)

1
= 0.

类似地，对于 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 4，通过𝒜5(|𝑑𝐴 − 1⟩𝐴)和𝒜𝑖(|𝜉1⟩𝐴)，我们能像上面一样推
出

ℱ (𝐴)𝐸𝒜(𝐴)
𝑖

= 0, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 4. (4.37)

此外，由于图3.15的对称性，我们也可以得到

ℱ (𝐴)𝐸ℬ(𝐴)
𝑗

= 0, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 4. (4.38)

因此，由公式(4.35)，(4.37)和 (4.38)可知，𝐸 是一个分块对角矩阵，它可以表示
为：

𝐸 = 𝐸𝒜(𝐴)
1

⊕ 𝐸𝒜(𝐴)
2

⊕ 𝐸𝒜(𝐴)
3

⊕ 𝐸𝒜(𝐴)
4

⊕ 𝐸ℱ (𝐴) ⊕ 𝐸ℬ(𝐴)
4

⊕ 𝐸ℬ(𝐴)
3

⊕ 𝐸ℬ(𝐴)
2

⊕ 𝐸ℬ(𝐴)
1

. (4.39)

步骤 2考虑 |𝑆⟩和 {|𝛽0⟩𝐴|𝛽𝑗⟩𝐵|𝛽𝑘⟩𝐶 |𝛽ℓ⟩𝐷}(𝑗,𝑘,ℓ)∈ℤ𝑑𝐵−2×ℤ𝑑𝐶 −2×ℤ𝑑𝐷−2⧵{(0,0,0)} ⊂ ℱ，其
中 𝑑𝐷 ⩾ 4。对于 (𝑗, 𝑘, ℓ) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1 ⧵ {(0, 0, 0)}，那我们有

𝐵
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−1

∑
𝑖1=0

⟨𝑖1|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −1

∑
𝑖2=0

⟨𝑖2|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐷
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐷−1

∑
𝑖3=0

⟨𝑖3|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐸|𝛽𝑗⟩𝐵|𝛽𝑘⟩𝐶 |𝛽ℓ⟩𝐷 =

𝐵
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−2

∑
𝑖1=1

⟨𝑖1|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −2

∑
𝑖2=1

⟨𝑖2|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐷
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐷−2

∑
𝑖3=1

⟨𝑖3|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐸|𝛽𝑗⟩𝐵|𝛽𝑘⟩𝐶 |𝛽ℓ⟩𝐷 = 0.

此外我们有
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−2

∑
𝑖1=1

|𝑖1⟩
⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −2

∑
𝑖2=1

|𝑖2⟩
⎞
⎟
⎟
⎠𝐶

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐷−2

∑
𝑖3=1

|𝑖3⟩
⎞
⎟
⎟
⎠𝐷

= |𝛽0⟩𝐵|𝛽0⟩𝐶 |𝛽0⟩𝐷.

因此通过 {|𝑆⟩} ∪ {|𝛽0⟩𝐴|𝛽𝑗⟩𝐵|𝛽𝑘⟩𝐶 |𝛽ℓ⟩𝐷}(𝑗,𝑘,ℓ)∈ℤ𝑑𝐵−2×ℤ𝑑𝐶 −2×ℤ𝑑𝐷−2⧵{(0,0,0)}，我们得
到

𝐵⟨𝛽𝑖|𝐶⟨𝛽𝑗|𝐷⟨𝛽𝑘|𝐸|𝛽ℓ⟩𝐵|𝛽𝑚⟩𝐶 |𝛽𝑛⟩𝐷 = 0,

(𝑖, 𝑗, 𝑘) ≠ (ℓ, 𝑚, 𝑛) ∈ ℤ𝑑𝐵−2 × ℤ𝑑𝐶 −2 × ℤ𝑑𝐷−2.
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对于 (𝑟, 𝑠, 𝑡) ∈ ℤ𝑑𝐵−2 × ℤ𝑑𝐶 −2 × ℤ𝑑𝐷−2，存在实数 𝑒𝑟,𝑠,𝑡使得

𝐸ℱ (𝐴) =
𝑑𝐵−3

∑
𝑟=0

𝑑𝐶 −3

∑
𝑠=0

𝑑𝐷−3

∑
𝑡=0

𝑒𝑟,𝑠,𝑡|𝛽𝑟⟩𝐵⟨𝛽𝑟| ⊗ |𝛽𝑠⟩𝐶⟨𝛽𝑠| ⊗ |𝛽𝑡⟩𝐷⟨𝛽𝑡|. (4.40)

注意公式(4.40)对 𝑑𝐷 = 3也成立。接下来，通过𝒜1(|𝜉1⟩𝐴)，我们有

𝐵⟨𝜂𝑖|𝐶⟨0|𝐷⟨𝜉𝑗|𝐸|𝜂𝑘⟩𝐵|0⟩𝐶 |𝜉ℓ⟩𝐷 = 0, (𝑖, 𝑗) ≠ (𝑘, ℓ) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐷−1.

对于 (𝑠, 𝑡) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐷−1，存在实数 𝑎𝑠,𝑡使得

𝐸𝒜(𝐴)
1

=
𝑑𝐵−2

∑
𝑠=0

𝑑𝐷−2

∑
𝑡=0

𝑎𝑠,𝑡|𝜂𝑠⟩𝐵⟨𝜂𝑠| ⊗ |0⟩𝐶⟨0| ⊗ |𝜉𝑡⟩𝐷⟨𝜉𝑡|.

类似地，存在实数 𝑎𝑠,𝑡, 𝑏𝑠,𝑡, 𝑐𝑠,𝑡, 𝑝, 𝑒𝑟.𝑠,𝑡, 𝑞, 𝑔𝑠,𝑡, ℎ𝑠,𝑡, 𝑖𝑠,𝑡使得

𝐸 =
𝑑𝐵−2

∑
𝑠=0

𝑑𝐷−2

∑
𝑡=0

𝑎𝑠,𝑡|𝜂𝑠⟩𝐵⟨𝜂𝑠| ⊗ |0⟩𝐶⟨0| ⊗ |𝜉𝑡⟩𝐷⟨𝜉𝑡|

+
𝑑𝐶 −2

∑
𝑠=0

𝑑𝐷−2

∑
𝑡=0

𝑏𝑠,𝑡|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵⟨𝑑𝐵 − 1| ⊗ |𝜂𝑠⟩𝐶⟨𝜂𝑠| ⊗ |𝜂𝑡⟩𝐷⟨𝜂𝑡|

+
𝑑𝐵−2

∑
𝑠=0

𝑑𝐶 −2

∑
𝑡=0

𝑐𝑠,𝑡|𝜉𝑠⟩𝐵⟨𝜉𝑠| ⊗ |𝜉𝑡⟩𝐶⟨𝜉𝑡| ⊗ |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷⟨𝑑𝐷 − 1|

+ 𝑝|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵⟨𝑑𝐵 − 1| ⊗ |0⟩𝐶⟨0| ⊗ |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷⟨𝑑𝐷 − 1|

+
𝑑𝐵−3

∑
𝑟=0

𝑑𝐶 −3

∑
𝑠=0

𝑑𝐷−3

∑
𝑡=0

𝑒𝑟,𝑠,𝑡|𝛽𝑟⟩𝐵⟨𝛽𝑟| ⊗ |𝛽𝑠⟩𝐶⟨𝛽𝑠| ⊗ |𝛽𝑡⟩𝐷⟨𝛽𝑡|

+ 𝑞|0⟩𝐵⟨0| ⊗ |𝑑𝐶 − 1⟩𝐶⟨𝑑𝐶 − 1| ⊗ |0⟩𝐷⟨0|

+
𝑑𝐵−2

∑
𝑠=0

𝑑𝐶 −2

∑
𝑡=0

𝑔𝑠,𝑡|𝜂𝑠⟩𝐵⟨𝜂𝑠| ⊗ |𝜂𝑡⟩𝐶⟨𝜂𝑡| ⊗ |0⟩𝐷⟨0|

+
𝑑𝐶 −2

∑
𝑠=0

𝑑𝐷−2

∑
𝑡=0

ℎ𝑠,𝑡|0⟩𝐵⟨0| ⊗ |𝜉𝑠⟩𝐶⟨𝜉𝑠| ⊗ |𝜉𝑡⟩𝐷⟨𝜉𝑡|

+
𝑑𝐵−2

∑
𝑠=0

𝑑𝐷−2

∑
𝑡=0

𝑖𝑠,𝑡|𝜉𝑠⟩𝐵⟨𝜉𝑠| ⊗ |𝑑𝐶 − 1⟩𝐶⟨𝑑𝐶 − 1| ⊗ |𝜂𝑡⟩𝐷⟨𝜂𝑡|.

(4.41)

通过 {|0⟩𝐴|𝜉𝑖⟩𝐵|𝜂𝑗⟩𝐶 |𝜉𝑘⟩𝐷}(𝑖,𝑗,𝑘) ∈ℤ𝑑𝐵−1×ℤ𝑑𝐶 −1×ℤ𝑑𝐷−1⧵{(0,0,0)} = ℬ5，对于 (𝑖, 𝑗, 𝑘) ≠
(ℓ, 𝑚, 𝑛) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1 ⧵ {(0, 0, 0)}，我们有

𝐵⟨𝜉𝑖|𝐶⟨𝜂𝑗|𝐷⟨𝜉𝑘|𝐸|𝜉ℓ⟩𝐵|𝜂𝑚⟩𝐶 |𝜉𝑛⟩𝐷 = 0.

那么有三种情况：
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(i) 假设 𝑖 ≠ 0，𝑗 = 0，𝑘 = 0，ℓ = 0，𝑚 ≠ 0，𝑛 = 0。由公式(4.41)可知

0 =𝐵⟨𝜉𝑖|𝐶⟨𝜂0|𝐷⟨𝜉0|𝐸|𝜉0⟩𝐵|𝜂𝑚⟩𝐶 |𝜉0⟩𝐷

=(𝑑𝐷 − 1)2
𝑑𝐵−2

∑
𝑠=0

𝑎𝑠,0⟨𝜉𝑖|𝜂𝑠⟩𝐵⟨𝜂𝑠|𝜉0⟩𝐵 + 𝑤𝑖
𝑑𝐵−1𝑝

+ 𝑤𝑖
𝑑𝐵−1(𝑑𝐵 − 2)(𝑑𝐶 − 2)(𝑑𝐷 − 2)2𝑒0,0,0

=(𝑑𝐷 − 1)2𝑤𝑖
𝑑𝐵−1

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−2

∑
𝑠=0

𝑎𝑠,0 − (𝑑𝐵 − 1)(𝑎0,0 + 𝑎𝑖,0)
⎞
⎟
⎟
⎠

+ 𝑤𝑖
𝑑𝐵−1𝑝 + 𝑤𝑖

𝑑𝐵−1(𝑑𝐵 − 2)(𝑑𝐶 − 2)(𝑑𝐷 − 2)2𝑒0,0,0,

(4.42)

即

(𝑑𝐷 − 1)2
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−2

∑
𝑠=0

𝑎𝑠,0 − (𝑑𝐵 − 1)(𝑎0,0 + 𝑎𝑖,0)
⎞
⎟
⎟
⎠

+ 𝑝

+ (𝑑𝐵 − 2)(𝑑𝐶 − 2)(𝑑𝐷 − 2)2𝑒0,0,0 = 0.

(4.43)

由于 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐵−1 ⧵ {0}，我们得到 𝑎1,0 = 𝑎2,0 = ⋯ = 𝑎𝑑𝐵−2,0。然后公式(4.43)可
以表示为

− (𝑑𝐷 − 1)2((𝑑𝐵 − 2)𝑎0,0 + 𝑎1,0) + 𝑝 + (𝑑𝐵 − 2)(𝑑𝐶 − 2)(𝑑𝐷 − 2)2𝑒0,0,0 = 0. (4.44)

接下来，通过 |𝑆⟩和 |0⟩𝐴|𝜉1⟩𝐵|𝜂1⟩𝐶 |𝜉0⟩𝐷 ∈ ℬ5，我们有

0 =𝐵
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−1

∑
𝑖1=0

⟨𝑖1|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −1

∑
𝑖2=0

⟨𝑖2|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐷
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐷−1

∑
𝑖3=0

⟨𝑖3|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐸|𝜉1⟩𝐵|𝜂1⟩𝐶 |𝜉0⟩𝐷

= − 𝑤𝑑𝐵−2
𝑑𝐵−1(𝑑𝐵 − 1)(𝑑𝐷 − 1)2𝑎0,0 + 𝑤𝑑𝐵−2

𝑑𝐵−1𝑝

+ 𝑤𝑑𝐵−2
𝑑𝐵−1(𝑑𝐵 − 2)(𝑑𝐶 − 2)(𝑑𝐷 − 2)2𝑒0,0,0,

即

− (𝑑𝐵 − 1)(𝑑𝐷 − 1)2𝑎0,0 + 𝑝 + (𝑑𝐵 − 2)(𝑑𝐶 − 2)(𝑑𝐷 − 2)2𝑒0,0,0 = 0. (4.45)

考虑公式(4.44)和(4.45)，那我们有 𝑎0,0 = 𝑎1,0。这意味着 𝑎0,0 = 𝑎1,0 = ⋯ =
𝑎𝑑𝐵−2,0 = 𝑎。
接 下 来， 我 们 考 虑 {|0⟩𝐴|0⟩𝐵|0⟩𝐶 |𝜉𝑖⟩𝐷}𝑖∈ℤ𝑑𝐷−1⧵{0} = ℬ8 和
{|0⟩𝐴|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |𝜉ℓ⟩𝐷}(𝑗,𝑘,ℓ)∈ℤ𝑑𝐵−1×ℤ𝑑𝐶 −1×ℤ𝑑𝐷−1⧵{(0,0,0)} = ℬ5， 对 于
𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐷−1 ⧵ {0} 和 (𝑗, 𝑘, ℓ) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1 ⧵ {(0, 0, 0)}，那
么我们有

𝐵⟨0|𝐶⟨0|𝐷⟨𝜉𝑖|𝐸|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |𝜉ℓ⟩𝐷 = 0. (4.46)
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由公式(4.41)可知，对于 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐷−1 ⧵ {0}，(𝑗, 𝑘, ℓ) = (0, 0, 0)，

𝐵⟨0|𝐶⟨0|𝐷⟨𝜉𝑖|𝐸|𝜉0⟩𝐵|𝜂0⟩𝐶 |𝜉0⟩𝐷 = 0; (4.47)

对于 (𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1，ℓ ∈ ℤ𝑑𝐷−1 ⧵ {0}，我们有

𝐵⟨0|𝐶⟨0|𝐷⟨𝜉0|𝐸|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |𝜉ℓ⟩𝐷 = 0. (4.48)

此外，通过公式(4.41)可知，对于 (𝑗, 𝑘) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1，有

𝐵⟨0|𝐶⟨0|𝐷⟨𝜉0|𝐸|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |𝜉0⟩𝐷 = (𝑑𝐷 − 1)2
𝑑𝐵−2

∑
𝑠=0

𝑎𝑠,0⟨𝜂𝑠|𝜉𝑗⟩𝐵

= 𝑎(𝑑𝐷 − 1)2
𝑑𝐵−2

∑
𝑠=0

⟨𝜂𝑠|𝜉𝑗⟩𝐵

= 𝑎(𝑑𝐷 − 1)2
𝑑𝐵−2

∑
𝑠=0

𝑑𝐵−2

∑
𝑛=1

𝑤𝑗(𝑛−1)−𝑛𝑠
𝑑𝐵−1 = 𝑎(𝑑𝐷 − 1)2𝑤−𝑗

𝑑𝐵−1

𝑑𝐵−2

∑
𝑠=0

𝑑𝐵−2

∑
𝑛=1

𝑤𝑛(𝑗−𝑠)
𝑑𝐵−1 = 0.

(4.49)
因此通过公式(4.46)，(4.47)，(4.48)和 (4.49)，对于 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐷−1 和 (𝑗, 𝑘, ℓ) ∈
ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1，我们有

𝐵⟨0|𝐶⟨0|𝐷⟨𝜉𝑖|𝐸|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |𝜉ℓ⟩𝐷 = 0.

对 {|0⟩𝐵|0⟩𝐶 |𝜉𝑖⟩𝐷}𝑖∈ℤ𝑑𝐷−1 和 {|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |𝜉ℓ⟩𝐷}(𝑗,𝑘,ℓ)∈ℤ𝑑𝐵−1×ℤ𝑑𝐶 −1×ℤ𝑑𝐷−1 运用
引理4.2，我们得到

ℬ(𝐴)
8

𝐸ℬ(𝐴)
5

= 0. (4.50)

(ii) 假设 𝑖 ≠ 0，𝑗 = 0，𝑘 = 0，ℓ = 0，𝑚 = 0，𝑛 ≠ 0。通过公式(4.41)，我们有
0 =𝐵⟨𝜉𝑖|𝐶⟨𝜂0|𝐷⟨𝜉0|𝐸|𝜉0⟩𝐵|𝜂0⟩𝐶 |𝜉𝑛⟩𝐷

=𝑤𝑖
𝑑𝐵−1(𝑑𝐶 − 1)2𝑤−𝑛

𝑑𝐷−1
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐷−2

∑
𝑡=0

𝑏0,𝑡 − (𝑑𝐷 − 1)(𝑏0,0 + 𝑏0,𝑛)
⎞
⎟
⎟
⎠

+ 𝑤𝑖
𝑑𝐵−1𝑤−𝑛

𝑑𝐷−1𝑝 + 𝑤𝑖
𝑑𝐵−1𝑤−𝑛

𝑑𝐷−1(𝑑𝐵 − 2)(𝑑𝐶 − 2)2(𝑑𝐷 − 2)𝑒0,0,0,

即

(𝑑𝐶 − 1)2
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐷−2

∑
𝑡=0

𝑏0,𝑡 − (𝑑𝐷 − 1)(𝑏0,0 + 𝑏0,𝑛)
⎞
⎟
⎟
⎠

+ 𝑝 + (𝑑𝐵 − 2)(𝑑𝐶 − 2)2(𝑑𝐷 − 2)𝑒0,0,0 = 0.

(4.51)

由于 𝑛 ∈ ℤ𝑑𝐷−1 ⧵ {0}，我们得到 𝑏0,1 = 𝑏0,2 = ⋯ = 𝑏0,𝑑𝐷−2。然后公式(4.51)可
以表示为

− (𝑑𝐶 − 1)2((𝑑𝐷 − 2)𝑏0,0 + 𝑏0,1) + 𝑝 + (𝑑𝐵 − 2)(𝑑𝐶 − 2)2(𝑑𝐷 − 2)𝑒0,0,0 = 0. (4.52)

64



第 4章 强量子非局域性

接下来，通过 |𝑆⟩和 |0⟩𝐴|𝜉1⟩𝐵|𝜂0⟩𝐶 |𝜉1⟩𝐷 ∈ ℬ5，我们有

0 =𝐵
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−1

∑
𝑖1=0

⟨𝑖1|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −1

∑
𝑖2=0

⟨𝑖2|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐷
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐷−1

∑
𝑖3=0

⟨𝑖3|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐸|𝜉1⟩𝐵|𝜂0⟩𝐶 |𝜉1⟩𝐷

= − 𝑤𝑑𝐵−2
𝑑𝐵−1𝑤𝑑𝐷−2

𝑑𝐷−1(𝑑𝐶 − 1)2(𝑑𝐷 − 1)𝑏0,0 + 𝑤𝑑𝐵−2
𝑑𝐵−1𝑤𝑑𝐷−2

𝑑𝐷−1𝑝

+ 𝑤𝑑𝐵−2
𝑑𝐵−1𝑤𝑑𝐷−2

𝑑𝐷−1(𝑑𝐵 − 2)(𝑑𝐶 − 2)2(𝑑𝐷 − 2)𝑒0,0,0,

即

− (𝑑𝐶 − 1)2(𝑑𝐷 − 1)𝑏0,0 + 𝑝 + (𝑑𝐵 − 2)(𝑑𝐶 − 2)2(𝑑𝐷 − 2)𝑒0,0,0 = 0. (4.53)

考虑公式(4.52)和(4.53)，我们有 𝑏0,0 = 𝑏0,1。这意味着 𝑏0,0 = 𝑏0,1 = ⋯ =
𝑏0,𝑑𝐷−2 = 𝑏。
接下来，我们考虑 {|0⟩𝐴|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|𝜂𝑖⟩𝐶 |0⟩𝐷}𝑖∈ℤ𝑑𝐶 −1⧵{0} = ℬ7 和
{|0⟩𝐴|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |𝜉ℓ⟩𝐷}(𝑗,𝑘,ℓ)∈ℤ𝑑𝐵−1×ℤ𝑑𝐶 −1 ×ℤ𝑑𝐷−1⧵{(0,0,0)} = ℬ5，像公式(4.46)，
(4.47)，(4.48)和 (4.49)一样讨论，对于 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐶 −1和 (𝑗, 𝑘, ℓ) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 ×ℤ𝑑𝐶 −1 ×
ℤ𝑑𝐷−1，我们得到

𝐵⟨𝑑𝐵 − 1|𝐶⟨𝜂𝑖|𝐷⟨0|𝐸|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |𝜉ℓ⟩𝐷 = 0.

对 {|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|𝜂𝑖⟩𝐶 |0⟩𝐷}𝑖∈ℤ𝑑𝐶 −1 和 {|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |𝜉ℓ⟩𝐷}(𝑗,𝑘,ℓ)∈ℤ𝑑𝐵−1×ℤ𝑑𝐶 −1×ℤ𝑑𝐷−1

运用引理4.2，我们得到
ℬ(𝐴)

7
𝐸ℬ(𝐴)

5
= 0. (4.54)

(iii) 假设 𝑖 = 0，𝑗 = 0，𝑘 ≠ 0，ℓ = 0，𝑚 ≠ 0，𝑛 = 0。通过公式(4.41)，我们有

0 =𝐵⟨𝜉0|𝐶⟨𝜂0|𝐷⟨𝜉𝑘|𝐸|𝜉0⟩𝐵|𝜂𝑚⟩𝐶 |𝜉0⟩𝐷

=𝑤𝑘
𝑑𝐷−1(𝑑𝐵 − 1)2

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −2

∑
𝑡=0

𝑐0,𝑡 − (𝑑𝐶 − 1)(𝑐0,0 + 𝑐0,𝑚)
⎞
⎟
⎟
⎠

+ 𝑤𝑘
𝑑𝐷−1𝑝 + 𝑤𝑘

𝑑𝐷−1(𝑑𝐵 − 2)2(𝑑𝐶 − 2)(𝑑𝐷 − 2)𝑒0,0,0,

即

(𝑑𝐵 − 1)2
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −2

∑
𝑡=0

𝑐0,𝑡 − (𝑑𝐶 − 1)(𝑐0,0 + 𝑐0,𝑚)
⎞
⎟
⎟
⎠

+ 𝑝 + (𝑑𝐵 − 2)2(𝑑𝐶 − 2)(𝑑𝐷 − 2)𝑒0,0,0 = 0.

(4.55)

由于 𝑚 ∈ ℤ𝑑𝐶 −1 ⧵ {0}，我们得到 𝑐0,1 = 𝑐0,2 = ⋯ = 𝑐0,𝑑𝐶 −2。然后公式(4.55)可
以表示为

− (𝑑𝐵 − 1)2((𝑑𝐶 − 2)𝑐0,0 + 𝑐0,1) + 𝑝 + (𝑑𝐵 − 2)2(𝑑𝐶 − 2)(𝑑𝐷 − 2)𝑒0,0,0 = 0. (4.56)
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接下来，通过公式 |𝑆⟩和 |0⟩𝐴|𝜉0⟩𝐵|𝜂1⟩𝐶 |𝜉1⟩𝐷 ∈ ℬ5，我们有

0 =𝐵
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−1

∑
𝑖1=0

⟨𝑖1|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −1

∑
𝑖2=0

⟨𝑖2|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐷
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐷−1

∑
𝑖3=0

⟨𝑖3|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐸|𝜉0⟩𝐵|𝜂1⟩𝐶 |𝜉1⟩𝐷

= − 𝑤𝑑𝐷−2
𝑑𝐷−1(𝑑𝐵 − 1)2(𝑑𝐶 − 1)𝑐0,0 + 𝑤𝑑𝐷−2

𝑑𝐷−1𝑝

+ 𝑤𝑑𝐷−2
𝑑𝐷−1(𝑑𝐵 − 2)2(𝑑𝐶 − 2)(𝑑𝐷 − 2)𝑒0,0,0,

即

− (𝑑𝐵 − 1)2(𝑑𝐶 − 1)𝑐0,0 + 𝑝 + (𝑑𝐵 − 2)2(𝑑𝐶 − 2)(𝑑𝐷 − 2)𝑒0,0,0 = 0. (4.57)

考虑公式(4.56)和(4.57)，我们有 𝑐0,0 = 𝑐0,1，这意味着 𝑐0,0 = 𝑐0,1 = ⋯ =
𝑐0,𝑑𝐷−2 = 𝑐。
接下来，考虑 {|0⟩𝐴|𝜉𝑖⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷}𝑖∈ℤ𝑑𝐵−1⧵{0} = ℬ6 和
{|0⟩𝐴|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |𝜉ℓ⟩𝐷}(𝑗,𝑘,ℓ)∈ℤ𝑑𝐵−1× ℤ𝑑𝐶 −1×ℤ𝑑𝐷−1⧵{(0,0,0)} = ℬ5。像公式(4.46)，
(4.47)，(4.48)和 (4.49)一样讨论，对于 𝑖 ∈ ℤ𝑑𝐵−1和 (𝑗, 𝑘, ℓ) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 ×ℤ𝑑𝐶 −1 ×
ℤ𝑑𝐷−1，我们有

𝐵⟨𝜉𝑖|𝐶⟨𝑑𝐶 − 1|𝐷⟨𝑑𝐷 − 1|𝐸|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |𝜉ℓ⟩𝐷 = 0.

对 {|𝜉𝑖⟩𝐵|𝑑𝐶 − 1⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷}𝑖∈ℤ𝑑𝐵−1 和 {|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |𝜉ℓ⟩𝐷}(𝑗,𝑘,ℓ)∈ℤ𝑑𝐵−1×

ℤ𝑑𝐶 −1×ℤ𝑑𝐷−1 运用引理4.2，我们得到

ℬ(𝐴)
6

𝐸ℬ(𝐴)
5

= 0. (4.58)

步骤 3考虑 |𝑆⟩和 {|0⟩𝐴|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |𝜉ℓ⟩𝐷}(𝑗,𝑘,ℓ)∈ℤ𝑑𝐵−1×ℤ𝑑𝐶 −1×ℤ𝑑𝐷−1⧵{(0,0,0)} = ℬ5，通
过公式(4.39)，(4.50)，(4.54)和 (4.58)，我们有下面等式

𝐵
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−1

∑
𝑖1=0

⟨𝑖1|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −1

∑
𝑖2=0

⟨𝑖2|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐷
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐷−1

∑
𝑖3=0

⟨𝑖3|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐸|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |𝜉ℓ⟩𝐷

= 𝐵
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−1

∑
𝑖1=1

⟨𝑖1|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −2

∑
𝑖2=0

⟨𝑖2|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐷
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐷−1

∑
𝑖3=1

⟨𝑖3|
⎞
⎟
⎟
⎠

𝐸|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |𝜉ℓ⟩𝐷 = 0.

此外，我们有
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐵−1

∑
𝑖1=1

|𝑖1⟩
⎞
⎟
⎟
⎠𝐵

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐶 −2

∑
𝑖2=0

|𝑖2⟩
⎞
⎟
⎟
⎠𝐶

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑑𝐷−1

∑
𝑖3=1

|𝑖3⟩
⎞
⎟
⎟
⎠𝐷

= |𝜉0⟩𝐵|𝜂0⟩𝐶 |𝜉0⟩𝐷.

因此通过 {|𝑆⟩} ∪ {|0⟩𝐴|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |𝜉ℓ⟩𝐷}(𝑗,𝑘,ℓ)∈ℤ𝑑𝐵−1×ℤ𝑑𝐶 −1×ℤ𝑑𝐷−1⧵{(0,0,0)}，对于
(𝑖, 𝑗, 𝑘) ≠ (ℓ, 𝑚, 𝑛) ∈ ℤ𝑑𝐵−1 × ℤ𝑑𝐶 −1 × ℤ𝑑𝐷−1，我们有

𝐵⟨𝜉𝑖|𝐶⟨𝜂𝑗|𝐷⟨𝜉𝑘|𝐸|𝜉ℓ⟩𝐵|𝜂𝑚⟩𝐶 |𝜉𝑛⟩𝐷 = 0.
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由公式(4.39)可知，𝒜(𝐴)
4

𝐸ℬ(𝐴)
5 ⧵𝒜(𝐴)

4
= 0，其中 𝒜(𝐴)

4 = {|𝑑𝐵 − 1⟩𝐵|0⟩𝐶 |𝑑𝐷 − 1⟩𝐷}，
𝒜(𝐴)

4 ⊂ ℬ(𝐴)
5 。对 {|𝜉𝑗⟩𝐵|𝜂𝑘⟩𝐶 |𝜉ℓ⟩𝐷}(𝑗,𝑘,ℓ)∈ℤ𝑑𝐵−1×ℤ𝑑𝐶 −1×ℤ𝑑𝐷−1 运用引理4.3，我们有

𝐸ℬ(𝐴)
5

= 𝑎𝕀ℬ(𝐴)
5

. (4.59)

接下来，对于任意 |𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷 ∈ 𝒜(𝐴)
𝑖 ∩ ℬ(𝐴)

5 ，𝑖 = 1, 2, 3，通过公式(4.50)，
(4.54)，(4.58)和 (4.59)，我们有 {|𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷}𝐸𝒜(𝐴)

𝑖 ⧵{|𝑗⟩𝐵|𝑘⟩𝐶 |ℓ⟩𝐷} = 0，𝑖 = 1, 2, 3。对
于 𝑖 = 1, 2, 3，我们对𝒜𝑖(|𝜉1⟩)运用引理4.3，从而得到

𝐸𝒜(𝐴)
𝑖

= 𝑎𝑖𝕀𝒜(𝐴)
𝑖

. (4.60)

对于 𝑖 = 1, 2, 3，因为有 𝒜(𝐴)
𝑖 ∩ ℬ(𝐴)

5 ≠ ∅，这推出 𝑎𝑖 = 𝑎，𝑖 = 1, 2, 3。因此由公
式(4.59)和(4.60)可知

𝐸{∪3
𝑖=1𝒜(𝐴)

𝑖 }∪ℬ(𝐴)
5

= 𝑎𝕀{∪3
𝑖=1𝒜(𝐴)

𝑖 }∪ℬ(𝐴)
5

.

由于图3.15的对称性，我们得到 𝐸 = 𝑎𝕀。引理得证。 ∎

下面我们有更一般的结论。
定理 4.10 在 ℂ𝑑𝐴 ⊗ ℂ𝑑𝐵 ⊗ ℂ𝑑𝐶 ⊗ ℂ𝑑𝐷 中，3 ⩽ 𝑑𝐴 ⩽ 𝑑𝐵 ⩽ 𝑑𝐶 ⩽ 𝑑𝐷，对于任

何 0 ⩽ 𝑛 ⩽ ⌊𝑑𝐴−3
2 ⌋，公式(3.24)给出的

𝒰𝑛 ∶= ∪𝑛
𝑡=0(∪8

𝑖=1(𝒜(𝑡)
𝑖 ∪ ℬ(𝑡)

𝑖 )) ∪ ℱ (𝑛) ∪ {|𝑆⟩}

是一个强非局域的不可扩充乘积基，且 |𝒰𝑛| = 𝑑𝐴𝑑𝐵𝑑𝐶𝑑𝐷 − 16(𝑛 + 1)。
我们只需在引理4.9的基础上，对 𝒰𝑛 中的 𝑡进行归纳，即可验证 𝒰𝑛 具有强

量子非局域性。

4.5 强非局域的正交纠缠集
在本节中，对于 𝑑 ⩾ 3，我们利用3.4节三维立方体的分解构造 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑

中强非局域的正交纠缠集（非真实纠缠集）。对于𝑁 ⩾ 3，𝑑 ⩾ 2，我们利用循环置
换群作用构造 (ℂ𝑑)⊗𝑁 中强非局域的正交纠缠集。特别地，对于𝑁 = 3, 4，我们
构造强非局域的真实纠缠集。下面针对纠缠集，我们给出类似于引理4.2和4.3的
两个引理。
引理 4.11 假设 ℬ𝑖 ∶= {|0⟩, |1⟩, ⋯ , |𝑑𝑖 − 1⟩}是 ℂ𝑑𝑖 的计算基，其中 𝑖 = 1, 2，

并令 𝑑2 × 𝑑2的 Hermitian矩阵 𝐸 = (𝑎𝑖,𝑗)𝑖,𝑗∈ℤ𝑑2
为 Hermitian算子 𝐸 在 ℬ2下的矩

阵表示。假设 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 中有两个正交集，
{|𝜓𝑖⟩ = ∑

𝑗∈ℤ𝑚

𝑏𝑖,𝑗|𝑝𝑗⟩|𝑟𝑗⟩}𝑖∈ℤ𝑚 ,

{|𝜑𝑘⟩ = ∑
ℓ∈ℤ𝑛

𝑐𝑘,ℓ|𝑞ℓ⟩|𝑠ℓ⟩}𝑘∈ℤ𝑛 ,
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其中 {|𝑟𝑗⟩}𝑗∈ℤ𝑚 和 {|𝑠ℓ⟩}ℓ∈ℤ𝑛 是 ℬ2的两个非空子集，且 |𝑝𝑗⟩，|𝑞ℓ⟩ ∈ ℬ1，𝑗 ∈ ℤ𝑚，
ℓ ∈ ℤ𝑛。这里我们不要求这些 𝑝𝑗(𝑞ℓ)各不相同。此外，假设

⟨𝜓𝑖|𝕀 ⊗ 𝐸|𝜑𝑘⟩ = 0, 𝑖 ∈ ℤ𝑚, 𝑘 ∈ ℤ𝑛.

对于 𝑗 ∈ ℤ𝑚，ℓ ∈ ℤ𝑛，如果 𝑝𝑗 = 𝑞ℓ，那么

𝑎𝑟𝑗 ,𝑠ℓ = 𝑎𝑠ℓ,𝑟𝑗 = 0.

证明 根据引理4.2，我们有

⟨𝑝𝑗|⟨𝑟𝑗|𝕀 ⊗ 𝐸|𝑞ℓ⟩|𝑠ℓ⟩ = ⟨𝑝𝑗|𝑟ℓ⟩𝑎𝑟𝑗 ,𝑠ℓ = 0.

此引理得证。 ∎

引理 4.12 假设 ℬ𝑖 ∶= {|0⟩, |1⟩, ⋯ , |𝑑𝑖 − 1⟩}是 ℂ𝑑𝑖 的计算基，其中 𝑖 = 1, 2，
并令 𝑑2 × 𝑑2的 Hermitian矩阵 𝐸 = (𝑎𝑖,𝑗)𝑖,𝑗∈ℤ𝑑2

为 Hermitian算子 𝐸 在 ℬ2下的矩
阵表示。假设 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 中有一个正交集，

{|𝜓𝑖⟩ = ∑
𝑗∈ℤ𝑚

𝑏𝑖,𝑗|𝑝𝑗⟩|𝑟𝑗⟩}𝑖∈ℤ𝑚 ,

其中 {|𝑟𝑗⟩}𝑗∈ℤ𝑚 是 ℬ2的非空子集，且 |𝑝𝑗⟩ ∈ ℬ1，𝑗 ∈ ℤ𝑚。这里我们不要求这些
𝑝𝑗 各不相同。此外，假设

⟨𝜓𝑖|𝕀 ⊗ 𝐸|𝜓𝑘⟩ = 0, 𝑖 ≠ 𝑘 ∈ ℤ𝑚.

如果存在 𝑡 ∈ ℤ𝑚，使得 𝑎𝑟𝑡,𝑟𝑗 = 0，𝑗 ≠ 𝑡 ∈ ℤ𝑚，且 𝑏𝑖,𝑡 ≠ 0，𝑖 ∈ ℤ𝑚，那么我们有

𝑎𝑟𝑖,𝑟𝑗 = 𝑎𝑟𝑗 ,𝑟𝑖 = 0, 𝑖 ≠ 𝑗 且 𝑝𝑖 = 𝑝𝑗 ,

此外
𝑎𝑟0,𝑟0 = 𝑎𝑟𝑖,𝑟𝑖 , 𝑖 ≠ 0 ∈ ℤ𝑚.

证明 根据引理4.3，我们有

⟨𝑝𝑖|⟨𝑟𝑖|𝕀 ⊗ 𝐸|𝑝𝑗⟩|𝑟𝑗⟩ = ⟨𝑝𝑖|𝑝𝑗⟩𝑎𝑟𝑖,𝑟𝑗 = 𝑘𝛿𝑖,𝑗 .

此引理得证。 ∎

4.5.1 三体系统中强非局域的正交纠缠集
首先我们考虑3.4节 3×3×3立方体的分解。我们取出图3.11中的 𝒞1 = {1, 2}𝐴×

{0}𝐵 × {0, 1}𝐶 中，如图4.6所示。
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1
2 0

0

1

A B

C
𝒞1

0
1

2 0

1
2

0

1

2

A B

C

𝒞1

𝒟1

𝒞2

𝒞3

𝒟3

图 4.6 图3.11中的 𝒞1 = {1, 2}𝐴 × {0}𝐵 × {0, 1}𝐶。

由 𝒞1，我们可以在 ℂ3 ⊗ ℂ3 ⊗ ℂ3中构造 4个相互正交的纠缠态:

𝒞1 ∶= {|𝜓1,2⟩ = |1⟩𝐴|0⟩𝐵|0⟩𝐶 ± |2⟩𝐴|0⟩𝐵|1⟩𝐶 , |𝜓3,4⟩ = |1⟩𝐴|0⟩𝐵|1⟩𝐶 ± |2⟩𝐴|0⟩𝐵|0⟩𝐶}.

显然，对于 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 4，|𝜓𝑖⟩在两体划分 𝐴|𝐵𝐶 和 𝐴𝐵|𝐶 下是纠缠态，而在两体划
分 𝐴𝐶|𝐵 下是乘积态。从而 |𝜓𝑖⟩是纠缠态，但不是真实纠缠态。按照上述方式，
由图3.11中的 ∪3

𝑖=1{𝒞𝑖, 𝒟𝑖}，我们可以在 ℂ3 ⊗ ℂ3 ⊗ ℂ3中构造 24个相互正交的纠
缠态:

𝒞1 ∶={|𝜓1,2⟩ = |1⟩𝐴|0⟩𝐵|0⟩𝐶 ± |2⟩𝐴|0⟩𝐵|1⟩𝐶 , |𝜓3,4⟩ = |1⟩𝐴|0⟩𝐵|1⟩𝐶 ± |2⟩𝐴|0⟩𝐵|0⟩𝐶},
𝒞2 ∶={|𝜓5,6⟩ = |1⟩𝐴|0⟩𝐵|2⟩𝐶 ± |2⟩𝐴|1⟩𝐵|2⟩𝐶 , |𝜓7,8⟩ = |1⟩𝐴|1⟩𝐵|2⟩𝐶 ± |2⟩𝐴|0⟩𝐵|2⟩𝐶},
𝒞3 ∶={|𝜓9,10⟩ = |2⟩𝐴|1⟩𝐵|0⟩𝐶 ± |2⟩𝐴|2⟩𝐵|1⟩𝐶 , |𝜓11,12⟩ = |2⟩𝐴|1⟩𝐵|1⟩𝐶 ± |2⟩𝐴|2⟩𝐵|0⟩𝐶},
𝒟1 ∶={|𝜓13,14⟩ = |0⟩𝐴|2⟩𝐵|1⟩𝐶 ± |1⟩𝐴|2⟩𝐵|2⟩𝐶 , |𝜓15,16⟩ = |0⟩𝐴|2⟩𝐵|2⟩𝐶 ± |1⟩𝐴|2⟩𝐵|1⟩𝐶},
𝒟2 ∶={|𝜓17,18⟩ = |0⟩𝐴|1⟩𝐵|0⟩𝐶 ± |1⟩𝐴|2⟩𝐵|0⟩𝐶 , |𝜓19,20⟩ = |0⟩𝐴|2⟩𝐵|0⟩𝐶 ± |1⟩𝐴|1⟩𝐵|0⟩𝐶},
𝒟3 ∶={|𝜓21,22⟩ = |0⟩𝐴|0⟩𝐵|1⟩𝐶 ± |0⟩𝐴|1⟩𝐵|2⟩𝐶 , |𝜓23,24⟩ = |0⟩𝐴|0⟩𝐵|2⟩𝐶 ± |0⟩𝐴|1⟩𝐵|1⟩𝐶}.

(4.61)

则公式(4.61)在两体划分 𝐴|𝐵𝐶 下对应于图4.7。注意，对于 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 24，|𝜓𝑖⟩在集
合 {𝐴|𝐵𝐶, 𝐴𝐵|𝐶, 𝐴𝐶|𝐵}中两个两体划分下是纠缠态，在剩下一个两体划分下是
乘积态。那么下面我们证明 ∪3

𝑖=1(𝒞𝑖 ∪ 𝒟𝑖)具有强量子非局域性。由于 ∪3
𝑖=1{𝒞𝑖, 𝒟𝑖}

在子系统的循环置换下有相同的结构，我们只需要验证 𝐵和 𝐶 进行的正交保持
的局部测量是平凡的。

Ѱ3,4 Ѱ1,2 Ѱ7,8 Ѱ5,6 Ѱ11,12 Ѱ9,10 Ѱ11,12 Ѱ9,10

Ѱ1,2 Ѱ3,4 Ѱ5,6 Ѱ7,8 Ѱ19,20 Ѱ17,18 Ѱ15,16 Ѱ13,14

Ѱ21,22 Ѱ23,24 Ѱ21,22 Ѱ23,24 Ѱ17,18 Ѱ19,20 Ѱ13,14 Ѱ15,160

1

2

BC

A
𝒞1 𝒞2

𝒟1𝒟2
𝒟3

𝒞3

00 01 02 12 11 10 20 21 22

图 4.7 公式(4.61)在两体划分 𝐴|𝐵𝐶 下对应的 3 × 9网格。

引理 4.13 在 ℂ3 ⊗ ℂ3 ⊗ ℂ3中，公式(4.61)给出的 ∪3
𝑖=1(𝒞𝑖 ∪ 𝒟𝑖)是一个强非

局域的正交纠缠集，且 | ∪3
𝑖=1 (𝒞𝑖 ∪ 𝒟𝑖)| = 24。
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证明 令 𝐵 和 𝐶 一起进行一个正交保持的局部测量 {𝐸 = 𝑀†𝑀}，其中
𝐸 = (𝑎𝑖𝑗,𝑘ℓ)𝑖,𝑗,𝑘,ℓ∈ℤ3，那么测量后的态 {𝕀𝐴 ⊗ 𝑀|𝜓⟩ ∶ |𝜓⟩ ∈ ∪3

𝑖=1(𝒞𝑖 ∪ 𝒟𝑖)}是相互
正交的。
首先我们需要证明 𝐸 的对角元全为 0。观察图4.7可知，对于任意的 (𝑖, 𝑗) ≠

(𝑘, ℓ) ∈ ℤ3 × ℤ3，总存在 𝑚 ∈ ℤ3，使得 |𝑚⟩𝐴|𝑖⟩𝐵|𝑗⟩𝐶 和 |𝑚⟩𝐴|𝑘⟩𝐵|ℓ⟩𝐶 分别出
现在不同的 |𝜓𝑛1,𝑛1+1⟩和 |𝜓𝑛2,𝑛2+1⟩中，其中 𝑛1, 𝑛2 都为奇数，且 𝑛1 ≠ 𝑛2。例如
对于 (0, 0) ≠ (1, 1) ∈ ℤ3 × ℤ3，存在 𝑚 = 2，使得 |2⟩𝐴|0⟩𝐵|0⟩𝐶 出现在 |𝜓1,2⟩中，
|2⟩𝐴|1⟩𝐵|1⟩𝐶 出现在 |𝜓11,12⟩中。下面对 |𝜓𝑛1,𝑛1+1⟩和 |𝜓𝑛2,𝑛2+1⟩运用引理4.11，我
们得到 𝑎𝑖𝑗,𝑘ℓ = 0。从而 𝐸 的对角元全为 0。
下面我们证明 𝐸的对角元都相等。观察图4.7，对 |𝜓1,2⟩运用引理4.12，我们

有 𝑎00,00 = 𝑎01,01；对 |𝜓5,6⟩运用引理4.12，我们有 𝑎02,02 = 𝑎12,12；对 |𝜓21,22⟩运用
引理4.12，我们有 𝑎01,01 = 𝑎12,12；对 |𝜓23,24⟩运用引理4.12，我们有 𝑎02,02 = 𝑎11,11，
即 𝑎00,00 = 𝑎01,01 = 𝑎02,02 = 𝑎12,12 = 𝑎11,11。再根据图4.7的对称性，我们得到 𝐸的
对角元都相等。
综上，𝐸 ∝ 𝕀，引理得证。 ∎

下面我们给出一般的结果。考虑3.4节 𝑑 × 𝑑 × 𝑑 立方体的分解，根据此分解，
我们在 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 中可以构造一组正交纠缠集：

𝒞1 ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝒞1,𝑡 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

∑
𝑗∈ℤ𝑑−1

𝑤𝑗𝑘
𝑑−1|𝑗 + 1⟩𝐴|0⟩𝐵|𝑗 ⊕𝑑−1 𝑡⟩𝐶

⎫⎪
⎬
⎪⎭𝑘∈ℤ𝑑−1

⎫⎪
⎬
⎪⎭𝑡∈ℤ𝑑−1

,

𝒞2 ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝒞2,𝑡 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

∑
𝑗∈ℤ𝑑−1

𝑤𝑗𝑘
𝑑−1|𝑗 + 1⟩𝐴|𝑗 ⊕𝑑−1 𝑡⟩𝐵|𝑑 − 1⟩𝐶

⎫⎪
⎬
⎪⎭𝑘∈ℤ𝑑−1

⎫⎪
⎬
⎪⎭𝑡∈ℤ𝑑−1

,

𝒞3 ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝒞3,𝑡 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

∑
𝑗∈ℤ𝑑−1

𝑤𝑗𝑘
𝑑−1|𝑑 − 1⟩𝐴|𝑗 + 1⟩𝐵|𝑗 ⊕𝑑−1 𝑡⟩𝐶

⎫⎪
⎬
⎪⎭𝑘∈ℤ𝑑−1

⎫⎪
⎬
⎪⎭𝑡∈ℤ𝑑−1

,

𝒟1 ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝒟1,𝑡 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

∑
𝑗∈ℤ𝑑−1

𝑤𝑗𝑘
𝑑−1|𝑗⟩𝐴|𝑑 − 1⟩𝐵|(𝑗 ⊕𝑑−1 𝑡) + 1⟩𝐶

⎫⎪
⎬
⎪⎭𝑘∈ℤ𝑑−1

⎫⎪
⎬
⎪⎭𝑡∈ℤ𝑑−1

,

𝒟2 ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝒟2,𝑡 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

∑
𝑗∈ℤ𝑑−1

𝑤𝑗𝑘
𝑑−1|𝑗⟩𝐴|(𝑗 ⊕𝑑−1 𝑡) + 1⟩𝐵|0⟩𝐶

⎫⎪
⎬
⎪⎭𝑘∈ℤ𝑑−1

⎫⎪
⎬
⎪⎭𝑡∈ℤ𝑑−1

,

𝒟3 ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝒟3,𝑡 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

∑
𝑗∈ℤ𝑑−1

𝑤𝑗𝑘
𝑑−1|0⟩𝐴|𝑗⟩𝐵|(𝑗 ⊕𝑑−1 𝑡) + 1⟩𝐶

⎫⎪
⎬
⎪⎭𝑘∈ℤ𝑑−1

⎫⎪
⎬
⎪⎭𝑡∈ℤ𝑑−1

,

(4.62)

其中 𝑖 ⊕𝑑−1 𝑗 = 𝑖 + 𝑗 mod (𝑑 − 1)。同样，对于任意的 |𝜓⟩ ∈ ∪3
𝑖=1(𝒞𝑖 ∪ 𝒟𝑖)，|𝜓𝑖⟩

在集合 {𝐴|𝐵𝐶, 𝐴𝐵|𝐶, 𝐴𝐶|𝐵}中两个两体划分下是纠缠态，在剩下一个两体划分
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下是乘积态。公式(4.62)在两体划分 𝐴|𝐵𝐶 下对应于图4.8。

…

)

)

… … …… … ……… …

𝟎

𝟏

𝒅 − 𝟐

𝒅 − 𝟏

…

…

𝒞1 𝒞2
𝒞3

𝒟1𝒟2

𝒟3
𝒟3,0 𝒟3,0

𝒞1,0

𝒞1,0

𝒞1,0

𝒞1,0

𝒞1,1

𝒞1,1

𝒞1,1

𝒞1,1

𝒞2,0

𝒞2,0

𝒞2,0

𝒞2,0

𝒞2,1

𝒞2,1

𝒞2,1

𝒞2,1 𝒞3,0 𝒞3,0

𝒟1,0

𝒟1,0

𝒟1,0

𝒟1,0

𝒟1,1

𝒟1,1

𝒟1,1

𝒟1,1

𝒟2,0

𝒟2,0

𝒟2,0

𝒟2,0

𝒟2,1

𝒟2,1

𝒟2,1

𝒟2,1

𝒟3,𝑑−2 𝒟3,𝑑−2

𝒞3,1 𝒞3,1

BC

A

图 4.8 公式(4.62)在两体划分 𝐴|𝐵𝐶 下对应的 𝑑 × 𝑑2 网格。

定理 4.14 在 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 中，𝑑 ⩾ 3，公式(4.62)给出的 ∪3
𝑖=1(𝒞𝑖 ∪ 𝒟𝑖)是

一个强非局域的正交纠缠集，且 | ∪3
𝑖=1 (𝒞𝑖 ∪ 𝒟𝑖)| = 6(𝑑 − 1)2。

证明 由于 ∪3
𝑖=1{𝒞𝑖, 𝒟𝑖}在子系统的循环置换下有相同的结构，我们只需要

验证 𝐵 和 𝐶 进行的正交保持的局部测量是平凡的。令 𝐵 和 𝐶 一起进行一个正
交保持的局部测量 {𝐸 = 𝑀†𝑀}，其中 𝐸 = (𝑎𝑖𝑗,𝑘ℓ)𝑖,𝑗,𝑘,ℓ∈ℤ𝑑，那么测量后的态
{𝕀𝐴 ⊗ 𝑀|𝜓⟩ ∶ |𝜓⟩ ∈ ∪3

𝑖=1(𝒞𝑖 ∪ 𝒟𝑖)}是相互正交的。
首先我们需要证明 𝐸 的对角元全为 0。观察图4.8可知，对于任意的 (𝑖, 𝑗) ≠

(𝑘, ℓ) ∈ ℤ𝑑 × ℤ𝑑，有三种情况：
(i) (𝑖, 𝑗)和 (𝑘, ℓ)不同时属于ℤ𝑑⧵{0, 𝑑−1}×ℤ𝑑⧵{0, 𝑑−1}中。则一定存在𝑚 ∈ ℤ𝑑，
使得 |𝑚⟩𝐴|𝑖⟩𝐵|𝑗⟩𝐶 和 |𝑚⟩𝐴|𝑘⟩𝐵|ℓ⟩𝐶 分别出现在 {𝒞𝑠,𝑡, 𝒟𝑠,𝑡}1⩽𝑠⩽3;0⩽𝑡⩽𝑑−2 的两
个不同的集合中。例如 (𝑖, 𝑗) = (0, 0)，(𝑘, ℓ) = (𝑑 −2, 𝑑 −2)，则 |𝑑 −1⟩𝐴|0⟩𝐵|0⟩𝐶

和 |𝑑 − 1⟩𝐴|𝑑 − 2⟩𝐵|𝑑 − 2⟩𝐶 分别出现在 𝒞1,1 和 𝒞3,1 中。那么对这两个集合
运用引理4.11，我们有 𝑎𝑖𝑗,𝑘ℓ = 0。

(ii) (𝑖, 𝑗)和 (𝑘, ℓ)同时属于 ℤ𝑑 ⧵ {0, 𝑑 − 1} × ℤ𝑑 ⧵ {0, 𝑑 − 1}中，且 |0⟩𝐴|𝑖⟩𝐵|𝑗⟩𝐶

和 |0⟩𝐴|𝑘⟩𝐵|ℓ⟩𝐶 分别出现在 {𝒟3,𝑡}0⩽𝑡⩽𝑑−2 的两个不同的集合中。那么对这
两个集合运用引理4.11，我们有 𝑎𝑖𝑗,𝑘ℓ = 0。

(iii) (𝑖, 𝑗)和 (𝑘, ℓ)同时属于 ℤ𝑑 ⧵ {0, 𝑑 − 1} × ℤ𝑑 ⧵ {0, 𝑑 − 1}中，且 |0⟩𝐴|𝑖⟩𝐵|𝑗⟩𝐶

和 |0⟩𝐴|𝑘⟩𝐵|ℓ⟩𝐶 出现在同一个 𝒟3,𝑡 中，其中 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑑 − 2。考虑 𝒟3,𝑡 =

{∑𝑗∈ℤ𝑑−1
𝑤𝑗𝑘

𝑑−1|0⟩𝐴|𝑗⟩𝐵|(𝑗 ⊕𝑑−1 𝑡) + 1⟩𝐶}𝑘∈ℤ𝑑−1
，由 (i)可知，对于 1 ⩽ 𝑗 ⩽

𝑑 − 2，𝑎0(𝑡+1),𝑗((𝑗⊕𝑑−1𝑡)+1) = 0。那么对 𝒟3,𝑡运用引理4.12，我们有 𝑎𝑖𝑗,𝑘ℓ = 0。
所以 𝐸 的对角元全为 0。
下面我们证明 𝐸的对角元都相等。观察图4.8，对 𝒞1,0，𝒞2,0，𝒟3,0分别运用引

理4.12，我们有 𝑎00,00 = 𝑎01,01 = ⋯ = 𝑎0(𝑑−2),0(𝑑−2) = 𝑎0(𝑑−1),0(𝑑−1) = 𝑎1(𝑑−1),1(𝑑−1) =
⋯ 𝑎(𝑑−2)(𝑑−1),(𝑑−2)(𝑑−1)。对于任意的 (𝑖, 𝑗) ∈ ℤ𝑑 ⧵ {0, 𝑑 − 1} × ℤ𝑑 ⧵ {0, 𝑑 − 1}，
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|0⟩𝐴|𝑖⟩𝐵|𝑗⟩𝐶 出现在某个 𝒟3,𝑡 中，其中 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑑 − 2。对 𝒟3,𝑡 运用引理4.12，
我们有 𝑎𝑖𝑗,𝑖𝑗 = 𝑎0(𝑡+1),0(𝑡+1)。再根据图4.8的对称性，我们得到 𝐸的对角元都相等。
综上，𝐸 ∝ 𝕀，定理得证。 ∎

4.5.2 𝑁 体系统中强非局域的正交纠缠集
我们首先简要回顾一下群作用 [125] 的概念和性质。如果 𝑋 是一个集合并且

𝐺是一个群，如果存在函数 𝐺 × 𝑋 → 𝑋，其中记 (𝑔, 𝑥) ↣ 𝑔𝑥，使得
(i) (𝑔ℎ)𝑥 = 𝑔(ℎ𝑥)，𝑔, ℎ ∈ 𝐺且 𝑥 ∈ 𝑋；
(ii) 1𝑥 = 𝑥，𝑥 ∈ 𝑋，1是 𝐺的单位元。
那么称 𝐺作用在 𝑋 上。对于 𝑥 ∈ 𝑋，令

𝒪𝑥 ∶= {𝑔𝑥 ∶ 𝑔 ∈ 𝐺} ⊆ 𝑋,

则 𝒪𝑥被称为 𝑥的轨道，并且 𝑥被称为轨道 𝒪𝑥的一个代表元。如果 𝑦 ∈ 𝒪𝑥，那
么 𝒪𝑥 = 𝒪𝑦；如果 𝑦 ∉ 𝒪𝑥，那么 𝒪𝑥 ∩ 𝒪𝑦 = ∅。因此，𝑋 是互不相交的轨道的并
集，

𝑋 = ⋃𝑥
𝒪𝑥,

其中 𝑥跑遍所有轨道的代表元。此外，|𝒪𝑥|整除 |𝐺|。
在我们的构造中，我们考虑的集合是 ℤ𝑁

𝑑 的子集 𝕏𝑁
𝑑 ，其定义为

𝕏𝑁
𝑑 ∶=

{
(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁 ) ∶ ∏

1⩽𝑘⩽𝑁
𝑖𝑘 = 0

}
.

也就是说，对于任何 (𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁 ) ∈ 𝕏𝑁
𝑑 ，至少存在一个 𝑖𝑘 = 0，其中 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑁，

那么 |𝕏𝑁
𝑑 | = 𝑑𝑁 − (𝑑 − 1)𝑁。

假设
𝐺𝑁 = {𝜎𝑘 ∶ 𝑘 ∈ ℤ𝑁}

是阶数为𝑁 的循环置换群，其中对于𝑁-元组 (𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁 ) ∈ ℤ𝑁
𝑑 ，我们有

𝜎(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁 ) = (𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁 , 𝑖1).

根据定义可知 𝐺𝑁 作用于 𝕏𝑁
𝑑 ，那么 𝕏𝑁

𝑑 可以划分为不相交的轨道的并集。
例如，由于 𝐺3作用在 𝕏3

2 = ℤ3
2 ⧵ {(1, 1, 1)}上，我们得到

𝕏3
2 = 𝒪(0,0,0) ∪ 𝒪(0,0,1) ∪ 𝒪(0,1,1), (4.63)

其中
𝒪(0,0,0) = {(0, 0, 0)},

𝒪(0,0,1) = {(0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0)},

𝒪(0,1,1) = {(0, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1)}.
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0
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图 4.9 两个圈表示两个轨道。对于左边的圈，轨道为 𝒪(0,0,0,1) = {(0, 0, 0, 1),
(0, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 0), (1, 0, 0, 0)}，产生的态集为 𝒮(0,0,0,1) = {|0⟩𝐴1

|0⟩𝐴2
|0⟩𝐴3

|1⟩𝐴4
+

𝑤𝑠
4|0⟩𝐴1

|0⟩𝐴2
|1⟩𝐴3

|0⟩𝐴4
+ 𝑤2𝑠

4 |0⟩𝐴1
|1⟩𝐴2

|0⟩𝐴3
|0⟩𝐴4

+ 𝑤3𝑠
4 |1⟩𝐴1

|0⟩𝐴2
|0⟩𝐴3

|0⟩𝐴4
∶ 𝑠 ∈ ℤ4}。

对于右边的圈，轨道为 𝒪(0,1,0,1) = {(0, 1, 0, 1), (1, 0, 1, 0)}，产生的态集为 𝒮(0,1,0,1) =
{|0⟩𝐴1

|1⟩𝐴2
|0⟩𝐴3

|1⟩𝐴4
± |1⟩𝐴1

|0⟩𝐴2
|1⟩𝐴3

|0⟩𝐴4
}。

一般来说如果 𝑥 ≠ (0, 0 ⋯ , 0)，那么我们记

𝒪𝑥 = {(𝑖(𝑗)
1 , 𝑖(𝑗)

2 , ⋯ , 𝑖(𝑗)
𝑁 ) ∶ 𝑗 ∈ ℤ𝑘},

其中 |𝒪𝑥| = 𝑘 ⩾ 2。注意不同轨道大小可能不同，以图4.9为例。
接下来，对于 𝕏𝑁

𝑑 的每个轨道 𝒪𝑥，我们在 (ℂ𝑑)⊗𝑁 中定义一组态 𝒮𝑥。如果
𝑥 ≠ (0, 0 ⋯ , 0)，令

𝒮𝑥 ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

∑
𝑗∈ℤ𝑘

𝑤𝑠𝑗
𝑘 |𝑖(𝑗)

1 ⟩𝐴1|𝑖(𝑗)
2 ⟩𝐴2 ⋯ |𝑖(𝑗)

𝑁 ⟩𝐴𝑁 ∶ 𝑠 ∈ ℤ𝑘
⎫⎪
⎬
⎪⎭

,

实际上系数矩阵
𝐵 = (𝑤𝑠𝑗

𝑘 )𝑠,𝑗∈ℤ𝑘 (4.64)

是 𝑘阶复 Hadamard矩阵。根据定义可知，|𝒮𝑥| = |𝒪𝑥|。图4.9中表明的是 𝒮(0,0,0,1)

和 𝒮(0,1,0,1)。如果 𝒪𝑥 = {(0, 0, ⋯ , 0)}，那么我们定义

𝒮(0,0,⋯,0) ∶= {|0⟩𝐴1|0⟩𝐴1 ⋯ |0⟩𝐴𝑁 ± |1⟩𝐴1|1⟩𝐴1 ⋯ |1⟩𝐴𝑁 },

它比原轨道多一个元素。由于 𝕏𝑁
𝑑 = ⋃

𝑥
𝒪𝑥是不相交的并集，我们得到

ℬ𝑁
𝑑 ∶= ⋃𝑥

𝒮𝑥 (4.65)

也是不相交的并集，其中 |ℬ𝑁
𝑑 | = 𝑑𝑁 − (𝑑 − 1)𝑁 + 1。

例如在 (ℂ2)⊗3中，由公式(4.63)可知

ℬ3
2 = 𝒮(0,0,0) ∪ 𝒮(0,0,1) ∪ 𝒮(0,1,1), (4.66)
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其中
𝒮(0,0,0) = {|0⟩𝐴1|0⟩𝐴2|0⟩𝐴3 ± |1⟩𝐴1|1⟩𝐴2|1⟩𝐴3},

𝒮(0,0,1) = {|0⟩𝐴1|0⟩𝐴2|1⟩𝐴3 + 𝑤𝑠
3|0⟩𝐴1|1⟩𝐴2|0⟩𝐴3

+ 𝑤2𝑠
3 |1⟩𝐴1|0⟩𝐴2|0⟩𝐴3 ∶ 𝑠 ∈ ℤ3},

𝒮(0,1,1) = {|0⟩𝐴1|1⟩𝐴2|1⟩𝐴3 + 𝑤𝑠
3|1⟩𝐴1|1⟩𝐴2|0⟩𝐴3

+ 𝑤2𝑠
3 |1⟩𝐴1|0⟩𝐴2|1⟩𝐴3 ∶ 𝑠 ∈ ℤ3},

且 |ℬ3
2| = 8。我们可以很容易地看出 ℬ3

2是 ℂ2 ⊗ ℂ2 ⊗ ℂ2中的正交纠缠集。更一
般地，我们有以下结果：
引理 4.15 在 (ℂ𝑑)⊗𝑁中，ℬ𝑁

𝑑 是一个正交纠缠集，且 |ℬ𝑁
𝑑 | = 𝑑𝑁 −(𝑑−1)𝑁 +1。

证明 我们已经证明了 |ℬ𝑁
𝑑 | = 𝑑𝑁 − (𝑑 − 1)𝑁 + 1，接下来，我们证明 ℬ𝑁

𝑑
是一个正交纠缠集。显然，𝒮(0,0,⋯,0) 是一个正交纠缠集。我们只需要考虑 𝒮𝑥，
其中 𝑥 ≠ (0, 0 ⋯ , 0) ∈ 𝕏𝑁

𝑑 。假设 𝒪𝑥 = {(𝑖(𝑗)
1 , 𝑖(𝑗)

2 , ⋯ , 𝑖(𝑗)
𝑁 ) ∶ 𝑗 ∈ ℤ𝑘}，𝑘 ⩾ 2，

由于 𝒪𝑥 = {(𝑖(𝑗)
1 , 𝑖(𝑗)

2 , ⋯ , 𝑖(𝑗)
𝑁 ) ∶ 𝑗 ∈ ℤ𝑘} 中任意两个元素是不同的，我们得到

{|𝑖(𝑗)
1 ⟩𝐴1|𝑖(𝑗)

2 ⟩𝐴2 ⋯ |𝑖(𝑗)
𝑁 ⟩𝐴𝑁 ∶ 𝑗 ∈ ℤ𝑘}是相互正交的。由于系数矩阵 𝐵 = (𝑤𝑠𝑗

𝑘 )𝑠,𝑗∈ℤ𝑘

是 𝑘阶复 Hadamard矩阵，我们得到 𝒮𝑥 中的态是相互正交的。接下来，我们需
要证明 𝒮𝑥中的任何态都是纠缠态。
不失一般性，我们假设 𝑥 = (𝑖(0)

1 , 𝑖(0)
2 , ⋯ , 𝑖(0)

𝑁 )，根据定义，𝒪𝑥 = {𝜎𝑟𝑥 ∶ 𝑟 ∈ ℤ𝑁}。
我们有以下两个断言：
(i) 我们断言 (𝑁 − 1)-元组 {(𝑖(𝑗)

2 , ⋯ , 𝑖(𝑗)
𝑁 ) ∶ 𝑗 ∈ ℤ𝑘}中的元素是互不相同的。对

于某些 𝑗 ≠ 𝑗′ ∈ ℤ𝑘，如果有 (𝑖(𝑗)
2 , ⋯ , 𝑖(𝑗)

𝑁 ) = (𝑖(𝑗′)
2 , ⋯ , 𝑖(𝑗′)

𝑁 )，那么 𝑖(𝑗)
1 = 𝑖(𝑗′)

1 。否
则，如果 𝑖(𝑗)

1 ≠ 𝑖(𝑗′)
1 ，那么 (𝑖(𝑗)

1 , 𝑖(𝑗)
2 , ⋯ , 𝑖(𝑗)

𝑁 ) ∉ 𝒪𝑥或 (𝑖(𝑗′)
1 , 𝑖(𝑗′)

2 , ⋯ , 𝑖(𝑗′)
𝑁 ) ∉ 𝒪𝑥。

我们得到 (𝑖(𝑗)
1 , 𝑖(𝑗)

2 , ⋯ , 𝑖(𝑗)
𝑁 ) = (𝑖(𝑗′)

1 , 𝑖(𝑗′)
2 , ⋯ , 𝑖(𝑗′)

𝑁 )，而这是不可能的，由此我们
获得了这一断言。

(ii) 我们还断言必须存在 𝑗 ≠ 𝑗′ ∈ ℤ𝑘，使得 𝑖(𝑗)
1 = 0 和 𝑖(𝑗′)

1 ≠ 0。由于 𝑥 ≠
(0, 0 ⋯ , 0) ∈ 𝕏𝑁

𝑑 ，这里必然存在 1 ⩽ 𝑡 ≠ 𝑡′ ⩽ 𝑁，使得 𝑖(0)
𝑡 = 0和 𝑖(0)

𝑡′ ≠ 0。
进一步地，必然存在 𝑗 ≠ 𝑗′ ∈ ℤ𝑘，使得 (𝑖(𝑗)

1 , 𝑖(𝑗)
2 , ⋯ , 𝑖(𝑗)

𝑁 ) = 𝜎(𝑡−1)𝑥，和
(𝑖(𝑗′)

1 , 𝑖(𝑗′)
2 , ⋯ , 𝑖(𝑗′)

𝑁 ) = 𝜎(𝑡′−1)𝑥。那么 𝑖(𝑗)
1 = 𝑖(0)

𝑡 = 0和 𝑖(𝑗′)
1 = 𝑖(0)

𝑡′ ≠ 0，由此我
们获得了这一断言。
对于任何 𝑠 ∈ ℤ𝑘，令

|𝜓𝑠⟩ = ∑
𝑗∈ℤ𝑘

𝑤𝑠𝑗
𝑘 |𝑖(𝑗)

1 ⟩𝐴1|𝑖(𝑗)
2 ⟩𝐴2 ⋯ |𝑖(𝑗)

𝑁 ⟩𝐴𝑁 ∈ 𝒮𝑥.

通过以上两个断言可知 rank(|𝜓𝑠⟩𝐴1|𝐴2⋯𝐴𝑁 ) ⩾ 2。因此，集合 𝒮𝑥是一个正交纠缠
集。此外，如果 𝒪𝑥 ∩ 𝒪𝑦 = ∅，那么 𝒮𝑥中的任何态都与 𝒮𝑦中的任何态正交。引
理得证。 ∎
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下面，我们将证明公式(4.65)给出的 ℬ𝑁
𝑑 具有强量子非局域性。由于 ℬ𝑁

𝑑 在
子系统的循环置换下有相同的结构，我们只需要验证 𝐴2𝐴3 ⋯ 𝐴𝑁 进行的正交保
持的局部测量是平凡的。我们从一个例子出发。
例 4.2 在 ℂ2 ⊗ ℂ2 ⊗ ℂ2中，公式(4.66)给出的 ℬ3

2是一个强非局域的正交纠
缠集，且 |ℬ3

2| = 8。
证明 令 𝐴2 和 𝐴3 一起进行一个正交保持的局部测量 {𝐸 = 𝑀†𝑀}，其中

𝐸 = (𝑎𝑖𝑗,𝑘ℓ)𝑖,𝑗,𝑘,ℓ∈ℤ2，那么测量后的态 {𝕀𝐴1 ⊗ 𝑀|𝜓⟩ ∶ |𝜓⟩ ∈ ℬ3
2}是相互正交的。

对 𝒮(0,0,0) 和 𝒮(0,0,1) 运用引理4.11，我们有 𝑎00,01 = 𝑎00,10 = 𝑎00,11 = 0。接下
来，对 𝒮(0,0,0)和 𝒮(0,1,1)运用引理4.11，我们得到 𝑎10,11 = 𝑎01,11 = 0。由于 𝑎00,01 =
𝑎00,10 = 0，我们对 𝒮(0,0,1)运用引理4.12，得到 𝑎01,10 = 0和 𝑎01,01 = 𝑎10,10 = 𝑎00,00。
最后，对 𝒮(0,0,0) 运用引理4.12，我们有 𝑎00,00 = 𝑎11,11。因此 𝐸 ∝ 𝕀，这就完成了
证明。 ∎

下面我们给出一般性的结果。
定理 4.16 在 (ℂ𝑑)⊗𝑁 中，𝑑 ⩾ 2，𝑁 ⩾ 3，公式(4.65)给出的 ℬ𝑁

𝑑 是一个强非
局域的正交纠缠集，且 |ℬ𝑁

𝑑 | = 𝑑𝑁 − (𝑑 − 1)𝑁 + 1。
证明 令 𝐴2, 𝐴3, ⋯ , 𝐴𝑁 一起进行一个正交保持的局部测量 {𝐸 = 𝑀†𝑀}，

其中 𝐸 = (𝑎𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑁−1,𝑗1𝑗2⋯𝑗𝑁−1)𝑖𝑘,𝑗𝑘∈ℤ𝑑 ,1⩽𝑘⩽𝑁−1，那么测量后的态 {𝕀𝐴1 ⊗ 𝑀|𝜓⟩ ∶
|𝜓⟩ ∈ ℬ𝑁

𝑑 }是相互正交的。
对于 (𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁−1) ∈ ℤ𝑁−1

𝑑 ，我们记𝑤𝑡(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁−1)为非零 𝑖𝑘的数量，其
中 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑁 − 1。我们定义 ℤ𝑁−1

𝑑 的𝑁 个子集，

𝒜𝑘 ∶= {(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁−1) ∈ ℤ𝑁−1
𝑑 ∶ 𝑤𝑡(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁−1) = 𝑘}, 𝑘 ∈ ℤ𝑁 .

注意𝒜𝑘∩𝒜ℓ = ∅，𝑘 ≠ ℓ ∈ ℤ𝑁，且ℤ𝑁−1
𝑑 = ⋃

𝑘∈ℤ𝑁
𝒜𝑘。首先，我们需要证明𝐸的非对

角元都是零，即 𝑎𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑁−1,𝑗1𝑗2⋯𝑗𝑁−1 = 0，(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁−1) ≠ (𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑁−1) ∈ ℤ𝑁−1
𝑑 。

有两种情况：
(i) 假设 (𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁−1) ∈ 𝒜𝑘，(𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑁−1) ∈ 𝒜ℓ，𝑘 ≠ ℓ ∈ ℤ𝑁，
那么我们必然有 𝒪(0,𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁−1) ∩ 𝒪(0,𝑗1,𝑗2,⋯,𝑗𝑁−1) = ∅ 和 𝒪(0,𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁−1) ∩
𝒪(0,𝑗1,𝑗2,⋯,𝑗𝑁−1) = ∅。对 𝒮(0,𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁−1) 和 𝒮(0,𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁−1) 运用引理4.11，我们
得到 𝑎𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑁−1,𝑗1𝑗2⋯𝑗𝑁−1 = 0。

(ii) 假设 (𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁−1)，(𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑁−1) ∈ 𝒜𝑘，𝑘 ≠ 0 ∈ ℤ𝑁。
(1) 首先我们考虑 𝑘 = 1 的情况，那么必然存在 𝑖ℓ ≠ 0 和 𝑖𝑚 = 0，其
中 1 ⩽ 𝑚 ≠ ℓ ⩽ 𝑁 − 1 。如果 𝒪(0,𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁−1) ∩ 𝒪(0,𝑗1,𝑗2,⋯,𝑗𝑁−1) =
∅ ，那么像 (i) 一样讨论，我们也可以得到 𝑎𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑁−1,𝑗1𝑗2⋯𝑗𝑁−1 = 0。
如果 𝒪(0,𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁−1) = 𝒪(0,𝑗1,𝑗2,⋯,𝑗𝑁−1)，那么 𝜎ℓ(0, 𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁−1) =
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(𝑖ℓ, 0, 0, ⋯ , 0) ∈ 𝒪(0,𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁−1)，其中 (0, 0, ⋯ , 0) ∈ 𝒜0。对于任何
(𝑛0, 𝑛1, ⋯ , 𝑛𝑁−1) ∈ 𝒪(0,𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁−1)，我们有 (𝑛1, ⋯ , 𝑛𝑁−1) ∈ 𝒜0 或 𝒜1。
对于 (𝑖′

1, 𝑖′
2, ⋯ , 𝑖′

𝑁−1) ≠ (𝑗′
1, 𝑗′

2, ⋯ , 𝑗′
𝑁−1) ∈ ℤ𝑁−1

𝑑 ，(𝑖′
1, 𝑖′

2, ⋯ , 𝑖′
𝑁−1) ∈

𝒜0，(𝑗′
1, 𝑗′

2, ⋯ , 𝑗′
𝑁−1) ∈ 𝒜1，我们已经证明 𝑎𝑖′1𝑖′2⋯𝑖′𝑁−1,𝑗′

1 𝑗′
2 ⋯𝑗′

𝑁−1
= 0。

对于 (𝑛0, 𝑛1, ⋯ , 𝑛𝑁−1) ≠ (𝑖ℓ, 0, ⋯ , 0) ∈ 𝒪(0,𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁−1)，这意味着
𝑎00⋯0,𝑛1𝑛2⋯𝑛𝑁−1 = 0。然后对 𝒮(0,𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁−1) 运用引理4.12，我们得到
𝑎𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑁−1,𝑗1𝑗2⋯𝑗𝑁−1 = 0，其中 (𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁−1)，(𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑁−1) ∈ 𝒜1。

(2) 下面我们考虑 𝑘 = 2的情况，那么必须存在一个 𝑖ℓ ≠ 0，其中 1 ⩽ ℓ ⩽
𝑁 −1。我们只需要考虑𝒪(0,𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁−1) = 𝒪(0,𝑗1,𝑗2,⋯,𝑗𝑁−1)的情况。记 𝑖0 = 0，
那么 𝜎ℓ(0, 𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁−1) = (𝑖ℓ, 𝑖ℓ+1, 𝑖ℓ+2, ⋯ , 𝑖ℓ−1) ∈ 𝒪(0,𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁−1)，其中
(𝑖ℓ+1, 𝑖ℓ+2, ⋯ , 𝑖ℓ−1) ∈ 𝒜1。对于任何 (𝑛0, 𝑛1, ⋯ , 𝑛𝑁−1) ∈ 𝒪(0,𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁−1)，
我们一定有 (𝑛1, ⋯ , 𝑛𝑁−1) ∈ 𝒜1 或 𝒜2。对于 (𝑖′

1, 𝑖′
2, ⋯ , 𝑖′

𝑁−1) ≠
(𝑗′

1, 𝑗′
2, ⋯ , 𝑗′

𝑁−1) ∈ ℤ𝑁−1
𝑑 ，(𝑖′

1, 𝑖′
2, ⋯ , 𝑖′

𝑁−1) ∈ 𝒜1，(𝑗′
1, 𝑗′

2, ⋯ , 𝑗′
𝑁−1) ∈

𝒜2，我们已经证明 𝑎𝑖′1𝑖′2⋯𝑖′𝑁−1,𝑗′
1 𝑗′

2 ⋯𝑗′
𝑁−1

= 0，且对于 (𝑖′
1, 𝑖′

2, ⋯ , 𝑖′
𝑁−1)，

(𝑗′
1, 𝑗′

2, ⋯ , 𝑗′
𝑁−1) ∈ 𝒜1，有 𝑎𝑖′1𝑖′2⋯𝑖′𝑁−1,𝑗′

1 𝑗′
2 ⋯𝑗′

𝑁−1
= 0。对于任何

(𝑛0, 𝑛1, ⋯ , 𝑛𝑁−1) ≠ (𝑖ℓ, 𝑖ℓ+1, ⋯ , 𝑖ℓ−1) ∈ 𝒪(0,𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁−1)，这意味着
𝑎𝑖ℓ+1,𝑖ℓ+2⋯,𝑖ℓ−1,𝑛1𝑛2⋯𝑛𝑁−1 = 0。对 𝒮(0,𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁−1) 运用引理4.12，我们得到
𝑎𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑁−1,𝑗1𝑗2⋯𝑗𝑁−1 = 0，其中 (𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁−1)，(𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑁−1) ∈ 𝒜2。

(3) 通过重复这个过程 𝑁 − 2 次，我们得到 𝑎𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑁−1,𝑗1𝑗2⋯𝑗𝑁−1 = 0，其中
(𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁−1)，(𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑁−1) ∈ 𝒜𝑘，1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑁 − 2。

(4) 最后，我们考虑 𝑘 = 𝑁 − 1 的情况。如果 (𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁−1) ≠
(𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑁−1) ∈ 𝒜𝑁−1，那么 𝒪(0,𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁−1) ∩ 𝒪(0,𝑗1,𝑗2,⋯,𝑗𝑁−1) = ∅。像
(i) 一样讨论，我们得到 𝑎𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑁−1,𝑗1𝑗2⋯𝑗𝑁−1 = 0，其中 (𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁−1)，
(𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑁−1) ∈ 𝒜𝑁−1。

综上，𝐸 的非对角元都是零。接下来，我们考虑 𝐸 的对角元。
对于任何 (𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑁−1) ∈ 𝒜𝑘，𝑘 ≠ 0 ∈ ℤ𝑁，必然

存 在 一 个 (𝑛(0,𝑘−1), 𝑛(1,𝑘−1), ⋯ , 𝑛(𝑁−1,𝑘−1)) ∈ 𝒪(0,𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁−1) 使 得
(𝑛(1,𝑘−1), ⋯ , 𝑛(𝑁−1,𝑘−1)) ∈ 𝒜𝑘−1。对 𝒮(0,𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑁−1) 运用引理4.12，我们得
到 𝑎𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑁−1,𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑁−1 = 𝑎𝑛(1,𝑘−1)𝑛(2,𝑘−1)⋯𝑛(𝑁−1,𝑘−1),𝑛(1,𝑘−1)𝑛(2,𝑘−1)⋯𝑛(𝑁−1,𝑘−1)。接下
来，必然存在一个 (𝑛(0,𝑘−2), 𝑛(1,𝑘−2), ⋯ , 𝑛(𝑁−1,𝑘−2)) ∈ 𝒪(0,𝑛(1,𝑘−1),⋯,𝑛(𝑁−1,𝑘−1))

使 得 (𝑛(1,𝑘−2), ⋯ , 𝑛(𝑁−1,𝑘−2)) ∈ 𝒜𝑘−2。 对 𝒮(0,𝑛(1,𝑘−1),⋯,𝑛(𝑁−1,𝑘−1)) 运
用 引 理4.12， 我 们 得 到 𝑎𝑛(1,𝑘−1)𝑛(2,𝑘−1)⋯𝑛(𝑁−1,𝑘−1),𝑛(1,𝑘−1)𝑛(2,𝑘−1)⋯𝑛(𝑁−1,𝑘−1) =
𝑎𝑛(1,𝑘−2)𝑛(2,𝑘−2)⋯𝑛(𝑁−1,𝑘−2),𝑛(1,𝑘−2)𝑛(2,𝑘−2)⋯𝑛(𝑁−1,𝑘−2)。 通 过 重 复 这 个 过 程 𝑘 次，
我们得到 𝑎𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑁−1,𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑁−1 = 𝑎𝑛(1,0)𝑛(2,0)⋯𝑛(𝑁−1,0),𝑛(1,0)𝑛(2,0)⋯𝑛(𝑁−1,0)，其中
(𝑛(1,0), 𝑛(2,0), ⋯ , 𝑛(𝑁−1,0)) ∈ 𝒜0。即 𝑎𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑁−1,𝑖1𝑖2⋯𝑖𝑁−1 = 𝑎00⋯0,00⋯0。由此可
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知 𝐸 的对角元都是相等的。所以 𝐸 ∝ 𝕀，这样就完成了证明。 ∎

下面我们考虑三体和四体系统中强非局域的正交真实纠缠集。由引理4.15的
证明可知，对于任意 |𝜓⟩ ∈ ℬ𝑁

𝑑 ，|𝜓⟩ 在两体划分 𝐴1|𝐴2𝐴3 ⋯ 𝐴𝑁 下是纠缠态。
由于 ℬ𝑁

𝑑 在子系统 {𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑁} 的循环置换下具有相同的结构，对于任何
1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁，我们得到 |𝜓⟩在两体划分 𝐴𝑖|{𝐴1𝐴2 ⋯ 𝐴𝑁} ⧵ {𝐴𝑖}下是纠缠态。因此
当𝑁 = 3时，ℬ3

𝑑 为正交真实纠缠集。那我们有以下结果。
引理 4.17 在 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 中，𝑑 ⩾ 2，公式(4.65)给出的 ℬ3

𝑑 是一个强非局
域的正交真实纠缠集，且 |ℬ3

𝑑| = 𝑑3 − (𝑑 − 1)3 + 1。
对于 ℬ𝑁

𝑑 ，我们自然而然地会想到将引理4.17推广至所有的𝑁 ⩾ 4。然而，当
𝑁 = 4时，ℬ4

𝑑 不再是正交真实纠缠集。记 [𝑑 − 1] ∶= {1, 2, ⋯ , 𝑑 − 1}，对于任何
𝑖 ∈ [𝑑 − 1]，实际上

|𝜓𝑖⟩ =|0⟩𝐴1|0⟩𝐴2|𝑖⟩𝐴3|𝑖⟩𝐴4 + |0⟩𝐴1|𝑖⟩𝐴2|𝑖⟩𝐴3|0⟩𝐴4

+ |𝑖⟩𝐴1|𝑖⟩𝐴2|0⟩𝐴3|0⟩𝐴4 + |𝑖⟩𝐴1|0⟩𝐴2|0⟩𝐴3|𝑖⟩𝐴4 ∈ 𝒮(0,0,𝑖,𝑖) ⊂ ℬ4
𝑑

在两体划分 𝐴1𝐴3|𝐴2𝐴4下是乘积态，这是因为它可以被写成

|𝜓𝑖⟩ = (|0⟩|𝑖⟩ + |𝑖⟩|0⟩)𝐴1𝐴3(|0⟩|𝑖⟩ + |𝑖⟩|0⟩)𝐴2𝐴4 .

从而 ℬ4
𝑑 不再是正交真实纠缠集。但是我们可以修改公式(4.64)中的系数矩阵 𝐵，

从而得到正交真实纠缠集。令

𝐵 = (𝑏𝑖,𝑗)𝑖,𝑗∈ℤ4 ∶=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 1 2
1 −1 2 −1
5 5 −2 −4
5 −5 −4 2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

显然，𝐵是一个行正交矩阵。对于任何 𝑖 ∈ [𝑑 − 1]，定义
𝒮(0,0,𝑖,𝑖) ∶={𝑏𝑠,0|0⟩𝐴1|0⟩𝐴2|𝑖⟩𝐴3|𝑖⟩𝐴4 + 𝑏𝑠,1|0⟩𝐴1|𝑖⟩𝐴2|𝑖⟩𝐴3|0⟩𝐴4 + 𝑏𝑠,2|𝑖⟩𝐴1

|𝑖⟩𝐴2|0⟩𝐴3|0⟩𝐴4 + 𝑏𝑠,3|𝑖⟩𝐴1|0⟩𝐴2|0⟩𝐴3|𝑖⟩𝐴4 ∶ 𝑠 ∈ ℤ4}.

对于任何 𝑖 ∈ [𝑑 − 1]，我们将 ℬ4
𝑑 中的 𝒮(0,0,𝑖,𝑖)替换成 𝒮(0,0,𝑖,𝑖)，其余态不变，则 ℬ4

𝑑
变为 ℬ4

𝑑。因此我们有以下结论。
引理 4.18 在 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 中，𝑑 ⩾ 2，ℬ4

𝑑 是一个强非局域的正交真
实纠缠集，且 |ℬ4

𝑑| = 𝑑4 − (𝑑 − 1)4 + 1。
证明 根据 ℬ4

𝑑 的定义可知，

ℬ4
𝑑 =𝒮(0,0,0,0) ⋃ ( ∪

𝑖∈[𝑑−1]
(𝒮(0,0,0,𝑖) ∪ 𝒮(0,0,𝑖,𝑖) ∪ 𝒮(0,𝑖,0,𝑖)))

⋃ ( ∪
𝑖≠𝑗∈[𝑑−1]

𝒮(0,0,𝑖,𝑗)) ⋃ ( ∪
𝑝<𝑞∈[𝑑−1]

𝒮(0,𝑝,0,𝑞)) ⋃ ( ∪
𝑘,ℓ,𝑚∈[𝑑−1]

𝒮(0,𝑘,ℓ,𝑚)) ,
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其中对于 𝑖 ≠ 𝑗 ∈ [𝑑 − 1]，𝑝 < 𝑞 ∈ [𝑑 − 1]和 𝑘, ℓ, 𝑚 ∈ [𝑑 − 1]，有

𝒮(0,0,0,0) ={|0⟩𝐴1|0⟩𝐴2|0⟩𝐴3|0⟩𝐴4 ± |1⟩𝐴1|1⟩𝐴2|1⟩𝐴3|1⟩𝐴4},

𝒮(0,0,0,𝑖) ={|0⟩𝐴1|0⟩𝐴2|0⟩𝐴3|𝑖⟩𝐴4 + 𝑤𝑠
4|0⟩𝐴1|0⟩𝐴2|𝑖⟩𝐴3|0⟩𝐴4 + 𝑤2𝑠

4 |0⟩𝐴1

|𝑖⟩𝐴2|0⟩𝐴3|0⟩𝐴4 + 𝑤3𝑠
4 |𝑖⟩𝐴1|0⟩𝐴2|0⟩𝐴3|0⟩𝐴4 ∶ 𝑠 ∈ ℤ4},

𝒮(0,0,𝑖,𝑖) ={𝑏𝑠,0|0⟩𝐴1|0⟩𝐴2|𝑖⟩𝐴3|𝑖⟩𝐴4 + 𝑏𝑠,1|0⟩𝐴1|𝑖⟩𝐴2|𝑖⟩𝐴3|0⟩𝐴4 + 𝑏𝑠,2|𝑖⟩𝐴1

|𝑖⟩𝐴2|0⟩𝐴3|0⟩𝐴4 + 𝑏𝑠,3|𝑖⟩𝐴1|0⟩𝐴2|0⟩𝐴3|𝑖⟩𝐴4 ∶ 𝑠 ∈ ℤ4},

𝒮(0,𝑖,0,𝑖) ={|0⟩𝐴1|𝑖⟩𝐴2|0⟩𝐴3|𝑖⟩𝐴4 ± |𝑖⟩𝐴1|0⟩𝐴2|𝑖⟩𝐴3|0⟩𝐴4},

𝒮(0,0,𝑖,𝑗) ={|0⟩𝐴1|0⟩𝐴2|𝑖⟩𝐴3|𝑗⟩𝐴4 + 𝑤𝑠
4|0⟩𝐴1|𝑖⟩𝐴2|𝑗⟩𝐴3|0⟩𝐴4 + 𝑤2𝑠

4 |𝑖⟩𝐴1

|𝑗⟩𝐴2|0⟩𝐴3|0⟩𝐴4 + 𝑤3𝑠
4 |𝑗⟩𝐴1|0⟩𝐴2|0⟩𝐴3|𝑖⟩𝐴4 ∶ 𝑠 ∈ ℤ4},

𝒮(0,𝑝,0,𝑞) ={|0⟩𝐴1|𝑝⟩𝐴2|0⟩𝐴3|𝑞⟩𝐴4 + 𝑤𝑠
4|𝑝⟩𝐴1|0⟩𝐴2|𝑞⟩𝐴3|0⟩𝐴4 + 𝑤2𝑠

4 |0⟩𝐴1

|𝑞⟩𝐴2|0⟩𝐴3|𝑝⟩𝐴4 + 𝑤3𝑠
4 |𝑞⟩𝐴1|0⟩𝐴2|𝑝⟩𝐴3|0⟩𝐴4 ∶ 𝑠 ∈ ℤ4},

𝒮(0,𝑘,ℓ,𝑚) ={|0⟩𝐴1|𝑘⟩𝐴2|ℓ⟩𝐴3|𝑚⟩𝐴4 + 𝑤𝑠
4|𝑘⟩𝐴1|ℓ⟩𝐴2|𝑚⟩𝐴3|0⟩𝐴4 + 𝑤2𝑠

4 |ℓ⟩𝐴1

|𝑚⟩𝐴2|0⟩𝐴3|𝑘⟩𝐴4 + 𝑤3𝑠
4 |𝑚⟩𝐴1|0⟩𝐴2|𝑘⟩𝐴3|ℓ⟩𝐴4 ∶ 𝑠 ∈ ℤ4}.

由于 |ℬ4
𝑑| = 𝑑4 − (𝑑 − 1)4 + 1，并且 |𝒮(0,0,𝑖,𝑖)| = |𝒮(0,0,𝑖,𝑖)|，对于 𝑖 ∈ [𝑑 − 1]，我们

有 |ℬ4
𝑑| = |ℬ4

𝑑| = 𝑑4 − (𝑑 − 1)4 + 1。根据定理4.16，我们知道 ℬ4
𝑑 是强非局域的。

由于 ℬ4
𝑑 与 ℬ4

𝑑 具有相似的结构，我们推出 ℬ4
𝑑 也是强非局域的。我们只需要证明

ℬ4
𝑑 是一个正交真实纠缠集。首先我们给出一个断言。
断言: 对于 |𝜓⟩ ∈ (ℂ𝑑)⊗𝑁，如果存在乘积算子 𝑃1 ⊗ 𝑃2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑃𝑁 使得

𝑃1 ⊗ 𝑃2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑃𝑁 |𝜓⟩

是一个真实纠缠态，那么 |𝜓⟩也是一个真实纠缠态。
上述断言的证明如下。如果 |𝜓⟩不是真实纠缠态，那么存在两体划分 𝐴|𝐵，

使得 |𝜓⟩ = |𝜓⟩𝐴 ⊗ |𝜓⟩𝐵。对于任何乘积算子 𝑃1 ⊗ 𝑃2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑃𝑁，

𝑃1 ⊗ 𝑃2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑃𝑁 (|𝜓⟩𝐴 ⊗ |𝜓⟩𝐵)

在两体划分 𝐴|𝐵下是乘积态，那么它不是真实纠缠态，矛盾，从而断言得证。
对于任何 𝑠 ∈ ℤ4，𝑖 ≠ 𝑗 ∈ [𝑑 − 1]，令

|𝜓𝑠⟩ =|0⟩𝐴1|0⟩𝐴2|𝑖⟩𝐴3|𝑗⟩𝐴4 + 𝑤𝑠
4|0⟩𝐴1|𝑖⟩𝐴2|𝑗⟩𝐴3|0⟩𝐴4 + 𝑤2𝑠

4 |𝑖⟩𝐴1|𝑗⟩𝐴2|0⟩𝐴3|0⟩𝐴4

+ 𝑤3𝑠
4 |𝑗⟩𝐴1|0⟩𝐴2|0⟩𝐴3|𝑖⟩𝐴4 ∈ 𝒮(0,0,𝑖,𝑗),

和
𝑃 =(|0⟩⟨0| + |0⟩⟨𝑗| + 𝑤−2𝑠

4 |1⟩⟨𝑖|)𝐴1(|0⟩⟨0| + |0⟩⟨𝑗| + 𝑤−𝑠
4 |1⟩⟨𝑖|)𝐴2

(|0⟩⟨0| + |0⟩⟨𝑗| + |1⟩⟨𝑖|)𝐴3(|0⟩⟨0| + |0⟩⟨𝑗| + 𝑤−3𝑠
4 |1⟩⟨𝑖|)𝐴4 .
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那么
𝑃 |𝜓𝑠⟩ =|0⟩𝐴1|0⟩𝐴2|1⟩𝐴3|0⟩𝐴4 + |0⟩𝐴1|1⟩𝐴2|0⟩𝐴3|0⟩𝐴4

+ |1⟩𝐴1|0⟩𝐴2|0⟩𝐴3|0⟩𝐴4 + |0⟩𝐴1|0⟩𝐴2|0⟩𝐴3|1⟩𝐴4 = |𝑊 ⟩4
2.

由于W态是真实纠缠态，根据上面的断言，我们得到 |𝜓𝑠⟩也是一个真实纠缠态。
从而 𝒮(0,0,𝑖,𝑗)是一个正交真实纠缠集。同理，其中对于 𝑖 ∈ [𝑑 − 1]，𝑝 < 𝑞 ∈ [𝑑 − 1]
和 𝑘, ℓ, 𝑚 ∈ [𝑑 − 1]，我们按照同样的方法可以证明 𝒮(0,0,0,0)，𝒮(0,0,0,𝑖)，𝒮(0,𝑖,0,𝑖) ，
𝒮(0,𝑝,0,𝑞)，𝒮(0,𝑘,ℓ,𝑚)都是正交真实纠缠集。

最后，我们考虑 𝒮(0,0,𝑖,𝑖)。对于 𝑠 ∈ ℤ4和 𝑖 ∈ [𝑑 − 1]，令

|𝜆𝑠⟩ =𝑏𝑠,0|0⟩𝐴1|0⟩𝐴2|𝑖⟩𝐴3|𝑖⟩𝐴4 + 𝑏𝑠,1|0⟩𝐴1|𝑖⟩𝐴2|𝑖⟩𝐴3|0⟩𝐴4

+ 𝑏𝑠,2|𝑖⟩𝐴1|𝑖⟩𝐴2|0⟩𝐴3|0⟩𝐴4 + 𝑏𝑠,3|𝑖⟩𝐴1|0⟩𝐴2|0⟩𝐴3|𝑖⟩𝐴4 ∈ 𝒮(0,0,𝑖,𝑖).

通过计算，我们有 rank(|𝜆𝑠⟩𝐴1|𝐴2𝐴3𝐴4) = rank(|𝜆𝑠⟩𝐴2|𝐴3𝐴4𝐴1) = rank(|𝜆𝑠⟩𝐴3|𝐴4𝐴1𝐴2) =
rank(|𝜆𝑠⟩𝐴4|𝐴1𝐴2𝐴3) = rank(|𝜆𝑠⟩𝐴1𝐴3|𝐴2𝐴4) = 2 和 rank(|𝜆⟩𝐴1𝐴2|𝐴3𝐴4) =
rank(|𝜆⟩𝐴1𝐴4|𝐴2𝐴3) = 4。这推出 |𝜆𝑠⟩ 在任意两体划分下都是纠缠态，从而它是
真实纠缠态，且 𝒮(0,0,𝑖,𝑖)是正交真实纠缠集。
综上，𝐵4

𝑑 是强非局域的正交真实纠缠集。 ∎

4.6 本章小结
在本章中，我们给出了证明强量子非局域性的有效方法。基于这种方法和多

维超立方体的分解，我们构造出了一系列三、四、五体系统中强非局域的正交集。
最后利用循环置换群作用，我们给出了𝑁 体齐次系统中强非局域的正交纠缠集。
主要结果见表1.3。我们的结果对文献 [43]中提出的三个公开问题给予了全面的回
答。
对于强量子非局域性，我们提出几个值得研究的问题：

1. 对于任何 𝑑𝑖 ⩾ 3，𝑁 ⩾ 6，1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁，能否构造 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中强
非局域的正交乘积集？

2. 对于任何 𝑑𝑖 ⩾ 2，𝑁 ⩾ 3，1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁，(ℂ𝑑)⊗𝑁 中强非局域的正交集所含态
的个数最小是多少？

3. 对于任何 𝑑𝑖 ⩾ 3，𝑁 ⩾ 3，1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁，能否构造 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的
不可扩充乘积基，使得它在任意两体划分下还是一个不可扩充乘积基？
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第 5章 𝑘-均匀态和量子信息掩盖
目前多体系统中的量子信息掩盖要求任意单体子系统无法获取原始信息，类

似于量子非局域性，如果其中有 𝑘个子系统共谋，那么原始信息将有可能被获
取。为了避免这种共谋，我们需要一种更强版本的量子信息掩盖。而 𝑘-均匀态在
量子信息掩盖中发挥着重要作用。本章将研究非齐次系统中的 𝑘-均匀态和量子
信息掩盖。5.1节介绍了 𝑘-均匀态和量子信息掩盖的研究背景及其现状。5.2节
介绍了 𝑘-均匀态、混合正交阵列、量子信息掩盖和量子纠错码等概念。5.3节构
造了一系列非齐次系统中的 𝑘-均匀态。5.4节给出了一些非齐次系统中的绝对最
大纠缠态的不存在性结果。5.5节建立了量子纠错码与量子信息掩盖之间的关系。
5.6节给出了几种从已知的非齐次系统中的量子纠错码构造新的量子纠错码的方
法。5.7节为本章小结。

5.1 引言
如果齐次系统 (ℂ𝑑)⊗𝑁 中的一个纯态在任意 𝑘体上的约化密度算子是最大混

合的，那么它被称为 𝑘-均匀态 [51] 。(ℂ𝑑)⊗𝑁 中的 𝑘-均匀态与参数为 ((𝑁, 1, 𝑘+1))𝑑

的量子纠错码一一对应 [51]，并且它可以通过正交阵列 [52]、拉丁方 [57]、量子拉
丁方 [58]、对称矩阵和经典纠错码 [53]来构造。根据施密特分解，(ℂ𝑑)⊗𝑁 中 𝑘-均
匀态存在的必要条件是 𝑘 ⩽ ⌊𝑁

2 ⌋ [59]。特别地，⌊𝑁
2 ⌋-均匀态被称为绝对最大纠缠

态，它在任意两体划分下都是最大纠缠态。绝对最大纠缠态可用于阈值量子秘密
共享方案 [60]、并行和开放目标的远程传输协议 [60] 和全息量子纠错码 [61]。

𝑘-均匀态和绝对最大纠缠态的概念也可以直接推广到非齐次系统中。类似地，
非齐次系统ℂ𝑑1 ⊗ℂ𝑑2 ⊗⋯⊗ℂ𝑑𝑁 中的 𝑘-均匀态与非齐次系统中参数为 ((𝑁, 1, 𝑘+
1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码一一对应 [66]。Bryan等人 [109-110] 给出了非齐次系统中
存在 1-均匀态的充要条件。利用混合正交阵列，Goyeneche等人 [107]构造了一些
𝑁 体非齐次系统中的 1, 2-均匀态。Shen等人 [108]构造了一些 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ℂ𝑑3 中
的绝对最大纠缠态。虽然非齐次系统中的 𝑘-均匀态已经有了一些结果，但缺少
一定的构造。特别地，Goyeneche等人 [107]提出了一个公开问题：非齐次系统中
是否存在 3-均匀态？我们将对这个问题给予肯定的回答。
最近 Modi等人提出了量子信息掩盖的概念 [89]，这是一个将量子信息编码

到两体系统中的物理过程，使得信息对于每个单体子系统来说是完全未知的。同
时他们还强调了一个不可掩盖定理：不能掩盖任意量子态。Li等人 [111]表明了多
体系统中的量子信息掩盖是可能的。在他们的掩盖协议中，同样要求每个单体子
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系统都无法访问原始信息。最近，Liu等人 [118]给出了量子信息掩盖的光学实现。
在之前的量子信息掩盖中，如果其中几个子系统共谋，那么有可能会导致信息泄
露，为了避免这种情况发生，本章将提出 𝑘-均匀量子信息掩盖。Li等人 [111]提出
了两个公开问题：
(i) 是否能将 ℂ𝑑 中所有态掩盖到 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 中，使得掩盖后的态的单体约
化密度算子不等于 1

𝑑 𝕀𝑑？
(ii) 是否能将 ℂ𝑑 中所有态掩盖到 ℂ𝑛 ⊗ ℂ𝑛 ⊗ ℂ𝑛中，使得 𝑛 < 𝑑？
我们将对这两个问题给予否定回答。
当量子信息通过带有噪声的信道时，错误是不可避免的 [73-75]。量子纠错码

在量子信息处理中发挥着核心作用，它可以保护量子信息免受各种量子噪声的
影响。齐次系统中的量子纠错码的研究较多 [62,76-81]，但当编码后的态属于非齐
次系统时，我们通常面临更复杂的情况，这使得研究非齐次系统中的量子纠错码
更加复杂。我们将研究量子信息掩盖与量子纠错码之间的关系。

5.2 准备工作
本节将介绍非齐次系统中的 𝑘-均匀态、混合正交阵列和相关引理，其次介绍

量子信息掩盖和量子纠错码的概念。

5.2.1 非齐次系统中的 𝑘-均匀态
本小节中，我们将介绍 𝑘-均匀态的基本概念和引理。在 𝑁 体非齐次系统

ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中，如果没有特殊说明，我们总是假设 𝑑1 ⩾ 𝑑2 ⩾ ⋯ ⩾ 𝑑𝑁。
根据第2章中的预备知识可知，ℋ𝐴1 ⊗ ℋ𝐴2 ⊗ ⋯ ⊗ ℋ𝐴𝑁 ∶= ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁

中任意一个态 |𝜓⟩可以写为 |𝜓⟩ = ∑u∈ℤ𝑑1×⋯×ℤ𝑑𝑁
𝑎u|u⟩，其中 𝑎u ∈ ℂ，那么 |𝜓⟩

的密度算子被定义为

𝜌 ∶= ∑
u,u′∈ℤ𝑑1×⋯×ℤ𝑑𝑁

𝑎u𝑎u′|u⟩⟨u′|.

对于任何子集 𝐴 ⊂ {𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑁}，令 𝐴𝑐 ∶= {𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑁} ⧵ 𝐴。对于向
量 u ∈ ℤ𝑑1 × ⋯ × ℤ𝑑𝑁，令 u𝐴 为 u 在 𝐴 上的投影，则 |𝜓⟩ 也可以写成 |𝜓⟩ =
∑u∈ℤ𝑑1×⋯×ℤ𝑑𝑁

𝑎u|u𝐴⟩|u𝐴𝑐 ⟩。那么 |𝜓⟩在 𝐴上的约化密度算子为

𝜌𝐴 ∶= Tr𝐴𝑐 𝜌 = ∑
u,u′∈ℤ𝑑1×⋯×ℤ𝑑𝑁

𝑎u𝑎u′⟨u𝐴𝑐 |u′
𝐴𝑐 ⟩|u𝐴⟩⟨u′

𝐴|,

其中 Tr𝐴𝑐 为偏迹运算符，如果 u𝐴𝑐 = u′
𝐴𝑐，那么 ⟨u𝐴𝑐 |u′

𝐴𝑐 ⟩为 1，否则为 0。
定义 5.1 假设 |𝜓⟩ 是 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的一个纯态，令 𝐴 =
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{𝐴𝑖1 , 𝐴𝑖2 , ⋯ , 𝐴𝑖𝑘} ⊂ {𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑁}，其中 |𝐴| = 𝑘。如果

𝜌𝐴 ∶= 1
𝑑𝑖1𝑑𝑖2 ⋯ 𝑑𝑖𝑘

∑
u∈ℤ𝑑𝑖1

×⋯×ℤ𝑑𝑖𝑘

|u⟩⟨u|. (5.1)

那么称 |𝜓⟩在 𝐴上的约化密度算子是最大混合的。如果 |𝜓⟩在任意 𝑘体上的约
化密度算子是最大混合的，那么 |𝜓⟩被称为𝑘-均匀态。特别地，如果 𝑘 = ⌊𝑁

2 ⌋，
那么 |𝜓⟩被称为绝对最大纠缠态。

若 |𝜓⟩是 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的 𝑘-均匀态，根据两体纯态的施密特分
解 [59]，我们得到 𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑘 ⩽ 𝑑𝑘+1𝑑𝑘+2 ⋯ 𝑑𝑁。因此 𝑘满足 𝑘 ⩽ ⌊𝑁

2 ⌋，极端情况
下 |𝜓⟩就是绝对最大纠缠态。例如

|𝜙⟩ = 1
√6

(|000⟩ + |011⟩ + |101⟩ + |110⟩ + |200⟩ − |211⟩)

是 ℂ3 ⊗ ℂ2 ⊗ ℂ2中的 1-均匀态（绝对最大纠缠态）[107] 。对 |𝜙⟩来说，可以验证
𝜌𝐴1 = 1

3 ∑𝑖∈ℤ3
|𝑖⟩⟨𝑖|和 𝜌𝐴2 = 𝜌𝐴3 = 1

2 ∑𝑖∈ℤ2
|𝑖⟩⟨𝑖|。

正交阵列和混合正交阵列是组合数学中的经典概念，它们与有限域、有限几
何和经典纠错码相关，在统计学、计算机科学和密码学中有着广泛的应用 [126]。

定义 5.2 [126] 一个参数为 MOA(𝑟, 𝑑𝑛1
1 𝑑𝑛2

2 ⋯ 𝑑𝑛ℓ
ℓ , 𝑘) 的混合正交阵列是一个

𝑟×∑ℓ
𝑖=1 𝑛𝑖的阵列，其中有 𝑛𝑖列的元素来自ℤ𝑑𝑖，𝑖 = 1, 2, ⋯ , ℓ。取任意一个 𝑟×𝑘阶子

矩阵，这个子矩阵的第 𝑗列元素来自ℤ𝑑𝑖𝑗
，𝑗 = 1, 2, ⋯ , 𝑘，使得ℤ𝑑𝑖1

×ℤ𝑑𝑖2
×⋯×ℤ𝑑𝑖𝑘

中所有可能的长度为 𝑘的行向量在这个子矩阵的行向量中出现的次数相同。如
果 ℓ = 1，𝑑1 = 𝑑 且 𝑛1 = 𝑁，那么这个混合正交阵列退化为正交阵列，参数为
OA(𝑟, 𝑑𝑁 , 𝑘)。其中 𝑘被称为强度，𝑑𝑖被称为水平。
注意，改变混合正交阵列的列顺序并不会改变混合正交阵列的参数。因此，

混合正交阵列中的 𝑑𝑛1
1 𝑑𝑛2

2 ⋯ 𝑑𝑛ℓ
ℓ 并不意味着前 𝑛1列中的元素来自 ℤ𝑑1，接下来的

𝑛2 列中的元素来自 ℤ𝑑2 等等。但按照惯例，我们通常以 𝑑1 > 𝑑2 > ⋯ > 𝑑ℓ 的方
式编写符号，并按照这个方式列出相应的列。如果混合正交阵列的行向量两两不
同，那么这个混合正交阵列是简单的。下面是两个简单的混合正交阵列。
例 5.1

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 0 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 1 1
1 1 1 0 0
2 0 1 0 1
2 1 0 1 0
3 0 1 1 0
3 1 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

是一个MOA(8, 4124, 2);
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⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 0 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
0 1 1 1 1
1 0 1 1 0
1 1 1 0 0
1 0 0 0 1
1 1 0 1 1
2 0 1 1 0
2 1 0 0 0
2 0 0 1 1
2 1 1 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

是一个MOA(12, 3124, 2).

利用例5.1中的MOA(8, 4124, 2)，我们可以在 ℂ4 ⊗ (ℂ2)⊗4中构造一个 2-均匀
态，

|𝜓⟩ = 1
2√2

(|00000⟩ + |01111⟩ + |10011⟩ + |11100⟩+

|20101⟩ + |21010⟩ + |30110⟩ + |31001⟩).
(5.2)

并非所有混合正交阵列都可以用于构造非齐次系统中的 𝑘-均匀态。利用相
同的方法，例5.1中的 MOA(12, 3124, 2)可构造态 |𝜙⟩ = 1

2√3
(|00000⟩ + |01010⟩ +

|00101⟩ + |01111⟩ + |10110⟩ + |11100⟩ + |10001⟩ + |11011⟩ + |20110⟩ + |21000⟩ +
|20011⟩ + |21101⟩) ∈ ℂ3 ⊗ (ℂ2)⊗4。但是，|𝜙⟩不是 2-均匀态，这是因为 |𝜙⟩在
𝐴1, 𝐴2 上的约化密度算子不是最大混合的。为了描述混合正交阵列和 𝑘-均匀态
之间的关系，我们给出不可缩短的混合正交阵列的定义。
定义 5.3 [52,107] 如果从一个有 𝑁 = ∑ℓ

𝑖=1 𝑛𝑖 列的混合正交阵列
MOA(𝑟, 𝑑𝑛1

1 𝑑𝑛2
2 ⋯ 𝑑𝑛ℓ

ℓ , 𝑘) 中选取任意 𝑁 − 𝑘 列，且限制在这 𝑁 − 𝑘 列的 𝑟 个行
向量各不相同，那么这个混合正交阵列被称为不可缩短的。我们标记不可缩
短的 MOA(𝑟, 𝑑𝑛1

1 𝑑𝑛2
2 ⋯ 𝑑𝑛ℓ

ℓ , 𝑘) 为 IrMOA(𝑟, 𝑑𝑛1
1 𝑑𝑛2

2 ⋯ 𝑑𝑛ℓ
ℓ , 𝑘)，且标记不可缩短的

OA(𝑟, 𝑑𝑁 , 𝑘)为 IrOA(𝑟, 𝑑𝑁 , 𝑘)。
下面的引理表明不可缩短的混合正交阵列可用于构造非齐次系统中的 𝑘-均

匀态。
引理 5.1 [107] 如果陈列 (𝑚𝑖,𝑗)1⩽𝑖⩽𝑟;1⩽𝑗⩽𝑁 是 IrMOA(𝑟, 𝑑𝑛1

1 𝑑𝑛2
2 ⋯ 𝑑𝑛ℓ

ℓ , 𝑘)，那么
|𝜓⟩ = 1

√𝑟
∑𝑟

𝑖=1 |𝑚𝑖,1𝑚𝑖,2 ⋯ 𝑚𝑖,𝑁⟩是 (ℂ𝑑1)⊗𝑛1 ⊗ (ℂ𝑑2)⊗𝑛2 ⊗ ⋯ ⊗ (ℂ𝑑ℓ)⊗𝑛ℓ 中的一个
𝑘-均匀态。
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在例5.1中，我们可以验证MOA(8, 4124, 2)是不可缩短的，而MOA(12, 3124, 2)
是非不可缩短的。所以通过引理5.1可知，我们在 ℂ4 ⊗ (ℂ2)⊗4 中可以构造一个
2-均匀态。

5.2.2 𝑘-均匀量子信息掩盖
本小节中，我们将介绍量子信息掩盖和量子纠错码的概念。文献 [89]中提出

了量子信息掩盖的概念。
定义 5.4 [89] 一个算子 𝒮 可以掩盖量子信息 {|𝑎𝑗⟩𝐴1 ∈ ℋ𝐴1}指的是 𝒮 将这

些态映射到 {|𝜓𝑗⟩ ∈ ℋ𝐴1 ⊗ ℋ𝐴2}，使得对于所有的 |𝜓𝑗⟩，它们的单体约化密度
算子都相等，即

𝜌𝐴1 = Tr𝐴2|𝜓𝑗⟩⟨𝜓𝑗|和 𝜌𝐴2 = Tr𝐴1|𝜓𝑗⟩⟨𝜓𝑗|

没有任何 𝑗 的信息。
文献 [111]提出了多体系统中的量子信息掩盖的概念。
定义 5.5 [111] 一个算子 𝒮 可以掩盖量子信息 {|𝑎𝑗⟩𝐴1 ∈ ℋ𝐴1}指的是 𝒮 将

这些态映射到 {|𝜓𝑗⟩ ∈ ⊗𝑁
ℓ=1ℋ𝐴ℓ}，使得对于所有的 |𝜓𝑗⟩，它们的单体约化密度

算子都相等，即对于任意的 𝐴ℓ ∈ {𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑁}，

𝜌𝐴ℓ = Tr𝐴𝑐
ℓ
|𝜓𝑗⟩⟨𝜓𝑗|

没有任何 𝑗 的信息。
定义5.5同样要求 {|𝜓𝑗⟩ ∈ ⊗𝑁

ℓ=1ℋ𝐴ℓ}中的态的单体约化密度算子都相等。但
是如果一些子系统 {𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑁}共谋，那么有可能揭露掩盖之前的信息。例
如

𝒮 ∶ |0⟩ → |𝜓0⟩𝐴𝐵𝐶 = 1
√3

(|0⟩𝐴|0⟩𝐵|0⟩𝐶 + |1⟩𝐴|1⟩𝐵|1⟩𝐶 + |2⟩𝐴|2⟩𝐵|2⟩𝐶 ),

|1⟩ → |𝜓1⟩𝐴𝐵𝐶 = 1
√3

(|0⟩𝐴|1⟩𝐵|2⟩𝐶 + |1⟩𝐴|2⟩𝐵|0⟩𝐶 + |2⟩𝐴|0⟩𝐵|1⟩𝐶 ),

|2⟩ → |𝜓2⟩𝐴𝐵𝐶 = 1
√3

(|0⟩𝐴|2⟩𝐵|1⟩𝐶 + |1⟩𝐴|0⟩𝐵|2⟩𝐶 + |2⟩𝐴|1⟩𝐵|0⟩𝐶 ).

则任意的一个量子态 𝛼|0⟩𝐴 + 𝛽|1⟩𝐴 + 𝛾|2⟩𝐴 ∈ ℂ3（|𝛼|2 + |𝛽|2 + |𝛾|2 = 1）可以被
𝒮 掩盖成 |𝜓⟩ = 𝛼|𝜓0⟩𝐴𝐵𝐶 + 𝛽|𝜓1⟩𝐴𝐵𝐶 + 𝛾|𝜓2⟩𝐴𝐵𝐶 ∈ ℂ3 ⊗ ℂ3 ⊗ ℂ3。如果 𝐴和 𝐵
共谋，那么首先可以将 |𝜓⟩中 𝐴部分的态加到 𝐵部分（模 3），然后再将 𝐵部分
的态加到 𝐴部分（模 3），则 |𝜓⟩变为

1
√3

(𝛼|0⟩𝐴 + 𝛽|1⟩𝐴 + 𝛾|2⟩𝐴)(|0⟩𝐵|0⟩𝐶 + |1⟩𝐵|2⟩𝐶 + |2⟩𝐵|1⟩𝐶 ).
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那么 𝐴部分已经揭露了掩盖之前的信息。为了避免这种共谋，我们提出 𝑘-均匀
量子信息掩盖的概念。

定义 5.6 一个算子 𝒮 可以𝑘-均匀地掩盖量子信息 {|𝑎𝑗⟩𝐴0 ∈ ℋ𝐴0}指的是 𝒮
将这些态映射到 {|𝜓𝑗⟩ ∈ ⊗𝑁

ℓ=1ℋ𝐴ℓ}，使得对于所有的 |𝜓𝑗⟩，它们的 𝑘体约化密
度算子都相等，即对于任意的 𝐴 = {𝐴ℓ1 , 𝐴ℓ2 , ⋯ , 𝐴ℓ𝑘}，𝐴 ⊂ {𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑁}且
|𝐴| = 𝑘，

𝜌𝐴 = Tr𝐴𝑐 |𝜓𝑗⟩⟨𝜓𝑗|

没有任何 𝑗的信息。特别地，如果 𝑘 = ⌊𝑁
2 ⌋，那么 𝑘-均匀量子信息掩盖被称为强

量子信息掩盖。
值得注意的是当 ℋ𝐴0 = ℋ𝐴1，𝑘 = 1和 𝑁 = 2时，定义5.6就是定义5.4；当

ℋ𝐴0 = ℋ𝐴1 和 𝑘 = 1时，定义5.6就是定义5.5。我们的 𝑘-均匀量子信息掩盖也是
量子秘密分享的基础 [127-128]。一个 (𝑘, 𝑁)量子秘密分享方案，指的是一组秘密
量子态被分给了𝑁 个人，使得任意 𝑘个人可以恢复这个秘密，而任意 𝑘 − 1个人
无法恢复这个秘密。然而当 𝑁 ⩾ 2𝑘时，任意 (𝑘, 𝑁)量子秘密分享方案不存在。
在我们的 𝑘-均匀量子信息掩盖中，即使𝑁 ⩾ 2(𝑘 + 1)，它也允许老板将秘密分享
到他的 𝑁 个下属中，使得任意 𝑘个下属共谋也无法得到这个秘密。注意在我们
的方案中，不考虑恢复秘密。
接下来，我们考虑非齐次系统中的量子纠错码。令 {𝑒𝑗}𝑗∈ℤ𝑑2 为作用在 ℂ𝑑 上

的正交算子基，其中 𝑒0 = 𝕀𝑑，Tr(𝑒†
𝑖 𝑒𝑗) = 𝛿𝑖𝑗𝑑。那么 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的

一个局部错误基 ℰ = {𝐸𝛼}由

𝐸𝛼 = 𝑒(1)
𝛼1 ⊗ 𝑒(2)

𝛼2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑒(𝑁)
𝛼𝑁

组成，其中 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑁 ) ∈ ℤ𝑑2
1

× ℤ𝑑2
2

× ⋯ × ℤ𝑑2
𝑁
，𝑒(𝑖)

𝛼𝑖 作用在 ℂ𝑑𝑖 上，且
Tr(𝐸†

𝛼𝐸𝛽) = 𝛿𝛼𝛽𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑁。一个局部错误 𝐸𝛼 的支撑集被定义为 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝐸𝛼) ∶=
𝑠𝑢𝑝𝑝(𝛼) = #{𝑖 ∣ 𝛼𝑖 ≠ 0, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁}，𝐸𝛼 的权重为 𝑤𝑡(𝐸𝛼) = |𝑠𝑢𝑝𝑝(𝐸𝛼)|。任何一个
作用在 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 上的算子𝑀 都可以被分解为：

𝑀 = 1
𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑁 ∑

𝐸𝛼∈ℰ
Tr(𝐸†

𝛼𝑀)𝐸𝛼. (5.3)

非齐次系统中的量子纠错码同样要满足 Knill-Laflamme条件 [74-75]。我们给
出如下定义。
定义 5.7 令 𝒬为 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的一个 𝐾 维子空间。对于 𝒬中

任意一组标准正交基 {|𝑖𝒬⟩}𝑖∈ℤ𝐾 和任意一个 𝐸𝛼 ∈ ℰ，且 𝑤𝑡(𝐸𝛼) < 𝑘 + 1，如果有

⟨𝑖𝒬|𝐸𝛼|𝑗𝒬⟩ = 𝐶(𝐸𝛼)𝛿𝑖𝑗 ,
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其中 𝐶(𝐸𝛼)只依赖于 𝐸𝛼，那么𝒬被称为一个参数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量
子纠错码。这里 𝑘 + 1被称为这个量子纠错码的距离。如果 0 < 𝑤𝑡(𝐸𝛼) < 𝑘 + 1，
有 𝐶(𝐸𝛼) = Tr(𝐸𝛼)

𝑑1𝑑2⋯𝑑𝑁
= 0，那么这个量子纠错码被称为纯量子纠错码。按照惯例，

((𝑁, 1, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 只指纯量子纠错码。特别地，如果 𝑑1 = 𝑑2 = ⋯ = 𝑑𝑁 = 𝑑，
那么 ((𝑁, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 被记为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑。
我们把参数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑 的量子纠错码称为齐次系统中的量子纠错码。

齐次系统中的量子纠错码存在一个等价的定义 [79,129]，类似地，我们也可以给出
非齐次系统中的量子纠错码的一个等价定义。
定义 5.8 令 𝒬为 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的一个 𝐾 维子空间。对于任意的

|𝜓⟩ ∈ 𝒬和 𝐸𝛼 ∈ ℰ，且 𝑤𝑡(𝐸𝛼) < 𝑘 + 1，如果有

⟨𝜓|𝐸𝛼|𝜓⟩ = 𝐶(𝐸𝛼),

其中 𝐶(𝐸𝛼)只依赖于 𝐸𝛼，那么 𝒬被称为一个参数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的
量子纠错码。如果 0 < 𝑤𝑡(𝐸) < 𝑘 + 1，有 𝐶(𝐸𝛼) = Tr(𝐸𝛼)

𝑑1𝑑2⋯𝑑𝑁
= 0，那么这个量子

纠错码被称为纯量子纠错码。
下面我们证明定义5.7与定义5.8等价。
引理 5.2 定义5.7与定义5.8等价。
证明 定义5.7“⇒”定义 5.8。我们可以在基 {|𝑖𝒬⟩}𝑖∈ℤ𝐾 下分解 |𝜓⟩，使得

|𝜓⟩ = ∑𝑖∈ℤ𝐾
𝑎𝑖|𝑖𝒬⟩，其中∑𝑖∈ℤ𝐾

|𝑎𝑖|2 = 1，𝑎𝑖 ∈ ℂ，𝑖 ∈ ℤ𝐾。对于任何𝑤𝑡(𝐸𝛼) < 𝑘+1，
我们有

⟨𝜓|𝐸𝛼|𝜓⟩ = ∑
𝑖∈ℤ𝐾

∑
𝑗∈ℤ𝐾

𝑎𝑖𝑎𝑗⟨𝑖𝒬|𝐸𝛼|𝑗𝒬⟩ = ∑
𝑖∈ℤ𝐾

|𝑎𝑖|2⟨𝑖𝒬|𝐸𝛼|𝑖𝒬⟩

= ∑
𝑖∈ℤ𝐾

|𝑎𝑖|2𝐶(𝐸𝛼) = 𝐶(𝐸𝛼).

定义5.8“⇒”定义 5.7。对于任何 𝑖 ≠ 𝑗 ∈ ℤ𝑘和 𝑤𝑡(𝐸𝛼) < 𝑘 + 1，我们只需
要验证 ⟨𝑖𝒬|𝐸𝛼|𝑗𝒬⟩ = 0。令 |𝜓⟩ = 𝜆|𝑖𝒬⟩ + 𝑢|𝑗𝒬⟩，其中 |𝜆|2 + |𝑢|2 = 1，那么

⟨𝜓|𝐸𝛼|𝜓⟩ = (𝜆⟨𝑖𝒬| + 𝑢⟨𝑗𝒬|)𝐸𝛼(𝜆|𝑖𝒬⟩ + 𝑢|𝑗𝒬⟩)

= 𝐶(𝐸𝛼) + 𝜆𝑢⟨𝑖𝒬|𝐸𝛼|𝑗𝒬⟩ + 𝜆𝑢⟨𝑗𝒬|𝐸𝛼|𝑖𝒬⟩ = 𝐶(𝐸𝛼).

这推出
𝜆𝑢⟨𝑖𝒬|𝐸𝛼|𝑗𝒬⟩ + 𝜆𝑢⟨𝑗𝒬|𝐸𝛼|𝑖𝒬⟩ = 0.

我们可以分别令 𝜆 = 1
√2
，𝑢 = 1

√2
；𝜆 = 1

√2
，𝑢 = 1

√2
𝑖，即

⎧⎪
⎨
⎪⎩

1
2⟨𝑖𝒬|𝐸𝛼|𝑗𝒬⟩ + 1

2⟨𝑗𝒬|𝐸𝛼|𝑖𝒬⟩ = 0,
1
2𝑖⟨𝑖𝒬|𝐸𝛼|𝑗𝒬⟩ − 1

2𝑖⟨𝑗𝒬|𝐸𝛼|𝑖𝒬⟩ = 0.
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从而我们得到 ⟨𝑖𝒬|𝐸𝛼|𝑗𝒬⟩ = 0。 ∎

值得注意的是 𝐸𝛼 可以被任何算子𝑀 替代，其中𝑀 至少在𝑁 − 𝑘个子系统
上是单位作用。在这种情况下，如果 𝐶(𝑀) = Tr(𝑀)

𝑑1𝑑2⋯𝑑𝑁
，那么这个量子纠错码是

纯量子纠错码 [77,79]。对于一个参数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码，它
最多可以检测出作用于 𝑘个子系统的所有错误，并最多可以纠正作用于 ⌊𝑘

2 ⌋个
子系统的所有错误。

5.3 非齐次系统中的 𝑘-均匀态的构造
在本节中，我们将给出具有明确的最小汉明距离的混合正交阵列与不可缩

短的混合正交阵列之间的关系。基于这个关系，我们将给出 2, 3-均匀态的构造。
此外，我们也给出两种从 𝑘-均匀态获得 (𝑘 − 1)-均匀态的方法。

5.3.1 混合正交阵列的最小汉明距离
当混合正交阵列有很多列时，根据定义决定混合正交阵列的不可缩短性并

不容易，我们需要引入一种有效的方法，该方法首先用于决定正交阵列的不可缩
短性 [55]。我们需要先给出两个向量的汉明距离的定义，这个概念来自于编码理
论。对于一个 𝑟 × 𝑁 的矩阵𝑀，它的 𝑟行为m𝑖，𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑟，则m𝑖 − m𝑗 中非零
的个数为m𝑖和m𝑗 的汉明距离，用 HD(m𝑖, m𝑗)表示。𝑀 的最小汉明距离指的是
𝑀 中任意两个行向量之间的最小汉明距离，用 MD(𝑀)表示。下面我们给出具
有明确的最小汉明距离的混合正交阵列与不可缩短的混合正交阵列之间的关系。
引理 5.3 [130] 令𝑀 为MOA(𝑟, 𝑑𝑛1

1 𝑑𝑛2
2 ⋯ 𝑑𝑛ℓ

ℓ , 𝑘)，那么𝑀 是不可缩短的当且
仅当MD(𝑀) ⩾ 𝑘 + 1。
特别地，混合正交阵列是简单的当且仅当它的最小汉明距离大于等于

1。图5.1表明了我们构造非齐次系统中的 𝑘-均匀态的主要方法。例5.1给出的
MOA(8, 4124, 2) 和 MOA(12, 3124, 2) 的最小汉明距离分别是 3 和 1，因此根据
引理5.3，MOA(8, 4124, 2)是不可缩短的，而MOA(12, 3124, 2)是非不可缩短的。

最小汉明距离大于等
于𝑘 + 1的

MOA(𝑟, 𝑑1
𝑛1𝑑2

𝑛2⋯𝑑𝑙
𝑛𝑙 , 𝑘)

IrMOA(𝑟, 𝑑1
𝑛1𝑑2

𝑛2⋯𝑑𝑙
𝑛𝑙 , 𝑘) ℂ𝑑1

⨂𝑛1
⨂ ℂ𝑑2

⨂𝑛2
⨂⋯⨂ ℂ𝑑𝑙

⨂𝑛𝑙

中的𝑘−均匀态

引理5.3 引理5.1

图 5.1 构造非齐次系统中的 𝑘-均匀态的主要方法。

根据定义5.2，删除MOA(𝑟, 𝑑𝑛1
1 𝑑𝑛2

2 ⋯ 𝑑𝑛ℓ
ℓ , 𝑘)的一些列后仍然是强度为 𝑘的混

合正交阵列，但这个混合正交阵列可能不再保持不可缩短的性质。文献 [107]提出
了𝑘耐受性的概念，它指的是强度为 𝑘的混合正交阵列可以删除的最大列数，使
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得删除后的混合正交阵列仍然是不可缩短的。通过引理5.3，我们可以很容易地
估计出混合正交阵列𝑀 的 𝑘耐受性，它至少是MD(𝑀) − (𝑘 + 1)。因此我们有以
下引理。

引理 5.4 假设𝑀 是 IrMOA(𝑟, 𝑑𝑛1
1 𝑑𝑛2

2 ⋯ 𝑑𝑛ℓ
ℓ , 𝑘)，其中 MD(𝑀) = 𝑏 ⩾ 𝑘 + 1。

如果我们删除𝑀 的任何 𝑐 ⩽ 𝑏−(𝑘+1)列，那么它变为 IrMOA(𝑟, 𝑑𝑛′
1

1 𝑑𝑛′
2

2 ⋯ 𝑑𝑛′
ℓ

ℓ , 𝑘)，
其中 𝑛′

𝑖 ⩽ 𝑛𝑖，1 ⩽ 𝑖 ⩽ ℓ且 (𝑛1 + 𝑛2 + ⋯ + 𝑛ℓ) − (𝑛′
1 + 𝑛′

2 + ⋯ + 𝑛′
ℓ) = 𝑐。

下面我们给出一个简单的例子。
例 5.2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 2 2 0 1 1 0
0 2 1 2 1 0 2 0
0 1 1 0 2 2 0 1
0 2 0 1 2 1 1 1
0 0 2 1 1 2 2 1
1 1 1 1 1 1 0 0
1 2 0 0 1 2 1 0
1 0 2 0 2 1 2 0
1 2 2 1 0 0 0 1
1 0 1 2 0 2 1 1
1 1 0 2 2 0 2 1
2 2 2 2 2 2 0 0
2 0 1 1 2 0 1 0
2 1 0 1 0 2 2 0
2 0 0 2 1 1 0 1
2 1 2 0 1 0 1 1
2 2 1 0 0 1 2 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

是一个MOA(18, 3721, 2).

它的最小汉明距离为 5，根据引理5.4，我们可以得到 IrMOA(18, 3621, 2)、
IrOA(18, 37, 2)、IrMOA(18, 3521, 2)和 IrOA(18, 36, 2)。

5.3.2 非齐次系统中的 2-均匀态的构造
本小节中，我们将给出具有明确的最小汉明距离的 MOA(𝑟, 𝑑𝑛1

1 𝑑𝑛2
2 ⋯ 𝑑𝑛ℓ

ℓ , 2)
的一些构造，第一个方法被称为广阔替换 [126]。
引理 5.5 假设 𝐴1是一个MOA(𝑟, 𝑑𝑛1

1 𝑑𝑛2
2 ⋯ 𝑑𝑛ℓ

ℓ , 2)，对于某个 1 ⩽ 𝑖 ⩽ ℓ，𝐴2

是一个简单的MOA(𝑑𝑖, 𝑠𝑡1
1 𝑠𝑡2

2 ⋯ 𝑠𝑡𝑒
𝑒 , 2)，且行向量为 v0, v1, ⋯ , v𝑑𝑖−1。令 c为 𝐴1中
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任何一个水平为 𝑑𝑖的列向量，对于任何 𝑐 ∈ ℤ𝑑𝑖，将 c中的符号 𝑐替换为 v𝑐，我们
得到一个新的MOA(𝑟, 𝑑𝑛1

1 𝑑𝑛2
2 ⋯ 𝑑𝑛𝑖−1

𝑖−1 𝑠𝑡1
1 𝑠𝑡2

2 ⋯ 𝑠𝑡𝑒
𝑒 𝑑𝑛𝑖−1

𝑖 𝑑𝑛𝑖+1
𝑖+1 ⋯ 𝑑𝑛ℓ

ℓ , 2) [126]，记为 𝐴′
1。

如果MD(𝐴1) = 𝑏，那么MD(𝐴′
1) ⩾ 𝑏。因此，如果 𝐴1是不可缩短的，那么 𝐴′

1也
是不可缩短的。
证明 我们只需要讨论 𝐴′

1 的最小汉明距离。假设 HD(m𝑝, m𝑞) = 𝑏，其中
m𝑝 = (𝑚𝑝,𝑠)，m𝑗 = (𝑚𝑞,𝑠)是 𝐴1的两个行向量。令m′

𝑝 (m′
𝑞)表示 𝐴′

1中m𝑝 (m𝑞)在
经过替换之后的向量。如果替换之前的水平 𝑑𝑖中的 𝑚𝑝,𝑠和 𝑚𝑞,𝑠相等，那么替换
之后 HD(m′

𝑝, m′
𝑞) = 𝑏；由于 𝐴2是简单的，如果在被替换之前的水平 𝑑𝑖中的 𝑚𝑝,𝑠

和 𝑚𝑞,𝑠不相等，那么 HD(m′
𝑝, m′

𝑞) ⩾ 𝑏。因此，我们有MD(𝐴′
1) ⩾ 𝑏。 ∎

例如，给定一个最小汉明距离为 9 的 MOA(36, 121312, 2) 和一个简单的
MOA(12, 3124, 2) [131]，根据引理5.5，我们得到一个最小汉明距离大于等于 9的
MOA(36, 31324, 2)。

文献 [132]中给出了一个混合正交阵列的分裂方法。给定一个最小汉明距离
为 𝑏的MOA(𝑟, (𝑑1𝑑2)1𝑑1

3 ⋯ 𝑑1
𝑁 , 𝑡)，将水平 𝑑1𝑑2中的符号按照引理5.5中的方法替

换成平凡MOA(𝑑1𝑑2, 𝑑1
1𝑑1

2 , 2)中的行向量，那么我们得到一个最小汉明距离大于
等于 𝑏的MOA(𝑟, 𝑑1

1𝑑1
2𝑑1

3 ⋯ 𝑑1
𝑁 , 𝑡)，其证明方法与引理5.5类似。例如，给定一个

最小汉明距离为 5的 MOA(18, 3661, 2) [131]，那么我们得到一个最小汉明距离大
于等于 5的 MOA(18, 3721, 2)。对于 𝑘-均匀态，也存在一个分裂方法 [107]。给定
ℂ𝑑1𝑑2 ⊗ ℂ𝑑3 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的一个 𝑘-均匀态，将 ℂ𝑑1𝑑2 中的态全部替换为 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2

中的态，则我们得到ℂ𝑑1 ⊗ℂ𝑑2 ⊗ℂ𝑑3 ⊗⋯⊗ℂ𝑑𝑁 中的一个 𝑘-均匀态。注意这种替换
反过来是不正确的，例如我们无法从 (ℂ2)⊗4中的 |GHZ⟩4

2 = 1
√2

(|0000⟩ + |1111⟩)
（1-均匀态）上获得ℂ4 ⊗ℂ2 ⊗ℂ2中的 1-均匀态。然而，ℂ𝑑1 ⊗ℂ𝑑2 ⊗ℂ𝑑3 ⊗⋯⊗ℂ𝑑𝑁

中的一个 𝑘-均匀态，通过将 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 中的态全部替换为 ℂ𝑑1𝑑2 中的态，我们可
以得到 ℂ𝑑1𝑑2 ⊗ ℂ𝑑3 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的一个 (𝑘 − 1)-均匀态，我们将在引理5.11中讨
论这个问题。
接 下 来 通 过 差 矩 阵， 我 们 给 出 具 有 明 确 的 最 小 汉 明 距 离 的

MOA(𝑟, 𝑑𝑛1
1 𝑑𝑛2

2 ⋯ 𝑑𝑛ℓ
ℓ , 2) 的第二种构造。令 𝑆 为 𝑑 阶加法群，对于一个

𝑠 × 𝑁 的矩阵 𝐷，其元素取自于 𝑆，如果任意两列作差，使得 𝑆 中的 𝑑个符号出
现次数相同，那么 𝐷被称为差矩阵，并记为 𝐷(𝑠, 𝑁, 𝑑)。我们经常选择 𝑆 为 ℤ𝑑

或伽罗瓦数域 GF(𝑑)。特别地，差矩阵 𝐷(𝜆𝑑, 𝜆𝑑, 𝑑)也称为广义 Hadamard矩阵。
由于 𝑆 是一个加法群，𝐷(𝜆𝑑, 𝜆𝑑, 𝑑)的转置仍然是一个广义 Hadamard矩阵 [126]。

对于矩阵 𝐴1 = (𝑎𝑖,𝑗)1⩽𝑖⩽𝑟1,1⩽𝑗⩽𝑁1 和 𝐴2 = (𝑓𝑖,𝑗)1⩽𝑖⩽𝑟2,1⩽𝑗⩽𝑁2，令 𝐴1 ⊕ 𝐴2 =
(𝑎𝑖,𝑗 + 𝐴2)1⩽𝑖⩽𝑟1,1⩽𝑗⩽𝑁1，其中 𝑎𝑖,𝑗 + 𝐴2 = (𝑎𝑖,𝑗 + 𝑓𝑖′,𝑗′)1⩽𝑖′⩽𝑟2,1⩽𝑗′⩽𝑁2。因此 𝐴1 ⊕ 𝐴2

有 𝑟1𝑟2行和𝑁1𝑁2列。对于𝑁 ⩾ 1，给定一个OA(𝑟, 𝑑𝑁 , 2)和一个𝐷(𝜆𝑑, 𝜆𝑑, 𝑑)，我
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们可以通过“⊕”得到具有明确的最小汉明距离的混合正交阵列。注意当𝑁 = 1
时，OA(𝑑, 𝑑1, 2)表示 (0, 1, ⋯ , 𝑑 − 1)𝑇。

引理 5.6 对于𝑁 ⩾ 1，令𝐴1为OA(𝑟, 𝑑𝑁 , 2)，其中MD(𝐴1) = 𝑏。假设𝐴2是广
义Hadamard矩阵𝐷(𝜆𝑑, 𝜆𝑑, 𝑑)，则𝐴′

1 = (m𝑇 , 𝐴1 ⊕𝐴2)是MOA(𝑟𝜆𝑑, (𝜆𝑑)1𝑑𝑁𝜆𝑑 , 2)，
且MD(𝐴′

1) = min{𝜆(𝑑 − 1)𝑁 + 1, 𝜆𝑑𝑏}，其中行向量m = (𝑚𝑗)1⩽𝑗⩽𝑟𝜆𝑑，𝑚𝑗 = 𝑗 − 1
(mod 𝜆𝑑)。
证明 MOA(𝑟𝜆𝑑, (𝜆𝑑)1𝑑𝑁𝜆𝑑 , 2) 的构造来自文献 [126]，我们只需要证明

MD(𝐴′
1) = min{𝜆(𝑑 − 1)𝑁 + 1, 𝜆𝑑𝑏}。假设 𝐴1 = (𝑎𝑖,𝑗)1⩽𝑖⩽𝑟,1⩽𝑗⩽𝑁，𝐴2 =

(𝑓𝑖,𝑗)1⩽𝑖⩽𝜆𝑑,1⩽𝑗⩽𝜆𝑑，则

𝐴′
1 = (m𝑇 , 𝐴1 ⊕ 𝐴2) =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

m1 𝑎1,1 + 𝐴2 𝑎1,2 + 𝐴2 ⋯ 𝑎1,𝑁 + 𝐴2

m2 𝑎2,1 + 𝐴2 𝑎2,2 + 𝐴2 ⋯ 𝑎2,𝑁 + 𝐴2

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋯
m𝑟 𝑎𝑟,1 + 𝐴2 𝑎𝑟,2 + 𝐴2 ⋯ 𝑎𝑟,𝑁 + 𝐴2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

m1 𝐵1,1

m2 𝐵2,1

⋮ ⋮
m𝑟 𝐵𝑟,1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

其中 𝐵𝑖,1 = (𝑎𝑖,1 + 𝐴2, 𝑎𝑖,2 + 𝐴2, ⋯ , 𝑎𝑖,𝑁 + 𝐴2)，m𝑖 = (0, 1, ⋯ , 𝜆𝑑 − 1)𝑇，1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑟。
令 v′

1 = (𝑡, v1)和 v′
2 = (𝑡′, v2)为 𝐴′

1的两个行向量，其中 v1 ∈ 𝐵𝑖,1，v2 ∈ 𝐵𝑗,1。那
么有两种情况。

1. 如果 𝑖 = 𝑗，那么我们可以假设

v1 = (𝑎𝑖,1 + 𝑓𝑘,1, 𝑎𝑖,1 + 𝑓𝑘,2, ⋯ , 𝑎𝑖,1 + 𝑓𝑘,𝜆𝑑 , ⋯ , 𝑎𝑖,𝑁 + 𝑓𝑘,1, ⋯ , 𝑎𝑖,𝑁 + 𝑓𝑘,𝜆𝑑),

v2 = (𝑎𝑖,1 + 𝑓ℓ,1, 𝑎𝑖,1 + 𝑓ℓ,2, ⋯ , 𝑎𝑖,1 + 𝑓ℓ,𝜆𝑑 , ⋯ , 𝑎𝑖,𝑁 + 𝑓ℓ,1, ⋯ , 𝑎𝑖,𝑁 + 𝑓ℓ,𝜆𝑑),

其中 𝑘 ≠ ℓ。我们有 𝑡 = 𝑘 − 1 ≠ ℓ − 1 = 𝑡′，HD(v1, v2) = HD(v1 − v1, v2 − v1)。由
于 𝐴2是广义 Hadamard矩阵𝐷(𝜆𝑑, 𝜆𝑑, 𝑑)，𝐴2的转置仍然是广义 Hadamard矩阵。
那么 {0, 1 ⋯ , 𝑑 − 1}中每个元素在 v2 − v1中出现 𝜆𝑁 次，我们得到 HD(v1, v2) =
𝜆(𝑑 − 1)𝑁。由于 𝑡 ≠ 𝑡′，HD(v′

1, v′
2) = 𝜆(𝑑 − 1)𝑁 + 1。

2. 如果 𝑖 ≠ 𝑗，那么我们可以假设

v1 = (𝑎𝑖,1 + 𝑓𝑘,1, 𝑎𝑖,1 + 𝑓𝑘,2, ⋯ , 𝑎𝑖,1 + 𝑓𝑘,𝜆𝑑 , ⋯ , 𝑎𝑖,𝑁 + 𝑓𝑘,1, ⋯ , 𝑎𝑖,𝑁 + 𝑓𝑘,𝜆𝑑),

v2 = (𝑎𝑗,1 + 𝑓ℓ,1, 𝑎𝑗,1 + 𝑓ℓ,2, ⋯ , 𝑎𝑗,1 + 𝑓ℓ,𝜆𝑑 , ⋯ , 𝑎𝑗,𝑁 + 𝑓ℓ,1, ⋯ , 𝑎𝑗,𝑁 + 𝑓ℓ,𝜆𝑑).

如果 𝑘 = ℓ，那么 𝑡 = 𝑘 − 1 = ℓ − 1 = 𝑡′。由于MD(𝐴1) = 𝑏，我们有 HD(v′
1, v′

2) =
HD(v1, v2) ⩾ 𝜆𝑑𝑏。此外，min{HD(v′

1, v′
2)}𝑖≠𝑗,𝑘=ℓ = 𝜆𝑑𝑏。如果 𝑘 ≠ ℓ，那么 𝑡 =

𝑘 − 1 ≠ ℓ − 1 = 𝑡′。令

e = (𝑓𝑘,1, 𝑓𝑘,2, ⋯ , 𝑓𝑘,𝜆𝑑 , ⋯ , 𝑓𝑘,1, ⋯ , 𝑓𝑘,𝜆𝑑).
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我们有 HD(v1, v2) = HD(v1 − e, v2 − e)，其中

v1 − e = (𝑎𝑖,1, 𝑎𝑖,1, ⋯ , 𝑎𝑖,1, ⋯ , 𝑎𝑖,𝑁 , ⋯ , 𝑎𝑖,𝑁 ),

v2 − e = (𝑎𝑗,1 + 𝑓ℓ,1 − 𝑓𝑘,1, 𝑎𝑗,1 + 𝑓ℓ,2 − 𝑓𝑘,2, ⋯ ,

𝑎𝑗,1 + 𝑓ℓ,𝜆𝑑 − 𝑓𝑘,𝜆𝑑 , ⋯ , 𝑎𝑗,𝑁 + 𝑓ℓ,1 − 𝑓𝑘,1,

𝑎𝑗,𝑁 + 𝑓ℓ,2 − 𝑓𝑘,2, ⋯ , 𝑎𝑗,𝑁 + 𝑓ℓ,𝜆𝑑 − 𝑓𝑘,𝜆𝑑).

对 v2 − e进行置换，我们有

(v2 − e)′ = (𝑎𝑗,1 + 0, 𝑎𝑗,1 + 1, ⋯ , 𝑎𝑗,1 + 𝑑 − 1,

⋯ , 𝑎𝑗,1 + 0, 𝑎𝑗,1 + 1, ⋯ , 𝑎𝑗,1 + 𝑑 − 1,

⋯ , 𝑎𝑗,𝑁 + 0, 𝑎𝑗,𝑁 + 1, ⋯ , 𝑎𝑗,𝑁 + 𝑑 − 1,

⋯ , 𝑎𝑗,𝑁 + 0, 𝑎𝑗,𝑁 + 1, ⋯ , 𝑎𝑗,𝑁 + 𝑑 − 1),

HD(v1−e, (v2−e)′) = HD(v1−e, v2−e)。因为HD((𝑎𝑖,1, 𝑎𝑖,1, ⋯ , 𝑎𝑖,1), (𝑎𝑗,1+0, 𝑎𝑗,1+
1, ⋯ , 𝑎𝑗,1 + 𝑑 − 1)) = 𝑑 − 1，所以 HD(v1, v2) = HD(v1 − e, (v2 − e)′) = 𝜆(𝑑 − 1)𝑁，
并且 HD(v′

1, v′
2) = 𝜆(𝑑 − 1)𝑁 + 1。

综上，我们有MD(𝐴′
1) = min{𝜆(𝑑 − 1)𝑁 + 1, 𝜆𝑑𝑏}。 ∎

通过引理5.6，我们将给出 2-均匀态的一些结果。
定理 5.7 对于任何 𝑑 ⩾ 2，下面两种情况都成立。

(i) 对于任何𝑁 ⩾ 7且𝑁 ≠ 4𝑑 + 2, 4𝑑 + 3，(ℂ𝑑)⊗𝑁 ⊗ ℂ2 ⊗ ℂ2中存在一个 2-均
匀态；

(ii) 对于任何𝑁 ⩾ 5，(ℂ𝑑)⊗𝑁 ⊗ ℂ2中存在一个 2-均匀态。
证明 (i)如果 𝑑为素数幂，对于任何 𝑛 ⩾ 1，那么都存在一个广义 Hadamard

矩阵𝐷(4𝑑𝑛, 4𝑑𝑛, 𝑑) [126]。令引理5.6中的𝐴1 = (0, 1, ⋯ , 𝑑−1)𝑇，𝐴2为𝐷(4𝑑𝑛, 4𝑑𝑛, 𝑑)，
那么我们得到一个

MOA(4𝑑𝑛+1, (4𝑑𝑛)1𝑑4𝑑𝑛 , 2), 其最小汉明距离为 4𝑑𝑛−1(𝑑 − 1) + 1.

此外通过分裂方法，我们得到一个

MOA(4𝑑𝑛+1, 𝑑4𝑑𝑛+𝑛22, 2), 其最小汉明距离大于等于 4𝑑𝑛−1(𝑑 − 1) + 1.

由引理5.4可知，对于任何 4𝑑𝑛−1 + 𝑛 + 2 ⩽ 𝑁 ⩽ 4𝑑𝑛 + 𝑛和 𝑛 ⩾ 1，都存在一个

IrMOA(4𝑑𝑛+1, 𝑑𝑁22, 2).

因此，对于 𝑛 ⩾ 1，我们只需要考虑𝑁 = 4𝑑𝑛 + 𝑛 + 1, 4𝑑𝑛 + 𝑛 + 2的情形。
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对于任何 𝑛 ⩾ 2，都存在一个最小汉明距离为 𝑑𝑛−1的 OA(𝑑𝑛, 𝑑
𝑑𝑛−1
𝑑−1 , 2) [55]。令

引理5.6中的 𝐴1为 OA(𝑑𝑛, 𝑑
𝑑𝑛−1
𝑑−1 , 2)，𝐴2为 𝐷(4𝑑, 4𝑑, 𝑑)，那么我们得到一个

MOA(4𝑑𝑛+1, (4𝑑)1𝑑
4𝑑(𝑑𝑛−1)

𝑑−1 , 2), 其最小汉明距离为 4𝑑𝑛 − 3.

通过分裂方法，我们得到一个

MOA(4𝑑𝑛+1, 𝑑
4𝑑(𝑑𝑛−1)

𝑑−1 +122, 2), 其最小汉明距离大于等于 4𝑑𝑛 − 3.

由引理5.4可知，对于任何 4𝑑(𝑑𝑛−1)
𝑑−1 − 4𝑑𝑛 + 7 ⩽ 𝑁′ ⩽ 4𝑑(𝑑𝑛−1)

𝑑−1 + 1和 𝑛 ⩾ 2，都存
在一个

IrMOA(4𝑑𝑛+1, 𝑑𝑁′22, 2).

因此
4𝑑(𝑑𝑛 − 1)

𝑑 − 1 − 4𝑑𝑛 + 7 ⩽ 4𝑑𝑛 + 𝑛 + 1, 4𝑑𝑛 + 𝑛 + 2 ⩽ 4𝑑(𝑑𝑛 − 1)
𝑑 − 1 + 1, 𝑛 ⩾ 2,

对于 𝑛 ⩾ 2，那么都存在一个 IrMOA(4𝑑𝑛+1, 𝑑4𝑑𝑛+𝑛+122, 2) 和一个
IrMOA(4𝑑𝑛+1, 𝑑4𝑑𝑛+𝑛+222, 2)。从而当 𝑑 为素数幂时，都存在一个

IrMOA(𝑟, 𝑑𝑁22, 2), 𝑁 ⩾ 7且𝑁 ≠ 4𝑑 + 2, 4𝑑 + 3.

由引理5.1可知，对于任何𝑁 ⩾ 7且𝑁 ≠ 4𝑑 + 2, 4𝑑 + 3，(ℂ𝑑)⊗𝑁 ⊗ ℂ2 ⊗ ℂ2中存
在一个 2-均匀态。
注意这里有一个事实：如果 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ℂ𝑑𝑛 中存在一个 𝑛 体 𝑘-均匀态

|𝜓⟩𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑛，以及 ℂ𝑠1 ⊗ ℂ𝑠2 ⊗ ⋯ ℂ𝑠𝑛 中存在一个 𝑛体 𝑘-均匀态 |𝜙⟩𝐵1𝐵2⋯𝐵𝑛，那
么 |𝜑⟩(𝐴1𝐵1)(𝐴2𝐵2)⋯(𝐴𝑛𝐵𝑛) = |𝜓⟩𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑛 ⊗ |𝜙⟩𝐵1𝐵2⋯𝐵𝑛 是 ℂ𝑑1𝑠1 ⊗ ℂ𝑑2𝑠2 ⊗ ⋯ ℂ𝑑𝑛𝑠𝑛 中
的一个 𝑛体 𝑘-均匀态 [108]。

当 𝑑′ 为素数幂时，对于任何 𝑁 ⩾ 5，(ℂ𝑑′)⊗𝑁 ⊗ ℂ1 ⊗ ℂ1 中存在一个 2-均
匀态 [54]。通过 (ℂ𝑑)⊗𝑁 ⊗ ℂ2 ⊗ ℂ2中的 2-均匀态和 (ℂ𝑑′)⊗𝑁 ⊗ ℂ1 ⊗ ℂ1中的 2-均
匀态作张量积，对于任何 𝑑 ⩾ 2，𝑁 ⩾ 7且 𝑁 ≠ 4𝑑 + 2, 4𝑑 + 3，那么我们得到
(ℂ𝑑)⊗𝑁 ⊗ ℂ2 ⊗ ℂ2中的一个 2-均匀态。

(ii)如果 𝑑 为素数幂，对于任何 𝑛 ⩾ 1，那么都存在一个广义 Hadamard矩阵
𝐷(2𝑑𝑛, 2𝑑𝑛, 𝑑) [126]。那么像 (i)一样分析，当 𝑑 为素数幂时，对于任何 𝑁 ⩾ 5且
𝑁 ≠ 2𝑑 + 2, 2𝑑 + 3，都存在一个

IrMOA(𝑟, 𝑑𝑁21, 2).

我们只需要考虑𝑁 = 2𝑑 + 2, 2𝑑 + 3的情形。由 (i)可知，存在一个

IrMOA(4𝑑2, 𝑑4𝑑+122, 2), 其最小汉明距离大于等于 4𝑑 − 3.
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那么由引理5.4可知，对于任何 8 ⩽ 𝑁 ⩽ 4𝑑 + 1，都存在一个

IrMOA(4𝑑2, 𝑑𝑁21, 2).

当 𝑑 ⩾ 3为素数幂时，8 ⩽ 2𝑑 + 2, 2𝑑 + 3 ⩽ 4𝑑 + 1。对于任何𝑁 ⩾ 5和 𝑑 ⩾ 3，那
么都存在一个 IrMOA(𝑟, 𝑑𝑁21, 2)，其中 𝑑 为素数幂。此外，对于任何𝑁 ⩾ 5，都
存在一个 IrOA(𝑟, 2𝑁21, 2) [52]。因此，当 𝑑 为素数幂时，对于 𝑁 ⩾ 5，我们得到
一个 IrMOA(𝑟, 𝑑𝑁21, 2)。像 (i)一样讨论，对于任何 𝑑 ⩾ 2和 𝑁 ⩾ 5，我们得到
(ℂ𝑑)⊗𝑁 ⊗ ℂ2中的一个 2均匀态。 ∎

其他类型的广义 Hadamard 矩阵可以在文献 [133-134] 中找到。令 𝐴2 为引
理5.6中的𝐷(𝑠, 𝑁1, 𝑑)，则𝐴′

1 = (m𝑇 , 𝐴1 ⊕𝐴2)是一个MOA(𝑟𝑠, 𝑠1𝑑𝑁𝑁1 , 2)，其中向
量m = (𝑚𝑗)1⩽𝑗⩽𝑟𝑠，𝑚𝑗 = 𝑗 − 1 (mod 𝑠) [126]。虽然不能直接确定 𝐴′

1的最小汉明距
离，但是我们仍然可以用它来构造不可缩短的混合正交阵列。例如，文献 [134]中
存在一个差矩阵 𝐷(15, 9, 3)，记为 𝐴2。令 𝐴1 = (0, 1, 2)𝑇，则 𝐴′

1 = (m𝑇 , 𝐴1 ⊕ 𝐴2)
是 MOA(45, 15139, 2)。通过数值计算我们可以确定 MD(𝐴′

1) = 5。因此，对于
8 ⩽ 𝑁 ⩽ 10，我们可以在 ℂ5 ⊗ (ℂ3)⊗𝑁 中构造一个 2-均匀态。

显然，我们可以通过结合引理5.5和引理5.6在非齐次系统中得到更多的 2-均
匀态。
例 5.3 如果 𝑡和 𝑁 满足以下两个情况之一，那么 (ℂ3)⊗𝑁 ⊗ (ℂ2)⊗𝑡 中存在

一个 2-均匀态：
(a) 3 ⩽ 𝑡 ⩽ 4，𝑁 ⩾ 7；
(b) 5 ⩽ 𝑡 ⩽ 11，𝑁 ⩾ 6。
我们下面证明存在性。由定理5.7 (i)，我们可以得到一个

MOA(4𝑑𝑛+1, (4𝑑𝑛)1𝑑4𝑑𝑛 , 2), 其最小汉明距离为 4𝑑𝑛−1(𝑑 − 1) + 1,且 𝑛 ⩾ 1,

和一个

MOA(4𝑑𝑛+1, (4𝑑)1𝑑
4𝑑(𝑑𝑛−1)

𝑑−1 , 2), 其最小汉明距离为 4𝑑𝑛 − 3,且 𝑛 ⩾ 2,

其中 𝑑 为素数幂。通过分裂方法，我们可以得到一个

MOA(4𝑑𝑛+1, (4𝑑)1𝑑4𝑑𝑛+𝑛−1, 2), 其最小汉明距离大于等于 4𝑑𝑛−1(𝑑 − 1) + 1,

且 𝑛 ⩾ 1.

像定理5.7 (i) 一样讨论，那么当 𝑑 为素数幂时，对于任何 𝑁 ⩾ 6 且 𝑁 ≠ 4𝑑 +
1, 4𝑑 + 2，都存在一个

IrMOA(𝑟, (4𝑑)1𝑑𝑁 , 2). (5.4)
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由于存在一个最小汉明距离为 17的MOA(72, 324241, 2) [131]，通过分裂方法
和引理5.4，我们得到一个

IrMOA(72, (12)13𝑁 , 2), 11 ⩽ 𝑁 ⩽ 24. (5.5)

令公式(5.4)中的 𝑑 = 3，那么存在一个

IrMOA(𝑟, (12)13𝑁 , 2), 𝑁 ⩾ 6且𝑁 ≠ 13, 14. (5.6)

由于 11 ⩽ 13, 14 ⩽ 24，由公式(5.5)和(5.6)可知，我们得到一个

IrMOA(𝑟, (12)13𝑁 , 2), 𝑁 ⩾ 6. (5.7)

例5.1给出了一个简单的MOA(12, 3124, 2)，如果删除它的最后一列，那么我们得
到一个简单的MOA(12, 3123, 2)。从而我们得到一个简单的

MOA(12, 312𝑡, 2), 3 ⩽ 𝑡 ⩽ 4. (5.8)

通过引理5.5并结合公式(5.7)和(5.8)，我们可以得到一个

IrMOA(𝑟, 3𝑁+12𝑡, 2), 3 ⩽ 𝑡 ⩽ 4且𝑁 ⩾ 6.

此外，对于 5 ⩽ 𝑡 ⩽ 11，由于存在一个简单的 OA(12, 2𝑡, 2) [131]，按照上面同
样的方法，对于 5 ⩽ 𝑡 ⩽ 11和𝑁 ⩾ 6，我们得到一个 IrMOA(𝑟, 3𝑁2𝑡, 2)。
通过采用与例5.3相同的方法，我们得到了表5.1。有关简单的混合正交阵列

的更多构造，可以参考文献 [126,131]。
表 5.1 非齐次系统中 2-均匀态的存在性，即强度为 2 的不可缩短的混合正交阵列的存在
性。通过例5.3、引理5.5和引理5.6，我们可以由第一列的 IrMOA(𝑟, (4𝑑)1𝑑𝑁 , 2)和第二列的
简单的混合正交阵列，得到第三列的 IrMOA(𝑟, 𝑑𝑁 2𝑡, 2)。

IrMOA(𝑟, (4𝑑)1𝑑𝑁 , 2) + 简单的混合正交阵列 ⇒ IrMOA(𝑟, 𝑑𝑁 2𝑡, 2)

𝑑 = 3, 𝑁 ⩾ 6 MOA(12, 312𝑡, 2), 3 ⩽ 𝑡 ⩽ 4 𝑑 = 3, 3 ⩽ 𝑡 ⩽ 4, 𝑁 ⩾ 7
OA(12, 2𝑡, 2), 5 ⩽ 𝑡 ⩽ 11 𝑑 = 3, 5 ⩽ 𝑡 ⩽ 11, 𝑁 ⩾ 6

𝑑 = 5, 𝑁 ⩾ 6, 𝑁 ≠ 21, 22 MOA(20, 512𝑡, 2), 3 ⩽ 𝑡 ⩽ 8 𝑑 = 5, 3 ⩽ 𝑡 ⩽ 4, 𝑁 ⩾ 7, 𝑁 ≠ 22, 23
OA(20, 2𝑡, 2), 5 ⩽ 𝑡 ⩽ 19 𝑑 = 5, 5 ⩽ 𝑡 ⩽ 8, 𝑁 ⩾ 6, 𝑁 ≠ 22

𝑑 = 5, 9 ⩽ 𝑡 ⩽ 19, 𝑁 ⩾ 6, 𝑁 ≠ 21, 22

𝑑 = 7, 𝑁 ⩾ 6, 𝑁 ≠ 29, 30 MOA(28, 712𝑡, 2), 3 ⩽ 𝑡 ⩽ 12 𝑑 = 7, 3 ⩽ 𝑡 ⩽ 5, 𝑁 ⩾ 7, 𝑁 ≠ 30, 31
OA(28, 2𝑡, 2), 6 ⩽ 𝑡 ⩽ 27 𝑑 = 7, 6 ⩽ 𝑡 ⩽ 12, 𝑁 ⩾ 6, 𝑁 ≠ 30

𝑑 = 7, 13 ⩽ 𝑡 ⩽ 27, 𝑁 ⩾ 6, 𝑁 ≠ 29, 30

5.3.3 非齐次系统中的 3-均匀态的构造
文献 [107]提出了一个公开问题：非齐次系统中是否存在 3-均匀态？我们将在

本小节给出肯定的回答。
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令 𝑆 为 𝑑 阶加法群，𝑆𝑘 ∶= {(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑘) ∣ 𝑥𝑖 ∈ 𝑆, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘}为 𝑑𝑘阶加法
群，其加法为向量的加法。令𝑆𝑘

0 = {(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑘) ∶ 𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑘 ∈ 𝑆}，那么
𝑆𝑘

0 为 𝑆𝑘的 𝑑阶加法子群。我们记 𝑆𝑘
0 在 𝑆𝑘中的陪集为 𝑆𝑘

𝑖，𝑖 = 0, 1, ⋯ , 𝑑𝑘−1 − 1，
其中陪集的每个元素都是这个陪集的代表元。对于一个 𝑠 × 𝑁 的矩阵 𝐷，其元
素取自于 𝑆，如果从这个矩阵中任意选取 𝑘列形成一个子矩阵，这个子矩阵的每
行看成陪集的代表元，每个陪集的代表元在这个子矩阵中出现的次数相同，那么
𝐷被称为强度为 𝑘的差矩阵 [126]，并记为 𝐷𝑘(𝑠, 𝑁, 𝑑)。当 𝑘 = 2时，很容易验证
𝐷2(𝑠, 𝑁, 𝑑)就是 𝐷(𝑠, 𝑁, 𝑑)。

一个Hadamard矩阵𝐻𝑚是一个 𝑚 × 𝑚的矩阵，其中元素取自于 {+1, −1}，并
满足𝐻𝑇

𝑚 𝐻𝑚 = 𝑚𝕀𝑚
[126]。Hadamard矩阵可以构造强度为 2和 3的差矩阵。如果我

们将𝐻𝑚中的 −1替换为 0，那么𝐻𝑚是 ℤ2上的𝐷(𝑚, 𝑚, 2)，也是𝐷3(𝑚, 𝑚, 2) [135]。
例如，

𝐻4 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

是一个 4阶Hadamard矩阵，将𝐻4中的−1替换为 0，那么我们得到一个𝐷(4, 4, 2)，
它也是𝐷3(4, 4, 2)。其它 Hadamard矩阵可以参考文献 [126,134]。𝐷3(𝑠, 𝑁, 𝑑)可以用
来构造强度为 3的混合正交阵列。
引理 5.8 假设 (𝐴1, 𝐴2) 是 MOA(𝑟, 𝑑𝑛12𝑛2 , 3)，且 MD(𝐴2) = 𝑏，其中 𝐴1 由

混合正交阵列的前 𝑛1 列组成，𝐴2 由其最后 𝑛2 列组成。假设 𝐷 为 𝐷3(𝑚, 𝑁, 𝑑)，
𝐻𝑚为 𝑚阶 Hadamard矩阵，则 (𝐴1 ⊕ 𝐷, 𝐴2 ⊕ 𝐻𝑚)是MOA(𝑟𝑚, 𝑑𝑛1𝑁2𝑛2𝑚, 3)，且
MD(𝐴2 ⊕ 𝐻𝑚) = min{𝑚

2 𝑛2, 𝑚𝑏}。
证明 MOA(𝑟𝑚, 𝑑𝑛1𝑁2𝑛2𝑚, 3) 的构造来自于文献 [135]，我们只需要证明

MD(𝐴2 ⊕ 𝐻𝑚) = min{𝑚
2 𝑛2, 𝑚𝑏}。由于 Hadamard 矩阵也是一个广义 Hadamard

矩阵，像引理5.6一样讨论，我们可以得到MD(𝐴2 ⊕ 𝐻𝑚) = min{𝑚
2 𝑛2, 𝑚𝑏}。 ∎

现在，根据引理5.8，我们可以构造非齐次系统中的 3-均匀态。
定理 5.9 对于任何 𝑛 ⩾ 1，有：

(i) 对于任何 0 ⩽ 𝑁 ⩽ 4𝑛和 7 × 36𝑛 + 4 ⩽ 𝑡 ⩽ 9 × 36𝑛，(ℂ3)⊗𝑁 ⊗ (ℂ2)⊗𝑡中存在
一个 3-均匀态；

(ii) 对于任何 0 ⩽ 𝑁 ⩽ 6𝑛和 5 × 100𝑛 + 4 ⩽ 𝑡 ⩽ 6 × 100𝑛，(ℂ5)⊗𝑁 ⊗ (ℂ2)⊗𝑡中存
在一个 3-均匀态。
证明 (i)令 (𝐴1, 𝐴2)为MOA(48, 3129, 3)，其中 𝐴1 为第 1列，𝐴2 为最后 9
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列，且MD(𝐴2) = 2 [136]。此外，一个 𝐷3(36, 4, 3)（记为 𝐷）和一个 Hadamard矩
阵𝐻36可以在文献 [136]中找到。那么根据引理5.8可知，

(𝐴1 ⊕ 𝐷, 𝐴2 ⊕ 𝐻36)

是一个
MOA(48 × 36, 3429×36, 3).

其中 MD(𝐴2 ⊕ 𝐻36) = min{9 × 18, 2 × 36} = 2 × 36。令 𝐵1 = 𝐴1 ⊕ 𝐷 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐷，
𝐵2 = 𝐴2 ⊕ 𝐻36 ⊕ ⋯ ⊕ 𝐻36，其中𝐷和𝐻36分别重复 𝑛次。通过重复使用引理5.8
𝑛次，则 (𝐵1, 𝐵2)是一个

MOA(48 × 36𝑛, 34𝑛29×36𝑛 , 3),

其中MD(𝐵2) = min{
9×36𝑛

2 , 2 × 36𝑛
} = 2×36𝑛。对于任何矩阵𝐵，令𝐵−{𝑡}为从𝐵

中删去任意 𝑡列后的矩阵。由于MD(𝐵2) = 2×36𝑛，对于任何 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 2×36𝑛 −4，我
们可以从𝐵2中删去任意 𝑡列，使得MD(𝐵2 −{𝑡}) ⩾ 4。此外，对于任何 0 ⩽ 𝑁 ⩽ 4𝑛，
我们从 𝐵1中删去任意𝑁 列，仍然有

MD(𝐵1 − {𝑁}, 𝐵2 − {𝑡}) ⩾ MD(𝐵2 − {𝑡}) ⩾ 4.

从而对任意 0 ⩽ 𝑁 ⩽ 4𝑛和 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 2 × 36𝑛 − 4，我们得到一个

MOA(48 × 36𝑛, 34𝑛−𝑁29×36𝑛−𝑡, 3), 其最小汉明距离大于等于 4.

根据引理 5.3，对于任何 0 ⩽ 𝑁 ⩽ 4𝑛 和 7 × 36𝑛 + 4 ⩽ 𝑡 ⩽ 9 × 36𝑛，都存在
IrMOA(𝑟, 3𝑁2𝑡, 3)，再根据引理5.1，(ℂ3)⊗𝑁 ⊗ (ℂ2)⊗𝑡中存在一个 3-均匀态。

(ii)由于存在一个 MOA(40, 5126, 3)，用矩阵 (𝐴1, 𝐴2)表示，其中 MD(𝐴2) =
1 [132]，也存在一个 𝐷3(100, 6, 5) [135]和一个 Hadamard矩阵𝐻100

[131]，像 (i)一样
讨论，对于任何 0 ⩽ 𝑁 ⩽ 6𝑛，5 × 100𝑛 + 4 ⩽ 𝑡 ⩽ 6 × 100𝑛和 𝑛 ⩾ 1，我们可以得到
(ℂ5)⊗𝑁 ⊗ (ℂ2)⊗𝑡中的 3-均匀态。 ∎

定理5.9中得到的最小情况是 (ℂ3) ⊗ (ℂ2)⊗256 中的 3-均匀态，即
IrMOA(1728, 312256, 3)。由于这个混合正交阵列非常大，为了方便读者，我们在网
站 [136]中列出了这个 IrMOA(1728, 312256, 3)及其构造细节，并列出了一个Matlab
程序，以此来检查其正确性。有关强度为 3的混合正交阵列和强度为 3的差矩阵
的更多构造，请参考文献 [132,135,137-138]。

5.3.4 从 𝑘-均匀态到 (𝑘 − 1)-均匀态的构造方法
在本小节中，我们将给出两种从非齐次系统中的 𝑘-均匀态到 (𝑘 − 1)-均匀态

的构造方法。注意 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, ⋯ , 𝑑𝑁 在本小节中不是按照从大到小的方式排列的。
第一个方法由文献 [52,54]的启发得到。
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引理 5.10 假设 |𝜓⟩是ℂ𝑑1 ⊗ℂ𝑑2 ⊗⋯⊗ℂ𝑑𝑁 中的一个 𝑘-均匀态，则它可以表
示为 |𝜓⟩ = 1

√𝑑1
∑𝑗∈ℤ𝑑1

|𝑗⟩|𝜙𝑗⟩。对于任何标准化向量 v = (𝛼0, 𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑑1−1) ∈ ℂ𝑑1

（即∑𝑗∈ℤ𝑑1
|𝛼𝑖|2 = 1），我们得到

|𝜓(v)⟩ = ∑
𝑗∈ℤ𝑑1

𝛼𝑗|𝜙𝑗⟩

是 ℂ𝑑2 ⊗ ℂ𝑑3 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的一个 (𝑘 − 1)均匀态。
证明 我们选择任意 (𝑘 − 1) 个子系统 {𝐴𝑖2 , 𝐴𝑖3 , ⋯ , 𝐴𝑖𝑘} 并使得 𝐴1 ∉

{𝐴𝑖2 , 𝐴𝑖3 , ⋯ , 𝐴𝑖𝑘}。由于 |𝜓⟩ 是 𝑘-均匀态，我们得到 𝜌{𝐴1,𝐴𝑖2 ,𝐴𝑖3 ,⋯,𝐴𝑖𝑘} =
1

𝑑1𝑑𝑖2⋯𝑑𝑖𝑘
∑(𝑗1,𝑗𝑖2 ,⋯,𝑗𝑖𝑘 )∈ℤ𝑑1×ℤ𝑑𝑖2

×⋯×ℤ𝑑𝑖𝑘
|𝑗1, 𝑗𝑖2 , ⋯ , 𝑗𝑖𝑘⟩⟨𝑗1, 𝑗𝑖2 , ⋯ , 𝑗𝑖𝑘|。那么我们有

|𝜓⟩ = ∑
(𝑗1,𝑗𝑖2 ,⋯,𝑗𝑖𝑘 )∈ℤ𝑑1×ℤ𝑑𝑖2

×⋯×ℤ𝑑𝑖𝑘

𝑐𝑗1,𝑗𝑖2 ,⋯,𝑗𝑖𝑘
|𝑗1, 𝑗𝑖2 , ⋯ , 𝑗𝑖𝑘⟩|𝜓(𝑗1, 𝑗𝑖2 , ⋯ , 𝑗𝑖𝑘)⟩, (5.9)

其中 |𝑐𝑗1,𝑗𝑖2 ,⋯,𝑗𝑖𝑘
| = 1

√𝑑1𝑑𝑖2⋯𝑑𝑖𝑘
，且

⟨𝜓(𝑗1, 𝑗𝑖2 , ⋯ , 𝑗𝑖𝑘)|𝜓(𝑗′
1, 𝑗′

𝑖2 , ⋯ , 𝑗′
𝑖𝑘)⟩ = 𝛿𝑗1,𝑗′

1
𝛿𝑗𝑖2 ,𝑗′

𝑖2
⋯ 𝛿𝑗𝑖𝑘 ,𝑗′

𝑖𝑘
. (5.10)

根据公式(5.9)可知

|𝜙𝑗1⟩ = √𝑑1 ∑
(𝑗𝑖2 ,⋯,𝑗𝑖𝑘 )∈ℤ𝑑𝑖2

×⋯×ℤ𝑑𝑖𝑘

𝑐𝑗1,𝑗𝑖2 ,⋯,𝑗𝑖𝑘
|𝑗𝑖2 , ⋯ , 𝑗𝑖𝑘⟩|𝜓(𝑗1, 𝑗𝑖2 , ⋯ , 𝑗𝑖𝑘)⟩.

接下来，

|𝜓(v)⟩ = ∑
𝑗1∈ℤ𝑑1

𝛼𝑗1|𝜙𝑗1⟩ = ∑
(𝑗1,𝑗𝑖2 ,⋯,𝑗𝑖𝑘 )∈ℤ𝑑1×ℤ𝑑𝑖2

×⋯×ℤ𝑑𝑖𝑘

√𝑑1𝛼𝑗1×

𝑐𝑗1,𝑗𝑖2 ,⋯,𝑗𝑖𝑘
|𝑗𝑖2 , ⋯ , 𝑗𝑖𝑘⟩|𝜓(𝑗1, 𝑗𝑖2 , ⋯ , 𝑗𝑖𝑘)⟩.

通过公式(5.10)可知，|𝜓(v)⟩在 {𝐴𝑖2 , 𝐴𝑖3 , ⋯ , 𝐴𝑖𝑘}上的约化密度算子为

𝜌{𝐴𝑖2 ,𝐴𝑖3 ,⋯,𝐴𝑖𝑘} = 1
𝑑𝑖2 ⋯ 𝑑𝑖𝑘

∑
(𝑗1,𝑗𝑖2 ,⋯,𝑗𝑖𝑘 )∈ℤ𝑑1×ℤ𝑑𝑖2

×⋯×ℤ𝑑𝑖𝑘

|𝛼𝑗1|2|𝑗𝑖2 , ⋯ , 𝑗𝑖𝑘⟩⟨𝑗𝑖2 , ⋯ , 𝑗𝑖𝑘|

= 1
𝑑𝑖2 ⋯ 𝑑𝑖𝑘

∑
(𝑗𝑖2 ,⋯,𝑗𝑖𝑘 )∈ℤ𝑑𝑖2

×⋯×ℤ𝑑𝑖𝑘

|𝑗𝑖2 , ⋯ , 𝑗𝑖𝑘⟩⟨𝑗𝑖2 , ⋯ , 𝑗𝑖𝑘|.

引理得证。 ∎

回顾公式(5.2)在 ℂ4 ⊗ (ℂ2)⊗4 中给出的一个 2-均匀态 |𝜓⟩，如果我们考虑
子系统 𝐴1，那么根据引理5.10，|𝜓(v)⟩ = ∑𝑗∈ℤ4

𝛼𝑗|𝜙𝑗⟩是 (ℂ2)⊗4 中的一个 1-均
匀态，其中 |𝜙0⟩ = 1

√2
(|0000⟩ + |1111⟩)，|𝜙1⟩ = 1

√2
(|0011⟩ + |1100⟩)，|𝜙2⟩ =
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1

√2
(|0101⟩ + |1010⟩)，|𝜙3⟩ = 1

√2
(|0110⟩ + |1001⟩)，且 ∑𝑗∈ℤ4

|𝛼𝑗|2 = 1。如果我
们考虑子系统 𝐴5，那么根据引理5.10，|𝜓(v)⟩ = ∑𝑗∈ℤ2

𝛽𝑗|𝜙′
𝑗⟩ 是 ℂ4 ⊗ (ℂ2)⊗3

中的一个 1-均匀态，其中 |𝜙′
0⟩ = 1

2(|0000⟩ + |1110⟩ + |2101⟩ + |3011⟩)，|𝜙′
1⟩ =

1
2(|0111⟩ + |1001⟩ + |2010⟩ + |3100⟩)，且∑𝑗∈ℤ2

|𝛽𝑗|2 = 1。下面我们介绍第 2种
方法。
引理 5.11 假设 |𝜓⟩是 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的一个 𝑘-均匀态，那么 |𝜓⟩

也是 ℂ𝑑1𝑑2 ⊗ ℂ𝑑3 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的一个 (𝑘 − 1)-均匀态。
证明 如果我们将 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 中的向量视为 ℂ𝑑1𝑑2 中的向量，那么通过验证

公式5.1可知，|𝜓⟩是 ℂ𝑑1𝑑2 ⊗ ℂ𝑑3 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的一个 (𝑘 − 1)-均匀态。 ∎

特别地，我们可以通过引理5.11从齐次系统中的 𝑘-均匀态构造非齐次系统中
的 (𝑘 − 1)-均匀态。例如，由于在 (ℂ3)⊗10中存在一个绝对最大纠缠态 [64]，根据
引理5.11，ℂ9 ⊗ (ℂ3)⊗8中存在一个 4-均匀态，同样它也是 ℂ9 ⊗ (ℂ3)⊗8中的一个
绝对最大纠缠态。

5.4 非齐次系统中的绝对最大纠缠态
在本节中，我们将给出一些非齐次系统中的绝对最大纠缠态的不存在性结

果。齐次系统中的绝对最大纠缠态引起了很多研究者的关注 [51,62-63,65,106]，但是
关于非齐次系统中的绝对最大纠缠态的结果很少。文献 [108] 中研究了三体非齐次
系统中的绝对最大纠缠态。对于ℂ𝑑1 ⊗ℂ𝑑2 ⊗⋯⊗ℂ𝑑𝑁 中的绝对最大纠缠态，其定
义与齐次系统中的绝对最大纠缠态相同，它要求这个态在任意 ⌊𝑁

2 ⌋体上的约化
密度算子是最大混合的，这是我们在本文中关注的定义。在 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁

中还有另一种绝对最大纠缠态的定义，即对于任意 1 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑁 − 1，选取任意
{𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑠}，且 𝑑𝑖1𝑑𝑖2 ⋯ 𝑑𝑖𝑠 ⩽ 𝑑1𝑑2⋯𝑑𝑁

𝑑𝑖1𝑑𝑖2⋯𝑑𝑖𝑠
，使得 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的一个

态在 {𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑠}上的约化密度算子是最大混合的 [106]。
对于 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的绝对最大纠缠态，如果 𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑁 不

完全相同，由于 𝑑1 ⋯ 𝑑⌊ 𝑁
2 ⌋ ⩽ 𝑑⌊ 𝑁

2 ⌋+1 ⋯ 𝑑𝑁，𝑁 一定是奇数。除了三体非齐次
系统中的绝对最大纠缠态之外，𝑁 ⩾ 5 时的绝对最大纠缠态的示例很少。公
式(5.2)给出的态是 ℂ4 ⊗ (ℂ2)⊗4中的绝对最大纠缠态。由于存在最小汉明距离为
4的 OA(16, 45, 2) [55,126]，通过分裂方法，我们可以得到最小汉明距离大于等于 4
的MOA(16, 4422, 2)。然后通过引理 5.4，我们可以得到一个 IrMOA(16, 4322, 2)和
一个 IrMOA(16, 4421, 2)，它们分别可以推出 (ℂ4)⊗3 ⊗ (ℂ2)⊗2和 (ℂ4)⊗4 ⊗ ℂ2中的
绝对最大纠缠态。进一步地，由引理5.11可知，如果 (ℂ𝑑)⊗𝑁 中存在一个绝对最
大纠缠态，𝑁 是偶数，那么在 ℂ𝑑2 ⊗ (ℂ𝑑)⊗(𝑁−2)中也存在一个绝对最大纠缠态。
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如果非齐次系统中至少有两个局部维数互素时，那么这个非齐次系统被称为
真实非齐次系统 [107]。上面提到的大部分绝对最大纠缠态所在的非齐次系统不是
真实非齐次系统。在文献 [110]中，当 𝑛 = 0，或者𝑚 = 𝑘𝑛，𝑘 ⩾ 1时，ℂ2 ⊗ℂ𝑚 ⊗ℂ𝑚+𝑛

中存在绝对最大纠缠态，而当 𝑚或 𝑛为奇数时，这个非齐次系统是真实非齐次
系统。对于 𝑁 ⩾ 5，𝑁 体真实非齐次系统中构造绝对最大纠缠态是具有挑战性
的，我们留待进一步研究。接下来，我们给出一些非齐次系统中的绝对最大纠缠
态的不存在性结果。
表 5.2 非齐次系统中的绝对最大纠缠态的不存在性结果。例如 ℂ3 ⊗ (ℂ2)⊗8 意味着 ℂ3 ⊗
(ℂ2)⊗8 中不存在绝对最大纠缠态。

9体 11体 13体
ℂ3 ⊗ (ℂ2)⊗8 ℂ3 ⊗ (ℂ2)⊗10 (ℂ3)⊗𝑛 ⊗ (ℂ2)⊗(13−𝑛), 𝑛 = 1, 11, 12

(ℂ3)⊗7 ⊗ (ℂ2)⊗2 ℂ4 ⊗ (ℂ2)⊗10 ℂ4 ⊗ (ℂ2)⊗12

ℂ4 ⊗ (ℂ2)⊗8 (ℂ4)⊗𝑛 ⊗ (ℂ3)⊗(13−𝑛), 𝑛 = 1, 2, 3
ℂ4 ⊗ (ℂ3)⊗6 ⊗ (ℂ2)⊗2 (ℂ5)⊗𝑛 ⊗ (ℂ3)⊗(13−𝑛), 𝑛 = 1, 2

ℂ𝑑 ⊗ (ℂ3)⊗12, 𝑑 = 6, 7, 8, 9
(ℂ4)⊗𝑛1 ⊗ (ℂ3)⊗𝑛2 ⊗ (ℂ2)⊗(13−𝑛1−𝑛2),

(𝑛1, 𝑛2) = (1, 10), (1, 11), (2, 10)
(ℂ5)⊗𝑛1 ⊗ (ℂ4)⊗𝑛2 ⊗ (ℂ3)⊗(13−𝑛1−𝑛2),

(𝑛1, 𝑛2) = (1, 1), (1, 2)
ℂ5 ⊗ (ℂ3)⊗11 ⊗ ℂ2

ℂ6 ⊗ ℂ4 ⊗ (ℂ3)⊗11

在文献 [106]中，作者通过影子不等式给出了一些齐次系统中的绝对最大纠缠
态的不存在性结果。受到这个想法的启发，我们也可以证明某些非齐次系统中不
存在绝对最大纠缠态。假设在 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中存在绝对最大纠缠态，其
中𝑁 是奇数，那么有影子不等式成立：对于任何 0 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑁，有

𝑆𝑗 =
𝑁

∑
𝑘=0

𝐾𝑁−𝑗(𝑘; 𝑁)𝐴′
𝑘 ⩾ 0, (5.11)

其中 𝐾𝑁−𝑗(𝑘; 𝑁) = ∑𝛼(−1)𝛼( 𝑁−𝑘
𝑁−𝑗−𝛼)(𝑘

𝛼)，𝐴′
0 = 1，对于任何 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑁−1

2 ，有
𝐴′

𝑘 = ∑{𝑖1,𝑖2,⋯,𝑖𝑘}⊂{1,2,⋯,𝑁}
1

𝑑𝑖1𝑑𝑖2⋯𝑑𝑖𝑘
，𝐴′

𝑘 = 𝐴′
𝑁−𝑘。特别地，如果 𝑑1 = 𝑑2 = ⋯ =

𝑑𝑁 = 𝑑，那么 𝐴′
𝑘 = (𝑁

𝑘 )𝑑−min(𝑘,𝑁−𝑘)。
我们的主要思想是证明影子不等式不成立，首先我们给出一个例子。
引理 5.12 ℂ3 ⊗ (ℂ2)⊗8中不存在绝对最大纠缠态。
证明 对于 2 ⩽ 𝑖 ⩽ 8，𝑑1 = 3，𝑑𝑖 = 2，我们可以计算出 𝐴′

0 = 1，𝐴′
1 = 13

3，
𝐴′

2 = 25
3，𝐴′

3 = 28
3，𝐴′

4 = 161
24，且对于 5 ⩽ 𝑗 ⩽ 9，𝐴′

𝑗 = 𝐴′
9−𝑗。此外 𝐾8(0, 9) = 9，

𝐾8(1, 9) = −7，𝐾8(2, 9) = 5，𝐾8(3, 9) = −3，𝐾8(4, 9) = 1，且对于 5 ⩽ 𝑘 ⩽ 9，
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𝐾8(𝑘, 9) = 𝐾8(9 − 𝑘, 9)。那么我们有

𝑆1 =
9

∑
𝑘=0

𝐾8(𝑘, 9)𝐴′
𝑘 = −23

12 < 0.

从而影子不等式不成立，引理得证。 ∎

通过数值计算，我们在表5.2中列出了 9，11和 13体非齐次系统中的绝对最
大纠缠态的不存在性。当𝑁 ⩽ 7时，我们的策略不能轻易地给出𝑁 体非齐次系
统中的绝对最大纠缠态的不存在性结果。以 ℂ3 ⊗(ℂ2)⊗𝑛为例，首先，ℂ3 ⊗(ℂ2)⊗2

中的绝对最大纠缠态存在 [107]；其次，当 𝑛 = 4或 6时，用引理5.12中的方法并
不能确定 ℂ3 ⊗ (ℂ2)⊗𝑛中的绝对最大纠缠态的不存在性。事实上，通过数值计算，
当 𝑛 = 4时，我们可以得到

[𝑆0 𝑆1 𝑆2 𝑆3 𝑆4 𝑆5] = [0 0.333 0 20.667 0 11],

当 𝑛 = 6时，我们可以得到

[𝑆0 𝑆1 𝑆2 𝑆3 𝑆4 𝑆5 𝑆6 𝑆7] = [0 1.667 0 11.667 0 89 0 25.667].

影子不等式都成立，从而当 𝑛 = 4或 6时，我们得不到 ℂ3 ⊗ (ℂ2)⊗𝑛 中的绝对最
大纠缠态的不存在性结果。

5.5 量子纠错码与量子信息掩盖之间的关系
在本节中，我们将给出量子纠错码与量子信息掩盖之间的关系。我们将证明

文献 [89] 中的不可掩盖定理实际上是非齐次系统中量子纠错码的量子 Singleton
界的一个特例，并基于这个量子 Singleton界，我们将给出更一般的不可掩盖定
理。我们也将回答文献 [111]中提出的两个公开问题。令 𝕀𝑑𝑗1 ,𝑑𝑗2 ,⋯,𝑑𝑗𝑘

为作用在空间
ℂ𝑑𝑗1 ⊗ℂ𝑑𝑗2 ⊗⋯⊗ℂ𝑑𝑗𝑘 上的单位算子。首先我们证明参数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘+1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁

的量子纠错码对应于 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中一类特殊的子空间。
引理 5.13 令 𝒬为 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的一个 𝐾 维子空间。如果 𝒬是

一个参数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码，那么对于任意 𝑘体子系统，𝒬
中所有态在这 𝑘体上的约化密度算子是相等的，反之亦然。此外，如果 𝒬是纯
量子纠错码，那么 𝒬中任意一个态都是 𝑘-均匀态，反之亦然。

证明 “⇒”假设𝒬是一个参数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码，对
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于任何 |𝜓⟩ ∈ 𝒬，根据公式(5.3)可知，

|𝜓⟩⟨𝜓| = 1
𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑁

𝕀𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 + 1
𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑁 ∑

1⩽𝑤𝑡(𝐸𝛼)⩽𝑘
Tr(𝐸†

𝛼|𝜓⟩⟨𝜓|)𝐸𝛼

+ 1
𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑁 ∑

𝑤𝑡(𝐸𝛼)⩾𝑘+1
Tr(𝐸†

𝛼|𝜓⟩⟨𝜓|)𝐸𝛼

= 1
𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑁

𝕀𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 + 1
𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑁 ∑

1⩽𝑤𝑡(𝐸𝛼)⩽𝑘
⟨𝜓|𝐸𝛼|𝜓⟩𝐸𝛼

+ 1
𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑁 ∑

𝑤𝑡(𝐸𝛼)⩾𝑘+1
⟨𝜓|𝐸𝛼|𝜓⟩𝐸𝛼,

(5.12)

其中 ⟨𝜓|𝐸𝛼|𝜓⟩ 是 ⟨𝜓|𝐸𝛼|𝜓⟩ 的复共轭。对于任意子集 𝑆 = {𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘} ⊂
{1, 2, ⋯ , 𝑁}且 |𝑆| = 𝑘，我们有

Tr𝑆𝑐 |𝜓⟩⟨𝜓| = 1
𝑑𝑗1𝑑𝑗2 ⋯ 𝑑𝑗𝑘

𝕀𝑑𝑗1 ,𝑑𝑗2 ,⋯,𝑑𝑗𝑘

+ 1
𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑁 ∑

1⩽𝑤𝑡(𝐸𝛼)⩽𝑘
⟨𝜓|𝐸𝛼|𝜓⟩Tr𝑆𝑐 (𝐸𝛼)

= 1
𝑑𝑗1𝑑𝑗2 ⋯ 𝑑𝑗𝑘

𝕀𝑑𝑗1 ,𝑑𝑗2 ,⋯,𝑑𝑗𝑘

+ 1
𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑁 ∑

1⩽𝑤𝑡(𝐸𝛼)⩽𝑘, 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝐸𝛼)⊂𝑆
𝐶(𝐸𝛼)Tr𝑆𝑐 (𝐸𝛼).

注意当我们对 |𝜓⟩⟨𝜓|进行偏迹运算时，公式(5.12)中的第三项消失了。这是因为
当𝑤𝑡(𝐸𝛼) ⩾ 𝑘 + 1时，如果 𝐸𝛼 在 𝑆𝑐 上进行偏迹运算，那么必然会对一个其中非
单位算子 𝑒(𝑗)

𝛼𝑗 求迹，从而 Tr𝑆𝑐 (𝐸𝛼) = 0。由定义5.8可知，𝐶(𝐸𝛼)是一个仅依赖于
𝐸𝛼 的常数，那么对于所有的 |𝜓⟩ ∈ 𝒬，Tr𝑆𝑐 |𝜓⟩⟨𝜓|都是相等的。
特别地，如果 𝒬是纯量子纠错码，那么对于 0 < 𝑤𝑡(𝐸𝛼) < 𝑘 + 1，𝐶(𝐸𝛼) = 0。

这意味着 Tr𝑆𝑐 |𝜓⟩⟨𝜓| = 1
𝑑𝑗1𝑑𝑗2⋯𝑑𝑗𝑘

𝕀𝑑𝑗1 ,𝑑𝑗2 ,⋯,𝑑𝑗𝑘
，即 |𝜓⟩是 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中

的一个 𝑘-均匀态。
“⇐”对于一个 𝑤𝑡(𝐸𝛼) < 𝑘 + 1的错误算子 𝐸𝛼 ∈ ℰ，那么必然存在一个子集

𝑆 = {𝑗1, 𝑗2, ⋯ , 𝑗𝑘} ⊂ {1, 2, ⋯ , 𝑁}，且 |𝑆| = 𝑘，使得 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝐸𝛼) ⊂ 𝑆。对于一个乘
积算子 𝑃 = 𝑃1 ⊗ 𝑃2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑃𝑁，其中 𝑃𝑖作用在 ℂ𝑑𝑖 上，1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁，那么我们有

Tr(𝑃 𝐸𝛼) =
𝑑𝑗1𝑑𝑗2 ⋯ 𝑑𝑗𝑘

𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑁
Tr𝑆(Tr𝑆𝑐 𝑃 ⋅ Tr𝑆𝑐 𝐸𝛼). (5.13)

对于任意的 |𝜓⟩ ∈ 𝒬，根据公式(5.3)，算子 |𝜓⟩⟨𝜓|可以被分解为一些乘积算子的
求和。根据公式(5.13)和偏迹运算的线性性，我们有

⟨𝜓|𝐸𝛼|𝜓⟩ = Tr(|𝜓⟩⟨𝜓|𝐸𝛼) =
𝑑𝑗1𝑑𝑗2 ⋯ 𝑑𝑗𝑘

𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑁
Tr𝑆(Tr𝑆𝑐 |𝜓⟩⟨𝜓| ⋅ Tr𝑆𝑐 𝐸𝛼).
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对于任何 |𝜓⟩，由于 Tr𝑆𝑐 |𝜓⟩⟨𝜓|都是相等的，我们推出

⟨𝜓|𝐸𝛼|𝜓⟩ =
𝑑𝑗1𝑑𝑗2 ⋯ 𝑑𝑗𝑘

𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑁
Tr𝑆(Tr𝑆𝑐 |𝜓⟩⟨𝜓| ⋅ Tr𝑆𝑐 𝐸𝛼) = 𝐶(𝐸𝛼),

其中 𝐶(𝐸𝛼) 是一个仅依赖于 𝐸𝛼 的常数。由定义5.8可知，𝒬 是一个参数为
((𝑁, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码。

特别地，如果 |𝜓⟩ 是 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的一个 𝑘-均匀态，那么
Tr𝑆𝑐 |𝜓⟩⟨𝜓| = 1

𝑑𝑗1𝑑𝑗2⋯𝑑𝑗𝑘
𝕀𝑑𝑗1 ,𝑑𝑗2 ,⋯,𝑑𝑗𝑘

。对于 0 < 𝑤𝑡(𝐸𝛼) < 𝑘 + 1，我们有

⟨𝜓|𝐸𝛼|𝜓⟩ = 1
𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑁

Tr𝑆(Tr𝑆𝑐 𝐸𝛼) = 1
𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑁

Tr(𝐸𝛼) = 𝐶(𝐸𝛼) = 0,

从而根据定义5.8可知，𝒬 是一个参数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的纯量子纠错
码。 ∎

引理5.13也可以被看作是量子纠错码的定义 [139]。现在我们给出一些量子纠
错码的例子。
例 5.4 (i) 令 {|𝑖𝒬⟩}𝑖∈ℤ3 为 ℂ3 ⊗ ℂ3 ⊗ ℂ3 ⊗ ℂ3 ⊗ ℂ2中子空间 𝒬的一组标
准正交基，其中

|0𝒬⟩ = 1
√6

(|00000⟩ + |12111⟩ + |01210⟩ + |22021⟩ + |10220⟩ + |21101⟩),

|1𝒬⟩ = 1
√6

(|21020⟩ + |02201⟩ + |11100⟩ + |20211⟩ + |12010⟩ + |00121⟩),

|2𝒬⟩ = 1
√6

(|20110⟩ + |11221⟩ + |02120⟩ + |10001⟩ + |22200⟩ + |01011⟩).

通过计算，对于任意的单位向量 (𝑣0, 𝑣1, 𝑣2)，我们可以发现∑𝑖∈ℤ3
𝑣𝑖|𝑖𝒬⟩是

ℂ3 ⊗ ℂ3 ⊗ ℂ3 ⊗ ℂ3 ⊗ ℂ2中的一个 2-均匀态，那么根据引理5.13可知，𝒬是
一个参数为 ((5, 3, 3))3,3,3,3,2的纯量子纠错码。

(ii) 令 {|𝑖𝒬⟩}𝑖∈ℤ2 为 (ℂ2)⊗9中子空间 𝒬的一组标准正交基，其中

|0𝒬⟩ = 1
√8

(|000⟩ + |111⟩) ⊗ (|000⟩ + |111⟩) ⊗ (|000⟩ + |111⟩),

|1𝒬⟩ = 1
√8

(|000⟩ − |111⟩) ⊗ (|000⟩ − |111⟩) ⊗ (|000⟩ − |111⟩).

那么 𝒬是 Shor提出的 9-比特码 [73,140]，即是一个参数为 ((9, 2, 3))2 的非纯
量子纠错码。我们可以验证 |0𝒬⟩在前两体上的约化密度算子为 1

2(|00⟩⟨00| +
|11⟩⟨11|)，这并不和单位算子成比例。
对于一个参数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码𝒬来说，它可以将 ℂ𝐾

中所有态编码到 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 的子空间 𝒬中。根据引理5.6和引理5.13可
知，我们可以得到量子纠错码与量子信息掩盖之间的关系。
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一个参数为
((𝑁, 𝑑0, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,…,𝑑𝑁
的量子纠错码

一个参数为
((𝑁, 𝑑0, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,…,𝑑𝑁
的纯量子纠错码

ℂ𝑑0中所有态能够被𝑘-
均匀地掩盖到
ℂ𝑑1⨂ℂ𝑑2⨂⋯⨂ℂ𝑑𝑁中

掩盖后的态都是
ℂ𝑑1⨂ℂ𝑑2⨂⋯⨂ℂ𝑑𝑁

中的𝑘-均匀态

定理5.14

定理5.14

图 5.2 量子纠错码与量子信息掩盖之间的关系。

定理 5.14 如果 ℂ𝑑0 中所有态能够被 𝑘-均匀地掩盖到 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁

中，那么一定存在一个参数为 ((𝑁, 𝑑0, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码，反之亦然。
此外，如果所有掩盖后的态都是 𝑘-均匀态，那么这个量子纠错码是纯量子纠错
码，反之亦然。
量子纠错码与量子信息掩盖之间的关系参见图5.2。𝑘-均匀量子信息掩盖看

起来与量子纠错码类似，实际上，𝑘-均匀量子信息掩盖是一个比量子纠错码更加
广泛的概念。对于 𝑘-均匀量子信息掩盖，被掩盖之前的态来自于 ℋ𝐴0 的一个子
集（不一定是一个子空间）。对于参数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码来
说，编码之前的态都来自于子空间 ℂ𝐾。文献 [89]中强调了一个新的不可行定理：
不可掩盖定理，它指的是 ℂ𝑑1 中所有态不能被 1-均匀地掩盖到 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 中。但
是，文献 [114-115]中确定了任何可掩盖的集合必须落在某些欧几里得空间中的球
面上。
对于一个参数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码来说，它必须满足量

子 Singleton界 [66]：

对于𝑁 ⩾ 2𝑘 + 1, 有 𝐾 ⩽ min
⎧⎪
⎨
⎪⎩

∏
𝑗∈𝐶

𝑑𝑗 ∣ 𝐶 ⊂ {1, 2, ⋯ , 𝑁
⎫⎪
⎬
⎪⎭

, |𝐶| = 𝑁 − 2𝑘};

对于𝑁 = 2𝑘, 有 𝐾 ⩽ 1.
(5.14)

特别地，对于一个参数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘+1))𝑑的量子纠错码，它有量子 Singleton界 [77]：

𝐾 ⩽ 𝑑𝑁−2𝑘. (5.15)

如果 𝐾 = 𝑑𝑁−2𝑘，那么这个量子纠错码被称为最大距离可分量子码（quantum
maximum distance separable code, quantumMDS code），即具有参数 ((𝑁, 𝑑𝑁−2𝑘, 𝑘+
1))𝑑。根据定理5.14，我们有以下推论。
推论 5.15 不可掩盖定理是非齐次系统中量子纠错码的量子 Singleton界的

一个特例。
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证明 对于一个参数为 ((2, 𝑑1, 2))𝑑1,𝑑2 的量子纠错码，根据公式(5.14)中的量
子 Singleton界，我们有 𝑑1 ⩽ 1。因此如果 𝑑1 ⩾ 2，那么参数为 ((2, 𝑑1, 2))𝑑1,𝑑2 的
量子纠错码不存在。根据定理5.14可知，这等价于 ℂ𝑑1 中所有态不能被 1-均匀地
掩盖到 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 中。 ∎

更一般地，由公式(5.14)中的量子 Singleton界可知，当𝑁 为偶数时，参数为
((𝑁, 𝑑0, 𝑁

2 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码不存在。根据定理5.14，我们可以得到一
个推广的多体系统中的不可掩盖定理。
定理 5.16 当𝑁为偶数时，ℂ𝑑0中所有态不能被强掩盖到ℂ𝑑1⊗ℂ𝑑2⊗⋯⊗ℂ𝑑𝑁

中。
同样，人们也可以研究定理5.16 中的可掩盖集，我们将其作为一个公开问

题。量子 Singleton界实际上起源于不可克隆定理 [79,82]，因此我们认为不可掩盖
定理也起源于不可克隆定理。在文献 [111] 中，作者留下了两个公开问题：
(i) 是否能将 ℂ𝑑 中所有态 1-均匀地掩盖到 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 中，使得掩盖后的态
的单体约化密度算子不等于 1

𝑑 𝕀𝑑？
(ii) 是否能将 ℂ𝑑 中所有态 1-均匀地掩盖到 ℂ𝑛 ⊗ ℂ𝑛 ⊗ ℂ𝑛中，使得 𝑛 < 𝑑？
对于第二个问题，当 𝑑 = 3和 𝑛 = 2时，文献 [112]给予了否定回答。现在针对这
两个问题，我们可以完全地给出否定回答。
推论 5.17 不可能将 ℂ𝑑 中所有态 1-均匀地掩盖到 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 中，使得

掩盖后的态的单体约化密度算子不等于 1
𝑑 𝕀𝑑

证明 如果可以将 ℂ𝑑 中所有态 1-均匀地掩盖到 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 中，使得
掩盖后的态的单体约化态不等于 1

𝑑 𝕀𝑑，那么根据定理5.14，这等价于一个参数为
((3, 𝑑, 2))𝑑 非纯量子纠错码。注意参数为 ((3, 𝑑, 2))𝑑 的量子纠错码是一个最大距
离可分量子码。由于最大距离可分量子码一定是纯量子纠错码 [77,129]，参数为
((3, 𝑑, 2))𝑑 非纯量子纠错码不存在。 ∎

推论 5.18 不可能将 ℂ𝑑 中所有态 1-均匀地掩盖到 ℂ𝑛 ⊗ ℂ𝑛 ⊗ ℂ𝑛 中，使得
𝑛 < 𝑑？

证明 如果可以将 ℂ𝑑 中所有态 1-均匀地掩盖到 ℂ𝑛 ⊗ ℂ𝑛 ⊗ ℂ𝑛中，那么根据
定理5.14，这等价于一个参数为 ((3, 𝑑, 2))𝑛的量子纠错码，再根据公式(5.15)，我
们必然有 𝑑 ⩽ 𝑛。 ∎

文献 [111]中也证明了如果 𝑑 ≠ 2, 6，那么 ℂ𝑑 中所有态可以被 1-均匀地掩盖
到 ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 ⊗ ℂ𝑑 中。文献 [112]证明了不可能将 ℂ2 中所有态 1-均匀地掩盖到
ℂ2 ⊗ ℂ2 ⊗ ℂ2 中。最近，文献 [103]给出了一个参数为 ((3, 6, 2))6 的最大距离可
分量子码，它是由一个参数为 ((4, 1, 3))6的最大距离可分量子码得到的（我们将
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在下一节给出几种从已知的量子纠错码构造新的量子纠错码的方法）。根据定
理5.14可知，ℂ6中所有态可以被 1-均匀地掩盖到 ℂ6 ⊗ ℂ6 ⊗ ℂ6中，这也解决了
文献 [111]中最后一个未知的情况。

5.6 从已知的量子纠错码构造新的量子纠错码
本节中，我们将给出几种从已知的非齐次系统中的量子纠错码构造新的量

子纠错码的方法。我们的一些方法受到齐次系统中的量子纠错码的构造的启
发 [76,129]。
引理 5.19 如果存在一个参数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘+1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的纯量子纠错码，那

么存在一个参数为 ((𝑁 − 1, 𝑑1𝐾, 𝑘))𝑑2,𝑑3,⋯,𝑑𝑁 的纯量子纠错码。
证明 假设 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中由 {|𝑖𝒬⟩}𝑖∈ℤ𝐾 生成的子空间 𝒬是一个

参数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的纯量子纠错码。令

|𝑖𝒬⟩ = 1
√𝑑1

∑
𝑝∈ℤ𝑑1

|𝑝(1)⟩|𝜓 (𝑖𝒬)
𝑝 ⟩,

其中 {|𝑝(1)⟩}𝑝∈ℤ𝑑1
是ℂ𝑑1的一组标准正交基。那么下面我们将证明ℂ𝑑2 ⊗⋯⊗ℂ𝑑𝑁

中由 {|𝜓 (𝑖𝒬)
𝑝 ⟩}𝑝∈ℤ𝑑1 ,𝑖∈ℤ𝐾 生成的子空间是一个参数为 ((𝑁 − 1, 𝑑1𝐾, 𝑘))𝑑2,𝑑3,⋯,𝑑𝑁 的

纯量子纠错码。
令

𝐸𝛽 = 𝑒(2)
𝛽2

⊗ 𝑒(3)
𝛽3

⊗ ⋯ ⊗ 𝑒(𝑁)
𝛽𝑁

,

其中 𝛽 = {𝛽2, 𝛽3, ⋯ , 𝛽𝑁} ∈ ℤ𝑑2
2

× ℤ𝑑2
3

× ⋯ × ℤ𝑑2
𝑁
。那么 {𝐸𝛽}𝛽∈ℤ𝑑2

2
×ℤ𝑑2

3
×⋯×ℤ𝑑2

𝑁
是

作用在 ℂ𝑑2 ⊗ ℂ𝑑3 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 上的一组错误算子基。假设错误算子基 {𝑒(1)
𝛼1 }𝛼1∈ℤ𝑑2

1
作用在 ℂ𝑑1 上，令一个 𝑑1 × 𝑑1 的矩阵 𝑀𝛼1 = (𝑚𝑖,𝑗)𝑖,𝑗∈ℤ𝑑1

是错误算子 𝑒(1)
𝛼1 在基

{|𝑝(1)⟩}𝑝∈ℤ𝑑1
下的矩阵表示。我们可以定义一个行向量：

𝑢𝛼1 = (𝑚0,0, 𝑚0,1, ⋯ , 𝑚0,𝑑1−1, 𝑚1,0, 𝑚1,1, ⋯ , 𝑚1,𝑑1−1, ⋯ ,

𝑚𝑑1−1,0, 𝑚𝑑1−1,1, ⋯ , 𝑚𝑑1−1,𝑑1−1).

那么 𝑢†
𝛼𝑖 ⋅ 𝑢𝛼𝑗 = Tr(𝑀†

𝛼𝑖𝑀𝛼𝑗 ) = 𝑑1𝛿𝑖,𝑗。这意味着

𝑁 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑢0

𝑢1

⋮
𝑢𝑑2

1 −1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
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是一个 𝑑2
1 × 𝑑2

1 的满秩矩阵。
由于 𝒬是纯量子纠错码，由定义5.7可知，对于 0 < 𝑤𝑡(𝑒𝛼1 ⊗ 𝐸𝛽) = 𝑤𝑡(𝑒𝛼1) +

𝑤𝑡(𝐸𝛽) < 𝑘 + 1，或 𝑖 ≠ 𝑗，我们有

⟨𝑖𝒬|𝑒(1)
𝛼1 ⊗ 𝐸𝛽|𝑗𝒬⟩ = 1

𝑑1 ∑
𝑝∈ℤ𝑑1

∑
𝑞∈ℤ𝑑1

⟨𝑝(1)|𝑒(1)
𝛼1 |𝑞(1)⟩⋅ ⟨𝜓 (𝑖𝒬)

𝑝 |𝐸𝛽|𝜓 (𝑗𝒬)
𝑞 ⟩ = 0;

对于 𝑤𝑡(𝑒𝛼1 ⊗ 𝐸𝛽) = 0，我们有

⟨𝑖𝒬|𝑒(1)
𝛼1 ⊗ 𝐸𝛽|𝑖𝒬⟩ = ⟨𝑖𝒬|𝑖𝒬⟩ = 1.

这里有两种情况。
(i) 如果 0 < 𝑤𝑡(𝐸𝛽) < 𝑘 且 𝑖, 𝑗 ∈ ℤ𝐾 或 𝑤𝑡(𝐸𝛽) = 0 且 𝑖 ≠ 𝑗 ∈ ℤ𝐾，对于

𝛼1 ∈ ℤ𝑑2
1
，那么我们有

∑
𝑝∈ℤ𝑑1

∑
𝑞∈ℤ𝑑1

⟨𝑝(1)|𝑒(1)
𝛼1 |𝑞(1)⟩⟨𝜓 (𝑖𝒬)

𝑝 |𝐸𝛽|𝜓 (𝑗𝒬)
𝑞 ⟩ = 0. (5.16)

令列向量
𝑋(𝑖,𝑗) = (⟨𝜓 (𝑖𝒬)

0 |𝐸𝛽|𝜓 (𝑗𝒬)
0 ⟩, ⟨𝜓 (𝑖𝒬)

0 |𝐸𝛽|𝜓 (𝑗𝒬)
1 ⟩, ⋯ , ⟨𝜓 (𝑖𝒬)

0 |𝐸𝛽|𝜓 (𝑗𝒬)
𝑑1−1⟩, ), ⋯ ,

⟨𝜓 (𝑖𝒬)
𝑑1−1|𝐸𝛽|𝜓 (𝑗𝒬)

0 ⟩, ⟨𝜓 (𝑖𝒬)
𝑑1−1|𝐸𝛽|𝜓 (𝑗𝒬)

1 ⟩, ⋯ ⟨𝜓 (𝑖𝒬)
𝑑1−1|𝐸𝛽|𝜓 (𝑗𝒬)

𝑑1−1⟩)𝑇 .

由公式(5.16)可知
𝑁𝑋(𝑖,𝑗) = 0.

这推出 𝑋(𝑖,𝑗) = 0，对于 0 < 𝑤𝑡(𝐸𝛽) < 𝑘，𝑖, 𝑗 ∈ ℤ𝐾，𝑝, 𝑞 ∈ ℤ𝑑1，也意味着我
们有

⟨𝜓 (𝑖𝒬)
𝑝 |𝐸𝛽|𝜓 (𝑗𝒬)

𝑞 ⟩ = 0; (5.17)

对于 𝑤𝑡(𝐸𝛽) = 0，𝑖 ≠ 𝑗 ∈ ℤ𝐾，𝑝, 𝑞 ∈ ℤ𝑑1，我们有

⟨𝜓 (𝑖𝒬)
𝑝 |𝐸𝛽|𝜓 (𝑗𝒬)

𝑞 ⟩ = ⟨𝜓 (𝑖𝒬)
𝑝 |𝜓 (𝑗𝒬)

𝑞 ⟩ = 0. (5.18)

(ii) 如果 𝑤𝑡(𝐸𝛽) = 0和 𝑖 = 𝑗 ∈ ℤ𝐾，对于 𝛼1 ∈ ℤ𝑑2
1
，那么

∑
𝑝∈ℤ𝑑1

∑
𝑞∈ℤ𝑑1

⟨𝑝(1)|𝑒(1)
𝛼1 |𝑞(1)⟩⟨𝜓 (𝑖𝒬)

𝑝 |𝐸𝛽|𝜓 (𝑖𝒬)
𝑞 ⟩ = 𝑑1𝛿𝛼1,0. (5.19)

令 𝑌 为一个 𝑑2
1 × 1的列向量 𝑌 = (𝑑1, 0, 0, ⋯ , 0)𝑇，根据公式(5.19)，我们有

𝑁𝑋(𝑖,𝑖) = 𝑌 .

从而 𝑋(𝑖,𝑖)存在一个唯一的解，即对于 𝑤𝑡(𝐸𝛽) = 0，𝑖 ∈ ℤ𝐾，𝑝, 𝑞 ∈ ℤ𝑑1，有

⟨𝜓 (𝑖𝒬)
𝑝 |𝐸𝛽|𝜓 (𝑖𝒬)

𝑞 ⟩ = ⟨𝜓 (𝑖𝒬)
𝑝 |𝜓 (𝑖𝒬)

𝑞 ⟩ = 𝛿𝑝,𝑞, (5.20)
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因此，根据公式(5.17)，(5.18)，(5.20)和定义5.7，ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中由
{|𝜓 (𝑖𝒬)

𝑝 ⟩}𝑝∈ℤ𝑑1 ,𝑖∈ℤ𝐾 生成的子空间是一个参数为 ((𝑁 − 1, 𝑑1𝐾, 𝑘))𝑑2,𝑑3,⋯,𝑑𝑁 的纯
量子纠错码。 ∎

下面我们可以给出引理5.19的一个例子。
例 5.5 由公式5.2可知

|𝜓⟩ = 1
2√2

(|00000⟩ + |01111⟩ + |10011⟩ + |11100⟩+

|20101⟩ + |21010⟩ + |30110⟩ + |31001⟩)

是 ℂ4 ⊗ (ℂ2)⊗4 中的一个 2-均匀态，那么根据引理5.13可知，ℂ4 ⊗ (ℂ2)⊗4 中由
{|𝜓⟩}生成的子空间是一个参数为 ((5, 1, 3))4,2,2,2,2的纯量子纠错码。令

|𝜓1⟩ = 1
2(|0000⟩ + |1110⟩ + |2101⟩ + |3011⟩);

|𝜓2⟩ = 1
2(|0111⟩ + |1001⟩ + |2010⟩ + |3100⟩).

根据引理5.19可知，ℂ4 ⊗ (ℂ2)⊗3 中由 {|𝜓𝑖⟩}2
𝑖=1 生成的子空间是一个参数为

((4, 2, 2))4,2,2,2的纯量子纠错码。
由以上这个例子和定理5.14可知，非齐次系统中的 𝑘-均匀态可以用于 𝑘-均匀

量子信息掩盖。
引理 5.20 (1) 如果存在一个参数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错

码和一个参数为 ((𝑁, 𝐿, 𝑘 + 1))𝑠1,𝑠2,⋯,𝑠𝑁 的量子纠错码，那么存在一个参数为
((𝑁, 𝐾𝐿, 𝑘 + 1))𝑑1𝑠1,𝑑2𝑠2,⋯,𝑑𝑁 𝑠𝑁 的量子纠错码。如果之前的是纯量子纠错码，那么
之后的也是纯量子纠错码。

(2)如果存在一个参数为 ((𝑁1, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁1
的量子纠错码和一个参数

为 ((𝑁2, 𝐿, 𝑘+1))𝑠1,𝑠2,⋯,𝑠𝑁2
的量子纠错码，那么存在一个参数为 ((𝑁1+𝑁2, 𝐾𝐿, 𝑘+

1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁1 ,𝑠1,𝑠2,⋯,𝑠𝑁2
的量子纠错码。如果之前的是纯量子纠错码，那么之后的

也是纯量子纠错码。
证明
(1) 假设 𝒬1 是一个由 {|𝑖⟩𝐴1,𝐴2,⋯,𝐴𝑁 }𝑖∈ℤ𝐾 生成的参数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘 +

1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码，𝒬2 是一个由 {|𝑗⟩𝐵1,𝐵2,⋯,𝐵𝑁 }𝑗∈ℤ𝐿 生成的参数
为 ((𝑁, 𝐿, 𝑘 + 1))𝑠1,𝑠2,⋯,𝑠𝑁 的量子纠错码，那么我们下面证明由 {(|𝑖⟩ ⊗
|𝑗⟩)𝐴1𝐵1,𝐴2𝐵2,⋯,𝐴𝑁 𝐵𝑁 }(𝑖,𝑗)∈ℤ𝐾 ×ℤ𝐿生成的子空间𝒬1⊗𝒬2是一个参数为 ((𝑁, 𝐾𝐿, 𝑘+
1))𝑑1𝑠1,𝑑2𝑠2,⋯,𝑑𝑁 𝑠𝑁 的量子纠错码。
令 {𝐸𝛼}𝛼∈ℤ𝑑2

1
×ℤ𝑑2

2
×⋯×ℤ𝑑2

𝑁
和 {𝐸𝛽}𝛽∈ℤ𝑠2

1
×ℤ𝑠2

2
×⋯×ℤ𝑠2

𝑁
分别为作用在 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗
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⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 和 ℂ𝑠1 ⊗ ℂ𝑠2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑠𝑁 上的错误算子基，其中

𝐸𝛼 = 𝑒(1)
𝛼1 ⊗ 𝑒(2)

𝛼2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑒(𝑁)
𝛼𝑁 ;

𝐸𝛽 = 𝑒(1)
𝛽1

⊗ 𝑒(2)
𝛽2

⊗ ⋯ ⊗ 𝑒(𝑁)
𝛽𝑁

.

我们定义

𝐸(𝛼,𝛽) =𝐸𝛼 ⊗ 𝐸𝛽 = (𝑒(1)
𝛼1 ⊗ 𝑒(1)

𝛽1
)⊗ (𝑒(2)

𝛼2 ⊗ 𝑒(2)
𝛽2

) ⊗ ⋯ ⊗ (𝑒(𝑁)
𝛼𝑁 ⊗ 𝑒(𝑁)

𝛽𝑁
),

其中 (𝛼, 𝛽) = ((𝛼1, 𝛽1), (𝛼2, 𝛽2), ⋯ , (𝛼𝑁 , 𝛽𝑁 ))。那么 {𝐸(𝛼,𝛽)}(𝛼,𝛽)∈(ℤ𝑑2
1

×ℤ𝑠2
1

)×(ℤ𝑑2
2

×ℤ𝑠2
2

)

×⋯×(ℤ𝑑2
𝑁

×ℤ𝑠2
𝑁

) 是一个作用在 ℂ𝑑1𝑠1 ⊗ ℂ𝑑2𝑠2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 𝑠𝑁 上的错误算子基。如
果 𝑤𝑡(𝐸(𝛼,𝛽)) < 𝑘 + 1，那么 𝑤𝑡(𝐸𝛼) < 𝑘 + 1 且 𝑤𝑡(𝐸𝛽) < 𝑘 + 1。对于任意的
𝑤𝑡(𝐸(𝛼,𝛽)) < 𝑘 + 1，我们有

⟨𝑖1|⟨𝑗1|𝐸(𝛼,𝛽)|𝑖2⟩|𝑗2⟩ = ⟨𝑖1|𝐸𝛼|𝑖2⟩⟨𝑗1|𝐸𝛽|𝑗2⟩ = 𝐶(𝐸𝛼)𝐶(𝐸𝛽)𝛿𝑖1,𝑖2𝛿𝑗1,𝑗2

= 𝐶(𝐸(𝛼,𝛽))𝛿((𝑖1,𝑗1),(𝑖2,𝑗2)).

因此根据定义5.7可知，𝒬1 ⊗ 𝒬2 是一个参数为 ((𝑁, 𝐾𝐿, 𝑘 + 1))𝑑1𝑠1,𝑑2𝑠2,⋯,𝑑𝑁 𝑠𝑁 的
量子纠错码。
如果 𝒬1 和 𝒬2 都是纯量子纠错码，那么有 𝐶(𝐸𝛼) = Tr(𝐸𝛼)

𝑑1𝑑2⋯𝑑𝑁
和 𝐶(𝐸𝛽) =

Tr(𝐸𝛽 )
𝑠1𝑠2⋯𝑠𝑁

。从而我们有

𝐶(𝐸(𝛼,𝛽)) = 𝐶(𝐸𝛼)𝐶(𝐸𝛽) = Tr(𝐸𝛼)
𝑑1𝑑2 ⋯ 𝑑𝑁

⋅
Tr(𝐸𝛽)

𝑠1𝑠2 ⋯ 𝑠𝑁

=
Tr(𝐸𝛼 ⊗ 𝐸𝛽)

𝑑1𝑠1𝑑2𝑠2 ⋯ 𝑑𝑁𝑠𝑁
=

Tr(𝐸(𝛼,𝛽))
𝑑1𝑠1𝑑2𝑠2 ⋯ 𝑑𝑁𝑠𝑁

.

因此 𝒬1 ⊗ 𝒬2也是纯量子纠错码。
(2) 假设 𝒬1 是一个由 {|𝑖⟩𝐴1,𝐴2,⋯,𝐴𝑁 }𝑖∈ℤ𝐾 生成的参数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘 +

1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码，𝒬2 是一个由 {|𝑗⟩𝐵1,𝐵2,⋯,𝐵𝑁 }𝑗∈ℤ𝐿 生成的参数
为 ((𝑁, 𝐿, 𝑘 + 1))𝑠1,𝑠2,⋯,𝑠𝑁 的量子纠错码，那么我们下面证明由 {(|𝑖⟩ ⊗
|𝑗⟩)𝐴1,𝐴2,⋯,𝐴𝑁1 ,𝐵1,𝐵2,⋯,𝐵𝑁2

}(𝑖,𝑗)∈ℤ𝐾 ×ℤ𝐿 生成的子空间 𝒬1 ⊗ 𝒬2是一个参数为 ((𝑁1 +
𝑁2, 𝐾𝐿, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁1 ,𝑠1,𝑠2,⋯,𝑠𝑁2

的量子纠错码。
注意由 {|𝑖⟩𝐴1,𝐴2,⋯,𝐴𝑁1

}𝑖∈ℤ𝐾 生成的参数为 ((𝑁1, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁1
的量

子纠错码 𝒬1 可以被看成一个由 {|𝑖⟩𝐴1,𝐴2,⋯,𝐴𝑁1 ,𝐵1,𝐵2,⋯,𝐵𝑁2
}𝑖∈ℤ𝐾 生成的参数

为 ((𝑁1 + 𝑁2, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁1 ,1,1,⋯1 的量子纠错码，由 {|𝑗⟩𝐵1,𝐵2,⋯,𝐵𝑁2
} 生

成的参数为 ((𝑁2, 𝐿, 𝑘 + 1))𝑠1,𝑠2,⋯,𝑠𝑁2
的量子纠错码 𝒬2 可以被看成一个由

{|𝑗⟩𝐴1,𝐴2,⋯,𝐴𝑁1 ,𝐵1,𝐵2,⋯,𝐵𝑁2
}𝑗∈ℤ𝐿 生成的参数为 ((𝑁1 + 𝑁2, 𝐾, 𝑘 + 1))1,1,⋯,1,𝑠1,𝑠1,⋯𝑠𝑁2

的量子纠错码。由 (i)可知，{(|𝑖⟩ ⊗ |𝑗⟩)𝐴1,𝐴2,⋯,𝐴𝑁1 ,𝐵1,𝐵2,⋯,𝐵𝑁2
}(𝑖,𝑗)∈ℤ𝐾 ×ℤ𝐿 生成的
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子空间 𝒬1 ⊗ 𝒬2 是一个参数为 ((𝑁1 + 𝑁2, 𝐾𝐿, 𝑘 + 1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁1 ,𝑠1,𝑠2,⋯,𝑠𝑁2
的量子

纠错码。显然如果 𝒬1 和 𝒬2 都是纯量子纠错码，那么 𝒬1 ⊗ 𝒬2 也是纯量子纠错
码。 ∎

引理 5.21 如果存在一个参数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘 + 1))(𝑑0𝑑1),𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码，
那么存在一个参数为 ((𝑁 + 1, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑0,𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码。如果之前的是
纯量子纠错码，那么之后的也是纯量子纠错码。
证明 假设 𝒬1 是一个由 {|𝑖⟩𝐴1,𝐴2,⋯,𝑑𝑁 }𝑖∈ℤ𝐾 生成的参数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘 +

1))(𝑑0𝑑1),𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码。通过将 ℂ𝑑0𝑑1 中的态替换为 ℂ𝑑0 ⊗ ℂ𝑑1 中的态，
下面我们将证明替换后的量子纠错码 𝒬2 是一个由 {|𝑖⟩𝐵0,𝐵1,𝐴2,⋯,𝑑𝑁 }𝑖∈ℤ𝐾 生成的
参数为 ((𝑁 + 1, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑0,𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码。
令

𝐸𝛼 = 𝑒(0)
𝛼0 ⊗ 𝑒(1)

𝛼1 ⊗ 𝑒(2)
𝛼2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑒(𝑁)

𝛼𝑁 ,

其中 𝛼 = (𝛼0, 𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑁 ) ∈ ℤ𝑑2
0

× ℤ𝑑2
1

× ℤ𝑑2
2

× ⋯ × ℤ𝑑2
𝑁
，那么

{𝐸𝛼}𝛼∈∈ℤ𝑑2
0

×ℤ𝑑2
1

×ℤ𝑑2
2

×⋯×ℤ𝑑2
𝑁
是一个作用在 ℂ𝑑0 ⊗ ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 上的错

误算子基。
令

𝐸𝛽 = (𝑒(0)
𝛼0 ⊗ 𝑒(1)

𝛼1 ) ⊗ 𝑒(2)
𝛼2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝑒(𝑁)

𝛼𝑁 ,

其中 𝛽 = (𝛽(𝛼0,𝛼1), 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑁 ) ∈ (ℤ𝑑2
0

× ℤ𝑑2
1
) × ℤ𝑑2

2
× ⋯ × ℤ𝑑2

𝑁
，𝛽(𝛼0,𝛼1) = (𝛼0, 𝛼1)。那

么 {𝐸𝛽}𝛽∈(ℤ𝑑2
0

×ℤ𝑑2
1

)×ℤ𝑑2
2

×⋯×ℤ𝑑2
𝑁
是一个作用在 ℂ𝑑0𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 上的错误算

子基。如果 𝑤𝑡(𝐸𝛼) < 𝑘 + 1，那么 𝑤𝑡(𝐸𝛽) < 𝑘 + 1。对于任意的 𝑤𝑡(𝐸𝛼) < 𝑘 + 1，
我们有

𝐵0,𝐵1,𝐴2,⋯,𝐴𝑁 ⟨𝑖|𝐸𝛼|𝑗⟩𝐵0,𝐵1,𝐴2,⋯,𝐴𝑁 = 𝐴1,𝐴2,⋯,𝐴𝑁 ⟨𝑖|𝐸𝛽|𝑗⟩𝐴1,𝐴2,⋯,𝐴𝑁

= 𝐶(𝐸𝛽)𝛿𝑖,𝑗 = 𝐶(𝐸𝛼)𝛿𝑖,𝑗 .

从而根据定义5.7，𝒬2是一个由 {|𝑖⟩𝐵0,𝐵1,𝐴2,⋯,𝑑𝑁 }𝑖∈ℤ𝐾 生成的参数为 ((𝑁 +1, 𝐾, 𝑘+
1))𝑑0,𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码。如果 𝒬1 是纯量子纠错码，那么很容易看出 𝒬2 也
是纯量子纠错码。 ∎

引理5.21的逆命题不一定正确，但是我们有以下结论。
引理 5.22 如果存在一个参数为 ((𝑁 + 1, 𝐾, 𝑘 + 1))𝑑0,𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错

码，那么存在一个参数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘))(𝑑0𝑑1),𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码。如果之前的是纯
量子纠错码，那么之后的也是纯量子纠错码。
同样，我们也是通过将 ℂ𝑑0 ⊗ ℂ𝑑1 中的态替换为 ℂ𝑑0𝑑1 中的态，从而得到参

数为 ((𝑁, 𝐾, 𝑘))(𝑑0𝑑1),𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码。原因是由引理5.21的证明可知，如果
𝑤𝑡(𝐸𝛽) < 𝑘，那么 𝑤𝑡(𝐸𝛼) < 𝑘 + 1。从而引理5.22可以很容易地被证明。
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根据引理5.13可知，一个参数为 ((𝑁, 1, 𝑘+1))𝑑1,𝑑2,⋯,𝑑𝑁 的量子纠错码是ℂ𝑑1 ⊗
ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的一个 𝑘-均匀态。本节所有量子纠错码的构造都可以用于非
齐次系统中的 𝑘-均匀态的构造。例如，5.3.2节中 𝑘-均匀态的分裂方法是本节引
理5.21的一个特例；5.3.4节中的引理5.10是本节引理5.19的一个特例；5.3.4节中
的引理5.11是本节引理5.22的一个特例。但是本节的引理5.20可以构造更多未知
的非齐次系统中的 𝑘-均匀态。例如，对于任何 𝑑 ⩾ 3，𝑁 ⩾ 7且𝑁 ≠ 4𝑑 +2, 4𝑑 +3，
5.3.2节中的定理5.7证明了 (ℂ𝑑)⊗𝑁 ⊗ℂ2⊗ℂ2存在一个 2-均匀态。对于 𝑑 ⩾ 3，通过
对 (ℂ𝑑)⊗(2𝑑+2) ⊗ ℂ2 ⊗ ℂ2 (或 (ℂ𝑑)⊗(2𝑑+3) ⊗ ℂ2 ⊗ ℂ2)中的一个 2-均匀态和 (ℂ𝑑)⊗2𝑑

中的一个 2-均匀态 [54]运用引理5.20(2)，我们可以找到 (ℂ𝑑)⊗(4𝑑+2) ⊗ ℂ2 ⊗ ℂ2（或
(ℂ𝑑)⊗(4𝑑+3)⊗ℂ2⊗ℂ2）中的一个 2-均匀态，从而解决了定理5.7中𝑁 ≠ 4𝑑+2, 4𝑑+3
的情况。

5.7 本章小结
本章中，我们利用混合正交阵列，构造了一系列非齐次系统中的 2, 3-均匀

态，由此回答了文献 [107]中的一个公开问题。我们也给出了两种从 𝑘-均匀态构造
(𝑘−1)-均匀态的方法，并利用影子不等式给出了一些非齐次系统中的绝对最大纠
缠态的不存在性结果，主要结果见表1.4。我们提出了 𝑘-均匀量子信息掩盖的概
念，这个模型能很好地保证量子信息的安全。我们揭示了非齐次系统中的量子纠
错码与 𝑘-均匀量子信息掩盖之间的关系，利用这个关系，我们证明了文献 [89]中
的不可掩盖定理实际上是非齐次系统中量子纠错码的量子 Singleton界的一个特
例，也给出了多体系统中更一般的不可掩盖定理，并回答了文献 [111]中提出的两
个公开问题。最后我们给出了几种从已知的非齐次系统中的量子纠错码构造新
的量子纠错码的方法，这几种方法也能够用来构造非齐次系统中的 𝑘-均匀态。
此外，非齐次系统中的 𝑘-均匀态也可以用于 𝑘-均匀量子信息掩盖。虽然当

𝑁 为偶数时，ℂ𝑑0 中所有态不能被强掩盖到 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中，但是当𝑁
为奇数时，强量子信息掩盖是可能的，它与非齐次系统中的绝对最大纠缠态有关
系。假设𝑁 为奇数，给定 ℂ𝑑0 ⊗ ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中的一个绝对最大纠缠态，
它也是一个参数为 ((𝑁 + 1, 1, ⌊𝑁+1

2 ⌋ + 1))𝑑0,𝑑1,𝑑2,⋯𝑑𝑁 的量子纠错码，那么根据引
理5.19，我们可以得到一个参数为 ((𝑁, 𝑑0, ⌊𝑁+1

2 ⌋))𝑑1,𝑑2,⋯𝑑𝑁 的量子纠错码，从而
ℂ𝑑0 中所有态可以被强掩盖到 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中。
本章中还有一些遗留的问题：如何确定表1.1中的未知情况？即当 𝑑 ⩾ 6且

𝑑 = 2 mod (4)时，如何确定 (ℂ𝑑)⊗7 中的 3-均匀态（绝对最大纠缠态）的存在
性？当 𝑁 ⩾ 5，是否可以构造 𝑁 体真实非齐次系统中的绝对最大纠缠态？例如
ℂ3 ⊗ ℂ2 ⊗ ℂ2 ⊗ ℂ2 ⊗ ℂ2 中是否存在绝对最大纠缠态？当 𝑁 为偶数时，怎么刻
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画 ℂ𝑑0 中的子集 𝒮，使得 𝒮 中所有态可以被强掩盖到 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中？
我们是否可以找到比量子 Singleton界更紧的界？
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第 6章 总结与展望
6.1 工作总结
量子非局域性与多体纠缠在量子信息理论中扮演着重要的角色，它们同时

在量子秘密分享，量子隐形传态和量子密钥分发等量子信息任务中发挥着至关
重要的作用。本文主要从三个方面来研究量子非局域性与多体纠缠。
(1) 不可扩充乘积基是一类能够展示无纠缠量子非局域性现象的集合，而之前关
于不可扩充乘积基的研究主要集中于它的最小数目的研究，并且缺少明确的
构造。我们建立了多维超立方体与不可扩充乘积基之间的关系，利用多维超
立方体的分解，我们明确地给出了二、三、四体系统中数目较大的不可扩充
乘积基的构造。由于不可扩充乘积基是局部不可区分的，要区分它必须借助
于纠缠资源。因此我们也研究了两体系统中的不可扩充乘积基的纠缠辅助区
分。

(2) 强量子非局域性是一种更强版本的非局域性。我们给出了两个工具来验证正
交集的强量子非局域性，这两个工具大大减少了计算量。利用前面提到的多
维超立方体的分解和这两个工具，我们构造了三、四、五体系统中强非局域
的正交乘积集，三体系统中强非局域的正交纠缠集，也验证了前面构造的三
体和四体系统中的不可扩充乘积基具有强量子非局域性。最后，我们利用循
环置换群作用，构造了一般𝑁 体齐次系统中的强非局域的正交纠缠集，并在
𝑁 = 3, 4的时候，找到了强非局域的正交真实纠缠集。

(3) 利用混合正交阵列，我们构造了一系列非齐次系统中的 2, 3-均匀态，并给出
了两种从 𝑘-均匀态到 (𝑘 − 1)-均匀态的构造方法。此外利用影子不等式，我
们给出了一些非齐次系统中的绝对最大纠缠态的不存在性结果。我们提出
了 𝑘-均匀量子信息掩盖的概念，它要求任意 𝑘 个子系统都无法访问掩盖之
前的信息。我们建立了非齐次系统中的量子纠错码与 𝑘-均匀量子信息掩盖
之间的关系，基于这个关系，我们证明了不可掩盖定理是量子纠错码的量子
Singleton界的一个特例，并给出了一个更一般的不可掩盖定理。最后我们给
出了几种从已知的非齐次系统中的量子纠错码构造新的量子纠错码的方法，
这些方法还可以用来构造非齐次系统中的 𝑘-均匀态。此外，我们也证明了非
齐次系统中的 𝑘-均匀态可以用于 𝑘-均匀量子信息掩盖。

112



第 6章 总结与展望

6.2 未来展望
本文研究了不可扩充乘积基、强量子非局域性、𝑘-均匀态和 𝑘-均匀量子信息

掩盖。虽然不可扩充乘积基和强量子非局域性都能够对信息进行加密，并提高信
息的安全性，但是关于它们的研究还需要进一步深入。此外，虽然 𝑘-均匀态和
𝑘-均匀量子信息掩盖与量子纠错码息息相关，但是对它们还需要进一步刻画。因
此有几个问题是下一步需要考虑的。
(1) 给出一般 𝑁 维超立方体的分解，利用它来构造一般 𝑁 体系统中的强非局域
的不可扩充乘积基，正交乘积集和正交纠缠集。

(2) 对于 𝑑𝑖 ⩾ 2，𝑁 ⩾ 3，1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁，确定 (ℂ𝑑)⊗𝑁 中强非局域的正交集所含态
的最小个数。

(3) 找到一个多体系统中的不可扩充乘积基，使得它在任意两体划分下仍然是不
可扩充乘积基。

(4) 构造𝑁 体真实非齐次系统中的绝对最大纠缠态。
(5) 当 𝑁 为偶数时，刻画 ℂ𝑑0 中的子集 𝒮，使得 𝒮 中所有态可以同时被强掩盖
到 ℂ𝑑1 ⊗ ℂ𝑑2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ𝑑𝑁 中。

(6) 找到比量子 Singleton界更紧的界。
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