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6. Equations Governing the Motion 
of a Fluid (2)

Batchelor’s Chap. 3, §3.5-3.7
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Bernoulli’s theorem (1)

, ( )= −∇Ψ Ψ = ΨF x假设 保守体积力,势能定常

无剪切粘性、无热传导，定常压力 (动力学压力)

沿迹线不变（定常流沿流线不变）

总能

Bernoulli (1738)
对于定常不可压
缩流首先得到！
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Bernoulli’s theorem (2)
流管推导方法

截面能量对流流率

截面压力做功功率

定常流，两截面间能量为常值；边界无粘性、无热传导，则

沿流管为常数

沿流管也为常数（质量守恒）

Bernoulli定理： 沿流管(流线)为常数
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Bernoulli’s theorem (3)
Bernoulli定理成立的条件要求等熵吗？

常把等熵作为Bernoulli定理成立的必要条件，但并不

严格正确！

只要求边界上无剪切粘性、无热传导，内部粘性仍会
导致不等熵过程，如过激波的定常绝热流关系

体积粘性也会导致熵增（不过，无剪切粘性、无热传
导的流体仍具有体积粘性是十分少见的！）

实用的角度，可以认为定常、等熵流是Bernoulli定理

成立的条件，但实际上是充分的（＋保守）
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Alternative forms of 
Bernoulli theorem

气体势能的变化常可忽略 .const= 驻点焓

等熵时

.const= 知道压强和密度等熵关系时使用

或等熵不可压缩时
1D p DS Dp D dpE T

Dt Dt Dt Dtρ ρ ρ
⎛ ⎞

+ = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
2

.
2

dp qH const
ρ

= +Ψ + =∫ 沿迹线/流线，见正压流体动量方程积分
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Special forms of Bernoulli theorem

Incompressible fluid/flow

Perfect gas

.const=

无粘、无热传导（等熵）

.const=

量热完全气体（比热为常数）

.const=
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Crocco relation (1)
定常等熵流Bernoulli常数H如何在不同流线间变化？

一般不能确定，与流动如何建立有关

但可以期望得到H和S在不同流线间变化的相容关系！

定常、无粘流的动量方程

结合

Crocco 关系(1937)
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Crocco relation (2)

Crocco关系和Bernoulli定理的比较

Crocco关系用到热力学关系和动量方程，而Bernoulli定理为能

量方程的积分

Crocco关系成立的条件：无粘、定常、保守

Bernoulli定理成立的条件：无粘无热传导、定常、保守

均熵等价均能的条件

无旋流

速度场和涡量场处处平行(Beltrami flow, helical flow)
均熵流

H沿Lamb面为常数

H沿涡线或流线为常数

动量方程的空间积分

定常、均熵、无粘、保守
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Crocco relation(3)
非定常Crocco关系：成立条件为无粘、保守

前面由热力学关系＋保守体力

无粘、保守体力的动量方程
1 p

t ρ
∂

+ ∇ = − ∇ −∇Ψ
∂
u u ui

Lamb形式
21 ( )

2
p

t ρ
∂

+ = − ∇ −∇Ψ −∇
∂

×u uωu

T S H
t

×
∂

+ = ∇ −∇
∂

ω uu
比较定常形式

动量方程的特殊形式，满足一定的条件有空间积分！

前面已得到定常、均熵时的积分
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正压流体动量方程的积分

Barotropic fluid

21 ( )
2

p
t ρ

∂
+ = − ∇ −∇Ψ −∇

∂
×u uωu

// ( )p pρ ρ ρ∇ ∇ ⇒ =
1 dpp
ρ ρ
∇ = ∇∫

2

,
2

dp qH H
t ρ

×
∂

+ = −∇ = +Ψ +
∂ ∫ωu u

定常、正压、无粘、保守
2

.
2

dp qH const
ρ

= +Ψ + =∫
无旋、正压、无粘、保守

2

( ) .
2

dp q c t const
t
φ

ρ
∂

+ +Ψ + = →
∂ ∫

Lamb面内成立

Bernoulli积分

全场成立

Cauchy-Lagrange积分
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旋转坐标系下动量方程的积分 (1)
虚拟力.const=Ω 2 ( )− × − × ×Ω u Ω Ω x

科氏力沿转轴和流线方
向分量均为零

离心力为保守力

( )21( )
2

− × × = ∇ ×Ω Ω x Ω x

加到动量方程中

( )
2

21 1( 2 ) ( )
2 2
qp

t ρ
∂

+ + × = − ∇ −∇ +Ψ − ×
∂
u ω Ω u Ω x 无粘、保守

两点修正即可： 2 ,⇒ +ω ω Ω ( )21
2

Ψ⇒Ψ− ×Ω x

前述Crocco关系、动量方程的积分仍成立（修正之后）

例如 ( 2 ) T S H
t

∂
+ + × = ∇ −∇

∂
u ω Ω u ( )21

2
− ×Ω x

定常、均熵时沿流线有积分
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旋转坐标系下动量方程的积分 (2)

无粘、保守、正压流体

( )
2

21( 2 ) ( )
2 2
q dp

t ρ
∂

+ + × = −∇ + +Ψ − ×
∂ ∫
u ω Ω u Ω x

定常、正压、无粘、保守

( )
2

21 .
2 2

dp qH const
ρ

= +Ψ − × + =∫ Ω x 沿相对流线成立

相对系中无旋、正压、无粘、保守

( )
2

21 ( ) .
2 2

dp q c t const
t
φ

ρ
∂

+ +Ψ − × + = →
∂ ∫ Ω x

沿相对流线、转轴均成立
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Constancy of H in one-dimensional 
steady flow

只要两点的速度梯度和温度梯度为零，则H不变

激波前后H也是不变的，虽然熵是要变的！
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Complete set of equations
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Isentropic flow

均熵更容易处理

c的物理意义？

平衡态

线性小扰动方程组

重力场中，右端第2项
为零；第3项通常为小
量＝>声波方程
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Conditions for incompressible flow 
(velocity to be solenoidal) (1)

0, or  0D
Dt
ρ
= ∇ =ui 要求

更重要！

暂不考虑熵变，借助无粘动量方程得

第2项中的对流项而来的条件 2 1M �即

第1项的条件 即 2 2 1M St � 第2项的非定常项

导致更弱的条件
2 1M St �声波是可压缩的！
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Conditions for incompressible flow 
(velocity to be solenoidal) (2)

重力的影响 即
2 / 1M Fr �

垂直高度：大气12km，水200km以内即可满足

粘性力的影响
2 / Re 1M M Kn= i �

熵变条件

耗散条件最
易满足

易满足

热传导条件
也容易满足
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涉及的无量纲参数

/ , Mach numberMa U c=

/ ,  Strouhal numberSt nL U=
2 / ,  Froude numberFr U gL=

Re / ,  Reynolds numberULρ μ=

/ / Re,  Knudsen numberKn L Mλ= ≈
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Summary of the lecture
Bernoulli定理（能量积分）：

条件：定常、无粘、无热传导、保守；沿流(迹)线成立

其它形式；特殊形式（不可压、完全气体）
Crocco关系：无粘、保守

定常、非定常

动量积分
定常、均熵、无粘、保守；沿Lamb面成立
定常、正压、无粘、保守；沿Lamb面成立

无旋、正压、无粘、保守；全场成立

旋转坐标系中的动量积分
完备方程组
不可压缩流假设成立的条件
一维定常流的等H性；等熵流与声波方程
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Concluding remarks to Chap. 1-3
建立了完备的流体力学方程组！还有什么？

力学和物理过程，预言流动性质与知道控制方程不同

与环境有关，依赖于定解条件，流动特性变化很大

只是搭建了流体运动分析的舞台！

理论流体力学是如何分析的？（往往只研究特殊情况）

理论流体力学的各分支主要是对个别力学过程的研究

气体动力学：主要研究胀压过程对流动的影响

不可压缩粘性流：主要研究剪切过程对流动的影响

• 润滑理论、边界层等

自然对流：浮力的影响

流动稳定性：不引入新的力学过程，但有合适的方法

Batchelor的后四章重点：惯性、剪切粘性起主要作用的流动
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End of Lecture 6

Readings: Batchelor’s  Chap.3, §3.5-3.7


