
5.3  三维周期场中电子运动的近自由电子近似

一、方程与微扰计算
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可由自由电子求出零级近似的归一化波函数和能量本征值
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与一维情况类似，一级微扰能量为
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一级修正的波函数和二级微扰能量分别为
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其中
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当 k’ ≠ k＋Gn

当 k 离布里渊区边界较远时，由于周期场的影响而
产生的各散射波成分的振幅都很小，可以看成小的微扰。
但是，在布里渊区边界面上或其附近时，即当k2≅(k+Gn)2

时，这时相应的散射波成分的振幅变得很大，不能当作
小的微扰来处理，而要用简并微扰来处理。

零级近似的波函数由相互作用强的几个态的线性组

合来组成，由此可解得在布里渊区边界面上简并分裂后
的能量为
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需要指出的是，在三维情况下，在布里渊区边界面上的

一般位置，电子的能量是二重简并的，即有两个态的相互作
用强，其零级近似的波函数就由这两个态的线性组合组成；
而在布里渊区边界的棱边上或顶点上，则可能出现能量多重
简并的情况。对于 g 重简并，即有 g 个态的相互作用强，因
而，其零级近似的波函数就需由这 g 个相互作用强的态的线
性组合组成，由此解出简并分裂后的 g 个能量值。
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二、布里渊区与能带

引入周期性边界条件后，在k空间中，波矢k的取
值不连续，k的取值密度为

( ) 38
V

ρ
π

=k V为晶体体积

而简约区的体积＝倒格子原胞体积＝ Ωb

简约区中 k 的取值总数＝ρ(k) Ωb＝N＝晶体原胞数

每一个 k 确定一个电子能级，根据 Pauli 原理，每一
个能级可以填充自旋相反的两个电子。因此，简约区中
共可填充 2N 个电子。

由于每一个布里渊区的体积都等于倒格子原胞体积
Ωb，所以，每一个布里渊区都可以填充 2N 个电子。



1. En(k)函数的三种图象

在 k 空间中，电子能量 En(k) 函数有三种不同的表示
方式，称为三种布里渊区图象。这三种表示方法是等价
的，可根据所考虑问题的方便选择不同的表示方法。

若波矢量 k 在整个 k 空间中取值，这时每一个布里渊
区中有一个能带，第 n 个能带在第 n 个布里渊区中，这种
表示法称为扩展的布里渊区图象。

ⅠⅡ ⅡⅢ Ⅲ



若将波矢量 k 限制在简约区中，由于 k 和k+Gl所对应的平
移算符本征值相同，也就是说，k 和 k+Gl标志的原胞间电
子波函数的位相变化相同。在这个意义上，可以认为 k 和
k+Gl是等价的。因此，可以将 k 限制在简约区中。但是
由于电子的能量分为
若干个能带，如将所
有能带都表示在简约
区中，那么，对于一
个简约波矢 k，就有若
干个分立的能量值与
之对应。我们用 n来区
分不同的能带 En(k)。
对于给定的能带 n，
En(k)是 k的连续函数。

ⅠⅡ Ⅱ ⅢⅢ



En(k)的这种表示法称为简约布里渊区图象。实际上，由于
我们认为 k和 k+Gl等价，因而， En(k)的简约布里渊区图象
中的第 n 个能带，实际上是由扩展布里渊区图象中从第 n
个布里渊区中平移一个倒格矢 Gl而得来的。

由于认为 k 和 k+Gl等价，因而可以认为 En(k)是 k空
间中以倒格矢Gl为周期的周期函数，即En(k)＝ En(k＋ Gl)。
而简约布里渊区是倒易空间的原胞，以此原胞为重复单

元进行平移操作可
以得到整个 k 空
间，这些单元都是
等价的。因此，对
于同一能带有：
En(k)＝ En(k＋ Gl)





En(k)  的这种表示法称为周期布里渊区图象。

扩展布里渊区图象：不同的能带在k空间中不同的布里
渊区中给出；

简约布里渊区图象：所有能带都在简约区中给出；

周期布里渊区图象：在每一个布里渊区中给出所有能带。

2. 能带重叠的条件

我们已证明，在布里渊区内部，电子能量是连续的

（严格应为准连续），而在布里渊区边界上，电子能量不
连续，会发生能量的突变。在一维情况下，布里渊区边界
上能量的突变为：∆E＝E＋－E－＝2Un
这就是禁带的宽度（能隙）。



但在三维情况下，在布里渊区边界上电子能量的突变

并不意味着能带间一定有禁带的存在，而且还可能发生能
带与能带的交叠。这是由于在三维情况下，在布里渊区边
界上沿不同的 k 方向上，电子能量的不连续可能出现的不
同的能量范围。因此，在某些 k 方向上不允许有某些能量
值，而在其他 k 方向上仍有可能允许有这种能量，所以，
在布里渊区边界面上能量的不连续并不一定意味着有禁带。
这是三维情况与一维情况的一个重要区别。

能带交迭的示意图



小结：近自由电子近似的主要结果：

1.存在能带和禁带：

在零级近似下，电子被看成自由粒子，能量本征值 EK
(0)作

为 k的函数具有抛物线形式。由于周期势场的微扰，E（k）

函数将在 处断开，本征能量发生突变，出现能量

间隔 2︱Vn︱，间隔内不存在允许的电子能级，称禁带；其

余区域仍基本保持自由电子时的数值。周期势场的变化愈激

烈，各傅里叶系数也愈大，能量间隔也将更宽，周期势场中

电子的能级形成能带是能带论最基本和最重要的结果。

nk a
π2=



2. 第一（简约）Brilouin区：

自由电子波矢 k 的取值范围是没有限制的。而在周期势场中，则被严

格的限制在第一 Brilouin区内。但从能量角度看，可以将标志电子状态的

波矢 k 分割为许多区域，在每个区域内电子能级 E(k)随波矢 k 准连续变化

并形成一个能带，波矢 k 的这样一些区域就被称为 Brilouin区，当波矢 k 

被限制在第一Brilouin区时， E(k) 就成为 k 的多值函数，为了区别，按其

能量由低到高，分别标注为 E1(k) ,E2(k) E3(k), ……。有时也可以用周期布

里渊区图式或扩展布里渊区图式绘出晶体中的能带。

3.解释了导体和绝缘体的区别



然而在真实晶体中，情况并不像上述模型那样简单，由

于晶体是各向异性的，因此可能在某些方向上，矢量 kF同能

区边界重合，另外一些方向上不重合，于是，就可能有某些

晶体的性质介于导体和绝缘体之间，比如半金属铋和锑。



5.4 紧束缚近似（TBA）

和近自由电子近似认为原子实对电子的作用很弱相反，本

节，我们假定原子实对电子的束缚作用很强，因此，当电子距
某个原子实比较近时，电子的运动主要受该原子势场的影响，
受其它原子势场的影响很弱。因此固体中电子的行为同孤立原
子中电子的行为更为相似。这时可将孤立原子看成零级近似，
而将其他原子势场的影响看成小的微扰，由此可以给出电子的
原子能级和晶体能带之间的相互联系。这种方法称为紧束缚近
似 (Tight Binding Approximation)。

一.定性说明

二.微扰计算

三.原子能级与能带的对应

参考：黄昆书4.5节 p189



一.  定性说明：

下图绘出了一维原子势，假定原子势很强，因此，当一

个电子在晶体中运动并被一个离子束缚住的时候，在它被释

放或隧穿到另一个离子之前，将会停留相当长的时间，在受

束缚期间，电子轨道主要是围绕着单个离子，其态函数基本

上是一个原子轨道，受其它原子的影响很小。（图中表明，

产生的电子能量明显低于势垒顶点。）

该模型主要适合于晶体中原子间距较大时，或能带低而

窄、壳层半径比晶格常数小的多的情况，这时的原子轨道只

受到其它原子很微弱的作用，过渡金属中很重要的3d能带就
是一例。



一维晶体势

原子波函数

相应的Bloch
波函数

Omar 一书对紧束缚模型的描述

(见该书 p210)                                                 



在N个原子相距较远时，每个原子有不同的原子能级，整个体
系的单电子态是N重简并的，当把它们放在一起形成晶体后，
由于最紧邻原子波函数的交叠，N重简并解除，展宽成能带。
每个能带都包
含 N个k 值。

由于能带从原
子的能级演化
而来，所以内
层电子能带常
用原子能级的
量子数标记，
如3s,3p,3d等

以上就是
TBA模型的主
要结论。



紧束缚近似的出发点是：电子在一个原子附近时，将主要

受到该原子势作用，其它原子势作用弱，可当作微扰作用。此
时晶体中电子的波函数不能用自由电子波函数表示，而是应用
所有原子的电子波函数的线性组合来表示，即：

( ) ( )m i m
m

aψ ϕ= −∑r r R

式中， 是晶体中第 m 个原子的位矢，

是将该原子视为孤立原子时自由原子波函数。它应

该满足如下方程：
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其中， 是第m个原子势， 是与本征态 相对应

的本征能量（能级）。该式完全忽略了其它原子的影响。

( )mV r R− iε iϕ



当晶体由 N个原胞，每个原胞由一个原子组成时，显然将

有 N个具有相同能量 的束缚态波函数 ，所以在不考虑原

子之间的相互作用时，晶体中的电子构成了一个 N 度简并的系

统。但实际晶体中的原子并不是真正孤立的，由于其它原子势

场的微扰作用，简并状态将消除，而形成由 N 个不同支能级构

成的能带。

对这样一个由 N 个原子组成的晶体，其晶体势场应由各原

子势场相加而成，并具有和晶格相同的周期性：

iε iϕ

( ) ( ) ( )m n
m

U r V r R U r R= − = +∑

1 2 31 2 3nR n a n a n a= + +
ur r r r



于是，晶体的薛定谔方程为：

( ) ( ) ( )
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h

将上面的结果代入求解，会得到晶体中能带的表达式。

微扰后的状态由这N个简并态的线性组合而成，即用原

子轨道 的线性组合来构成晶体中电子共有化运动

的轨道 ψ(r)。所以这种方法也称为原子轨道的线性组合法，

简称LCAO（Linear Combination of Atomic Orbitals）

( )i mr Rϕ −



二、微扰计算

R m

r-Rm

r

0

如果完全不考虑原子间的相互影响，在某个格点 Rm附
近的电子将以原子束缚态 ϕi (r - Rm) 的形式环绕 Rm点运动
（这里设为简单晶格,每个原胞中只有一个原子） ϕj表示孤
立原子波动方程的一个本征态。

1 2 31 2 3mR m a m a m a= + +
ur r r r



第 m 个孤立原子的波动方程：
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V(r－Rm)是 Rm格点的原子势场， 为某原子能级.

在晶体中，电子运动的波动方程为：

( ) ( ) ( )
2

2

2
U r r E r

m
ψ ψ

 
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h

周期场 U(r) 是晶体中各格点原子势场之和，在紧束缚近
似中，我们将孤立原子看成零级近似，而将其他原子势场
[U(r)-V(r-Rl)] 的影响看成微扰。由于电子可以环绕不同的格
点运动，而环绕不同的格点可得到 N 个类似的原子波函数，
它们具有相同的能量 ，即这 N 个态的能量是简并的，晶体
中的电子构成了一个 N 度简并的系统。

iε

iε



所以，把原子间的相互影响当作微扰是一种简并微扰法。

( ) ( )m i m
m

aψ ϕ= −∑r r R

代入晶体中电子的波动方程，并利用原子波动方程得

( ) ( ) ( ) ( )m i m i m m i m
m m

a U V E aε ϕ ϕ+ − − − = −  ∑ ∑r r R r R r R

在紧束缚近似中，认为原子间距比原子轨道半径大，

因此可以认为不同格点的 ϕj 重叠很少，可以近似地认为：

（这个近似只是为了数学表述上的简化，没有实质影响）



( ) ( )di n i m nmrϕ ϕ δ∗ − − =∫ r R r R

以ϕi
*(r-Rn)同时乘方程两边，积分得

( ) ( ) ( ) ( ){ }dm i nm i n m i m n
m

a U V r Eaεδ ϕ ϕ∗+ − − − − =  ∑ ∫ r R r r R r R

令ξ＝r－Rm，并根据U(r) ＝U(r＋ Rm) ，将上式积分简化为

( ) ( ) ( ) ( ) ( )di n m i n mU V Jϕ ϕ ξ∗ − − − = − −      ∫ R R R Rξ ξ ξ ξ

这表明，积分值仅与两格点的相对位置 (Rn－Rm) 有关，

因此引入符号 ,式中引入负号的原因是：( )n mJ R R−



晶体势场与原子势场差值示意图（黄昆书p191)

( ) ( )U Vξ ξ− 就是周期势场减去在原点的原子势场，

如下图所示，这个场仍为负值。



这是关于未知数am (m = 1, 2, … , N)的线性齐次方程组。由于

方程组中的系数由 (Rm-Rn) 决定，所以，方程组有如下简单形

式的解： mi
ma Ce ⋅= k R

其中C为归一化因子。代入方程组得

( ) ( )n mi
i n m

m

E J eε − ⋅ −− = − −∑ k R RR R

( ) si
s

s
J e− ⋅= −∑ k RR s n m= −R R R

由于上式与 n 或 m 都无关，这表明，这种形式的解对
所有联立方程组都化为同一条件。上式确定了这种形式
解所对应的能量本征值。

( ) ( )m n m i n
m

a J E aε− − = −∑ R R于是有



于是，对于一个确定的 k，电子运动的波函数为

( ) ( )1
mi

j m
m

e
N

ψ ϕ⋅= −∑ k R
k r r R 1C

N
=

容易验证ψk(r)为Bloch函数

( ) ( ) ( ) ( )1 mii i
i m

m
e e e u

N
ψ ϕ− ⋅ −⋅ ⋅ = − =  

∑ k r Rk r k r
k kr r R r

相应的能量本征值为

( ) ( ) si
j s

s
E J eε − ⋅= − ∑ k Rk R



利用Born－Karman周期性边界条件，可得 k 的取值为

31 2
1 2 3

1 2 3

hh h
N N N

= + +k b b b h1, h2, h3＝整数

由此可知，在简约区中，波矢 k 共有 N 个准连续的取
值，即可得 N 个电子的本征态 ψk(r) 对应于N个准连续的 k
值。这样，E(k)将形成一个准连续的能带。

以上论述说明，形成固体时，一个原子能级将展宽为

一个相应的能带，其 Bloch 函数是各格点上原子波函数
ϕj(r-Rm) 的线性组合。



和 表示相距为 Rs的格点上的原子波函数，显然

积分值只有当它们有一定相互重叠时，才不为零。当 Rs＝0

时，两波函数完全重叠。

( ) ( ) ( )2
0 diJ U Vϕ ξ ξ ξ ξ= − −  ∫

其次，考虑 Rs＝近邻格矢，一般只需保留到近邻项，而略

去其他影响小的项，即可得

( ) ( ) ( )0 exp
s

i s sE J J iε
=

= − − − ⋅∑
近邻R

k R k R

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ds i s iJ R U Vϕ ξ ξ ξ ϕ ξ ξ∗− = − −  ∫R
通常，能量本征值 E(k) 的表达式可进一步简化。

( )*
i sRϕ ξ − ( )iϕ ξ

这是紧束缚近似给出的最有用的结论。



例1：求简单立方晶体中由电子的 s 态所形成的能带

a

a

由于 s 态的原子波函数是球对称的，
沿各个方向的重叠积分相同。因此，
对于不同方向的近邻，有相同的值：

( ) 1sJ J=R s =近邻格矢R

对于简单立方：

Rs＝(±a, 0, 0), (0, ±a, 0), (0, 0, ±a)

( ) ( )0 1
y yx x z zik a ik aik a ik a ik a ik a

sE J J e e e e e eε −− −∴ = − − + + + + +k

( )0 12 cos cos coss x y zJ J k a k a k aε= − − + +

a



在简单立方晶格的简约区中

Γ点：k＝(0, 0, 0)

( ) 0 16sE J JεΓ = − −
X点：k＝(π/a, 0, 0)

( ) 0 12sE X J Jε= − −
R点：k＝(π/a, π/a, π/a)

( ) 0 16sE R J Jε= − +

由于s态波函数是偶宇称，ϕs(r)= ϕs(-r)，所以，在

近邻重叠积分中波函数的贡献为正，即J1 > 0 。

Γ
Σ

M

X

R

Z

S
∆ T

Λ

kx

ky

kz

M点：k＝ (π/a, π/a, 0)

( ) 0 12sE M J Jε= − +



Γ点和R点分别对于能带底和能带顶，所以，能带宽度

( ) ( ) 112E E R E J∆ = − Γ =

J0
εs }12J1

由此可见，能带的
宽度决定于J1，而
J1的大小取决于近

邻原子波函数间的重叠，重叠越多，形成的能带就越宽。能

量越低，能带就越窄；能量越高，能带就越宽。这是由于能

量最低的带对应于最内层的电子，其电子轨道很小，不同原

子间波函数的重叠很少，因而能带较窄；而能量较高的能带

对应于外层电子，不同原子间波函数有较多的重叠，因此形

成的能带就较宽。



[ ]100 [ ]111

a
π 3

a
π

( )E k

简立方情形



以上的讨论只适用于原子的 s 态电子，即原子的能级非
简并的情况，这时一个能级只有一个态 而且还假设原子
波函数间的重叠很少，因此只适用于原子内层的 s 电子。对
于 p电子、d电子等，这些状态都是简并的，因此，其Bloch
函数应是孤立原子的有关状态波函数的线性组合。

例2：求简单立方晶体由原子 p 态所形成的能带

原子的 p 态为三重简并，其原子轨道可表为

( )
( )
( )

x

y

z

p

p

p

xf r

yf r

zf r

ϕ

ϕ

ϕ

=

=

=
{

在简单立方晶体中，三个 p 轨道各自形成一个能带，

iϕ



其波函数是各自原子轨道的线性组合。

( )

( )

( )

x

x

y

y

z

z

p i
p

p i
p

p i
p

C e

C e

C e

ψ ϕ

ψ ϕ

ψ ϕ

⋅

⋅

⋅

= −

= −

= −

∑

∑

∑

l

l

l

l
l

l
l

l
l

k R
k

k R
k

k R
k

r R

r R

r R
{

由于p轨道不是球对称的，因此，沿不同方向的近邻重叠积
分J(Rs)不完全相同。如 ，电子主要集中在 x 轴方向，
在六个近邻重叠积分中，沿 x 轴方向的重叠积分较大，用
J1表示；沿 y 方向和 z 方向的重叠积分用 J2 表示。

xpϕ



( ) ( )0 1 22 cos 2 cos cosxp
p x y zE J J k a J k a k aε= − − − +k

( ) ( )0 1 22 cos 2 cos cosyp
p y z xE J J k a J k a k aε= − − − +k

( ) ( )0 1 22 cos 2 cos coszp
p z x yE J J k a J k a k aε= − − − +k

＋

＋

＋

＋

－

－

－

－

x

y

 

Γ ∆ X

s带

px带

py、
p z带

E(k)

由于原子的p态是奇宇称， ，所
以， 沿x轴方向的重叠积分J1 < 0，而J2 > 0。

( ) ( )
x xp px xϕ ϕ− = −

xpϕ



三、原子能级与能带的对应

对于原子的内层电子，由于

其电子轨道较小，不同原子间电
子波函数重叠很少，因而形成的
能带较窄。这时，原子能级与能
带之间有简单的一一对应关系。
但是，对于外层电子，由于

其电子轨道较大，不同原子间电
子波函数就有较多的重叠，

E

因而形成的能带就较宽。这时，原子能级与能带之间就比较
复杂，不一定有简单的一一对应关系。一个能带不一定与孤
立原子的某个能级相对应，可能会出现能带的重叠。



此外，上面的讨论只考虑了处在不同格点原子相同原子

态之间的相互作用，而没有考虑不同原子态之间有可能的相
互作用，典型的例子是Si，Ge等金刚石结构的晶体：

3p

3s
sp3

成键态

反键态
导带

价带

这是由于这些原子的 s态能级和 p态能级相距较近，当他们
组成晶体时，会形成一种sp3杂化轨道，这种轨道既非原子
的 s 轨道，也不是 p 轨道，而是一种分子轨道，以此轨道
构成Bloch 函数，得到的是与分子轨道相对应的能带，而不
是原子轨道相对应的能带，无法再用s或p 来区分。



结语：紧束缚近似对原子的内层电子是相当好的近似，

它还可用来近似地描述过渡金属的 d 带、类金刚

石晶体以及惰性元素晶体的价带。紧束缚近似是

定量计算绝缘体、化合物及半导体特性的有效工具。


