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数据统计

 数据分布

 参数估计

 假设检验

 抽样方法
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参数估计

 参数(parameter) 

 参数 是用来描述总体数据特征的度量

 统计量(statistic) 

 统计量 是用来描述样本数据特征的度量

◼ 由试验计算得出，不依赖于任何其他未知的量（特别是不能依赖
于总体分布中所包含的未知参数）

 参数估计(parameter estimation) 

 是统计推断的基本问题之一：用样本统计量估计总体的参数

◼ 参数未知的真实

◼ 统计量已知的估计

 例：掷骰子例子
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 参数估计

 点估计：用样本统计量 ෠𝜃的某个取值直接作为总体参数𝜃的估计值

◼ 简单来说，直接以样本指标来估计总体指标

◼ 总体的某个特征值，如数学期望、方差和相关系数等

 区间估计：从总体中抽取的样本，根据一定的正确度与精确度的
要求，构造出适当的区间，以作为总体的分布参数(或参数的函
数)的真值所在范围的估计

◼ 用数轴上的一段经历或一个数据区间，表示总体参数的可能范围。
这一段距离或数据区间称为区间估计的置信区间

参数估计
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 点估计(point estimate)

 点估计是用样本统计量 ෠𝜃的某个取值直接作为总体参数𝜃的估计值

◼ 用样本均值x直接作为总体均值μ的估计值

◼ 用样本方差s2直接作为总体方差σ2的估计值

 点估计的常用方法

 矩估计

 最小二乘估计

 极大似然估计

 最大后验概率

 贝叶斯估计

参数估计
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参数估计—矩估计
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 矩估计

 原理：大数定律： n趋近于无穷，样本矩趋近于总体矩

◼ 矩估计是基于“替换”思想，即用样本矩估计总体矩

◼ 均值，方差

 随机变量的矩

◼ K阶原点矩：𝐸 𝑋𝑘

◼ K阶中心距：𝐸 𝑋 − 𝐸 𝑋 𝑘 = 
1

𝑛
σ𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖 − ത𝑋 𝑘

◼ 一阶原点矩表示期望

◼ 二阶中心矩表示方差

◼ 三阶中心矩表示偏度

◼ 四阶中心矩表示峰度



参数估计—矩估计
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 矩估计

 原理：大数定律： n趋近于无穷，样本矩趋近于总体矩

◼ 矩估计是基于“替换”思想，即用样本矩估计总体矩

◼ 均值，方差

 随机变量的矩

◼ K阶原点矩：𝐸 𝑋𝑘

◼ K阶中心距：𝐸 𝑋 − 𝐸 𝑋 𝑘 = 

◼ 一阶原点矩表示期望

◼ 二阶中心矩表示方差

◼ 三阶中心矩表示偏度

◼ 四阶中心矩表示峰度

课后练习：思考并推导矩估计与数据统计指标的关系
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参数估计—矩估计
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 举例：黑白球（矩估计）

 例：假如有一个罐子，里面有黑白两种颜色的球，数目多少
不知，两种颜色的比例也不知。每次任意从已经摇匀的罐中
拿1个球出来，记录球的颜色，然后把拿出来的球再放回罐中
。假如在前面的100次重复记录中，有70次是白球。请问罐中
白球所占的比例是多少？

解：用样本中白球比例的均值作为估计代替总体均值。

即估计结果为罐中白球所占的比例70% =
7

10

符合直观
(独立同分布，无偏估计)



参数估计—最小二乘估计
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 最小二乘估计(Least Square Estimate, LSE)

 总体的模型：用样本数据拟合总体的参数估计量，即估计值
与观测值之差的平方和最小

 目标：最小化估计值𝜃与观测值 ෠𝜃之差的平方和

 min 𝐿 𝜃 = σ𝑖=1
𝑁 𝜃 − መ𝜃𝑖

2



参数估计—最小二乘估计
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 最小二乘估计(LSE)

 常用于线性回归分析做参数估计

 给定数据 𝑥1, 𝑦1 , 𝑥2, 𝑦2 , ⋯, 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 ，假设模型𝑓 𝑋 𝜃

 例:在线性回归模型𝑓 𝑋 𝜃 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥 + 𝜃1𝑥
2 +⋯+ 𝜃𝑛𝑥

𝑛

 目标：min 𝐿 𝜃 = σ𝑖=1
𝑁 𝑓 𝑋 𝜃 − 𝑌

2

 求解：一阶导数为0：
𝜕𝐿 𝜃

𝜕𝜃0
=0，

𝜕𝐿 𝜃

𝜕𝜃1
=0，⋯，

𝜕𝐿 𝜃

𝜕𝜃n
=0

课后学习：最小二乘矩阵求解方法

= 𝜽𝑻𝑿



参数估计—最小二乘估计
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 最小二乘估计—建模案例

✓ Zhenya Huang, Enhong Chen, Question Difficulty Prediction for READING Problems in Standard Tests, AAAI2017

✓ Zhongkai Hao, Zhenya Huang,, Qi Liu, Enhong Chen, ASGN: An Active Semi-supervised Graph Neural Network for 

Molecular Property Prediction, KDD 2020



参数估计—最小二乘估计
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 举例：黑白球（最小二乘估计）—课堂练习

 问题：假如有一个罐子，里面有黑白两种颜色的球，数目多
少不知，两种颜色的比例也不知。每次任意从已经摇匀的罐
中拿1个球出来，记录球的颜色，然后把拿出来的球再放回罐
中。假如在前面的100次重复记录中，有70次是白球。请问罐
中白球所占的比例是多少？

 请使用最小二乘估计方法，求解上述问题

假设：白球占比为𝜽



参数估计
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 点估计

 用样本统计量 ෠𝜃的某个取值直接作为总体参数𝜃的估计值

 点估计的常用方法

 矩估计

 最小二乘估计 LSE

 极大似然估计MLE

 最大后验估计MAP

 贝叶斯估计



参数估计—极大似然估计
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 极大似然估计(Maximum Likelihood Estimate，MLE)

 思想：利用已知的样本结果信息，反推最具有可能（最大概
率）导致这些样本结果出现的模型参数值

 模型已定，参数未知

 目标：概率分布函数或者似然函数最大

◼ 用似然函数取到最大值时的参数值作为估计值

 概率分布模型

◼ 伯努利分布

◼ 二项分布

◼ 高斯分布

◼ 泊松分布



参数估计—极大似然估计

 极大似然估计(MLE)

 MLE目标：用似然函数取到最大值时的参数值作为估计值

 设总体分布为𝑓 𝑋 𝜃 ，𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ⋯,𝑥𝑁为样本。样本满足独立
同分布，则他们的联合密度函数为：

 其中，𝜃为未知参数。样本已经存在(观测)，即，𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ⋯,
𝑥𝑛是固定的。 L 𝑋 𝜃 是关于𝜃的函数，称为似然函数

 目标：求参数𝜃，使似然函数取极大值，称为极大似然估计

19

L 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 𝜃 =ෑ
𝑖=1

𝑛

𝑓 𝑥𝑖 𝜃

ln L 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 𝜃 =෍
𝑖=1

n

𝑙𝑛 𝑓 𝑥𝑖 𝜃

 实践中，通常对似然函数取对数(log或ln)(连乘运算变为连加
运算)，即对数似然函数。所以，极大似然估计问题可以写成



 例子: 扔硬币，X每次实验𝑋𝑖服从伯努利分布

 参数为𝜽，假设为事件(正面向上)发生的概率

 n次实验，共k次正面向上，采用MLE估计参数𝜽：

参数估计—极大似然估计
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𝑷(𝑿𝒊│𝜽)= ൝
𝜽, 𝑿𝒊为正面

𝟏 − 𝜽, 𝑿𝒊为反面

正 反

k次
5次

N-k次
5次

正 反

𝜽 0.5 0.5

正 反

𝜽 0.2 0.8

正 反

𝜽 0.9 0.1

样本观测
总体参数

目标：找到发生样
本最大概率的参数

产生观测样本的
概率不同



 例子: 扔硬币，X每次实验𝑋𝑖服从伯努利分布

 参数为𝜽，假设为事件(正面向上)发生的概率

 n次实验，共k次正面向上，采用极大似然估计估计参数𝜽：

参数估计—极大似然估计
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✓ 二项分布中每次事件发生的概率𝜽 = 做N次独立重复随机试验中事件发生的概率
✓ 例如：如果做20次实验，出现正面14次，反面6次:

✓ MLE得到参数值p为14/20 = 0.7

𝑷(𝑿𝒊│𝜽)= ൝
𝜽, 𝑿𝒊为正面

𝟏 − 𝜽, 𝑿𝒊为反面

➢ 似然函数： L 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 𝜃 =𝑪𝒏
𝒌𝜽𝒌 𝟏 − 𝜽 𝒏−𝒌

➢ 对数似然函数：ln L 𝑋 𝜃 =ln 𝑪𝒏
𝒌 + 𝐤 ln𝜽 + 𝒏 − 𝒌 ln 𝟏 − 𝜽

➢ 求极值：
𝜕𝐿 𝜃

𝜕𝜃
= 0，则：

𝑘

𝜃
−

𝑛−𝑘

1−𝜃
= 0

➢ 参数𝜽的最大似然估计值: 𝜃𝑀𝐿𝐸 =
𝑘

𝑘+𝑛−𝑘
=

𝑘

𝑛



 极大似然估计—高斯分布的参数

 例：给定𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ⋯,𝑥𝑁为样本，已知样本来自于高斯分布
𝑁 𝜇, 𝜎 ,估计参数𝜇, 𝜎

参数估计—极大似然估计
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解：
➢ 高斯分布的概率密度函数：

➢ 带入样本，似然函数:

➢ 对数似然：

➢ 求偏导估计参数：

𝒇 𝒙 =
𝟏

𝟐𝝅𝝈
𝒆𝒙𝒑 −

𝒙 − 𝝁 𝟐

𝟐𝝈𝟐

𝑳 𝑿 =ෑ
𝒊=𝟏

𝑵 𝟏

𝟐𝝅𝝈
𝒆𝒙𝒑 −

𝒙𝒊 − 𝝁 𝟐

𝟐𝝈𝟐

ln 𝑳 𝑿 =෍
𝒊=𝟏

𝑵

ln
𝟏

𝟐𝝅𝝈
𝒆𝒙𝒑 −

𝒙𝒊 − 𝝁 𝟐

𝟐𝝈𝟐

=−
𝒏

𝟐
l𝑛 2𝜋𝜎2 +−

𝟏

𝟐𝝈𝟐
σ𝒊=𝟏
𝑵 𝒙𝒊 − 𝝁 𝟐

与矩估计结果相同。



参数估计—矩估计 vs LSE vs MLE
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 举例：黑白球（极大似然估计）—课堂练习

 例：假如有一个罐子，里面有黑白球，数目不知，两种颜色
比例也不知。每次任意从摇匀的罐中拿1个球出来，记录颜色
，然后把拿出来的球再放回罐中。假如在前面的100次重复记
录中，有70次是白球。请问罐中白球所占的比例是多少？

解：假设：白球占比为𝜃，黑球占比为1-𝜃
已知100次观测量：出现白球70次，黑球概率30次
则，极大似然估计的目标为：
max 𝐿 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥100 𝜃 = 𝐶100

70 𝜃70(1 − 𝜃)30

取对数为：ln 𝐿 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥100 𝜃 = 70 × 𝑙𝑛𝜃 + 30 × 𝑙𝑛 1 − 𝜃

令：
𝜕𝐿 𝜃

𝜕𝜃
= 0

则：𝜃 =
7

10

矩估计、LSE、MLE结果
均相同，但原理不同



参数估计—课后学习与思考
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 矩估计 vs LSE vs MLE—关联与区别

 LSE可以通过高斯分布+MLE推算出来

 LSE和MLE对应机器学习中的经验风险最小化

 MLE

 似然函数取对数后导数还是不好求：期望最大算法（EM）

 高斯混合模型

 机器学习中的交叉熵

 线性模型的极大似然估计方法

 逻辑斯蒂回归的极大似然估计方法



参数估计—最大后验估计
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 回顾扔硬币的例子

 X每次实验𝑋𝑖服从伯努利分布

 假设为事件(正面向上)发生的概率，参数为𝜽，

 n次实验，共k次正面向上，目标为估计参数𝜽

 MLE的思想

 用 似然函数取到最大值时的参数值作为估计值

正 反

k次
5次

N-k次
5次

样本观测

正 反

𝜽 0.5 0.5

总体参数

MLE

 频率学派

 完全相信数据

 世界是确定的

 事件在多次重复实
验中趋于稳定



参数估计—最大后验估计
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 MLE是否有不足？—实验是否靠谱？

 实验对象(硬币)是否均匀？实验次数是否足够？

 实验环境是否有影响？。。。

正 反

k次
5次

N-k次
5次

样本观测

正 反

𝜽 0.5 0.5

总体参数

MAP𝜽

参数假设

预先
知识

 贝叶斯学派

 不能完全相信数据

 世界是不确定的

 数据量的增加，参
数向数据靠拢—先
验影响越小

 最大后验估计(Maximum A Posteriori Estimation, MAP)

 目标：最大化在给定数据样本X的情况下模型参数的后验概率

◼ 模型参数使得模型能够产生该数据样本的概率最大—似然概率

◼ 但对于模型参数有了一个假设，加入了先验知识，即模型参数可能
满足某种分布，即，估计不止依赖数据样本。



参数估计—最大后验估计

 贝叶斯公式：

28

P(Effect)

EffectCause)PP(Effect
EffectCauseP

)(|
)|( =

=
𝑷 𝑩 𝑨 𝑷 𝑨

𝑷 𝑩 𝑨 𝑷 𝑨 +𝑷 𝑩 ~𝑨 𝑷 ~𝑨

 因果概率



参数估计

 贝叶斯公式的理解—举例

 已知：

◼ 临床案例发现：患者得 meningitis(脑膜炎) 导致 stiff neck(颈部僵硬) 
的概率为 50% 

◼ 先验知识：患者得 meningitis 的概率为 1/50,000

◼ 先验知识：患者得 stiff neck 的概率为 1/20

 问：如果患者得 stiff neck, 那么他患有meningitis的概率为?
◼ 设 M为患 meningitis（脑膜炎）的概率, S为患 stiff neck 的概率:

29

注: 患有 meningitis 的后验概率 仍然非常小
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