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　　摘　要：　在教育教学的过程中，如何诊断学生的知识水平是一个重要的问题．传统方法大多由教师根据学生的
表现和成绩进行人工判断，存在效率低、主观性强的问题，且难以做到针对大量学生的个性化诊断．近年来，认知诊断
模型中的ＤＩＮＡ模型被广泛应用于诊断学生个性化知识掌握程度．然而传统 ＤＩＮＡ模型大多基于小样本数据，当面对
在线教育带来的大规模数据处理需求时，存在收敛速度慢的问题，难以实际应用．针对 ＤＩＮＡ模型计算时间过长的问
题，本文首先给出了ＤＩＮＡ模型的收敛性证明，并提出了三种能够加速 ＤＩＮＡ求解的算法：（１）增量算法，它将学生数
据划分为多个学生块，每次迭代只访问其中一个学生块；（２）最大熵方法，它只访问在极大化模型熵的过程中影响较
大的学生数据；（３）基于前两者的混合方法．最后，本文通过真实数据和模拟数据上的实验，分析证明了三种方法均能
在保证ＤＩＮＡ模型有效性的情况下，达到几倍至几十倍的加速效果，有效地改善了ＤＩＮＡ模型的计算效率．
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１　引言

　　随着互联网教育的迅猛发展，大量在线智能教育
系统进入了公众的视线①，为学生实现自主学习提供了

可能［１，２］．然而，在线教育系统在提供便利的同时，由
于其具有庞大的学习资源库，往往也会给平台提供自

主学习服务带来诸多困难［３，４］．因此，基于学生学习数
据，借助技术手段准确地对学生进行学习分析，从而为

学生进行个性化的学习推荐，让在线教育系统做到因

材施教，已成为当前面向教育数据挖掘分析的重要研

究问题［５］．
要想达到因材施教的教育目标，首先要清楚地鉴

别每个学生的潜在学习状态［６］．传统教学方法依靠教
师经验判断，不仅耗费大量的时间和精力，结果也不够

准确，更不适合在线教育需要面对的学生规模．为此，
教育心理学家提出了认知诊断评估方法．认知诊断评
估基于学生对试题的作答情况，通过对学生进行个性

化的认知诊断［７］建模，从而得到学生潜在知识水平的

掌握情况，进而为学生个性化学习、资源推荐提供了基

础［５］．具体地，它假设题目与知识点之间存在显示关
联，可以用 Ｑ矩阵［８］来表示（表１展示了三道数学题
目与四则运算五个知识点之间的 Ｑ矩阵）．进一步，它
认为学生对于试题的作答表现受到学生对知识点的掌

握程度（学生潜在学习状态）的影响［９］．
表１　试题知识点关联Ｑ矩阵

知识点

题目
加法 减法 乘法 除法 括号

１１＋３－５ １ ０ １ ０ ０
２１４／３ ０ １ １ １ ０
（５＋２）１２ ０ ０ ０ １ １

在认知诊断评估中，ＤｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃＩｎｐｕｔｓ，Ｎｏｉｓｙ“Ａｎｄ”
ｇａｔｅｍｏｄｅｌ（ＤＩＮＡ模型）旨在对学生多维知识点掌握程
度进行建模分析［１２］，它能够在精准建模学生学习状态

的同时保证了较好的可解释性，近年来广受学者关注

和研究［１３］．具体地，ＤＩＮＡ结合了Ｑ矩阵作为试题的先
验知识，将学生的潜在学习状态描述成一个多维知识

点掌握向量，同时引入题目的猜测和失误参数，以准确

地在多维知识层面诊断学生的认知学习状态．以表１
中题目为例，某学生根据ＤＩＮＡ模型得到的认知诊断结
果如图１所示，由图可知该学生掌握了加减乘除，但没
有掌握括号知识点．
　　然而，受技术和环境所限，传统的 ＤＩＮＡ模型多基
于小样本［１４］，如一次考试结果．而在线教育系统所提
供的学生数据规模远超传统应用场景，此时ＤＩＮＡ模型
的诊断速度将大大降低，限制了ＤＩＮＡ模型的应用［１５］．
近年来，有学者提出通过增加超参和采样训练的方式

改善ＤＩＮＡ模型的计算效率，如ＨＯＤＩＮＡ［１６］和ＦｕｚｚｙＣ
ＤＦ［１７］模型．但其建模过程均需引入超参，从而破坏了
ＤＩＮＡ模型在参数解释性上的优势．因此，如何在不增
加参数的情况下且不破坏模型收敛性的情况下，优化

ＤＩＮＡ模型的计算效率，使其能够更好的适应大规模学
生知识点掌握评估，仍是近年来学者们研究的重点，也

是本文关注的核心问题．

针对上述问题，本文结合 ＤＩＮＡ模型中 ＥＭ算法的
数据划分特性及收敛性［１８］，首先从两种角度提出了增

量ＤＩＮＡ模型（ＩＤＩＮＡ）与最大熵 ＤＩＮＡ（ＭＥＤＩＮＡ）模
型．其中，增量ＤＩＮＡ模型通过将原始数据分成多个学
生块增量式地处理迭代，而最大熵 ＤＩＮＡ模型则是筛选
掉极大化模型熵的过程中影响较小的学生．最后，本文
结合前两种方法，进一步提出了增量最大熵ＤＩＮＡ模型
（ＩＭＥＤＩＮＡ）．相比于前文提到的改进方法，本文给出
的三种方法一方面保留了ＤＩＮＡ模型原有的所有参数，
保证了可解释性这一优点；另一方面，由于本文所提出

的三种优化算法均是基于ＥＭ步骤的改进，故仍然可以
迭代求解，并保证其参数收敛性．总而言之，本文的主
要贡献总结如下：

（１）据作者调研所知，本文首次给出了 ＤＩＮＡ模型
收敛性的证明，完善了ＤＩＮＡ模型的研究．

（２）据作者调研所知，本文首次对 ＤＩＮＡ模型中数
据采用熵解释的办法给出了合理的数据划分方法，并

给出了理论证明．
（３）本文所提出的三种 ＤＩＮＡ模型优化方法，均不

改变ＤＩＮＡ模型的参数，使得其在提高 ＤＩＮＡ模型的运
行效率的同时仍可保证ＤＩＮＡ模型的可解释性，具有更
好的可扩展性．

２　相关工作
　　本章节将从认知诊断模型、ＥＭ算法优化研究两个
方面介绍相关工作．
２．１　认知诊断模型

认知诊断模型旨在通过学生的做题历史记录，诊

８４０１

① 猿题库：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｙｕａｎｔｉｋｕ．ｃｏｍ／；全通教育：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｑｔｏｎｅ．
ｃｎ／；智学网：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｚｈｉｘｕｅ．ｃｏｍ／
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断学生的潜在能力，可以分为单维连续模型（以 ＩＲＴ模
型［１９］为代表）和多维离散模型（以 ＤＩＮＡ模型为代
表）［６］．相比于类ＩＲＴ模型［１９］，ＤＩＮＡ模型具有更优秀
的参数可解释性，近年来受到学者的关注并被广泛应

用［１５，２０］，与之相关的研究如Ｔｅｍｐｌｉ（２００６）提出的补偿
型知识掌握模式ＤＩＮＯ模型［２１］和ＤｅＬａＴｏｒｒｅＪ（２０１１）
提出的一般化 ＧＤＩＮＡ模型［２２］．然而，上述关于 ＤＩＮＡ
的研究大多仍基于小样本测试数据，且局限于ＤＩＮＡ模
型的诊断效果，却忽视了由于收敛速度慢而导致难以

大规模应用的现实问题［１４，１５］．随着教育数据的增长，
传统ＤＩＮＡ模型不再适应现有的数据规模．

针对ＤＩＮＡ模型计算效率的问题，有学者开始研究
相关改进模型［１３，１６，１７］．其中，最为有效的改进模型有
ＨＯＤＩＮＡ模型和ＦｕｚｚｙＣＤＦ模型［１６，１７］．ＨＯＤＩＮＡ［１６］模
型为了降低知识点的维度，假设知识点掌握程度受到

一个代表综合能力的超参所控制．ＦｕｚｚｙＣＤＦ［１７］模型则
利用模糊理论将ＤＩＮＡ模型中的知识点掌握程度由０１
离散分布改为在［０，１］区间上的连续分布，为此同样需
要引入超参．这两种方法虽然降低了计算复杂度，但同
时引入了两个问题：一是失去了原本参数优秀的现实

可解释性，二是破坏了ＥＭ算法的适用性．
２．２　ＥＭ算法

在ＤＩＮＡ模型中，存在无法直接观察的隐变量，即
学生的知识点掌握程度，故需要采用 ＥＭ算法［２３］来解
决不完全数据的参数估计问题．但当缺失的信息量很
大时，ＥＭ算法的收敛速度将会很缓慢［２４］，在 ＤＩＮＡ模
型中这一点尤为明显．

为了改进ＥＭ算法的收敛速度，不少学者提出了诸
多改进的算法，均可分为基于Ｅ步或Ｍ步的加速方法．
如基于Ｅ步的加速方法中，ＭＣＥＭ算法［２５］在Ｅ步难以
得到期望的显示表达式时，用 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟来完成
Ｅ步．在基于Ｍ步的加速方法中，ＥＣＭ算法［２６］和 ＥＣ
ＭＥ算法［２７］在 Ｍ步没有显示表达式时，通过用有约束
条件情况下完整数据或观察数据对数似然函数的极大

化来代替Ｍ步中极大化步骤，实现计算的简化；此外，
ＡＥＣＭ算法［２８］根据ＥＭ算法初始迭代速率很快与Ａｉｔ
ｋｅｎ法末尾迭代速率很快的特点，混合两种方法来加快
收敛速度等．由于 ＤＩＮＡ模型中 Ｍ步有显示表达式，而
Ｅ步的计算时间却很长，故本文将介绍三种基于 Ｅ步
的ＤＩＮＡ加速方法．

３　ＤＩＮＡ模型
　　ＤＩＮＡ模型通过利用 Ｑ矩阵的信息来建模学生对
题目的作答变量，借此诊断学生的知识点掌握程度．一
般假设各题作答相互独立，满足伯努利分布．当有 Ｉ个
学生，Ｊ道题目和Ｋ个知识点时，ＤＩＮＡ模型中的潜在作

答变量ηｉｊ可以表示为：

ηｉｊ＝∏
Ｋ

ｋ＝１
αｑｊｋｉｋ （１）

其中αｉｋ＝１或０表示学生ｉ掌握或没有掌握知识点 ｋ，
学生的潜在能力矩阵α＝｛α１，α２，…，αＩ｝′，Ｑ矩阵Ｑ＝
｛ｑｊｋ｝ＪＫ．故ηｉｊ反映了学生能力是否足够答对该题．在
引入失误率ｓ和猜测率ｇ两种题目参数后，实际响应矩
阵Ｘ｛Ｘｉｊ｝ＩＪ的概率模型为：

Ｐｊ（αｉ）＝Ｐ（Ｘｉｊ＝１＋αｉ）＝ｇ１－ηｉｊｊ （１－ｓｊ）ηｉｊ （２）
表２给出了ＤＩＮＡ模型的符号及对应描述．图２展

示了ＤＩＮＡ模型的图模型．
表２　ＤＩＮＡ模型所涉及的符号及描述

符号 描述

ｉ 学生

ｊ 题目

ｋ 知识点

Ｘ 得分矩阵

Ｘｉｊ 学生ｉ在题目ｊ上得分情况
α 潜在能力矩阵

αｉｋ 学生ｉ对知识点ｋ掌握情况
η 潜在作答矩阵

ηｉｊ 学生ｉ在题目ｊ上潜在作答情况
Ｑ 题目知识点关联矩阵

ｑｊｋ 题目ｊ对知识点ｋ考查情况
ｓｊ 题目ｊ的失误率
ｇｊ 题目ｊ的猜测率

　　ＤＩＮＡ模型的总似然函数为：

Ｌ（Ｘ）＝∏
Ｉ

ｉ＝１
Ｌ（Ｘｉ）＝∏

Ｉ

ｉ＝１
∑
Ｌ

ｌ＝１
Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）Ｐ（αｌ）（３）

其中，Ｌ＝２ｋ由于式（３）中含有隐变量 αｌ，无法直接进
行极大似然估计，ＤＩＮＡ模型引入ＥＭ算法，采用极大边
缘似然估计的方法［１２］求解：

Ｅ步：利用上一轮得到的 ｓｊ与 ｇｊ估计计算矩阵
Ｐ（Ｘ｜α）＝［Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）］Ｉ×Ｌ的值，并利用 ｐ（Ｘ｜α）计算
矩阵Ｐ（α｜Ｘ）＝［Ｐ（αｌ｜Ｘｉ）］Ｉ×Ｌ的值，其中 ｉ＝１，２，…，
Ｉ，ｌ＝１，２，…，Ｌ．

Ｍ步：分别令ｌｏｇＬ（Ｘ）
ｓｊ

和
ｌｏｇＬ（Ｘ）
ｇｊ

＝０，可得：

ｓ^Ｊ＝
Ｉ１ｊｌ－Ｒ１ｊｌ
Ｉ１ｊｌ

（４）

９４０１
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ｇ^Ｊ＝
Ｒ０ｊｌ
Ｉ０ｊｌ

（５）

其中Ｉ０ｊｌ表示属于第ｌ种知识点掌握模式的学生中缺乏
至少一个第ｊ题所需知识点的人数期望，Ｒ０ｊｌ表示Ｉ０ｊｌ中回
答正确第ｊ题的人数期望，Ｉ１ｊｌ和 Ｒ１ｊｌ的含义与 Ｉ０ｊｌ和 Ｒ０ｊｌ相
似，不同之处在于 Ｉ１ｊｌ与 Ｒ１ｊｌ是在学生掌握所有第 ｊ题所
需知识点的情形下的期望．故可由 Ｅ步中得到的估计，
计算 Ｉ０ｊｌ，Ｒ０ｊｌ，Ｉ１ｊｌ和 Ｒ１ｊｌ的值，并由此得到新的 ｓｊ与 ｇｊ估
计．由于 Ｅ步中需多次计算大规模矩阵乘积，ＤＩＮＡ模
型的计算效率较低，且此前没有工作给出ＤＩＮＡ模型收

敛性的相关证明．

４　ＤＩＮＡ模型的快速实现算法
　　鉴于ＤＩＮＡ模型计算效率较低，本章将介绍三种加
速ＤＩＮＡ模型的方法———增量方法、最大熵方法和结合
前两种方法的混合方法及其收敛性证明．三种方法的
共同点是在ＤＩＮＡ模型的 Ｅ步中每次迭代只遍历部分
学生，对不访问的学生保留上一次迭代得到的结

果［２８］．整体流程如图３．

　　（１）输入：学生对一组题目的实际响应矩阵Ｘ和专
家提供的试题知识点关联矩阵Ｑ．

（２）划分学生数据集：按照所选择的加速方法，将
学生矩阵Ｘ划分为需要在此次迭代中访问的学生矩阵
ＸＹ与不需要访问的学生矩阵ＸＮ．

（３）迭代求解 ＤＩＮＡ：按照第３章中介绍的步骤进
行迭代求解，在更新似然函数时只访问学生矩阵ＸＹ，保
留上次迭代得到的ＸＮ中学生的结果．

（４）判断迭代是否收敛：若不收敛，返回第（２）步．
（５）利用加速ＤＩＮＡ模型的迭代结果，对学生知识

点掌握程度进行个性化分析．
为确保模型的实用性，必须保证其可以收敛．本文

先给出ＤＩＮＡ模型的ＥＭ收敛性证明，并在之后给出改
进算法的收敛性证明．据作者调研所知，本文首次给出
了ＤＩＮＡ模型收敛性的证明．
　　定理１　ＤＩＮＡ模型中的ＥＭ步骤收敛．

证明　给定学生得分矩阵Ｘ和题目知识点关联矩
阵Ｑ，问题是ＤＩＮＡ模型是否可以保证达到模型总对数
似然函数ｌ（Ｘ）的极大化从而停止迭代．

　　ｌ（Ｘ）＝∏
ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇＬ（Ｘｉ）

＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ∑

Ｌ

ｌ＝１
Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）Ｐ（αｌ）

＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｏｇ∑

Ｌ

ｌ＝１
μｌ
Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）Ｐ（αｌ）

μｌ

≥∑
ｎ

ｉ＝１
∑
Ｌ

ｌ＝１
μｌｌｏｇ

Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）Ｐ（αｌ）
μｌ

令ｌ（Ｘ）ｔ表示第ｔ次迭代时的总似然函数值，则说明算
法收敛只需证明ｌ（Ｘ）ｔ＋１＞ｌ（Ｘ）ｔ即可．

　　ｌ（Ｘ）ｔ＋１＝∑
ｎ

ｉ＝１
∑
Ｌ

ｌ＝１
μｔ＋１ｌ ｌｏｇ

Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ＋１Ｐ（αｌ）
μｔ＋１ｌ

＞∑
ｎ

ｉ＝１
∑
Ｌ

ｌ＝１
μｔｌｌｏｇ

Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ＋１Ｐ（αｌ）
μｔｌ

≥∑
ｎ

ｉ＝１
∑
Ｌ

ｌ＝１
μｔｌｌｏｇ

Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）ｔＰ（αｌ）
μｔｌ

＝ｌ（Ｘ）ｔ （６）
其中第一个不等号成立是因为只有当μｌ取值为μｔ＋１ｌ ＝
Ｐ（αｌ｜Ｘｉ）ｔ＋１时才满足琴生不等式等号成立条件；第二
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个不等号成立正是Ｍ步的工作．故 ＤＩＮＡ模型中的 ＥＭ
步骤是可以保证收敛的．

证毕．
在４．２节到４．４节将分别介绍本文给出的三种基

于Ｅ步的ＤＩＮＡ模型加速方法．
４．１　增量ＤＩＮＡ模型

当ＤＩＮＡ模型的Ｅ步需要耗费大量时间时，增量式
的迭代参数是一种很直观的想法，增量 ＤＩＮＡ模型（Ｉｎ
ｃｒｅｍｅｎｔａｌＤＩＮＡ，ＩＤＩＮＡ）通过将 ＤＩＮＡ模型中的完整 Ｅ
步（ｃｏｍｐｌｅｔｅＥｓｔｅｐ）改变为部分 Ｅ步（ｐａｒｔｉａｌＥｓｔｅｐ）的
方法来减少计算花费的时间［２９］．即将数据集 Ｘ划分成
Ｎ个不相交的学生块｛Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ｝，在每次进行 Ｉ
ＤＩＮＡ模型的部分 Ｅ步时，只遍历其中一个学生块 Ｘｊ

来更新似然函数，而对于其他学生块，则保留上一次迭

代得到的似然函数值．算法１展示了 ＩＤＩＮＡ模型的具
体步骤．

算法１　ＩＤＩＮＡ模型

输入：学生得分矩阵Ｘ，知识点关联矩阵Ｑ
输出：猜测率ｇ，粗心率ｓ，似然函数Ｐ（α｜Ｘ）
１．算法初始化，取初值ｓ０，ｇ０，ｊ＝０；
２．将数据集Ｘ划分为Ｎ个学生块｛Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ｝；
３．ＷＨＩＬＥ算法未收敛 ｄｏ
　　　　Ｓｅｌｅｃｔｊ／／ｐａｒｔｉａｌＥｓｔｅｐ
　　　　ＩＦＸｉ∈Ｘｊ，ＴＨＥＮ由ｓｔ－１，ｇｔ－１计算Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ

　　　　　　　　ＥＬＳＥＰ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ＝Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ－１

　　　　由Ｐ（Ｘ｜α）ｔ计算Ｐ（α｜Ｘ）ｔ；
　　　　由Ｐ（α｜Ｘ）ｔ计算ｓｔ，ｇｔ／／Ｍｓｔｅｐ
　　ＥＮＤ
４．ＲＥＴＵＲＮｓ，ｇ，Ｐ（α｜Ｘ）

　　ＩＤＩＮＡ模型与ＤＩＮＡ模型一样具有理论上的收敛
保证．证明如下．

定理２　ＩＤＩＮＡ模型中的ＥＭ步骤收敛．
证明　与ＤＩＮＡ模型的证明步骤是类似的，仍然是

用式（６）说明ｌ（Ｘ）ｔ＋１≥ｌ（Ｘ）ｔ即可．注意到式（６）中只
要Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ与Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ＋１不完全相等，第一个不等
号就是成立的．对于 ＩＤＩＮＡ模型，虽然当 ＸｉＸｊ时，Ｐ
（Ｘｉ｜αｌ）ｔ＝Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ＋１，但对于Ｘｉ∈Ｘｊ，Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ是
会更新的，除非已极大化总似然函数，迭代停止了，否

则Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ与Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ＋１不可能完全相等，所以第
一个不等号成立．而第二个不等号成立是由 Ｍ步所保
证的，ＩＤＩＮＡ模型和 ＤＩＮＡ模型的 Ｍ步是相同的．综
上，ＩＤＩＮＡ模型也可以保证ＥＭ步骤是收敛的．

证毕．
ＩＤＩＮＡ模型相比ＤＩＮＡ模型，划分学生块的数目对

于模型计算时间的影响是明显的，最极端的情况，当只

有一个学生块时，ＩＤＩＮＡ模型实际上就是 ＤＩＮＡ模型，
这一点将在实验部分进一步讨论．
４．２　最大熵ＤＩＮＡ模型

ＩＤＩＮＡ模型由于缺乏对学生数据的先验信息，导
致每次模型的计算时间差异很大，此时一种对学生数

据的筛选机制会有很大的帮助，为此本文提出了最大

熵ＤＩＮＡ模型（ＭａｘｉｍｕｍＥｎｔｒｏｐｙＤＩＮＡ，ＭＥＤＩＮＡ）．它
基于这样的经验事实：在每次迭代过程中，不是所有的

数据都有相同的地位．有些数据对于迭代过程中参数
的步长贡献很大，而另一些数据可能起不到太大作用，

但二者遍历花费的时间是相同的，这就拖慢了迭代收

敛的速度．
具体的说，ＭＥＤＩＮＡ模型通过将学生数据集 Ｘ重

新划分为对参数更新贡献较大的变化集 ＸＣ和对贡献
较小的懒惰集Ｘｌ．在每次迭代过程中，将会选择进行完
整Ｅ步或者懒惰Ｅ步（ｌａｚｙＥｓｔｅｐ）．在完整Ｅ步之后会
按照某种规则对学生数据集 Ｘ进行一次筛选，划分为
懒惰集 Ｘｌ与变化集 ＸＣ两个集合；当进行懒惰 Ｅ步的
时候，只访问属于变化集ＸＣ的学生数据来更新似然函
数，而对于懒惰集Ｘｌ，则保留上一次迭代得到的似然函
数值．算法２展示了ＭＥＤＩＮＡ模型的具体步骤．

ＭＥＤＩＮＡ模型的核心就是用来划分懒惰集与变化
集的筛选条件．根据最大熵原理，模型应当选用具有最
大熵时的概率分布，ＭＥＤＩＮＡ模型就是从这个角度入
手，制定的筛选规则．令ＳＴｍａｘ（Ｘｉ）和ＳＴｍｉｎ（Ｘｉ）分别表
示学生 ｉ属于第 ｌ种知识点掌握模式概率的上下
界，即：

ＳＴｍａｘ（Ｘｉ）＝ ｍａｘｌ∈｛１，…，Ｌ｝
［ｐ（αｌ｜Ｘｉ）］ （７）

ＳＴｍｉｎ（Ｘｉ）＝ ｍｉｎｌ∈｛１，…，Ｌ｝
［ｐ（αｌ｜Ｘｉ）］ （８）

则当ＳＴ１＜ＳＴｍｉｎ（Ｘｉ）且ＳＴｍａｘ（Ｘｉ）＜ＳＴ２时，将学生数
据Ｘｉ划分至变化集 ＸＣ，否则将学生数据 Ｘｉ划分至懒
惰集Ｘｌ，其中ＳＴ１与ＳＴ２是先验阈值．由于 Ｈ（珓ｐｉ）＝－

Ｅ珓ｐｉ［ｌｏｇ珓ｐｉ］是珓ｐｉ＝ｐ（αｌ｜Ｘｉ）的信息熵，且∑
Ｌ

ｌ＝１
ｐ（αｌ｜Ｘｉ）

＝１，故上述方法实际上筛选掉了当前熵比较大的学生
数据，而保留熵比较小的学生数据迭代增加熵值，以此

极大化模型总的熵值．

算法２　ＭＥＤＩＮＡ模型

输入：学生得分矩阵Ｘ，知识点关联矩阵Ｑ
输出：猜测率ｇ，粗心率ｓ，似然函数Ｐ（α｜Ｘ）
１．算法初始化，取初值ｓ０，ｇ０；
２．ＷＨＩＬＥ算法未收敛 ｄｏ
　　　　ＩＦ执行ｃｏｍｐｌｅｔｅＥｓｔｅｐＴＨＥＮ
　　　　　　　由ｓｔ－１，ｇｔ－１计算Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ，并计算Ｐ（α｜Ｘ）ｔ

　　　　　　　划分变化集ＸＣ与懒惰集Ｘｌ

１５０１
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　　　　ＥＮＤ
　　　　ＥＬＳＥ执行ｌａｚｙＥｓｔｅｐ
　　　　　　　ＩｆＸｉ∈ＸＣ，ｔｈｅｎ由ｓｔ－１，ｇｔ－１算Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ

　　　　　　　　　　ｅｌｓｅＰ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ＝Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ－１

　　　　　　　由Ｐ（Ｘ｜α）ｔ计算Ｐ（α｜Ｘ）ｔ

　　　　ＥＮＤ
　　　　由Ｐ（α｜Ｘ）ｔ计算ｓｔ，ｇｔ／／Ｍｓｔｅｐ
　　ＥＮＤ
３．ＲＥＴＵＲＮｓ，ｇ，Ｐ（α｜Ｘ）

　　注意到本文对ＩＤＩＮＡ模型的证明其实适用于所有
不完整Ｅ步方法的ＤＩＮＡ模型，即有：
　　定理３　ＭＥＤＩＮＡ模型中的ＥＭ步骤收敛．

证明　完全类同于ＩＤＩＮＡ模型的证明，当 Ｘｉ∈Ｘｌ

时，Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ＝Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ＋１，但对于 Ｘｉ∈ＸＣ，Ｐ（Ｘｉ｜
αｌ）ｔ是变化的，故式（７）仍然成立．ＭＥＤＩＮＡ模型的 ＥＭ
步骤是收敛的．

证毕．
４．３　增量最大熵ＤＩＮＡ模型

ＭＥＤＩＮＡ模型相比 ＩＤＩＮＡ模型，由于阈值确定
后，学生数据集的划分方法也随之确定，故不会出现时

间上的不稳定性，但加速效果往往不如ＩＤＩＮＡ模型好．
于是，本文结合了前两种方法的优点，即ＩＤＩＮＡ模型的
快速性与ＭＥＤＩＮＡ模型的稳定性，进一步提出了增量
最大熵ＤＩＮＡ模型（ＩｎｃｒｅｍｅｎｔａｌＭａｘｉｍｕｍＥｎｔｒｏｐｙＤＩＮＡ，
ＩＭＥＤＩＮＡ）．即进行Ｅ步计算时划分懒惰集 Ｘｌ与变化
集ＸＣ，再在变化集ＸＣ中划分学生快，同样可以保证收
敛．算法３展示了ＩＭＥ－ＤＩＮＡ模型的具体步骤．

算法３　ＩＭＥＤＩＮＡ模型

输入：学生得分矩阵Ｘ，知识点关联矩阵Ｑ
输出：猜测率ｇ，粗心率ｓ，似然函数Ｐ（α｜Ｘ）
１．算法初始化，取初值ｓ０，ｇ０；
２．ＷＨＩＬＥ算法未收敛 ｄｏ
　　　　ＩＦ执行ｃｏｍｐｌｅｔｅＥｓｔｅｐＴＨＥＮ
　　　　　　　由ｓｔ－１，ｇｔ－１计算Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ，并计算Ｐ（α｜Ｘ）ｔ

　　　　　　　划分懒惰集Ｘｌ与变化集ＸＣ＝｛Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＮ｝；
　　　　ＥＮＤ
　　　　ＥＬＳＥ执行ｐａｒｔｉａｌｌａｚｙＥｓｔｅｐ，Ｓｅｌｅｃｔｊ
　　　　　　　ＩＦＸｉ∈Ｘｊ，ＴＨＥＮ由ｓｔ－１，ｇｔ－１算Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ

　　　　　　　　　　ＥＬＳＥＰ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ＝Ｐ（Ｘｉ｜αｌ）ｔ－１

　　　　　　　由Ｐ（Ｘ｜α）ｔ计算Ｐ（α｜Ｘ）ｔ

　　　　ＥＮＤ
　　　　由Ｐ（α｜Ｘ）ｔ计算ｓｔ，ｇｔ／／Ｍｓｔｅｐ
　　ＥＮＤ
３．ＲＥＴＵＲＮｓ，ｇ，Ｐ（α｜Ｘ）

５　实验
　　由于ＤＩＮＡ模型非凸，不同的初值可能会造成不同

的局部解，讨论理论收敛速度的意义不大，本文着重通

过实验，从加速能力和参数影响两方面来测试三种加

速方法的性能．
５．１　数据集介绍

数据集１和数据集２来自某市部分高中生的数学
考试记录，最早由文献［１７］提出并使用．此外，本文额
外生成了一个包括十万学生的模拟数据集（数据集３）
进行实验，从而考查在面对大规模数据的情况下三种

加速方法的加速能力．表３给出了数据集的简单统计．
图４展示了两个数据集的 Ｑ矩阵，黑色方块表示题目
和该知识点相关．实验均在 ｉｎｔｅｌ４核处理器环境下使
用Ｒ语言运行．

表３　数据集的简单统计

数据集 学生数 题目数 知识点

数据集１ ４，２０９ １５ １１

数据集２ ３，９１１ １６ １６

数据集３ １００，０００ １６ １６

５．２　模型效果对比实验
本实验考察三种加速方法能否在不降低 ＤＩＮＡ诊

断效果的同时提高计算速度．由于 ＤＩＮＡ模型输出的学
生认知诊断结果是一个不可实际测量的变量，本文将

其转化为学生在试题上的作答预测来进行评估．在计
算时间性能方面，本文通过对比４种模型达到收敛时
所用的时间加以验证评估．

实验中，对每个数据集，抽取其中２０％的学生和题
目作为测试集．剩余部分作为训练集．本文采用精准度
（ａｃｃｕｒａｃｙ）来评估学生答题预测实验的结果，精准度定
义如下：

ａｃｃｕｒａｃｙ＝ｓｕｃｃｔｏｔａｌ （９）

其中 ｓｕｃｃ表示预测结果和实际结果相符的记录个
数，ｔｏｔａｌ表示测试集中所有的记录个数，则精准度表
示测试集中预测结果和实际相符的记录个数所占的

比例．
为了保证实验结果的可靠性，实验均采用１０次５

折交叉验证法．实验结果如表４和图５所示．
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表４　模型精准度（ａｃｃｕｒａｃｙ）记录表

模型

数据集
ＤＩＮＡ ＩＤＩＮＡ ＭＥＤＩＮＡ ＩＭＥＤＩＮＡ

数据集１ ０．８６４０ ０．８６０９ ０．８６５８ ０．８６７０
数据集２ ０．８６３６ ０．８６３６ ０．８５９５ ０．８６１９

　　由实验结果可知：
（１）四种ＤＩＮＡ模型在学生试题答题预测结果上很

接近，不会影响到诊断效果．同时，三种加速方法对比
ＤＩＮＡ模型，计算速度都有极大地提升．且面对十万级
别的学生数据表现同样出色．

（２）对于不同的数据集，三种加速方法的加速能力
也不同．其中ＩＭＥＤＩＮＡ模型由于结合了其它两种方法
的优点，可以达到最快的计算速度．
５．３　三种加速方法的参数设置实验

本节将讨论参数对三种方法加速能力的影响．
ＩＤＩＮＡ模型的计算速度受学生块数量的影响．学

生块数量太少时每次迭代时间仍较长，太多又会导致

每次迭代改变太小．本实验中采用确定每个学生块内
的人数的方法进行学生块划分，实验指标为计算时间．
实验结果如图６所示．从图６可知，数据集１（数据集２）
大约在每个学生块内１２（１７）人时达到最低计算时间．

实验中ＩＤＩＮＡ模型在时间上的波动性非常明显，
同样设置下最慢记录可以达到最快记录３倍以上的时
间，这可能会限制ＩＤＩＮＡ模型的实际应用．

ＭＥＤＩＮＡ模型的计算速度则受阈值 ＳＴ１和 ＳＴ２的
影响．如果ＳＴ１取值太低或 ＳＴ２取值太高，就无法对数

据做出有效地筛选，反之则会造成过度筛选．在实验
中，本文令ＳＴ２＝１－ＳＴ１，故只需调节 ＳＴ１的值即可，图
７为实验结果，其中横坐标为 ＳＴ１的值．从图７可知，数
据集１（数据集２）大约在ＳＴ１＝０２５（０１８），ＳＴ２＝０７５
（０７２）时达到最低计算时间．

ＩＭＥＤＩＮＡ模型的计算速度会同时受学生块人数
和阈值影响，因此需要同时讨论这两个参数．图８为固
定ＳＴ１＝０１，ＳＴ２＝０９时，模型计算时间与每个学生块
内人数之间的关系图．数据集１和数据集２大约都在每
个学生块８个人时计算时间最少．图９为固定每个学生
块１０个人时，模型计算时间与每个阈值的关系图，横坐
标为ＳＴ１的值．数据集１和数据集２大约都在ＳＴ１＝０１
到０１５，即ＳＴ２＝０８５到０９之间计算时间最少．相比
ＩＤＩＮＡ模型，ＩＭＥＤＩＮＡ模型由于结合了 ＭＥＤＩＮＡ模
型的筛选机制，在计算时间上的稳定性大大提高，不会

出现像增量加速算法中出现的大量偏差，在９０％的实
验次数里，时间的波动幅度均小于平均值的１０％．
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５．４　实验结果讨论
从诊断准确性的对比实验可以看到，本文所提出

的三种加速方法均没有降低ＤＩＮＡ模型的诊断效果．而
在计算时间性能的对比实验中，三种加速方法均在三

个数据集上达到了出色的效果．说明了本文所提出的
三种加速方法均可以适用于实际应用

中可能会出现的数据集规模，如此大大提高了 ＤＩ
ＮＡ模型的实际应用价值．

本文提出的三种加速方法中，ＩＭＥＤＩＮＡ模型由于
结合了其它两种方法的优点，能够达到最快的加速效

果，且ＩＭＥＤＩＮＡ模型的参数选择更加稳定．故而在实
际应用中，推荐采用ＩＭＥＤＩＮＡ模型进行学生的个性化
认知诊断，阈值可以设置为下阈值在０１到０１５之间，
上阈值在０８５到０９之间，而学生块的数目需要视数
据集的具体规模而定．

６　结论和展望
　　ＤＩＮＡ模型在教育领域上应用价值很大，然而模型
计算时间过长的问题阻碍了其实际应用．本文针对 ＤＩ
ＮＡ模型中ＥＭ步骤里Ｅ步计算量大，耗费时间长的问
题，提出了三种基于Ｅ步的加速方法．第一种是ＩＤＩＮＡ
模型，将学生数据划分为多个学生块并且循环访问；第

二种是ＭＥＤＩＮＡ模型，只访问在极大化模型熵的过程
中对迭代影响较大的学生数据；第三种是ＩＭＥＤＩＮＡ模
型，这是一种基于前两种方法的混合方法．接着本文通
过对比实验证明了三种加速方法均可以在不降低传统

ＤＩＮＡ模型诊断效果的情况下，提升几倍至几十倍的计
算速度，同时首次给出了ＤＩＮＡ模型及三种加速方法的
理论收敛性证明．最后通过实验讨论了不同参数对三
种加速方法造成的影响．

为了继续提高认知诊断模型在知识点层面上个性

化评估学生学习状态的效果，未来研究工作可以从以

下几个方面进行：（１）随着在线教育数据量的不断增
大，未来可以考虑设计分布式的 ＤＩＮＡ算法，以进一步
保证ＤＩＮＡ模型的效率；（２）本文给出的三种方法，均不
局限于ＤＩＮＡ模型，未来的工作里，还可以尝试应用于
其它基于ＥＭ算法的认知诊断模型．
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