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一、概述	

LSH(Locality Sensitive Hashing)，中文叫做“局部敏感哈希”，它是一种针对海量

高维数据的快速最近邻查找算法。在信息检索、数据挖掘以及推荐系统等应用中，

我们经常会遇到的一个问题就是面临着海量的高维数据，查找最近邻。如果使用

线性查找，那么对于低维数据效率尚可，而对于高维数据，就显得非常耗时了。

为了解决这样的问题，人们设计了一种特殊的 hash 函数，使得 2 个相似度很高

的数据以较高的概率映射成同一个 hash 值，而令 2 个相似度很低的数据以极低

的概率映射成同一个 hash值。我们把这样的函数，叫做 LSH（局部敏感哈希）。

LSH最根本的作用，就是能高效处理海量高维数据的最近邻问题。	

	

二、定义	

LSH Family:	对于一个相似性函数 s，局部敏感哈希族H是一组哈希函数，对于

任意两个对象 Bqp Î, 有	

( ) ( )[ ] ( )qpsqhphHh ,Pr »=Î 	

即对于任意的 Bqp Î, ，一个随机选择的哈希函数 HhÎ 会导致这两个对象映射

为同一哈希值的概率与他们本身的相似度近似。就是当足够相似时，映射为同一

hash值的概率足够大；而足够不相似时，映射为同一 hash值的概率足够小。	

	

LSH	:	 01, >>>< baRr ， { }hH = 是一个 ( ) sensitive,,, -baRr 哈希映射集合，如

果：对于 dRqu Î" , 随机取 HhÎ ，则	

(1) 如果 ( ) ( ) ( )[ ] a³=Î qhuhrqu Prob ,,Ball 	

(2) 如果 ( ) ( ) ( )[ ] b£=Ï qhuhRqu Prob ,,Ball 	

其中 qu, 表示两个具有多维属性的数据对象， ( )rqu ,BallÎ 或者 ( )Rqu ,BallÏ 表示

了 2个对象的相异程度。相似度的定义根据实际情况自己决定，针对不同的相似

度测量方法，局部敏感哈希的算法设计也不同。无论是哪种算法，都是将高维数

据降维到低维数据，同时，还能在一定程度上，保持原始数据的相似度不变。

LSH 不是确定性的，而是概率性的，也就是说有一定的概率导致原本很相似的

数据映射成 2个不同的 hash值，或者原本不相似的数据映射成同一 hash值。这

是高维数据降维过程中所不能避免的（因为降维势必会造成某种程度上数据的失

真），不过好在 LSH 的设计能够通过相应的参数控制出现这种错误的概率，这



也是 LSH被广泛应用的原因。	

	

三、构造	
课上提出了一种 LSH函数的构造方法：	
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(1) T是一个固定的值，适用于所有H中的 h；	

(2) ( ) 1 ,0 ~ d
h Nv! ；	

(3) [ ]Tth ,0Î 中随机选取的一个值。	

	

四、LSH的建造	
1、一个结论：	

	 	 	 	任给 0, >er ， 01 >>> ba 且
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，则一定存在 0>T ，使得 TH 是

( )( ) sensitive,,1, -+ bae rr 的。	

注意到，
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就等价于a 和 b之间有一定的距离，这个距离由参数e决

定。	

	

2、哈希表	

为了减少漏报率（就是本来很相近的两条数据被认为是不相似的），我们的

解决方案是用多个哈希函数对向量执行 hash运算。比如说，对任意一个向量 v，

现在准备了 k个哈希函数 khhh ,,, 21 ! ，这 k个哈希函数是我们通过构造得到的随

机 k个。通过计算，就得到了 k个 hash值。我们记 ( )khhhg ,,, 21 != 。由于每个哈

希函数 ZRh d ®: ，所以 kd ZRg ®: 。最后，我们令这个整体的哈希为	

( ) ( ){ }HhhhhgkHG ik Î== |,,,, 21 ! 	

	

3、建造过程	

要求：H是 ( )( ) sensitive,,1, -+ bae rr 的， Pn = 是点集的个数，
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1log= ， ( )non == rt 2 	 [1]	

我们随机地从 ( )kHG , 中选取t 个哈希映射 tggg ,,, 21 ! 。现在这t 个函数分别对

数据处理，只要有一组完全相等，就认为两条数据是相近的。我们可以对这种方

法进行简单的分析：	

一个简单的例子，我们通过第三部分的构造方法得到一个哈希族 { }hH = ，

因此我们有 ( ) ( )[ ] ( )qpsqhphHh ,Pr »=Î 。简单起见，记 ( )qpss ,= ，我们将分析t 个

k维哈希函数的情况[2]：	

( )
( )
( ) 相等的概率中的所有的哈希函数都至少有一个

都相等的概率，满足所有的哈希函数没有一个

都相等的概率中不是所有的哈希函数

等的概率中所有的哈希函数都相

相等的
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最后的公式给出了，使用t 个哈希映射 tggg ,,, 21 ! ，每个 ig 使用 k个哈希函数的

情况下，查找到最近邻的概率 ( )tksP --= 11 。	

	

4、补充	

引理：任给一个查询点 dRqÎ ，满足下列两个条件的概率
5
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³ 	

(1) 如果 ,, rquPu £-Î$ 则存在 ( ) ( )qgugtsj jj = ..  , 	

(2) 如果 ( ) ,1 rquPu e+>-Î" ， 则在哈希表 tHH ~1 中（理解为 tggg ,,, 21 ! 的值

域），与 q发生冲突的点的个数 t4£ 。	

	

证明：我们首先考虑(2)。	

( )rquPu e+>-Î" 1, 	

( ) ( ) ( )[ ]
n

qgkHGg k 1ugProb ,, =£=Î"Þ b 	

[ ] 1  £"Þ 发生冲突的点的个数EH j 	

Þ在 tHH ~1 中发生冲突的总数的期望 t£ 	

Þ发生冲突总数 t4£ 的概率
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（利用切比雪夫不等式）	

	



再考虑(1)	 rqu £- 	

( ) ( )[ ] r-2Prob , nqgugg k =³="Þ 	

Þ tHH ~1 中至少发生一次冲突的概率 ( ) ( )
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把P中的点分成 3种类型：①到 q的距离 r£ 	②到q的距离 ( )re+> 1 	③	 <r 到q

的距离 ( )re+£ 1 	

①	发生冲突的总数 1³ 	

②	发生冲突的总数 t4£ 	

③	发生冲突的总数可能很多，也可能很少	

因此我们只须查看前面 14 +t 个冲突即可。作近邻查询：	

①	 ,, rquPu £-Î$ 返回一个点 ( )rqutsu e+£-¢¢ 1 ..   , 	

②	 ( ) ,1 rquPu e+>-Î" ， 	返回”所有点离 q的距离 r> ”	

③	 ( ) ( ) ,1,dist rpqr e+£< 	两种返回都可以	

	

5、查询问题的复杂度	

①	时间（建立 Hash）： ( ) ÷÷
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③	查询时间：	
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