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10.4.1 常规的Galerkin法或Ritz法
求解微分问题所遇到的困难



常规方法所遇到的困难 

1. 基函数选取和近似解的构成困难： 
    线性无关

    完备

    满足边界条件

2.积分计算十分困难

待定系数



10.4.2 有限元法的基本思想 

分块逼近

总体合成 



有限元法

1) 解域分块离散化：变成小区域列方程

2) 基函数规则化：统一基函数表达式

3) 单元有限元方程规范化：统一积分表达式 

4) 总体合成条理化



10.4.3. 有限元法的解题步骤

1）区域剖分 
2）确定单元基函数 
3）写出单元的积分表达式 
4）单元分析 
5）总体合成 
6）边界条件处理 
7）解有限元方程，计算待求物理量 



10.5 有限元法解题步骤分析



例：平面稳态导热问题

本质边界条件

自然边界条件

相当于有限差分法
    第4章的内容

热源



 10.5.1  区域剖分

1．划分单元，确定节点



2．对节点进行编号

• 单元号

• 单元节点号

• 总体节点号 



3．列出连缀表：
单元节点号总体节点号



4．列出节点的坐标位置 

5．列出本质边界和自然边界上的节点号，及
其相应的边界函数值



10.5.2 确定单元基函数



加权余量法

1）选定基函数：

2）构造近似解： 待定系数



加权余量法      有限元法

1）选定基函数：

2）构造近似解：

单元基函数

单元近似解



构造单元基函数的原则 

使此系数正好是相应节点上的待求参数值



单元插值基函数 

• Lagrange插值(插函数值)：每节点一个参数 

• Hermite插值 (插函数值及导数值)：每节点
有两个或多个参数

• 节点自由度：该节点上的参数数目

• 单元自由度：单元所有节点自由度的总和



构造基函数的插值条件

• Lagrange：

• Hermite：



2．构造单元Lagrange插值
基函数 



(1) 一维线性单元

• 基函数形式：

• 插值条件：

• 结果：



无量纲局部坐标 



（2）平面线性三角元 

基函数：

插值条件：

方程：

9个未知数

9个方程!!!



结  果



无量纲面积坐标



面积坐标表示的基函数



（3）平面线性矩形单元 

• 无量纲转换



确定基函数

基函数：

插值条件：

结果：

16个未知数

16个方程



(4) 高阶线性插值单元 

36个未知数



 (5) 曲边单元和等参单元

• 要先进行坐标转换



10.5.3 写出单元的积分表达式

• Galerkin弱解积分表达式



弱解积分另一种表达式

待求函数



10.5.4  单 元 分 析

目标：建立单元的有限元方程 

方法：进行积分 



弱解积分表达式

• 待求系数：就是节点上的待求函数值

待求系数

积分1：影响矩阵 积分2：输入向量



影响矩阵积分Kij

线性三角元：



局部坐标下的积分公式

一维线性坐标：

积分：
线段长度



三角形面积坐标 

• 积分公式：
三角形面积



三维四面体单元

• 体积坐标：

• 积分公式：

四面体体积



弱解积分表达

待求函数

积分2：输入向量



输入向量 P1： 面积分

三角单元



输入向量 P2：线积分



单元有限元方程

单元刚度矩阵
       影响矩阵

单元输入向量
        载荷矢量



10.5.5  总体合成

把单元系数矩阵 K 和输入向量 P 
按连缀表查号置入，分别累加



连缀表：
单元节点号总体节点号



按连缀表查号置入

       单元节点              总体节点



例



10.5.6 边界条件处理

自然边界条件：已在弱解积分中满足

本质边界条件：代入总体有限元方程 



边界条件处理

对总体有限元方程进行修正，使其满足本质
边界条件

1 消行修正法

2 对角线项扩大法 



本质边界节点 r

该节点上函数值

消行修正法：

1) 令 K 矩阵 r 行 r 列元素= 0， 而
2) 令输入向量 P的 r 分量为

      其余分量变为







对角线项扩大法

1) 刚度矩阵 K 的对角线项扩大

2) 输入向量 P  的相应项变为：





10.5.7 解总体有限元方程

代数方程组：迭代方法解

常微分方程组：Runge-Kuta法




