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内容提要

• 热物理问题的控制方程

• 方程的物理分类

• 方程的数学分类



2.2.2 偏微分方程的数学分类 

单个方程，多个方程

单自变量，多自变量

低阶导数，高阶导数



二阶偏微分方程

• 线性方程：系数a、b、c、d、e、f  均为常
数或只是x、y的函数

• 拟线性方程：系数 仅为x、y、、x、y 的
函数

• 非线性方程：系数 是xx、xy、yy 的函数 

( , )xx xy yy x ya b c d e f g x y          
方程主部



以下为线性方程的
数学分类方法



引入坐标变换

坐标变换的 Jacobi 行列式
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转换为新坐标下的方程：



系  数

• 最重要的特征：

2 2

2 2

2 ( ) 2
x x y y

x x x y y x y y

x x y y

xx xy yy x y

xx xy yy x y

A a b c
B a b c

C a b c
D a b c d e
E a b c d e
F f

   

       

   

    

    

  

   

  

    

    



2 2 2 2 24 ( 4 )( ) ( 4 )x y y xB AC b ac J b ac        



• 对于任何非奇异的坐标变换，                的
符号不变！

• 线性方程的特征分类方法：
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三种类型方程形式的
简化 和 标准型式



简化的方法是通过坐标变换
使方程的某些系数变成 0

其中系数A:

       系数C：
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2 2 0x x y yaz bz z cz  构造方程:

假如：以此方程的一个特解作一个坐标，另一个特解

作另一个坐标，则可简化为：  A=C=0, B≠0 



方程分类

2

2

2

4 0        
4 0        
4 0        

b ac
b ac
b ac

  


 
  

双曲型

抛物型

椭圆型

有两个特解

只有一个特解

没有实的特解



求解一阶方程

改写为：
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特征方程和特征线

是二阶线性偏微分方程

                                         的特征方程。

特征方程的一般积分曲线，是其特征线！
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（1） 双曲型方程
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双曲型方程的第二种标准型式

当

两族特征线

方程变为

以此为坐标系，则



双曲型方程的第一种标准形式或
简称为标准形式 

再引入坐标

转化为
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物理实际

• 数学上的双曲型方程对应物理上的对流传播问题

• 二阶双曲型方程，过定义域上任意点，有两条实
特征线构成两个特定区域—下游（前向）是影响
区，上游（后向）为依赖区；

• 特征线是物理量沿其传播的方向线，也是方程高
阶法向导数的弱间断线；

• 对非线性双曲型方程物理量在传播过程中可能形
成间断。 



（2） 抛物型方程

当

方程变为

积分得到一族实特征线

以此为坐标，则有 A=0 且 B=0
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• 选取坐标转换：

( , )x y ay cx   

（积分得到实特征线）

（构造得到非奇异坐标）
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抛物型方程的标准型式



物理实际

• 数学上的抛物型方程对应物理上的扩散问题；

• 过定义域上任意点，只有一条实特征线将整个求解域区分为
两个区域—下游（前向）是影响区，上游（后向）为依赖区

• 物理量垂直于特征线的方向向前传播，并在瞬刻到达整个影
响区，但受扰动的影响大小随传播距离迅速衰减，表明抛物
型方程具有耗散性；

• 穿过特征线，函数及其法向导数连续；

• 对非线性抛物型方程，物理量在传播过程中不会形成间断，
这是方程本身具有耗散特性所致



（3）椭圆型方程
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引入坐标变换：
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椭圆型方程的标准型式



物理实际

• 数学上的椭圆型方程对应物理上的平衡
问题；

• 定义域里任意一点的解，完整依赖于整
个封闭边界上的条件，各点的解相互耦
合，因此椭圆型方程的依赖区是整个封
闭边界，而影响区是整个定义域。



三类方程的标准型式

• 双曲型方程

• 抛物型方程

• 椭圆型方程
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