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内容提要

1. 两个自变量的二阶偏微分方程

2．多个自变量的二阶偏微分方程特征分类法

3．偏微分方程组的特征分类方法

(1) 两个自变量的一阶方程组

(2) 多个自变量的一阶方程组

i.  包含时间、空间自变量的一阶方程组 
ii. 只有空间自变量的一阶方程组

(3) 含有部分二阶以上导数的偏微分方程组

4. 偏微分方程分类的Fourier分析方法 (Symbol)



2．多个自变量的二阶偏微分方程
特征分类法 

• 方程：

• 主部系数矩阵 A

• 寻找A的特征值： 
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分类方法 

(i)  特征值λ中的任意一个为零，则方程为抛物型；

(ii) 特征值λ全部非零并且同号，则方程为椭圆型；

(iii) 特征值λ全部非零, 并且除了一个之外其余同号，
则方程为双曲型。



3．偏微分方程组的特征分类
方法



(1) 两个自变量的一阶方程组

• 两个函数的最简单情况：

• 矢量形式：
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特征方程

即：

求出特征值：
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分类方法

(1) 特征值λ为两个互异的实根，则方程组为
双曲型

(2) 特征值λ为一个实根，则方程组为抛物型

(3) 特征值λ为两个共轭复根,则方程组为椭圆
型



n个函数两个自变量一阶方程组

(1) 特征值为n个互异实根，则方程组为双曲型

(2) 特征值有m个互异实根，无复根，且                
则方程组为抛物型

(3) 特征值无实根,则方程组为椭圆型

(4) 特征值一部分为实根，一部分为复根，则方程组
为混合型

1 1m n  



(2) 多个自变量的一阶方程组

a. 包含时、空自变量的一阶方程组

b. 只有空间自变量的一阶方程组 



a. 包含时间、空间自变量的一阶方程组 

• 方法：在(t,x), (t,y) 和 (t,z) 平面上分别考虑

例如

• 特征方程：
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b.只有空间自变量的一阶方程组

• 特征方程：

• 考察法向方向数：

固定            ，若     全复根，则方程组相对 y
方向是椭圆型 
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(3) 含有部分二阶以上导数的
偏微分方程组 

实际问题基本上都含有二阶以上导数

一般做法：引入中间变量函数，化为包含有更多
函数的一阶偏微分方程组，然后进行分类。特别
注意：一阶方程组的系数矩阵不能等同以致使方
程组奇异。



例2.4 二维稳态不可压Navier-Stokes方程 

• 引入中间变量
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矩阵形式

特征方程
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即：

取           ，    为虚数：方程组相对 y 方向为椭圆型

取           ，    为虚数：方程组相对 x 方向为椭圆型
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4. 偏微分方程分类的 Fourier
分析方法 

又称为偏微分方程的符号(Symbol)

可适用于单个方程、方程组；可适用于高阶导
数情况；并且不需要引入中间变量



Fourier变换

• 主要应用了Fourier变换的微分关系

时空域 频率域

Fourier
变换





a. 单个方程的情况

Fourier级数表达的解：

极限情况下用Fourier积分表达：
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Fourier 转换

• 系数：

• Fourier 转换：

• 微分特性：
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微分关系

函数每对 x 或 y
做一次偏导数 

Fourier转换乘因子

或

Fourier
变换

 时空域                                 频率域



利用微分关系改写方程

函数每对 x 或 y
做一次偏导数 

Fourier转换乘因子
或

Fourier
变换

 时空域                                 频率域

2 2 0x x y ya b c      
2 2 2

2 2 0u u ua b c
x x y y
  

  
   

 微分方程                                代数方程



频域方程特性

原方程的特征方程：
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Fourier分析方法应用于方程组情况

2 2

                                                                                   0

1
                          0                        

                    0             

x y

x y x y x

i i

i( u v ( ) i
Re

 

      

2 2
x y

0

1
             i(      x y y

u

v

pu v ( ) i
Re

    









  

                      

0x yu v 
1 0x y x xx yyuu vu p ( u u )
Re

    

1 0x y y xx yyuv vv p ( v v )
Re

    



方程组存在非平凡解的条件
是

系数矩阵行列式为零



主部决定方程性质：

比较特征分类法：
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Fourier 分析法与特征分析法

• Fourier 分析法与特征分析法殊途同归，可
以得到一样的结论

• Fourier 分析法相对简单，适用面广

• Fourier 分析法在分析比较复杂的问题时更
有优势




