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8.2 拓展的三对角阵算法

1) 块三角阵算法(BTDMA)
2) 环形三角阵算法(CTDMA)
3) 五对角阵算法(PTDMA)



1、块三对角阵算法(BTDMA)

• 实际问题有多个关联变量

• 一维问题，每个节点都是一个小的方程组



N个变量关联的块三角方程组

J：  一维问题划分的节点个数

U： 矢量，具有n个分量，该节点的待求变量

A、B、C：都是 nxn 的小矩阵

1 1      ( 1,2, , 1, )j j j j j j j j J J      AU + B U + C U = D

1 0,   0J Α C



消元过程

• j=1 

• j=2

• 用A2、B1矩阵求逆消去U1

1 1 1 2 1     BU +CU = D

2 1 2 2 2 3 2      AU + B U +C U = D

 1 1 1 1 1
1 1 2 2 2 2 2 3 1 1 2 2           B C A B U A C U = B D A D



简化公式

2 2 2 3 2      E U + FU = G



递推公式

1      j j j j jE U + FU = G



递推过程

• j=1: 

• j=J:

1 1 1 1 1 1,   ,   ,       E B F C G D

1
J J J

U E G

1 1 1 2 1     BU +CU = D

1      j j j j jE U + FU = G



回代公式

• 顺序：

1      j j j j jE U + FU = G



计算实施过程

• 计算消元递推系数(矩阵)：

• 算出最后一个元(矢量)：

• 回代算出其它元：

,  ,   ( 1,2, , )j j j j J   E F G

1
J J J

U E G



2、环形三对角阵算法

• 常见：周期性边界条件问题



离散方程

• 周期性条件：

1 1       ( 1,2, , 1)j j j j j j jA B C D j N          

1 11,      j Nj    

1 11,     jj N    



假定消元递推关系式为

• 比较：TDMA的递推式

1 1j j j j N jE F G     

1 1 1i i i iT P T Q   



第一个节点 j=1

   1 1 1 2 1 1 1 1 1NB A C A D A     

1 1 1
1 1 1

1 1 1

,    ,         B C DE F G
A A A

  

• 原方程：



递推公式

   1 1 1 1 1j j j j j j j j N j j jA C E B CF D CG          

1 1

1 1 1

,    ,      

                                         ( 2,3, , 2)   

j j j j j j
j j j

j j j j j j j j j

B C F D C G
E F G

A C E A C E A C E
j N

 

  


  

  

   

1 1j j j j N jE F G     



关键：求出

• 需再推导出一个方程，与前面方程联立求解

• N-1 节点原方程：

1N 

1 1 1 1 1 2 1  N N N N N NA B C D         

1 1 1 1 1 1,   ,   N N Np A q B r D    

1 1 1 1 1 2 1 N N Np q C r      



1 1 1 1 1 2 1 N N Np q C r      

1 1 2 1 1 1NE F G     

   1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 1 1  N N Np q F q E C r qG        



   1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 1 1  N N Np q F q E C r q G        

2 1 2 2 1 2 2  N N Np q C r      

2 1 1 1 2 1 1 2 1 1 1,     ,      p p q F q q E r r q G    

1 1 1 1 1 2 1  N N Np q C r      



• 递推关系

1 1 2  j N j j N N jp q C r      

1 1 1 1 1 1 1 1,    ,     

                                   ( 2,3, 2)
j j j j j j j j j j jp p q F q q E r r q G

j N
           

  



• N-1节点：

 2 1 2 1 2 2  N N N N N Np q C r        

 2 2 2 1 2N N N N NE F G       

 
   
2 2 2 1

1
2 2 1 2 2

 N N N N
N

N N N N N

r G q C
p q C E F

    


    

 


  



CTDMA具体实施步骤

• 计算系数

• 计算系数 

• 求最后一个元素：

• 回代求出： 

,  ,   ( 1,2, , 2)j j jE F G j N    

,  ,   ( 1,2, , 2)j j jp q r j N    

 
   
2 2 2 1

1
2 2 1 2 2

 N N N N
N

N N N N N

r G q C
p q C E F

    


    

 


  

  ( 2, 3, 2,1)j j N N      

1 1j j j j N jE F G     



3、五对角阵算法

• 方程对流项采用高阶迎风型格式离散时

• 一维情况：i-2, i-1, i, i+1, i+2 五节点格式

• 二维情况：9节点格式，每方向上分别求解



某一方向上求解

• 矩阵形式：

2 1 1 2 ,    1,2, -1,  i i i i i i i i i i ie a b c f d i N N              

1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3 3

                        
                        
                           

                                         
                                           
       

b c f
a b c f
e a b c f

    
    

1 1

2 2

3 3

1 1 1 1 1 1

 
   

  
                            

                                               
N N N N N N

N N N N N

d
d
d

e a b c d
e a b d








     

     
     
     
     
            
      
     
     
          



进行两次消元

• 第一步消元：e 

• 第二步消元：



第一步消元：消去 e 元素

' ' '
1 1 1

' ' ' '
2 2 2 2

' ' ' '
3 3 3 3

                        

                        

                               
                                            

                                     

b c f
a b c f

a b c f
   

  

'
11

'
22
'

3 3

' ' '
11 1 1

' '

 
   

             
                                       

                                                  
NN N N

NN N

d
d
d

a b c

a b








  

                                     

  '
1

  '
N

N

d

d


 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  



递推关系式

' ' ' ' ' '
1 1 1 1

' ' ' ' ' '
1 1 1 1

' ' '
1 2 1 1 0 1

' ' ' '
0 0 0 0

/ ,      /

/ ,      /  

,   0,   1 

0,      1,2,3, ,

i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i

i i N N N

a a e b a b b e c a
c c e f a d d e d a
f f e e a c f f a a
b c f d i N

   

   



    


   


        
       



第二步消元：消去 a’ 元素

• 消去a’元素，并将对角元变为1
'' ''

1 1
'' ''

2 2
'' ''

3 3

1                        
      1                      
             1                     

                                     
                                       
     

c f
c f

c f
  

  

''
11

''
22
''

3 3

''   ''
11 1

  ''

 
   

  
                                1     

                                             1
NN N

N N

d
d
d

c d
d








 

                                         













系数递推关系式

' ' '' ' ' ' ''
'' '' ''1 1

' ' '' ' ' '' ' ' ''
1 1 1

'' '' ''
0 0 0

,      ,      

0 ,         1,2,3, ,

i i i i i i i
i i i

i i i i i i i i i

c a f f d a dc f d
b a c b a c b a c

c f d i N

 

  

  
     

      



回代过程

• 回代过程不需要进行两步

'' '' ''
1 2

1 2 0 ,    , 1, ,2,1
i i i i i i

N N

d c f
i N N

  
 

 

 

   


     




