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谢尔宾斯基地毯上自组织行为的研究
’
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(中国科技大学化学物理系

辛厚文
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摘 要 利用描述可激发介质 中波的传播的二维反应扩散方程
,

首次研究 了一类规则分形 网络 :

谢尔宾斯基地毯 (S )G 上斑图 (声 t te rn )的形成
.

随着控制参量的变化
,

S G 上可 以有湍流
、

螺旋 波
,

以

及辫状波等多种形式的斑图 ;与规则体系比较
,

分形体系的受限扩散使得复杂斑 图的形 成受到抑

制
.

在合适的控制参量 区内
,

还发现存在
“

结构诱导
”

的脉冲波的周期激发现象以及辫状波向螺旋

波
、

湍流的跃迁
.

关键词 谢尔宾斯基地毯 自组织行为 斑图

1 引 言

分形
,

作为描述复杂对象的一种几何语言
,

近 20 年来受到了极大的关注
。

同混沌
、

孤子一

道
,

分形 已成为非线性科学的一个重要分支
。

自然界中许多事物都可 以用分形加以描述
,

从天

上的云团
、

海岸线到受限扩散生长的晶体
、

胶体等 ;许多化学反应的界面
,

如催化剂 的表面
,

因

为其复杂的多孔结构
,

也往往需要用分形来描述
。

正是由于分形的普遍存在
,

研究分形结构对

其上发生的物理
、

化学过程的动力学行为的影 响显得 十分重要
。

最近 已有研究 工作探索了分

形结构对一氧化碳 (C O )催化氧化过程中的非线性动力学行为的影响
。

但对于分形结构上时空

自组织行为
,

即斑图 ( p a t t e rn )的形成过程的研究
,

至今尚无文献报导
。

远离平衡体系时空 自组织行为的研究 近年来 已 受到越来越广泛 的重视
。

特别是 在化学 l[]

和生命 12, 3]体系中
,

已观测到各种形式的斑图
,

包括湍流
、

螺旋 波
、

脉冲 波 以及孤波等
。

这些斑

图的形成可用反应扩散方程来描述 l’:l

l)2)
了.、

`

`
、鱼

一
fu(

, 。
) 、妙

、

日t

击
,

一
偷

一。 u(
, 。

) + 。
。

叭

其中
, u 和 沙

分别为
“

激发
”

和
“

恢复
”

变量 ; D
。

和 D
。

为它们的扩散系数 ;
fu(

,

v) 和 g u(
,

刃描述

了特定体系的动力学特征
。

通常情况下
,

只
“ ,

v) 的零解曲线
,

即 fu(
,

v) = O
,

呈 N 形
,

而 g 伽
,

v)

的零解曲线是单调 的
,

且和 f (u
,

v) 的零解 曲线交于一点
,

该点是一个可激发的稳定不动点
。

本

文取 f(u
,

v) = u( 1一 u) u( 一 u 叻
v( )

,

g (u
,

v) = u 一 。 ,

其 中
u ,

v( ) = v( 十 b) /
a ,

此 时方程 ( l) 的局域动
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力学特征 (不考虑扩散 )如图 1所示
:
该体系有一个可激发的稳定不动点 (O

,

0) ; 当初始 的
u
值

小于 u 。

v( ) 时
,

它将直接 向稳定 点 逼近 ; 但 当 t

u > u ,

v() 时
,

在到达不动点之前
, u
值要经历一

个激 发过程
。

在此可以 看到
,

对固定的
a
值

,

b

的大小表征了可激发的程度 :b 较小时
,

有更多

的 u
在到达不动点之前会经历一段激发过程

,

体系更容易表现出复杂形式 的斑 图
。

在欧 氏空

间对对方程 ( l) 进行数值模拟
,

可以得到各种

时空有序结构
,

包括湍流
、

螺旋波
、

孤波
、

脉 冲

u 二 u ht
(
v
)

行x e d P o i n t

图 l

F ig
.

可激发介质的局域动力学特征

L o ca l d yn
a
im已

o f e
xa t a b le 1l l ed ia

波等
,

从而成功地解释了 B Z[ 习反应体系
、

C O 催化氧化阶 8]
、

N O 催化氧化 9[, `0] 等体系 中的时空

动力学行为
。

近年来的研究表明
,

斑图的形成不仅取决于体系的动力学特征
,

而且介质的几何特征也有

着重要的影响
。

一方面
,

如果使介质上可激发区域和不可激发的缺陷呈一定形状的分布
,

如 B Z

反应中在衬底上
“

预印
”

上一定形状花样的催化剂膜
,

可以控制形成特定对称结构的斑 图 l[ 〕̀; 另

一方面
,

介质 中不可激发的缺陷区域的存在
,

可以为螺旋波形成的钉扎中心
: 当一列平 面波列

经过这些缺陷障碍时
,

平面波会破裂成两段且各 自绕断裂端点形成螺旋波叹 进一步 的研究 发

现
,

对随机分布的缺陷
,

其密度对斑图的形成有较大影响
: 当缺陷密度达 到一定 的临界值时

,

不再能形成有序的结构
。

由此人们自然要 间
: 当可激发介质具有复杂或特殊的几何结构

,

需要

用分形来描述时
,

其上形成 的斑图会有哪些新的特征 ?基于这个出发点
,

我们研究 了一类确定

性分形体系
:
谢尔宾斯基地毯 (S G )上的时空 自组织行为

,

以期对分形结构上 的斑图特性进行

初步 的
、

定性的探索
。

2 结 果

将单位正方形等分为 9 块
,

抠去 中心一块 ;再依次对剩下的次级正方形重复同样的操作
,

如此 以至无穷便得到了 S G
。

S G 具有 自相似的结构 它的分形维 D厂 10 9 8/ 109 3
。

图 2 给出了一

图 2 2 维 4 阶谢尔宾斯基地毯

F ig
.

2 S i e pr i瑙k i G as k e t e m b团 d de in

2 一 d ime 础 io anl Edu i dae
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个嵌人在二维欧氏空间中的 4 阶 S G
,

如果让每

个最小的正方形单元对应于一个格 点
,

则我们

将得到一个 分 形 网络
,

它 对应于 欧氏空 间 的

81 X 81 晶格
,

其中有 8
4

个格点属 于分形体
。

我

们利用 B a
klr ey 提供的快 速算 法 [’] ,

在 S G 上对

方程 ( 1) 进行 了数值求解
,

其差分格式的空间步

长取为格点间最小间距的一半
,

取零流边界条

件
。

需要强调的是
,

对数学上定义 的分形体系上

的反应扩散方程的求解至今仍 非常困难
,

原 因

是分形体系的无穷细微结构和处处不可微 的性

质
,

甚 至使得其上 的拉普 拉斯算符 都难 以定

义
。

但 由于实际中的分形体往往存在一定的标度 区 间
,

其 自相似结构也 只体现在一定 的尺度

范围内 (如图 2所示的 S G )
,

对这种
“

物理
”

上的分形应用差分格式模拟求解 还是可行 的
。

在我
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们的模拟过程中
,

SG 上所有近邻数目小于 4 的格点都被视为边界点
,

因此分形 的几何特征体

现在边界条件的处理 中
。

实际上
,

这种处理办法对其它的不规则分形都是适用的
。

图 3 中
,

我们给出了 SG 上几种典型的斑图 : 湍流
、

螺旋波和辫状波
。

可 以看到
,

尽管分形
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.
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体系上有许多缺陷
,

但并不防碍波的传播
。

对于小 的 b 值
,

可激发程度较大
,

波前经过缺 陷后

会分裂成两段
,

且各 自形成螺旋波 ; 由于分形体系上缺陷的分布呈多层次的 自相似结构
,

可 以

想象
,

这许多不同层次的螺旋波的相互作用的结果便是一种复杂 的斑图
,

类似于湍 流的结构

(图 3 a)
。

随着 b 的增大
,

虽然波前在遇到缺陷时会破裂
,

但越过缺陷后又会重新会聚到一起
,

从而形成波列 的运动
,

这些波列的源泉是一个或多个螺旋波
,

它们的 中心钉扎 在缺 陷的角部

(图 3 b )
。

对更大的 b
,

小的缺陷不至于导致波的破裂
,

而波的特征尺度较 小
,

又使得 它既不能

跨越最大缺陷
,

又不能钉扎于大缺陷的角部形成螺旋
,

从而 导致了绕行最大缺 陷的辫状波 的

出现 (图 3 c) ;下面我们将看到
,

这种辫状波有着可激发的特性
。

当 b 位于形成螺旋波和辫状波的参数值之间时
,

我们发现存在一种有趣 的周期激 发碰撞

现象
。

在辫状波绕行最大缺陷一段时间后
,

分形体的某个缺陷处会激发出一辐射状脉冲波
,

它

逐渐扩展而至和辫状波相互碰撞
: 碰撞过后

,

辐射波湮灭而剩下辫状波继续绕行
,

直至再一次

辐射波的激发
。

在合适的参数下
,

上述这种相互作用过程完全是周期 的
。

图 a4 描述了 b = 0
.

02

时辐射波的产生以及它和辫状波碰撞湮灭 的过程 ; 图 b4 中给出了
u
值随时间的周期变化行

为
。

若 b 取稍小一些 的值
,

则这种激发碰撞过程不再是周期 的
,

也不是稳定的 ; 在进行若干次

碰撞之后
,

体系将跃迁到螺旋波结构
,

甚至进一步跃迁到湍流状态
。

图 4C 描述了 b = 0 D 124 时
u

随时间的变化行为
,

可以清楚地看到跃迁过程的发生
。

进一步研究后我们发现
,

上述的激发碰撞 现象是一 种
“

结构诱导
”

的行为
。

为了说明这一

点
,

我们在图 5 中给出了同一个参数值下 (b = .0 0 2)
,

不同阶数的 SG 上形成 的斑 图
。

在 3 阶的

S G 上
,

激发碰撞现象不再出现
,

绕行最大缺 陷的辫状波 也被两段互相 垂直 的平 面波代替 (图

a5 )
。

因此
,

虽然 4 阶 S G 上的最小缺陷并不能破坏规则 时空结构的形成
,

但它对所形成 的斑 图

的性质却有重要的影响
: 正是这些尺寸很小的缺陷的存在

,

诱发了辐射脉冲波 的激发 过程
。

从

这个意义上来讲
,

辐射波的激发过程是一种结构诱导的效应
。

从图 5 中还可以看到
,

随着 S G 阶

数的降低
,

体系上形成的斑图越来越复杂 : 由辫状波到螺旋波
、

湍流
。

因此
,

在规则体系上形成

的湍流在存在层次缺陷的分形结构上受到有效 的抑制
。

这种抑制作用应该来源于分形结构对
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Figsb们 uecefh g巴f SGP rnforrnati扩散的 限制它 抑制了近 邻格点间 信息的传 递和斑 图的形成

3讨 论本 文利用描 述可激 发介质中 波动行为 的反应 扩散方程 从定性 的角度研 究了一类 确定性

分形体 系:谢尔 宾斯基地 毯(SG)上 的斑图 的形成以 及它们的 性质我 们发现 尽管分形 体系存在着许 多不可激 发的缺 陷但仍可 以形成特 定的时 空有序结 构:螺旋 波辫状 波乃至湍 流;但

由于分 形体系上 缺陷的层 次分布 扩散受到 限制从 而螺旋 波和湍流 等复杂 斑图结构 的形成都受到 相当程度 的抑制 一种有趣 的现象 是当控 制参数b 取合适 的值时 我们观察 到一种

结构诱 导的辐 射波的 周期激发 这种脉 冲波与 辫状波发 生碰撞后 湮灭 而生成新 的辫状



第 5期 侯中怀等 : 谢尔宾斯基地毯上 自组织行为的研究

波
。

这些表明
,

分形体系上的时空有序结构的形成可以有 与规则晶格上相 当不同的特征
。

应该指出
,

本文的工作对探索分形体系上的时空动力学行 为的特性仅仅是个开始
。

实际

上
,

还有许多 问题需要研究
:
其他分形体系

,

甚至是随机分形体系上
,

例如渗流网络
、

D L A 等
,

斑图的形成和性质有哪些新 的特征 ?分形体系的特征参量
,

例 如分形维
、

分形 子维数等
,

同斑

图的特征参数
,

例如螺旋波的色散关系
、

波长等有什么定量 关系 ?等等
。

这些 问题都将依赖于

将来进一步的工作
。
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