
第七章 金属电导理论



除去电导以外，晶体的许多重要性质，如热导、热电

效应、电流磁效应等与电子的输运过程有关的性质也和上
述分析一样，需要在能带论基础上考虑。所以本章给出的
结果对输运过程有普遍意义。
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按照能带论，晶体中电子速度为：

晶体中的电子是按能带分布的，处于不同能带、不同

状态的电子有着不同的速度（波包速度），所以它们对电导

的贡献是不同的，只有建立起能够确定外场作用下非平衡分

布函数的半经典方程—— Boltzmann 方程后才有可能处理好

金属电导问题。



本章思路：

金属载流子在外电场和温度梯度的驱动下会发生定向运
动，但他们同时也受到杂质、缺陷和晶格振动的散射，两种
因素相互竞争、最终达到平衡，从而形成稳态的输运现象。
我们采用半经典的 Boltzmann 方程及其弛豫时间近似作为处
理固体输运性质的基础。

采用半经典理论框架来处理本质上是量子力学多粒子系
统的行为，显然是有局限性的，因而需要更彻底的量子多体
理论来处理，但这类理论的具体计算比较复杂，要采用多体
Green函数，且只有在少数典型情况下取得了实用的结果，
这些结果大体验证了更加直观的上述半经典方法的可靠性，
因而在多数场合，我们更乐意使用 Boltzmann 方程来处理固
体输运现象。



7.1  分布函数和 Boltzmann方程

处于平衡时，电子的分布遵从 Fermi－Dirac 统计，

其中E = En(k)， 。在有外场（如电场、磁场或

温度梯度场）存在时，电子的平衡分布被破坏，在散射

比较弱的情况下，类似于气体分子运动论，我们可以用

由坐标 r 和波矢 k 组成的相空间中的半经典分布函数

f (r, k, t) 来描述电子的运动。

（参考黄昆书6.3节p290）
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分布函数 f (r, k, t)的物理意义是，在 t 时刻，电子的位

置处在 r →r+dr 的体积元内，电子的状态处在 k → k+dk 范

围内单位体积的电子数为：
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分布函数 f 随时间的改变主要来自两方面：一是电子在

外场作用下的漂移运动，从而引起分布函数的变化，这属于

破坏平衡的因素，称为漂移变化；另一个是由于电子的碰撞

而引起分布函数的变化，它是建立或恢复平衡的因素，称为

碰撞变化。因此，分布函数的变化率为：
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当体系达到稳定时，分布函数 f  中不显含时间 t
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漂移项代表不考虑碰撞时，r，k，t 处的电子来自于

r-dr，k-dk，t-dt。
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则有：

可以展开 f  保留到 dt 的线性项得：
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f f b a +  = −r kv k

—— Boltzmann方程

因此稳态时，分布函数不显含时间，左边第一项为零：
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或者表示为:

（黄昆书6-55式p296）
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其中碰撞项的表示比较复杂，根据量子力学可以写出：

( ) ( )', , , 'k k k k  分别是电子从 k’态到 k 态，或者

反之的跃迁几率。



其中：
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代表了单位时间内由于碰撞而离开（r,k）处单位体积的
电子数。

代表单位时间内因碰撞进入（r,k）处相空间单位体积内

的电子数。 代表单位时间内从 k’ 态进入 k 态的

几率。该式考虑了泡利不相容原理。
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玻耳兹曼方程

输运过程 非平衡分布函数
关键

一般情况下 非平衡分布函数
：

考虑漂移和碰撞 随时间的变化
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1、 漂移

看作 相空间中流体的密度

由流体力学连续性方程
：
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2 、碰撞

单位时间内的散射概率

单位时间内的散射概率

净减概率（自旋不变）

净增概率（自旋不变）
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结合漂移和碰撞

——玻耳兹曼方程

对于定态

纯粹电导（不考虑温度和化学势梯度）

rk

f dk dr
f f b a

t dt dt


= −  −  + −



0
f

t


=

 k r

dk dr
f f b a

dt dt
 +  = −

dk F

dt
= ( )k k

f
f E k

E


 =



dr
v

dt
= r r r

f f
f T

T




 
 =  +

 

F eE= −

( )k

eE
f k b a−  = −



Boltzmann方程的理解：
左边两项称漂移项（drift term)，
右边的项称为碰撞项（collision term）或散射项（scattering)

按照半经典模型：
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Boltzmann方程就是从能带结构出发，利用这些关系，将

碰撞的作用与分布函数相联系，成为处理固体中输运现

象的出发点。
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下面我们讨论一维定态的导电问题时（比如一根均匀
导线内的情形），分布函数和位置 r 无关，第一项为零，
又因为：
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玻尔兹曼方程可以简化为：
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简化后，玻尔兹曼方程仍是一个微分-积分方程，碰
撞项（ b – a ）的积分中还包含有未知的分布函数，在一
般情况下，该方程得不到简单的解析形式解，要采用近似
方法才行。（关键是碰撞项的积分求解困难很大)

是电场强度



7.2  弛豫时间近似和电导率公式：
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一、弛豫时间近似
一个广泛应用的近似方法是弛豫时间近似，碰撞项可以
表示为：

其中： f0 为处于平衡态时的Fermi－Dirac分布函数，
 (k) 是引入的参量，定义为弛豫时间，是 k 的函数。

这个假设的根据是考虑到碰撞促使系统趋于平衡态的
特点。若系统原来不平衡，即 t = 0时,  f = f0+f  (t = 0)，
在 t = 0 时撤去外场，若只有碰撞作用时， 对平衡的偏离
f (t = 0)应很快消失。关于弛豫时间近似的假设认为，碰
撞促使对平衡分布的偏差是以指数的形式消失，因为，只
有碰撞时：
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（参考黄昆书6.4节p296）



由

的物理意义

分布函数对平衡态的偏离为初始时刻的

表征趋于平衡态所需要的时间

Cu 晶体
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所以，弛豫时间 大致就是系统恢复平衡所用的时间。

于是，Boltzmann方程可简化为
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这个方程的解就是在电场 存在时定态的分布函数 。 f

可以认为非平衡的稳态分布相对于平衡分布偏离很小，
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即：在恒定电场作用下，在k空间中，非平衡分布相当于费
米球刚性平移 的结果( / )e−





二、电导率公式

弛豫时间近似下

对于弱场，f 可按电场E的幂级数展开，保留至一级项

则
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考虑到

由于

电导率 33张量



各向同性

与费米面的
形状相关

球形费米面 球对称

因此

球对称 为标量

由

由于仅有费米面上的电子参与导电，n应取费米面上的电子浓度

/m*



一. 金属电阻率的实验观测

二.   晶格散射和纯金属电导率温度关系

三. 剩余电阻率

四. 近藤效应（Kondo  effect）

7.3   金属电阻率的微观机制：

见：黄昆书 6.5，6.6节
Kittel  6.5 节 p106

冯端 书8.1节p227



一.  金属电阻率的实验观测:

金属高电导率的事实早已被发现和利用，它的电导

率温度关系对材料的应有有着重大影响，所以进行了大

量的实验研究，得到了不少规律性的结果，下页图是一

个普遍的典型结果，纯金属的电阻率可以明显地分成两

个独立部分之和：

0 ( )l T  = +

与温度有关，称作本征电阻。它随温度的降低而减

小，T→0K时， →0。初步判断它应是因晶格振动引

起的。

l

l



与温度无关，称作剩余
电阻。与金属中的缺陷和杂
质有关。

在缺陷浓度不算大时，

不依赖于缺陷数目，而

不依赖温度，这个经验

性结论被称为 Matthiessen

定则。实验表明：大多数

金属的电阻率在室温下主要

由声子碰撞所支配，液氦温

度（4K)下，由杂质和缺陷

的散射为主。

0

0
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更多实验指出，许多纯金属的电阻率在很宽的温度范围

内，可用下面经验公式描述， （见方俊鑫书7.5节p298）
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其中，A 是金属的特征常数，M 是金属原子质量，TD是德拜

温度，该经验公式称为布洛赫-格林爱森公式。

当T > 0.5 TD时，上式简化为：
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这就是熟知的金属在高温下电阻率同温度成正比的关系。
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在很低的温度，即 T < 0.1TD，可认为公式的积分上限

DT T →

积分值为124.4，于是金属电阻率的表达式化为：
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能带论不但正确地解释了欧姆定律，给出了电导率的

确切表达式：

而且也从弛豫时间τ随温度变化的可能给出了解释，下面

的讨论就是要从电子散射的机制来解释上述经验规律。
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典型金属 Cu 的电导率温度关系

取自 Solid State Chemistry and Physics



纯净Pt电阻率随温度的变化

240KDT =



作为对比，我们给出 n型半导体 Si 的电导率温度关系，

在同样温度区域明显看出其差别是很大的。

本征区域

耗尽区

非本
征区
域



二.  晶格散射对纯金属电导率温度关系的影响:

第三章已经讲到：晶格振动可以用一组简正模

来表示，其能量是量子化的，记作：

故晶格振动的简正模对应于具有确定能量和动量的准粒

子——声子。声子在波矢空间具有和电子相类似的能带结

构，如果采用 Debye 模型，则存在一个频率上限：

且有： ， 是Debye温度。
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所以振动模式都被激发。

只有长波（低频）模式被激发。

如电子被振动模 q 所散射，导致电子从 k 态到 k’态，即：

'q k k+ =



见冯端等凝聚态物理p232

能量守恒要求：

( ) ( ) ( )'E k E q E k+ =

这是正常散射，简称 N 过程。
由于晶格中：

所以也可能存在下面形式的散
射：

' hk k G= +

' hk q k G+ = +

称作倒逆散射，简称U过
程（Umklapp)。

分别如右图所示。



由于声子的最大能量只有 的量级，

所以电子-声子散射引起的电子能量变化不大，因而可以忽

略声子的能量。电子与声子碰撞的效果主要是改变了k 的方

向，这在 U 过程中尤为突出，不过温度不高时，q 值较小，

U过程几乎不会发生。

3~ 10 eVB Dk T −

散射前后，电子波矢由 k 变为 k’，它们之间的夹角为θ，

假定跃迁几率为 ，对费米面进行积分即可求出总散

射几率，它对应于弛豫时间的倒数：

( )

( ) ( )21
2 1 cos sin dk    


=  −

这里的（1－cosθ）因子表示大角度散射的额外权重。



对 求平均并移至积分之外，按照 Debye 模型有：
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 积分式转化为

高温区：T >> TD，所有的格波都被激发，按Debye模型，

079
2

D

F

q
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k
= = 积分与 T 无关，所以：
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l T  − 

低温区：T < TD，只有低频格波被激发，电子散射角甚小。

截止角近似地取作：
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F D
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1 5
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几种金属的约化电阻率和约
化温度 的关系/ DT T

综合高低温区的变化
趋势就是Bloch-Gruneisen

定律。

不同金属有相同的变
化规律，说明微观机制是
相同的。

上述估算没有计及电
子散射中的能量变化，和
实际情况有一定差距，如
果计入非弹性散射导致的
能量损耗与增益，通过更
为繁琐的计算，可以得到
更为精确的关系式：

见Callaway 《固体量子理论》1991
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( )DT 是德拜温度下的电阻率。
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T→0， J5(x) →常数

T 很高时，
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与经验规律 Bloch-Gruneisen 定律一致

以上参见冯端《凝聚态物理学》8.1节。



电子和声子相互作用更加严格的说明：

从前面的分析中我们知道：要了解金属的电导率随温度

的变化，只需要考虑费米面附近的电子特性，即 (EF)。而在

一个理想晶格中，只需要考虑声子的散射。在分析电子-声子

散射的基础上，我们推出金属本征电导率的表达式，解释实

验规律。

处理思路是：在把电子系统和晶格系统分开考虑的绝热

近似的基础上，把电子和声子的相互作用看成微扰。

当不考虑晶格振动时，晶格电子的单电子势可以写成单

个离子势之和。

 −=
nR

nL RrVrV )()(




当存在晶格振动时，微扰项为：
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在小位移假定（简谐近似）下：
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为简单起见，只考虑简单格子，即只考虑存在声学声子，
并且把晶格振动引起的原子位移写成实数形式，
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格点上的离子对平衡位置的偏离nR

这相当于将 在
附近按 作级数展开，
只保留一次项。
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因此有：
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这是一个含时的周期性微扰问题，微扰所导致的跃迁几率为：
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函数保证过程是能量守恒的。
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上式分别表示放出或吸收一个声子的过程。



由于声子的能量和费米面上电子的能量小很多，因此散
射可以近似看成是弹性的。

散射矩阵元
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其中应用布洛赫定理：
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将被积函数的原点移动到Rn
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正如我们前面多次讨论过的，仅当：

hGqkk


+='

时上式求和才不等于零。

Gh=0  称为正常过程，简称 N 过程，

Gh0  称为反常过程，简称 U 过程。

总的微扰势要考虑所有格波的贡献。

黄昆书6.6节p305也有相似的推导。



还应指出，上面的分析没有考虑 U 过程的影响，也没
有考虑非球形费米面的影响，这是不足的。

我们分析一下低温区电子－声子散射U过程对电阻率的
影响，当近自由电子费米面接近布里渊区边界时，小的 q 值
即可导致U过程的发生（见下图），产生大角度散射，从而
对电阻有明显贡献，假如导致 U过程的声子最小波矢为 qm, 

能量为 ，当 时，这种声子将随温度的下

降指数下降，即与 成比例，这会使电阻的

下降比T5下降更快，在碱金属4.2K 到2K 温度区间观察到了

更快下降的现象。
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在周期性布里渊区图式下电子－声子散射U过程



费米面附近态密度对电阻率的影响：

由于只有费米面附近的电子才能被声子散射，

所以体积分实际上是对费米面附近积分，因此积

分可以变换为在等能面上积分，其体积元为：

2

2

d 2 sin d d

2 sin d d

k k k

k
k

  

   


=

 
=  

 

对于球形费米面有：
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所以，电阻率正比于费米面附

近的态密度。这就是过渡族金

属电阻率一般比较高的原因。

过渡族金属费米附近有 s 电子

能带，也有 d 电子能带，d 带

比较窄，有效质量大，导电主

要依靠 s 电子。但是 d 带态密

度远高于 s带， s 电子被散射

到 d 带的几率非常高。s-d  散

射是过渡族金属电阻率高的主

要原因。实际原因还更复杂，

这里不再讨论。 过渡金属能带示意图



对于实际材料，电子不但要受到声子的散射，还要受

到材料中杂质、缺陷等的散射。以杂质原子散射为例，杂

质原子的激发态一般远高于室温对应的能量，因此，电子

的被杂质原子散射几乎全是弹性散射，因为处于基态的杂

质原子不可能给于电子能量，同时，电子如果给予杂质原

子能量使其跃迁到激发态，电子损失的能量太多，在费米

球内没有空态可以容纳。

所以杂质原子一直处于基态，它对电子的散射势将不

随温度变化。

三.  剩余电阻率：



纯净 Ag 及掺入杂质后的电阻率随温度的变化



四.  近藤效应（Kondo  effect）

在非磁性的简单金属（如Cu,Ag,Au,Mg,Zn等）中加入微

量的磁性杂质（如Fe,Mn,V,Mo等）形成的稀磁合金，其低温

下电阻率温度关系不像一般金属那样单调变化，而是会出现

一个极小值的现象，最初人们无法解释这一电阻反常，后来

近藤正确解释了这一现象，所以被称为近藤效应。

见：黄昆书 p314-315,  

Kittel 8版p 428-429



近藤效应的实验表明，当电阻率反常时存在局域磁矩，表

明同杂质原子的磁性有关。同时，当掺杂的磁性杂质原子

非常少时，也能测量到近藤效应，则表明同杂质原子之间

的相互作用无关。近藤效应是传导电子同磁性杂质原子交

换相互作用所导致的，

传导电子和磁性杂质原子间的交换作用能为：




−= sJU

J 为交换积分，代表相互作用的强度；s 和 分别为磁

性原子和传导电子的自旋。J 的绝对值远小于传导电子的

费米能，可以当作微扰来处理。

定量地解释近藤效应超出我们现在讲授范围。



取自冯端：凝聚态
物理 p406


