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Used Materials

Disclaimer: 本课件大量采用了 Jana Kosecka’s Autonomous
Robotics 课件及其他网络课程课件，也采用了 GitHub 中开源代
码，以及部分网络博客内容
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概率机器人

▶ 机器人中的不确定性：
▶ 环境不确定性：动态环境难以预测
▶ 感知不确定性：传感器物理限制
▶ 行动不确定性：执行结构噪音
▶ 模型误差：真实世界的近似模型
▶ 算法误差：近似算法

▶ 概率机器人：Explicit representation of uncertainty using the
calculus of probability theory

▶ Perception = state estimation
▶ Action = utility optimization
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样本空间和事件

▶ 随机试验：事先不能完全预知其结果的试验
▶ 抛掷骰子是一个随机试验

▶ 样本空间：随机试验的所有可能结果组成的集合，记为 Ω
▶ 掷骰子的样本空间 Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

▶ 原子事件（样本点）：样本空间中的点，即随机试验的可能
结果，记为 ω

▶ 事件：样本空间的子集，记为 A, B, . . .
▶ A = {1, 3, 5} 表示“掷出结果为奇数”这一事件
▶ Ω 本身为必然事件，∅ 为不可能事件

▶ 若两事件 A ∩ B = ∅，称为互斥事件（不相容事件）
▶ 若两事件 A ∩ B = ∅ 且 A ∪ B = Ω，称为互补事件
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概率

▶ 概率测度：给样本空间中的每一个事件 A 赋予一个数值
（概率） P(A) ∈ [0, 1]

▶ 概率测度（形式化）是一个从样本空间 Ω 的幂集 2Ω 到区
间 [0, 1] 的映射 P : 2Ω → [0, 1]，且满足以下三
个 Kolmogorov 公理：

(1) P(Ω) = 1;（规范性）
(2) P(A) ≥ 0, ∀A ∈ 2Ω;（非负性）
(3) P(A ∪ B) = P(A) + P(B), ∀A, B ∈ 2Ω, A ∩ B = ∅.
（有限可加性）

▶ P(A) 称为事件 A 的概率
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随机变量和概率函数
▶ 随机变量是定义在样本空间 Ω 上的函数，记为 X, Y, Z
▶ 随机变量的取值随试验结果而定，记为 x, y, z
▶ 随机变量 X 的所有可能取值的集合称为其值域（状态空间），
记为 Ωx

▶ 设 X 为一随机变量，x 是它的一个取值，在样本空间 Ω 中，
所有使 X 取值为 x 的原子事件组成一个事件，记
为 ΩX=x = {w ∈ Ω | X(ω) = x}，简记为 “X = x”

▶ 事件 “X = x” 的概率 P(X = x) = P(ΩX=x) 依赖于 X 的取
值 x，让 x 在 ΩX 上变动，P(X = x) 就称为 ΩX 的一个取值
于 [0, 1] 的函数，称为随机变量 X 的概率质量函数
（probability mass function），记为 P(X)

▶ 根据概率测度的定义

P(X = x) ≥ 0, ∀x ∈ ΩX 简记为 P(X) ≥ 0∑
x∈ΩX

P(X = x) = 1 简记为
∑

x
P(X = x) = 1.
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连续随机变量（Continuous Random Variables）
▶ X 是随机变量，并且取值是连续的
▶ p(X = x) or p(x) 为概率密度函数（probability density

function）

P(x ∈ (a, b)) =
∫ b

a
p(x) dx

▶ 例如：高斯分布（正态分布），均值为 µ，标准差为 σ

p(x) = 1

σ
√
2π

e−
(x−µ)2

2σ2
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联合概率分布（Joint Probability）
▶ 对多个随机变量 X1, . . . ,Xn，用联合概率分布 P(X1, . . . ,Xn)
来描述各变量所有可能的状态组合的概率。

▶ 联合分布是定义在所有变量状态空间的笛卡尔乘积上的函
数：

▶ P(X1, . . . ,Xn) : ⊗n
i=1ΩXi → [0, 1]

▶ ΣX1,...,XnP(X1, . . . ,Xn) = 1

▶ 联合分布通常表示为一张表，包含 Πn
i=1 |ΩXi | 个状态组合及

其概率值。例，香港租房市场

public private others
low 0.17 0.01 0.02

medium 0.44 0.03 0.01
upper medium 0.09 0.07 0.01

high 0 0.14 0.01

▶ 记 X = {X1, . . . ,Xn}，Y 是 X 的真子集（Y ⊂ X），
Z = X \ Y。则相对于 P(X), Y 的边缘分布 P(Y) 定义为
P(Y) = ΣZP(X1, . . . ,Xn)，称为边缘化
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条件概率分布（Conditional Probability）
▶ 条件概率：

P(A | B) = P(A ∩ B)
P(B)

▶ 条件概率分布：

P(X = x | Y = y) = P(X = x, Y = y)
P(Y = y)

固定 y，让 x 在 ΩX 上变动，得到函数 P(X | Y = y) （在给
定 Y = y 时变量 X 的条件概率分布）；
P(X | Y) = {P(X | Y = y) | y ∈ ΩY} （给定 Y 时变量 X 的条
件概率分布）

P(X | Y) =
P(X,Y)

P(Y)

▶ 链规则：

P(X1,X2, . . . ,Xn) = P(X1)P(X2 | X1) · · ·P(Xn | X1, . . . ,Xn−1)
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条件独立（Conditional Independence）
▶ 事件 A 与 B 相互独立：P(A ∩ B) = P(A)P(B)

▶ 当 P(A) > 0 时，P(B) = P(B | A).
▶ 事件 A 与 B 在给定 C 时相互条件独立：

P(A ∩ B | C) = P(A | C)P(B | C)

▶ 当 P(B ∩ C) > 0 时，P(A | C) = P(A | B ∩ C).
▶ 两个变量 X 和 Y 相互独立，记为 X⊥Y：

P(X,Y) = P(X)P(Y)

▶ 若 P(Y = y) > 0，则 P(X) = P(X | Y = y).
▶ 三个随机变量 X, Y 和 Z，设 P(Z = z) > 0, ∀z ∈ ΩZ，X
和 Y 在给定 Z 时相互条件独立，记为 X⊥Y | Z：

P(X,Y | Z) = P(X | Z)P(Y | Z)
.

▶ 若 P(Y = y,Z = z) > 0，
则 P(X | Y = y,Z = z) = P(X | Z = z).
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一些规则
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贝叶斯公式（Bayes Formula）
▶ 在考虑证据 E = e 之前，对事件 H = h 的概率估
计 P(H = h) 称为先验概率；而在考虑证据之后，对 H = h
的概率估计 P(H = h | E = e) 称为后验概率

▶ 贝叶斯定理（贝叶斯规则、公式）

P(H = h | E = e) = P(H = h)P(E = e | H = h)
P(E = e)

P(X | E = e) = P(X)P(E = e | X)
P(E = e)
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贝叶斯公式（Bayes Formula）

P(x | y) = P(y | x)P(x)
P(y) =

P(y | x)P(x)∑
x′ P(y | x′)P(x′)

P(x | y) = P(y | x)P(x)
P(y) =

P(y | x)P(x)∫
P(y | x′)P(x′) dx′

▶ 如果 x 是一个希望由 y 推测出来的数值，则概率 P(x) 称为
先验概率分布（prior probability distribution）

▶ y 称为数据（data），也就是传感器测量值
▶ P(x) 总结了在综合数据 y 之前已经有的关于 x 的信息
▶ 概率 P(x | y) 称为在 X 上的后验概率分布（posterior

probability distribution）
▶ 贝叶斯准则利用“逆”条件概率 P(y | x) 和先验概率 P(x)
计算后验概率 P(x | y)

▶ P(y | x) 称为生成模型（generative model），表示变量 X 如
何引起检测数据 Y
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归一化（Normalization）
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机器人环境交互

▶ 环境状态（state）：xt1:t2 = xt1 , xt1+1, . . . , xt2
▶ 环境传感器测量（measurement）：zt1:t2 = zt1 , zt1+1, . . . , zt2
▶ 控制行动（control action)：ut1:t2 = ut1 , ut1+1, . . . , ut2
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概率生成法则
▶ 状态概率生成法则：P(xt | x0:t−1, z1:t−1, u1:t)
▶ 如果状态 x 是完整的，则：

▶ 状态转移概率：P(xt | x0:t−1, z1:t−1, u1:t) = P(xt | xt−1, ut)
▶ 测量概率：P(zt | x0:t−1, z1:t−1, u1:t) = P(zt | xt)

▶ 置信度（belief）：已知条件下对状态估计的概率分布

bel(xt) = P(xt | z1:t, u1:t)
bel(xt) = P(xt | z1:t−1, u1:t) prediction

▶ 由 bel(xt) 计算 bel(xt) 为修正（correction）或测量更新
（measurement update）
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状态估计
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状态估计

▶ P(x | u, x′) for u = “close door”
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Recursive Bayesian Updating

给定观察 z1, . . . , zn，估计状态 x

P(x | z1, . . . , zn) =
P(zn | x, z1, . . . , zn−1)P(x | z1, . . . , zn−1)

P(zn | z1, . . . , zn−1)

▶ Markov Assumption: zn is independent of z1, . . . , zn−1 if we
know x

P(x | z1, . . . , zn) =
P(zn | x)P(x | z1, . . . , zn−1)

P(zn | z1, . . . , zn−1)

= ηP(zn | x)P(x | z1, . . . , zn−1)

= η1,...,n

 ∏
i=1,...,n

P(zi | x)

P(x)
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Integrating the Outcome of Actions

▶ Continuous case:

P(x | u) =
∫

P(x | u, x′)P(x′) dx′

▶ Discrete case:

P(x | u) =
∑

P(x | u, x′)P(x′)
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Bayes Filters: Framework

▶ Given:
▶ Stream of observations z and action data u:

dt = {u1, z1, . . . , ut, zt}

▶ Sensor model P(z | x)
▶ Action model P(x | u, x′)
▶ Prior probability of the system state P(x)

▶ Wanted:
▶ Estimate of the state X of a dynamical system
▶ The posterior of the state is also called Belief:

bel(xt) = P(xt | u1, z1, . . . , ut, zt)
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Markov Assumption

Underlying Assumptions
▶ Static world
▶ Independent noise
▶ Perfect model, no approximation errors



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Bayes Filters

bel(xt)

= P(xt | z1:t, u1:t)

= ηP(zt | xt, z1:t−1, u1:t)P(xt | z1:t−1, u1:t) Bayes
= ηP(zt | xt)P(xt | z1:t−1, u1:t) Markov
= ηP(zt | xt)bel(xt)

= ηP(zt | xt)

∫
P(xt | xt−1, z1:t−1, u1:t)p(xt−1 | z1:t−1, u1:t) dxt−1 Total prob.

= ηP(zt | xt)

∫
P(xt | ut, xt−1)P(xt−1 | z1:t−1, u1:t) dxt−1 Markov

= ηP(zt | xt)

∫
P(xt | ut, xt−1)P(xt−1 | z1:t−1, u1:t−1) dxt−1 Markov

= ηP(zt | xt)

∫
P(xt | ut, xt−1)bel(xt−1) dxt−1
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Bayes Filters are Familiar
▶ Prediction

bel(xt) =

∫
P(xt | ut, xt−1)bel(xt−1) dxt−1

▶ Correction
bel(xt) = ηP(zt | xt)bel(xt)

▶ Kalman filters
▶ Particle filters
▶ Hidden Markov models
▶ Dynamic Bayesian networks
▶ Partially Observable Markov Decision Processes (POMDPs)
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Linear Gaussian Systems: Observations



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.
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The Prediction-Correction-Cycle
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Linearity Assumption Revisited
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Non-Linear Function



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Non-Gaussian Distributions



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

EKF Linearization: First Order Taylor Expansion
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Reminder: Jacobian Matrix
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Example: EKF Localization
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EKF Prediction Step
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Linearization via Unscented Transform
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非参数滤波

▶ 不同于高斯滤波，非参数滤波不依赖确定的后验函数，通过
有限数量的值来近似后验，每一个值大致与状态空间的一个
区域有关

▶ 离散化：对状态空间进行分解，每一个值与状态空间的一个
紧凑子区域的后验密度的累积概率相关

▶ 采样：随机采样后验分布来近似状态空间

▶ 离散贝叶斯滤波，在连续空间下又称为直方图滤波
（Histogram Filter）：将状态空间分解为有限多个区域，并用
直方图表示后验，一个直方图分配给一个区域一个单一的累
积概率

▶ 粒子滤波：用有限多个样本表示后验
▶ 非参数滤波的表达能力是以增加计算复杂性为代价的
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Discrete Bayes Filter Algorithm
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直方图滤波
▶ 直方图滤波将连续状态空间分解成有限区域：

dom(Xt) = x1,t ∪ x2,t ∪ · · · ∪ xk,t

其中 Xt 为描述机器人状态在时刻 t 的随机变量。函数
dom(Xt) 为状态空间

▶ 离散贝叶斯滤波为每一个区域 xk,t 分配一个概率 pk,t
▶ 后验成为一个分段常数概率密度函数，它在区域 xk,t 中的每
一个状态 xt 分配了相同的概率

p(xt) =
pk,t
|xk,t|

其中 |xk,t| 为区域 xk,t 的绝对值
▶ 利用 xk,t 的平均状态进行探究

x̂k,t = |xk,t|−1
∫

xk,t

xt dxt

P(zt | xk,t) ≈ P(zt | x̂k,t)

p(xk,t | ut, xi,t−1) ≈ η |xk,t|P(x̂k,t | ut, x̂i,t−1)
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Discrete Bayes Filter Summary
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粒子表示法
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Function Approximation
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Importance Sampling Principle
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Importance Sampling
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Importance Sampling with Resampling
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Particle Filters
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Sensor Information: Importance Sampling
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Robot Motion
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Sensor Information: Importance Sampling
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Particle Filter Algorithm
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Particle Filter Algorithm
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Particle Filter Algorithm
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Resampling



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Resampling



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Resampling Algorithm
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Particle Filters Summary
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小结

▶ 概率机器人：采用概率方法显示的处理机器人中的不确定性
▶ 贝叶斯滤波是动态环境下状态估计的主要概率工具
▶ 当观察模型和动态模型都是线性的，并且不确定性为高斯分
布，则贝叶斯滤波可以简化为卡尔曼滤波

▶ 对于非线性模型的情况，可以采用扩展卡尔曼滤波 (EKF)
或无迹卡尔曼滤波 (UKF)，通常 UKF 的效果更好

▶ 对于高度非线性和非高斯分布的情况，可以采用粒子滤波，
实际效果比 KF, EKF, UKF 效果好很多，但计算代价也更大
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