
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

马尔可夫决策过程

吉建民

USTC
jianmin@ustc.edu.cn

2022 年 9 月 12 日



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Used Materials

Disclaimer: 本课件大量采用了 Rich Sutton’s RL class, David
Silver’s Deep RL tutorial 和其他网络课程课件，也采用了 GitHub
中开源代码，以及部分网络博客内容
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智能体决策



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

环境的不确定性
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决策树

▶ Plan1 的期望效用：
EU(Plan1) = 100× 0.80− 1000× 0.20 = −120

▶ Plan2 的期望效用：EU(Plan2) = 50× 0.70− 10× 0.30 = 32

▶ 最大期望效用（MEU）：选择行动 Ai 使得期望效用最大
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马尔可夫性质

▶ 当一个随机过程在给定现在状态及所有过去状态情况下，其
未来状态的条件概率分布仅依赖于当前状态

▶ 在给定现在状态时，随机过程与过去状态（历史）是条件独
立的

定义
A state st is Markov if and only if

P[st+1 | st] = P[st+1 | s1, . . . , st]

▶ 状态包含了关于历史的所有信息
▶ 一旦知道当前状态，过去的历史可以完全抛弃
▶ 当前状态足够用来预计未来
▶ 这一性质能够简化问题的表示和求解，但提高了对信息全局
性和充分性的要求
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MDPs 概述

▶ 马尔可夫决策过程（Markov Decision Processes, MDPs）
▶ 人工智能、决策分析、运筹学、控制论和经济学共同关注
▶ 大量实际问题可以用 MDPs 表达、研究
▶ MDPs 借助于概率作为刻画不确定性的基本手段
▶ MDPs 类型：

▶ 完全可观察的 MDPs (Full Observable MDPs): FOMDPs
▶ 完全不可观察的 MDPs: NOMDPs
▶ 部分可观察的 MDPs (Partial Observable MDPs): POMDPs
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Markov Property
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State Transition Matrix
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Markov Process



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Example: Student Markov Chain
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Example: Student Markov Chain Episodes
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Example: Student Markov Chain Transition Matrix
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Markov Reward Process
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Example: Student MRP
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Value Function
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Example: Student MRP Returns
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Example: State-Value Function for Student MRP (1)
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Example: State-Value Function for Student MRP (2)
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Example: State-Value Function for Student MRP (3)
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Bellman Equation for MRPs (1)
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Bellman Equation for MRPs (2)
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Example: Bellman Equation for Student MRP
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Bellman Equation in Matrix Form
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Solving the Bellman Equation
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Markov Decision Process
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Example: Student MDP
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Example: State-Value Function for Student MDP
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Bellman Expectation Equation
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Bellman Expectation Equation for vπ
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Bellman Expectation Equation for qπ
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Bellman Expectation Equation for vπ (2)
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Bellman Expectation Equation for qπ (2)
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Example: Bellman Expectation Equation in Student MDP
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Bellman Expectation Equation (Matrix Form)
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Optimal Value Function
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Example: Optimal Value Function for Student MDP
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Example: Optimal Action-Value Function for Student MDP
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Finding an Optimal Policy
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Example: Optimal Policy for Student MDP
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Bellman Optimality Equation for v∗
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Bellman Optimality Equation for q∗
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Bellman Optimality Equation for v∗ (2)
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Bellman Optimality Equation for q∗ (2)
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Example: Bellman Optimality Equation in Student MDP
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Solving the Bellman Optimality Equation
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MDP 基本框架

▶ MDPs 立足于 agent 与环境的直接交互
▶ 只考虑离散时间，假设 agent 与环境的交互过程可分解为一
系列“阶段”，每个阶段由“感知–决策–行动”构成

▶ 已知环境模型



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

MDP 模型

▶ MDP 模型是一个四元组 (S,A,T,R)，其中
▶ S 是一个有限集，其中每个元素 s ∈ S 代表一个状态
▶ A 是一个有限集，其中每个元素 a ∈ A 代表一个行动
▶ T : S× A→ Π(S) 称为状态转移函数，将每一对“状态 �� 行
动”映射为 S 上的一个概率分布，用记号 T(s, a, s′) 表示在
状态 s 上执行 a 达到 s′ 的概率

▶ R : S× A→R 称为回报（reword）函数，R(s, a) 表示在 s
上执行行动 a 所得到的即时回报（直接回报）

▶ 如何规定一个 MDP 模型是一个具体应用问题，不是 MDPs
本身研究的内容

▶ MDPs 研究的主题是，给定一个 MDP 模型，如何求最优策
略，即期望回报最大的策略
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积木世界

▶ 积木世界只有两块积木 A
和 B

▶ S = {s1, s2, s3}
▶ A = {a1, a2, a3, a4}

▶ a1 = move(A,B,F)
▶ a2 = move(B,A,F)
▶ a3 = move(A,F,B)
▶ a4 = move(B,F,A)
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积木世界 (con’t)
▶ 规定 T

a1 a2 a3 a4
s1 s2 s3 s1 s2 s3 s1 s2 s3 s1 s2 s3

s1 1 0 0 1 0 0 0.1 0.85 0.05 0.1 0.05 0.85
s2 0.9 0.1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
s3 0 0 1 0.9 0 0.1 0 0 1 0 0 1



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

积木世界 (con’t)

▶ 规定 R：“达到一个状态获得的回报”和“执行一个行动的
代价”的综合

▶ 假设 s2 是“最有益的”状态，s3 是“最有害的”，s1 是中性
的，每个行动都有代价，而且“放上去”比“拿下来”代价
大，R 的值仅仅反映“档次”

a1 a2 a3 a4
s1 -1 -1 1 -2
s2 -2 -1 -1 -1
s3 -1 0 -1 -1
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最优策略（Optional Policy）

▶“长期”分两类：
▶ 无限阶段问题（例如，网络维护）
▶ 有限阶段问题

▶ 策略分为“平稳的（stating）”与“非平稳的（non-stating）”
▶ 平稳策略可表示为 π : S→ A
▶ 非平稳策略 π = {πt, . . . , π1}，每个 πi 是一个 S 到 A 的映
射。最后一次决策用 π1，产生的行动是 π1(s)，第一次用 πt
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MDP 的求解



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

值函数

▶ 任给策略 π，计算预期（长期）回报，用值函数 (value
function) 度量预期回报

▶ 令 Vπ,t(s) 表示从 s 开始，执行策略 π 共 t 个阶段所获得的
预期累计回报

▶ 当 t = 1 时
Vπ,1(s) = R(s, π1(s))

▶ 当 t = 2 时

Vπ,2(s) = R(s, π2(s)) + Σs′T(s, π2(s), s′) · R(s′, π1(s′))

▶ 多步情况

Vπ,t(s) = R(s, πt(s)) + Σs′T(s, πt(s), s′) · Vπ,t−1(s′)
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值函数（con’t）

▶ 有时采用“折扣准则”：折扣因子 γ (< 1) （在无限阶段中
更有必要用，保证收敛）

Vπ,t(s) = R(s, πt(s)) + γΣs′T(s, πt(s), s′) · Vπ,t−1(s′)

▶ 给定一个 MDP 模型和一个策略 π，由此可得 Vπ,t，所有 π
中，Vπ,t 最大的 π 称为最优策略，记为 π∗，对应的值函数
记为 V∗

t，反过来，如果知道了 V∗
t，也可得到 π∗

π∗
t (s) = argmaxa

[
R(s, a) + γΣs′T(s, a, s′)V∗

t−1(s′)
]
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最优依据
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贝尔曼等式
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值迭代算法
▶ 值迭代（value iteration）算法求 V∗

t 序列，借助于辅助
Qa

t (s)，其直观含义为：在 s 执行 a，然后执行 t− 1 步的最
优策略所产生的预期回报

对所有 s ∈ S, V0(s) := 0; t := 0;
loop

t := t + 1;
loop 对所有 s ∈ S

loop 对所有 a ∈ A

Qa
t (s) := R(s, a) + γΣs′T(s, a, s′)Vt−1(s′)

end loop
Vt(s) := maxa Qa

t (s) (Bellman equation)
end loop

until |Vt(s)− Vt−1(s)| < ϵ 对所有 s ∈ S 成立
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值迭代算法 (con’t)
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策略迭代算法

▶ 策略迭代算法
1. 先给定初始策略 π，求解线性方程，计算出 π 相应的值函数

V
V(s) = R(s, π(s)) + γ

∑
s′

T(s, a, s′)V(s′).

2. 基于计算出的值函数 V，按下式更新策略

π(s)← argmaxa

{
R(s, a) + γ

∑
s′

T(s, a, s′)V(s′)
}

3. 不断重复步骤 1, 2，直到收敛
▶ 策略迭代算法最终收敛到最优值

▶ 收敛到最优值所需的迭代不大于 |A||S|（确定性策略的总数
目）
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讨论

▶ 一个具体的 MDP 模型刻画了一个具体实际问题，即提供了
该问题的一个数学模型

▶ MDPs 问题归结为最优策略的求解问题，三个要点：
▶ 将 agents 的行动归结为策略的执行
▶ 将 agents 的决策问题归结为求最优策略
▶ 以“效用最大化”作为“最优”的基本标准

▶ 经典规划与 MDPs 的联系（异同）
▶ 行动效果确定 vs. 不确定
▶ 经典规划实际上假定环境是完全不可观察
▶ 经典规划是以达到目标状态为“成功”标准，没有其他区别；
而 MDPs 以效用最大化为“成功”标准，它的框架允许精华
的，也可以通过优化途径求 π∗

▶ 一个经典规划问题可以描述为一个特殊的 NOMDP 问题，
每个目标状态 s 上，定义一个“驻留行动”使得
T(s, a, s) = 1
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Table of Contents

背景

基础
Markov Processes
Markov Reward Process
Markov Decision Process
Extensions to MDPs

(Full Observable) Markov Decision Processes (MDPs)

Partial Observable MDPs (POMDPs)
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POMDPs 基本定义

▶ MDPs 刻画了行动的不确定性：事先不知道，事后知道；观
察是确定的，知道行动的效果

▶ 一般情况下，行动和观察都是不确定的
▶ 一个 POMDP 模型是一个六元组 (S,A,T,R,Ω,O)，其中 S,

A, T, R 的定义与 MDP 模型相同；Ω 是一个有限集，其中
元素称为“观察”；O : S× A→ Π(Ω) 称为观察函数，有时
记为 O(s′, a, o)，a 代表执行的行动，s′ 是 a 达到的结果状
态，o 在上述条件下出现的观察，O(s′, a, o) 是执行 a 达到 s′
观察到 o 的概率 Pr(o | s′, a)

▶ 在 POMDP 问题中，“环境”被看成一个“黑箱”，一个状态
是黑箱某个时期的内部情况，观察是这个黑箱的“输出”
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POMDPs
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老虎问题



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

信念状态

▶ 令 B = Π(S) 为 S 上所有状态分布的集合，b ∈ B 称为一个
“信念状态”（belief state）

▶ 假设 S = {s1, . . . , sn}，则 ∀i : 0 ≤ b(si) ≤ 1, Σn
i=1b(si) = 1

b = (b(s1), . . . , b(sn)), b(si) 表示环境处于 si 状态的概率
▶ 当 |S| 有穷时，π(S) 是无穷的
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信念状态 (con’t)

▶ 给定一个 POMDP 模型，一个 b ∈ B，一个 a ∈ A 和一个
o ∈ Ω，可以计算（估计）在 b 下执行 a 得到 o 时，环境处
于状态 s′ ∈ S 的概率：

b′(s′) = Pr(s′ | o, a, b) =
Pr(o | s′, a, b)Pr(s′ | a, b)

Pr(o | a, b)

=
Pr(o | s′, a)ΣsPr(s′ | a, b, s)Pr(s | a, b)

Pr(o | a, b)

=
O(s′, a, o)ΣsT(s, a, s′)b(s)

Pr(o | a, b)

b′ 是 o, a, b 的函数，记为 b′ = SE(b, a, o)，称为“状态估计
函数”



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

信念状态 (con’t)
▶ 对 b′(s′) 中分母推导：

Pr(o | a, b) = Σs′O(s′, a, o)Pr(s′ | a, b)
= Σs′O(s′, a, o)ΣsT(s, a, s′)b(s)

是给定 a, b 下出现 o 的“平均概率”
▶ b′(s′) 中分子是 a, b, s′ 下出现 o 的概率
▶ Pr(o | a, b) 是保证 Σs′b′(s′) = 1 的“正规化因子”
▶ ΣsT(s, a, s′)b(s) = Pr(s′ | a, b) 是不考虑观察而得到的下一状
态为 s′ 的概率，而 b′(s′) 是考虑了观察 O(s′, a, o) 所得出的
下一状态的概率。两者关系：

b′(s′) = O(s′, a, o)
Pr(o | a, b)

· Pr(s′ | a, b)

▶ 若 O(s′, a, o) > Pr(o | a, b)，则 b′(s′) > Pr(s′ | a, b)。在 s′ 下
出现 o 的概率，高于出现 o 的平均概率
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信念状态 (con’t)

▶ b′ 包含了观察和模型的全部信息：
1. 上一时刻的全部信息 b;
2. 模型信息 T;
3. 观察信息 O(s′, a, o), s′ ∈ S

▶ 因此，在 POMDP 问题中，B 的作用相当于 MDP 中的 S
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积木世界续

▶ 考虑积木世界的 POMDP 模型，其中 S,A,T,R 与前例相同，
Ω = {o1, o2}，假定 agent 的观察能力与行动无关，而且不
能区分 s2 与 s3

▶ 定义 O: ∀a

O(s1, a, o1) = 1, O(s2, a, o1) = 0, O(s3, a, o1) = 0

O(s1, a, o2) = 0, O(s2, a, o2) = 1, O(s3, a, o2) = 1

▶ 设初始信念状态 b = (0.9, 0, 0.1)，执行 a3 = move(A,F,B)，
观察为 o2
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积木世界续 (con’t)

计算下一时刻信念状态：

Pr(o2 | a3, b) = Σs′O(s′, a3, o2)Pr(s′ | a3, b)
= Pr(s2 | a3, b) + Pr(s3 | a3, b)
= ΣsT(s, a3, s2)b(s) + ΣsT(s, a3, s3)b(s)
= (0.9× 0.85 + 0.1× 0) + (0.9× 0.05 + 1× 0.1)

= 0.765 + 0.145 = 0.81

b′(s1) = 0

b′(s2) =
0.765

0.81
= 0.841

b′(s3) =
0.145

0.81
= 0.159
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MDP vs. POMDP



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

POMDP to MDP

▶ B 在 POMDPs 中相当于 MDPs 中 S 的作用，设法将一个
POMDP 问题转化为一个变形的 MDP 问题，使得相应的
MDP 模型为 (B,A, τ, ρ), τ : B× A→ Π(B), ρ : B× A→R

τ(b, a, b′) =df Pr(b′ | b, a) = ΣoPr(b′ | a, b, o)Pr(o | a, b)

Pr(b′ | a, b, o) =
{

1, if SE(b, a, o) = b′
0, otherwise

ρ(b, a) =df Σsb(s)R(s, a)

▶ 由于 B 是无穷的，很难直接用值迭代算法求解
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POMDPs 的策略表示

▶ POMDPs 的策略表示
▶ B→ A（单步），多步的用 π = (πt, . . . , π1)，但 B 是无穷的
▶ 策略树：一个 t 层策略树（policy tree）共有 t 层节点，根节
点上标记代表第一个行动，它的分枝代表执行该行动后得到
的观察，. . .，是一种“有穷表示”
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POMDPs 的值函数

▶ 采用策略树表示，令 p 是一个 t 步策略树，Vp(s) 是在 s 上
执行 p 的预期效用（扔采用折扣准则）：

Vp(s) = R(s, a(p)) + γ ×后 t− 1 步的预期效用
= R(s, a(p)) + γΣs′Pr(s′ | s, a(p))ΣoiPr(oi | s′, a(p))Voi(P)(s′)
= R(s, a(p)) + γΣs′T(s, a(p), s′)ΣoiO(s′, a(p), oi)Voi(P)(s′)

oi(p) 是 p 的由分枝 oi 引出的 t− 1 步子树
▶ 对任意 b ∈ B，定义 Vp(b) = Σsb(s)Vp(s) 为在 b 上执行 p
的预期效用

▶ 令 Pt 为所有 t 步策略树的集合，Pt 有穷，b 上最优 t 阶段
效用定义为

Vt(b) = maxp∈PtVp(b)

使 Vp(b) = Vt(b) 的 p 是 b 上的最佳策略
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POMDPs 的值函数 (con’t)

▶ 考虑在整个 B 上的最佳策略，一般要用策略树集来表示
（因为，B 无穷、连续分布）

▶ P ⊆ Pt，满足 ∀b ∈ B, ∃p ∈ P 使得 Vp(b) ≥ Vp′(b), ∀p′ ∈ Pt
▶ |Pt| 是有穷的，

|Pt| = |A|
|Ω|t−1
|Ω|−1 = |A||Ω|t−1

▶ 若 |A| = |Ω| = t = 10, |Pt| ≈ 1010
9，而深蓝才 1022.
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POMDPs 的值函数 (con’t)

▶ S 是固定的、有穷的，B 是无穷的
▶ 设 S = {s1, . . . , sn}, b = {b(s1), . . . , b(sn)}, 0 ≤ b(si) ≤ 1,

Σib(si) = 1，“变化的”不是 s，而是 b

Vp(b) = Σsb(s)Vp(s) = b(s1)Vp(s1) + · · ·+ b(sn)Vp(sn)

Vp(b) 是 b(s1), . . . , b(sn) 的一个线性函数。Vp(si) 与 b 无关
▶ 例：考虑 |S| = 2

Vp(b) = b(s1)Vp(s1) + b(s2)Vp(s2)
= Vp(s1)b(s1) + Vp(s2)(1− b(s1))
= (Vp(s1)− Vp(s2))b(s1) + Vp(s2)

对不同的 p 有不同的 Vp(s1), Vp(s2)，对应不同的线段
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最大期望效用函数
▶ 由所有 p ∈ Pt 产生的 Vp(b) 的“上表面”可以得到 Vt(b)，
整个 B 上最优策略集合，以及每个最优策略的“最优区域”，
用线性规划可确定

▶ 对任意 |S|，情况类似，Vt(b) 是一个“分块线性的凸函数”
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最大期望效用函数 (con’t)
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最大期望效用函数 (con’t)

▶ 由 Vp(b) 构成“上表面”的所有 p 组成的集合（代表
Vt(b)），称为最大期望效用函数/最佳值函数 Vt(b) 的“最简
表示”，记为 PVt，每个 p ∈ PVt 是 B 的某个区域上的最优
策略树，p 的“最优区域”是

{b ∈ B | ∀p′ ∈ PVt \ {p}, Σsb(s)Vp(s) > Σsb(s)Vp′(s)}

可以用线性规划方便求出
▶ PVt 的任何真子集都无法表达 Vt(b)，称为不完备的，与
“上表面”有共同点的所有 p ∈ Pt 的集合记为 P+Vt，称为
“次简表示”

▶ PVt ⊆ P+Vt;
▶ ∀p ∈ P+Vt, ∃b ∈ B, ∀p′ ∈ Pt: Vp(b) ≥ Vp′(b);
▶ 使用 PVt/P+Vt 的动机是，通常它们远远小于 Pt
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老虎问题 (con’t)
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老虎问题 (con’t)
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老虎问题 (con’t)
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老虎问题 (con’t)
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老虎问题 (con’t)
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小结

▶ MDP 刻画了行动的不确定性，考虑概率和效用结合的最大
期望效用

▶ MDP 模型为四元组 (S,A,T,R)
▶ MDP 可以用值迭代算法计算最优策略，计算复杂性为

P-complete
▶ POMDP 在 MDP 基础上刻画观察的不确定性，同样计算最
大期望效用

▶ POMDP 模型为六元组 (S,A,T,R,Ω,O)

▶ POMDP 可以看做一个基于无穷信念状态的 MDP
▶ POMDP 的策略可以通过策略树表示
▶ POMDP 的最优策略的计算复杂性为 PSPACE-complete
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