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文　摘: 针对以缺陷密度为参量的细观损伤演化模型的局

限性,着重研究了微裂纹尺寸对损伤演化的影响。提出了含

三相正交分布等尺寸微裂纹的准脆性材料稳定扩展的细观

损伤演化模型。给出了微裂纹特征尺寸随应力变化的显式表

达式,并由此得到了含微裂纹的准脆性材料损伤本构关系。

通过实例,对初始含有相同密度、不同尺寸和数量的微裂纹

的两种混凝土材料在单向拉伸载荷下的损伤演化进行了数

值计算和比较。结果证实: 含大尺寸微裂纹的材料损伤发展

较快,相应地,加载到同一应力水平时,具有较大的应变。
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　　损伤演化是材料损伤研究的难点和重点,目前

仍不成熟。其研究方法主要有两种,一是在热力学框

架下,提出以实验为基础的经验损伤演化规律; 二

是考虑材料的细观结构,将断裂力学、细观力学、弹

塑性分析方法应用于微裂纹、微孔洞的形核、扩展,

从而建立材料的损伤演化规律。后者比前者更接近

于材料损伤演化的物理过程,但却存在一些局限性。

事实上,材料损伤的演化往往取决于多个细观结构

参数及其极端值,如微裂纹的尺寸、排列方式和间距

等。其中,微裂纹尺寸对材料损伤演化起重要作用。

因此,一个合理的细观损伤模型必须包含有微尺度

参量。

本文在以微缺陷密度为细观参量的细观损伤表

征模型[ 1 ]的基础上,提出了含三相正交分布等尺寸

微裂纹的准脆性材料的细观损伤演化模型。以断裂

力学、细观力学的方法,建立了微裂纹稳定扩展的演

化规律和材料损伤本构方程。计算比较了初始含相

同密度、不同大小和数量的微裂纹的两种混凝土材

料在单向拉伸载荷下的损伤演化,建立了一个考虑

含微缺陷尺度效应的损伤本构关系。

1　一维损伤演化模型
准脆性材料典型的应力应变曲线如图 1 所示。

从实验观测可知, OA 段为未损伤的线弹性阶段,这

一阶段仅存在初始的微裂纹,并不扩展。A C 段为损

伤均匀扩展阶段, B 点是A C 段任意一点 (下面例

题中用到) , D 点以后,出现损伤局部化, D 点的位

置与材料内部的初始缺陷分布的均匀性有关。在载

荷控制的加载条件下, C 点以后材料失稳。但在位

移控制的加载条件下, C 点以后,材料仍是稳定的,

直至D 点。

图 1　准脆性材料的应力应变曲线

下面研究载荷控制的加载条件下的损伤稳定扩

展阶段。设材料内含有平行的圆币状微裂纹,受到与

之垂直方向上平均应力Ρ的单向拉伸载荷。忽略应力
场和材料在细观层次上 的不均匀性,某一微裂纹的

应力强度因子可表示为

K 1 = 2 aöΠΡ∞, (1)

其中 Ρ∞为某一微裂纹无穷远处的、与微裂纹相垂直

的正应力, 它受其他各微裂纹存在及扩展的影响。



进一步假设材料代表体元 ( rep resen ta t ive vo lum e

elem en t, RV E)内所有微裂纹所受的力是相同的,

等于 RV E 的平均应力, 即 Ρ∞= Ρ。Ρ已由文 [ 1 ]按

M o ri2T anaka 方法求出。以下为了简化,将Ρ均简写
为 Ρ。
对于存在宏观裂纹的固体,在小尺度屈服条件

下,断裂力学已成功地用于处理裂纹扩展问题。一般

认为,对脆性材料,当应力强度因子达到某一临界值

时,裂纹便失稳扩展,而对于韧性材料,存在一条裂

纹扩展阻力曲线即 R 曲线[ 2 ]以及相应的稳定扩展

阶段。图 2为在载荷控制实验中的裂纹阻力曲线和

裂纹驱动力曲线。由于缺乏实验数据,微裂纹的扩展

规律是一个尚不清楚的问题。但是,即使对于脆性很

好的材料,在微裂纹的扩展过程中,微裂纹尖端附近

也存在着复杂的能量耗散机制,如细观塑性变形、微

孔洞的形核等[ 3, 4 ]。考虑到裂端非线性区的大小已可

与微裂纹本身的尺度相比较,假设微裂纹的扩展也

存在一条如图 2所示的R 曲线。

图 2　裂纹阻力曲线和裂纹驱动力曲线示意图

设扩展阻力 K R 与微裂纹的尺寸 a 的关系为

K R = K 0 + b1 a - a0 , (2)

其中: K R 是以应力强度因子标志法表示的R 曲线,

a0 为微裂纹的初始尺寸, K 0 为微裂纹开始扩展时

材料的扩展阻力值, b1 是材料常数。

对于每一载荷而言,其 K I曲线与 K R 曲线的交

点即为裂纹扩展的一个平衡状态。随着裂纹逐渐扩

展,如图 2中的A , B , C 点。给定应力下的微裂纹

尺寸可由式

K É = K R (a) (3)

来确定。在应力控制的加载条件下,当 K R 曲线与 K I

曲线相切时,微裂纹发生失稳扩展,此时,

9K Iö9a = 9K R ö9a , (4)

由式 (1) , (2) , (3)可得微裂纹扩展长度 a 随 Ρ的演
化规律

a = Π{c1b
2
1a0 + K 0 [ (b

2
1Π+ 4Ρ2) K 0 -

4b1Ρ ΠK
2
0 + a0c1 ]}öc

2
1, (5)

式中, c1= b
2
1Π- 4Ρ2。注意到解存在的条件是

(Πb
2
1 - 4Ρ2) a0 + ΠK

2
0 ≥ 0. (6)

上式当等号成立时,即得到材料所能承受的最大应

力值。由失稳条件式 (4)可确定载荷控制下的微裂纹

失稳扩展的临界尺寸 acr和临界应力 Ρcr.

acr = a0 + a
2
0b

2
1öb

2
0, (7)

Ρcr = b1 Πacrö[2 acr - a0 ], (8)

其中, b1 可由某些已知条件确定。例如已知B 点的

应力 ΡB 和微裂纹扩展量 aB ,由式 (2)和式 (3)求解。

在位移控制情况下,裂纹可继续扩展,直到出现

损伤局部化。如图 1中的D 点,但随着位移的增大,

应力减小。

下面研究材料的损伤本构方程。设损伤本构方

程为

Ε= ΡöE
� , (9)

其中 E
� 为等效弹性模量。在文 [ 1 ]中已由M o ri2

T anaka 方法求出

E�

E 0
=

1
1 + 16 (1 - v

2
0) Γö3

=

1
1 + 16 (1 - v

2
0) f na3ö3

, (10)

其中: E 0, v 0 分别为未损伤材料的弹性模量和泊松

比, Γ= N a
3öV , f n = N öV , V 为代表单元 RV E 的

体积, N 为RV E 内的微裂纹数量。引入

D = 1 -
E�

E 0
= 1 -

1
1 + 16 (1 - v

2
0) f na3ö3

,

(11)

则式 (9)化为

Ε=
Ρ

E 0 (1 - D ).
(12)

　　在许多情形下,微裂纹的成核并不存在或可以

忽略。如岩石、混凝土和有些多晶的陶瓷,在材料未

受力以前就存在着微裂纹[ 5 ]。实验表明,混凝土的大

部分能量耗散机制是初始存在的微裂纹的扩展[ 6 ]。

因此, 这里暂不研究材料微裂纹的形核规律, 于是

N 为常量, N = N 0。利用式 (5) , 得到损伤本构方

程为

Ε= Ρ{1 - 16f nΠ3{a0b
2
1c1 + K 0 [ (b

2
1Π+ 4Ρ2) K 0 -

4b1Ρ ΠK
2
0 + a0c1 ]}3 (v

2
0 - 1) ö3c

6
1}öE 0, (13)

其中: f n= N 0öV , c1= b
2
1Π- 4Ρ2。

2　三维损伤演化模型
设RV E 内含有三相正交的圆币状微裂纹, 此
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时 3个方向的弹性性质仅与相应的微裂纹簇有关,

并不相互耦合[ 1 ]。因此,微裂纹的扩展仅与之相垂直

的主应力有关, i 方向 ( i= 1, 2, 3)的微裂纹的应力

强度因子为

K
( i)
I = 2 a iöΠΡ∞( i) = 2 a iöΠ Ρi, (14)

其中: Ρi 为第 i 方向的平均体积主应力, a i 为第 i

方向裂纹的半径。在缓慢加载、准静态条件下,第 i

方向的微裂纹在扩展平衡状态时有

K
( i)
I = K R. (15)

当基体是各向同性时, 3个正交方向的微裂纹的扩

展阻力是相同的,均为式 (2) , a i 的演化规律也类同

于式 (5) , 仅需把 a , Ρ分别替换为 a i, Ρi即可。

对于含三相正交圆币状裂纹, 已推导出[ 1 ]

E� i

E 0
=

1
1+ 16 (1- v

2
0) Γiö3

,　 ( i= 1, 2, 3) ,

G
�

ij

G 0
=

1
1+ 16 (1- v 0) (Γi+ Γj ) ö[3 (2- v 0) ]

,

　 ( i≠j , i, j = 1, 2, 3) ,

vζ ij

v 0
=

1
1+ 16 (1- v

2
0) Γiö3

,

　 ( i≠j , i, j = 1, 2, 3) , (16)

且

vζ12öE
�

1 = vζ23öE
�

2 = vζ31öE
�

3 = v 0öE 0, (17)

由此可得

Εi = ΡiöE� i - v 0 (Ρj + Ρk ) öE 0,

( i≠ j ≠ k , i, j , k = 1, 2, 3). (18)

　　在文[1 ]中已指出,对于含有三相正交圆币状微

裂纹的材料,其独立的损伤变量为 3个。设材料的第

i主方向的损伤变量为D E i
( i= 1, 2, 3) ,下标 E i 表示

该损伤变量是反映第 i 方向拉伸弹性模量变化的,

则D E i
= 1- E� iöE 0。于是,式 (18)可写为

Εi = [Ρiö(1 - D E i
) - v 0 (Ρj + Ρk ) ]öE 0. (19)

3　算　例
作为例子,下面讨论混凝土材料在单向拉伸载

荷下的损伤演化。参考文[6 ]中给出的混凝土参数,

这里取 K 0 = 0. 165M N öm 3ö2, K B = 0. 301M N ö

m 3ö2 , a01= 3. 4 mm , aB = 4. 9 mm , E 0= 34. 45 GPa,

v 0= 0. 3和 f n1= 4. 516×105 m - 3,其中 a01是微裂纹

初始尺寸, K 0 为微裂纹开始扩展的 K 因子临界值,

aB 是图 1 B 点的尺寸, K B 为与 aB 对应的 K 因子。

由式 (7)和式 (8)得出应力载荷下微裂纹失稳扩展时

的临界尺寸和临界应力分别为 acr = 8. 6 mm , Ρcr =

3. 997M Pa。

作为比较,考虑另一种混凝土材料,其微裂纹数

目密度为 f n2= 1. 8×106 m - 3, 初始裂纹尺寸为 a02

= 2. 144 mm , 则两种材料具有相同的 Γ,即在微裂

纹进一步扩展前,两者具有相同的弹性行为。由式

(7)得出应力载荷下微裂纹失稳扩展时的临界尺寸

acr= 3. 2 mm。

设 K 0, b1 不变, ΡA = K 0 Πöa02 = 3. 15M Pa,

aB 不变, Ρcr= 3. 904M Pa,由式 (5)得出两组材料的

微裂纹尺寸 a 与应力 Ρ的变化曲线如图 3所示。由

式 (13)得出两组材料 Ρ2Ε的曲线如图 4所示。比较

两种材料的应力与应变关系, 在同一应力水平下,

a01对应的应变大。由此可见,对于给定的微裂纹密

度的材料,若微裂纹数量和大小不同,其损伤演化是

不同的。

图 3　两种材料的 a 与 Ρ的变化曲线

图 4　两种材料的应力应变曲线

4　结　语
文中探讨了含微缺陷的材料的损伤演化问题,

建立了含三相正交分布的等尺寸微裂纹的准脆性材

料稳定扩展的细观损伤演化模型。混凝土材料损伤

的计算证实了这样的结论,对于给定的微裂纹密度

的材料,若微裂纹数量和大小不同,其损伤演化是不

同的。

研究表明,损伤演化的尺寸效应有可能通过引

09 清 华 大 学 学 报 (自 然 科 学 版) 2000, 40 (5)



入细观裂纹扩展规律而包含于损伤演化方程中,但

这种细观裂纹扩展规律还有待于实验研究。文中模

型的特点是从细观直接求解,无需引入经验材料参

数,所得到的本构关系具有解析解。本模型可以进一

步推广到含一般分布、各种形状的微缺陷的弹塑性

材料稳定扩展的细观损伤演化的研究。其局限性在

于仅适应于含同一尺寸的孔洞或裂纹材料,未研究

微裂纹的成核规律。此外,材料非稳定阶段的损伤演

化,也需要进一步深入研究。
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A m icro-m echan ica l damage m odel

for quasi-br ittle mater ia ls

ZHAO A ihong , YU J ilin

(D epartm ent of M echan ics and M echan ical Engineering,

U niversity of Science and T echno logy of Ch ina,

H efei 230027, Ch ina)

Abstract: T he effect of the m icrocrack s size on dam age

evo lu tion w as investigated to overcom e the lim ita t ions of

dam age models based on ly on defect density. A

m icro2m echan ical dam age2evo lu tion model w ith the

crack2size effect w as p ropo sed fo r quasi2b rit t le m ateria ls.

T he stab le grow th of crack s in a brit t le m ateria l w ith th ree

m utually perpendicu lar fam ilies of m icrocrack s under

p ropo rt ional tensile loads w as studied. A n exp licit

exp ression w as derived fo r the varia t ion of crack size w ith

stress. A m icro2m echan ical dam age con stitu t ive equation

w as then given. A s an examp le, the dam age evo lu tions in

two k inds of concrete, in it ially having the sam e crack

density bu t differen t crack sizes and quan tit ies, w ere

compared num erically. T he resu lts verify that the m aterial

dam age w ith large m icrocrack s develop s mo re rap idly than

that w ith sm all m icrocrack s. A cco rdingly, fo r the sam e

stress level, the stra in of the m ateria l w ith large crack s is

greater than that w ith sm all crack s.

Key words: quasi2brit t le m aterial; m icro2m echan ical

dam age evo lu tion; m icrocrack size effect;

stab le grow th of m icrocrack
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