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冲击载荷作用下柱壳链中的弹性波传播
简化模型及其解析解* 
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2. 北京应用物理与计算数学研究所，北京 100088）

摘要： 柱壳链能引起波形的弥散，具备操控波形的潜力。建立了柱壳链结构的等效连续介质模型和细观有限元

模型，研究了质量块冲击作用下柱壳链中的弹性应力波传播过程及其几何弥散特性。基于考虑横向惯性修正的

Rayleigh-Love波动方程，建立了柱壳链在质量块冲击下的控制方程，采用 Laplace变换及其逆变换获得了位移场、速度

场和应变场的解析解，所得结果与细观有限元模拟结果较好吻合。结果表明，在冲击过程中应变和速度峰值均逐渐减

小，应变峰值、振荡幅度和波形前沿宽度与泊松比和惯性半径相关，泊松比和惯性半径越大，应变峰值越小，应变分布

振荡越剧烈，波形前沿宽度越宽。
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Simplified model of elastic wave propagation in cylindrical shell chain
under impact load and its analytical solution
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Abstract:   Cylindrical  shell  chain  can  cause  dispersion  of  waveform  and  has  the  potential  to  manipulate  waveform.  An

equivalent continuum model and a mesoscopic finite element model of cylindrical shell chain structure were established, and

the stress wave propagation process and its geometric dispersion characteristics in cylindrical shell chains under mass impact

were studied. For the in-plane compression of a single cylindrical shell,  the deformation in the out-of-plane direction is very

small and the in-plane deformation perpendicular to the loading direction is relatively large. Thus, the out-of-plane Poisson’s

ratio can be taken as 0, but the in-plane one cannot be ignored. For the simplification of analysis, the cylindrical shell chain is

considered as  a  rod composed of  anisotropic  homogeneous continuum. Based on the Rayleigh-Love wave equation with the

transverse inertia correction, the governing equation of elastic wave propagation in a cylindrical shell chain under mass impact

was obtained and rewritten in a dimensionless form. The analytical solutions of displacement, velocity and strain fields were

obtained by using Laplace  transform and its  inverse  transform and expressed in  the  form of  infinite  series.  A chain  with  30

cylindrical  shells  was  constructed  numerically  and  its  dynamic  impact  behavior  was  simulated  with  finite  element  code

ABAQUS/Explicit. The theoretical predictions of mechanical responses are in good agreement with the results of mesoscopic
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finite element simulation. During the impact process, the peak values of strain and velocity decrease gradually. The peak strain,

the oscillation amplitude of waveform and the width of waveform front are related to the in-plane Poisson's ratio and the radius

of gyration of the cylindrical  shell  chain.  The larger the in-plane Poisson's  ratio and the radius of gyration of the cylindrical

shell  chain,  the  smaller  the  peak  strain,  the  stronger  the  oscillation  of  the  strain  waveform  and  the  wider  the  width  of  the

waveform front.

Keywords:  cylindrical shell chain; stress wave; transverse inertia correction; analytical solution; geometric dispersion

由颗粒、柱壳或球壳组成的链结构能够实现应力波的传输，并具备较好的波形操控能力，如波形的

放大和衰减[1-3]，因此可作为声学透镜[4]、减震材料[5-6]、声学开关[7] 等，在工程领域有广泛的应用前景。链

结构中的波传播过程因离散特性而显得十分复杂，一维链系统的波传播行为可能呈现线性、弱/强非线

性的特征[8]，不同的波传播特征主要受组成链的单个胞元基体材料性质和胞元结构（如胞元形状和胞元

尺寸）的影响[9-12]。其中，由柱壳组成的链结构，因胞元中空且壁厚可控，在操控波形方面表现出优异的

性能[9-10, 13-14]。因此，了解柱壳链中应力波的传播规律及弥散机理，对设计新型高效的波形控制器具有重

要意义。

建立链结构中相邻胞元之间的接触关系，是研究柱壳链中波传播过程的基础。在一维均匀颗粒

链中，Hertz 定律常用来表征相邻颗粒之间接触力 F 和相对位移 δ的关系，如 F∝δ1.5 [15]。对于空心壳，接

触力和相对位移的关系为 F∝δn，其中 n 为表征非线性程度的接触指数，取值与空心壳壁厚及形状相

关。对于球壳，n 通常为 1.2～1.5[10, 16]。Kim 等[9] 指出，对于椭圆柱壳，可能 n＜1，从而表现出应变软化的

特征。

基于链结构中相邻胞元的接触关系，可以用离散元方法求解链结构中的波传播过程，即对每个胞元

的力学守恒方程进行单独求解[9, 17]。为了方便分析以获得解析解，也可将离散方程连续化后采用应力波

理论来研究[18-22]。Pochhammer-Chree 精确理论可给出谐波激励下弹性圆杆中应力波传播的精确解，但其

控制方程形式复杂，尤其对于瞬态冲击载荷，方程解析求解往往十分困难 [23]。Rayleigh-Love 近似理论

中，假设杆在受到加载时，其纵向运动会带来杆的横向涨缩，并且假设杆中质点的横向位移沿径向线性

分布，从而推导出计及横向惯性效应的修正的波动方程[22]。Rayleigh-Love 理论具有较高精度，并成功地

用于研究瞬态加载边界条件的波传播问题，如阶跃应力脉冲[24]、梯形应力脉冲[25] 和指数衰减的边界速度

载荷[26]。质量块初速冲击是一种生活中常见的冲击加载情形，但因其边界载荷随时间变化且需要根据

牛顿运动定律进行反解，导致方程求解困难，尚未见相应的解析解。

本文中，在理论上分析冲击载荷下柱壳链中的弹性波传播过程及其几何弥散特性，将柱壳链等效为

弹性均质方杆，并采用细观有限元方法构建柱壳链的细观结构对理论模型进行验证。首先，基于

Rayleigh-Love 横向惯性修正理论和量纲分析方法，获得柱壳链在质量块初速冲击下的无量纲控制方

程。再进一步通过 Laplace 积分变换方法，对该控制方程进行求解。然后，将理论预测结果与细观有限

元结果进行比较，并讨论该理论结果对于不同壁厚柱壳链的适用性。最后，基于理论模型的解析解，讨

论柱壳链在初速冲击载荷下的波传播过程，和泊松比、惯性半径、冲击质量和速度对波形弥散的影响。

1    理论分析和数值模拟

1.1    问题描述和模型简化

考虑一个刚性质量块 M 以初速度 v0 沿 X 方向撞击一个静止的柱壳链的一端，柱壳链的另一端固

定，如图 1(a) 所示。所有柱壳排布成一列，相邻柱壳相互绑定，链总长度为 L，含有 N 个柱壳。柱壳的壁

厚为 h，外径为 D=L/N，垂直方向厚度为 a。柱壳的基体材料为弹性材料，密度为 ρs，弹性模量为 Es，泊松

比为 νs。在 X 方向压缩时，柱壳在 Y 方向将产生不可忽略的变形，即 Y 方向的泊松比较大，而在面外 Z 方

向的变形量很小，可以忽略，即 Z 方向的泊松比为 0。
在质量块的冲击下，柱壳链中的应力波从近端传向远端。柱壳链的几何非线性将导致复杂的非线
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性应力波传播问题。为简化分析，假设柱壳链为由均匀的连续介质组成的杆，杆在 X 方向的长度为 L，
在 Y 方向的高度为 D，在 Z 方向的宽度为 a，如图 1(b) 所示。杆的横截面面积为 A=aD，等效密度为

ρ0=πρs(D−h)h/D2，等效弹性模量为 E，在 Y 方向的等效泊松比为 ν，而在 Z 方向的等效泊松比为 0。

1.2    理论分析

1.2.1    计及横向惯性的波传播模型

Rayleigh-Love 波动方程可用来描述弹性杆中的应力波传播过程和由横向惯性引起的弥散效应[22]。

Rayleigh-Love波动方程描述了弹性杆中质点沿 X 方向的位移 u(X, t)的演化过程：

∂2u
∂t2
= c2

0

∂2u
∂X2
+ ν2κ2 ∂4u

∂X2∂t2
(1)

c0 =
√

E/ρ0式中：t 为时间，    为初等理论（不考虑横向惯性效应）下杆中的纵波波速，к为截面对 X 轴的回转

半径（惯性半径）。

在本文中，因为 Z 方向等效泊松比为 0，所以惯性半径к为：

κ =

√
1
A

w
A

Y2dYdZ =

√
1
D

w D/2

−D/2
Y2dY =

√
3

6
D (2)

初始条件为：

u(X,0) = 0,
∂u
∂t

(X , 0,0) = 0,
∂u
∂t

(0,0) = v0 (3)

边界条件为：

M
A

∂2u
∂t2

(0, t) = E
∂u
∂X

(0, t), u(L, t) = 0 (4)

以长度 L、波速 c0 和密度 ρ0 为基本量构造特征参数，定义无量纲量：

ū =
u
L
, X̄ =

X
L
, t̄ =

c0t
L
, m̄ =

M
Aρ0L

, v̄0 =
v0

c0
, κ̄ =

κ

L
(5)

于是，可以得到质量块冲击下弹性杆中应力波传播的无量纲化控制方程：
∂2ū
∂t̄2
=

∂2ū
∂X̄2
+α

∂4ū
∂X̄2∂t̄2

0＜X̄＜1, t̄＞0

ū(X̄,0) = 0,
∂ū
∂t̄

(X̄ , 0,0) = 0,
∂ū
∂t̄

(0,0) = v̄0, m̄
∂2ū
∂t̄2

(0, t̄) =
∂ū
∂X̄

(0, t̄), ū(1, t̄) = 0

(6)

α = ν2κ̄2 X̄
t̄ α v̄0 m̄

式中：    。该控制方程由一个四阶偏微分方程和一些定解条件组成，其中含有 2 个无量纲自变量  

和    以及 3 个无量纲参数    、    和    。尽管计及横向惯性修正的波动方程的形式一致[20, 25]，但对于不同的

定解条件，其解大为不同[24-26]。此外，文献中大都将 Rayleigh-Love 波动方程应用于均质圆杆中应力波传

播行为的研究，而应用到 Hopkinson 杆实验以对波形进行修正[25] 时，则未见用于链结构中的波传播过程

及规律的研究。
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(a) A cylindrical shell chain under mass impact  (b) Equivalent continuum model

图 1    柱壳链简化模型

Fig. 1    Simplified model of a cylindrical shell chain
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1.2.2    波传播模型的解析解

ū(X̄, t̄) t̄先对    进行 Laplace变换，时域    变为像域 s，即：

U(X̄, s) =
w ∞

0
ū(X̄, t̄)e−st̄dt̄ Re s＞0 (7)

此时，方程 (6)可以变作： 
s2U =

d2U
dX̄2
+αs2 d2U

dX̄2
0＜X̄＜1

m̄
(
−v̄0+ s2U(0, s)

)
=

dU
dX̄

(0, s) U(1, s) = 0
(8)

X̄式 (8)的微分方程是关于    的二阶常系数齐次方程，结合定解条件，得到：

U(X̄, s) =
m̄v̄0

[
exp

(
− sX̄
√

1+αs2

)
− exp

(
sX̄−2s
√

1+αs2

)] √
1+αs2

s
[
1+ m̄s

√
1+αs2+

(
1− m̄s

√
1+αs2

)
exp

(
−2s
√

1+αs2

)] (9)

作 Laplace逆变换：

ū(X̄, t̄) =
1

2πi

w β+i∞

β−i∞
U(X̄, s)est̄ds (10)

式中：β±i∞为复变量，β为实变数。将式 (9)代入式 (10)，可得：

ū(X̄, t̄) =
m̄v̄0

2πi

w β+i∞

β−i∞

[
exp

(
st̄− sX̄
√

1+αs2

)
− exp

(
st̄+

sX̄−2s
√

1+αs2

)] √
1+αs2

s
[
1+ m̄s

√
1+αs2+

(
1− m̄s

√
1+αs2

)
exp

(
−2s
√

1+αs2

)]ds (11)

sk = iηk(k = ±1, ±2, ±3, · · · )
式 (11) 的积分可以采用留数定理来求解。令被积函数的分母为零，可得式 (11) 有奇点 0 和简单奇

点    ，其中实数 ηk 由此计算：

m̄ηk

√
1−αη2

k = cot
(
ηk/

√
1−αη2

k

)
(12)

η2
k≤1/α m̄

v̄0

式中：    。式 (12) 存在无穷多个根，且其正根和负根一一对应。值得注意的是，ηk 只依赖于 α和    ，

而与    无关。由留数定理，有：

ū(X̄, t̄) =m̄v̄0Res
[
U(X̄, s̄)est̄,0

]
+ m̄v̄0

∑
k

Res
[
U(X̄, s̄)est̄, sk

]
=m̄v̄0 lim

s→0
U(X̄, s̄)est̄ s+ m̄v̄0

∑
k

lim
s→ηk i

U(X̄, s̄)est̄ (s− iηk)

=m̄v̄0

∑
k

[
1−αη2

k

)2

exp

iηk t̄−
iηkX̄√
1−αη2

k

− exp

iηk t̄+
iηk

(
X̄−2

)
√

1−αη2
k


 (m̄ηk

√
1−αη2

k + i
)

−2ηk
{
m̄

(
1−αη2

k

) [
η2

k (m̄−2α)+1
]
+1

} (13)

sk = iηk(k = ±1, ±2, ±3, · · · )可见奇点 0 对上述结果没有贡献，而所有贡献来自于简单奇点    。考虑式

(12)中正根与负根的对应关系，式 (13)的虚部可以相互抵消。因此，式 (13)可以改写为：

ū(X̄, t̄) = 2m̄v̄0

∞∑
k=1
ηk＞0

(
1−αη2

k

)2 sin(ηk t̄) sin
[
ηk

(
1− X̄

)
/
√

1−αη2
k

]
ηk

{
1+ m̄

(
1−αη2

k

) [
η2

k (m̄−2α)+1
]}

sin
(
ηk/

√
1−αη2

k

) (14)

进一步得出应变和无量纲速度：
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ε = −∂ū(X̄, t̄)
∂X̄

= 2m̄v̄0

∞∑
k=1
ηk＞0

(
1−αη2

k

)3/2 sin(ηk t̄)cos
[
ηk

(
1− X̄

)
/
√

1−αη2
k

]
{
1+ m̄

(
1−αη2

k

) [
η2

k (m̄−2α)+1
]}

sin
(
ηk/

√
1−αη2

k

) (15)

v̄ =
∂ū(X̄, t̄)
∂t̄

= 2m̄v̄0

∞∑
k=1
ηk＞0

(
1−αη2

k

)2 cos(ηk t̄) sin
[
ηk

(
1− X̄

)
/
√

1−αη2
k

]
{
1+ m̄

(
1−αη2

k

) [
η2

k (m̄−2α)+1
]}

sin
(
ηk/

√
1−αη2

k

) (16)

不考虑横向惯性影响（α=0）时，式 (14)～(16)可分别简化为：

ū(X̄, t̄) = 2m̄v̄0

∞∑
k=1
ηk＞0

sin(ηk t̄) sin
[
ηk

(
1− X̄

)]
ηk

(
1+ m̄+ m̄2η2

k

)
sinηk

(17)

ε = −∂ū(X̄, t̄)
∂X̄

= 2m̄v̄0

∞∑
k=1
ηk＞0

sin(ηk t̄)cos
[
ηk

(
1− X̄

)]
(
1+ m̄+ m̄2η2

k

)
sinηk

(18)

v̄ =
∂ū(X̄, t̄)
∂t̄

= 2m̄v̄0

∞∑
k=1
ηk＞0

cos(ηk t̄) sin
[
ηk

(
1− X̄

)]
(
1+ m̄+ m̄2η2

k

)
sinηk

(19)

其中，ηk 满足的方程 (12)可以改写为：

m̄ηk = cotηk (20)

值得注意，式 (14)～(19)均为无穷级数，其数值计算的结果受到求和项数目 k 的影响，k 越大，结果越

精确。因此，后续的分析为保证结果的准确性，k 需足够大，本文中均取 k＞50。

1.3    数值模拟

1.3.1    细观有限元模型

采用细观有限元方法，建立质量块初速冲击柱壳链的有限元模型。对每个柱壳单独划分网格，再导

入有限元软件 ABAQUS/Explicit 进行求解。本文中，柱壳链几何参数取值分别为：单个柱壳的壁厚

h=0.56 mm，外径 D=10 mm，厚度 a=4 mm，柱壳链中共含 30 个柱壳，链总长 L=300 mm。通过网格收敛性

分析，网格尺寸取为 0.3 mm，单个柱壳含 1 920 个六面体单元 (C3D8R)。模拟中，所有的面接触方式均采

用硬接触，设置摩擦因数为 0.2。柱壳基体材料密度 ρs=966 kg/m3，弹性模量 Es=1 600 MPa，泊松比

νs=0.3。柱壳链近端受到刚性质量块（M=1 g）初始速度 v0=1 m/s 的冲击，远端固定。不同时刻柱壳链中的

应力云图如图 2 所示。结果表明，应力波从冲击端往支撑端沿着柱壳逐个传播，且应力主要集中在柱壳

之间的接触区域。

1.3.2    柱壳链材料参数的确定

等效连续介质模型中的材料参数，可通过对柱壳链进行单轴准静态压缩测试获得。壁厚 0.56 mm
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…

(a) 0.2 ms

(b) 0.4 ms

(c) 0.6 ms

2.10
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1.75
1.40
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图 2    不同时刻柱壳链中的应力云图

Fig. 2    Von Mises stress distributions in the cylindrical shell chain at different times
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σN = Bεn
N

σN = EεN

的柱壳链在单轴准静态恒速压缩 (v=0.05 m/s) 下的名义应力应变曲线如图 3(a)。观察发现，其应力应变

曲线呈现轻微软化。采用名义应力应变关系式    进行拟合，可得 B=2.6 MPa，n=0.93。指数 n 接近

于 1，为了分析方便，本文中采用线性关系    进行拟合，可得等效弹性模量 E=3.2 MPa，其中考虑名

义应变的拟合范围为 0＜εN＜0.1，当名义应变超过 0.1 时，应变软化较明显，线性拟合偏差较大。泊松比

定义为弹性段横向名义应变 εY 的负值与轴向名义应变 εX 的比值，即 ν=−εY/εX。观察发现，随着压缩的进

行，泊松比并不能保持为一个恒定的值，如图 3(b)，为分析方便，取平均测得等效泊松比 ν约为 0.85。采

用类似的方法，对壁厚为 0.33、1.07 mm的柱壳链进行测试，测得对应的等效杨氏模量分别为 0.3、10.8 MPa，
而等效泊松比均约为 0.85。

2    结　果

2.1    位移和载荷曲线

质量块（M=1 g）以初速 v0=1 m/s冲击壁厚 0.56 mm的柱壳链，其冲击端位移随着加载时间的变化，如

图 4(a) 所示。结果表明，冲击端位移随着时间增大，然后逐渐趋于平缓，理论分析与数值模拟结果基本

一致。理论分析与细观有限元模拟所得的支撑端和冲击端的载荷历史曲线如图 4(b) 所示。观察发现，

理论分析能够较好地捕捉载荷曲线的整体特征，但曲线振荡存在一些差异，理论计算的载荷曲线呈现低

频振荡，但在数值模拟中，载荷曲线呈现高频振荡，这是由于罚函数接触算法所致。由应力波理论，对于

不考虑几何弥散的均质弹性杆，支撑端与冲击端峰值载荷的比为 2。而该算例中，由理论分析得到的支

撑端和冲击端的峰值载荷分别为 2.1、1.3 N，支撑端与冲击端峰值载荷的比小于 2。因此，柱壳链可作为

一种有效的冲击缓冲器。

2.2    应变和速度分布

ε = ∆X/D

对于第 2.1 节的算例，理论分析和数值模拟给出的应变场和速度场如图 5 所示。需要说明的是，在

数值模拟中，难以计算沿冲击方向连续变化的宏观应变场，因此定义一些局部点上的应变以检验理论结

果。在过柱壳中心的 YZ 横截面上，取位于其表面的所有点作为该柱壳的参考点，提取这些点在冲击过

程中的平均位移和速度，进一步通过相邻两个柱壳参考点的相对位移 ΔX 计算应变，即    。为方

便比较，理论上也可以计算与数值模拟中对应参考点处的速度和应变。图 5(a) 为不同时刻的应变分布，

结果表明，随着波往远端传播，应变峰值略有减小，且随着时间的推移，波后振荡的区域越来越大。理论

计算与细观有限元模拟所得结果整体趋势一致，波后的波形振荡和波形前沿宽度也大致相同。不同时

刻的速度分布如图 5(b) 所示。从速度分布可以发现，峰值速度随着波的传播逐渐降低，理论计算的粒子

速度与细观有限元结果较好吻合。
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图 3    名义应力应变曲线和等效泊松比

Fig. 3    Nominal stress-strain curves and equivalent Poissons ratios
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当质量块（M=1 g）冲击速度为 1 m/s 时，柱壳链中的应变较小，增大冲击速度可以检验应变较大时理

论模型的适用性。图 6 为冲击速度为 5、10 m/s 时柱壳链中的应变分布。结果表明，理论分析与数值模

拟的结果较好吻合，冲击速度越大，峰值应变越大，表明理论能够很好地预测峰值较大应变 (约 0.1) 时柱

壳链中不同时刻的应变分布。
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图 4    冲击端的位移、冲击端和支撑端的载荷

Fig. 4    Displacements at the support end, forces at the impact and support ends
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图 5    不同时刻杆中的应变和速度分布

Fig. 5    Strain and velocity distributions in rod at different times
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Fig. 6    Strain distributions in rod under different impact velocities
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进一步比较不同壁厚柱壳链的理论分析与数值模拟的结果。通过理论分析与细观有限元模拟

计算，壁厚 0.33、1.07 mm的柱壳链在受到质量块冲击 (M=1 g, v0=1 m/s)时，链中的应变分布如图 7所示。

结果表明，理论与数值模拟很好吻合，理论能够很好地预测不同壁厚柱壳链中不同时刻的应变分布。

3    讨　论

3.1    泊松比和无量纲惯性半径对波传播过程的影响

κ̄

α = ν2κ̄2 κ̄

κ̄ κ̄

κ̄

在理论分析中，可以发现泊松比 ν和无量纲惯性半径    总是以组合的形式出现，因此可以直接讨论

无量纲参数    的影响。但是，为了更直观地考察泊松比 ν和无量纲惯性半径    的影响，这里分别改

变这两个参数。图 8(a) 为不同泊松比某个时刻杆中的应变分布，其中无量纲惯性半径为 0.04，泊松比为

0、0.25、0.50、0.75 和 1.00。结果表明，泊松比为 0 时，应变分布曲线光滑无振荡，应变波形前沿宽度很

窄。当泊松比不为 0 时，应变分布存在明显的振荡现象，且随着泊松比的增大，振荡幅值增大，应变波形

前沿宽度增宽。此外，应变峰值也随着泊松比的增大而逐渐降低。以应变峰值处作为波阵面位置，泊松

比越大，波速越小。类似地，固定泊松比为某个值，如 ν=0.5，讨论不同惯性半径    对变波形的影响。    受

柱壳半径的影响，图 8(b) 中    由小到大分别为 0.02、0.04 和 0.06。与泊松比的影响类似，惯性半径越大，

应变峰值越小，波速越小，振荡幅值越大。综上可见，一维杆中横向惯性效应的影响越大，应变分布振荡

越剧烈，并且波形前沿宽度增宽、应变峰值减小。
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图 7    不同壁厚时杆中的应变分布

Fig. 7    Strain distributions in rod with different wall thicknesses

 

ε ε

X
(a) Poisson’s ratio

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X
(b) Inertia radius

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

m=0.2, v0=0.02, κ=0.04, t=0.5
v=0
v=0.25
v=0.50
v=0.75
v=1.00

0

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025
m=0.2, v0=0.02, v=0.5, t=0.5

κ=0.02
κ=0.04
κ=0.06

0

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

图 8    泊松比和惯性半径对应变分布的影响
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3.2    无量纲速度和质量对波传播过程的影响

v̄0 m̄无量纲速度    和质量    对应变波形的影响如图 9 所示。可以看出，随着无量纲速度的增大，应变波

形的振动波长不变，应变最大位置处对应的波速不变，波形前沿宽度不变，变化的仅是应变幅值。其实，

由式 (14) 可以发现，无量纲速度仅出现在影响应变幅值的项。不同于无量纲速度，无量纲质量不仅影响

应变幅值，也影响波形的波长。无量纲质量越大，应变幅值越大，但由图 9(b) 可见，质量在一定范围内变

化时，对波形前沿宽度、应变最大位置处对应波速的影响均较小。

3.3    弥散效应的分析

进一步分析 Rayleigh-Love波动方程的弥散关系。在计及横向惯性的弹性杆中，纵波波速不再恒定[20, 25]。

将行波解[20]：

u(X, t) = u0 exp[iξ (X− ct)] (21)

代入式 (1)，可以得到[20, 25]：

c
c0
=

1√
1+ ν2κ2ξ2

≈ 1− 2π2ν2κ2

λ2
(22)

κ =
√

2D/4

κ =
√

3D/6

式中：ξ=2π/λ，λ为波长。在圆杆的弥散分析[20, 25] 中，其惯性半径    。在本文中，长方形截面杆在

垂直于冲击方向的面内各向异性，即面内不同方向上具有不同的泊松比，其惯性半径由式 (2) 为
 。可见，波速与泊松比 ν和 D/λ相关，随着 ν或 D/λ的增大，波速越来越小，这与上述参数分析

的结论一致。

4    结　论

建立柱壳链结构的等效连续介质模型，对冲击载荷作用下柱壳链中的应力波传播过程及其几何弥

散特性进行了分析，并用细观有限元模型对理论模型进行验证。

（1）基于考虑横向惯性修正的 Rayleigh-Love 波动方程，分析了几何弥散对应力波传播的影响，给出

了柱壳链在质量块初速冲击下的无量纲控制方程。基于 Laplace 变换及逆变换，获得了该控制方程的解

析解。

（2）解析解的载荷和位移曲线、应变和速度分布均与细观有限元结果较好吻合，且适用于不同壁厚

的柱壳链。

（3）讨论了泊松比、惯性半径、冲击质量和速度对冲击载荷作用下柱壳链中波形弥散的影响。结果

表明，应变峰值、波形振荡幅度、波形前沿宽度和应变最大位置处对应的波速主要与泊松比和惯性半径
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图 9    无量纲速度和无量纲质量对应变分布的影响

Fig. 9    Influences of dimensionless velocity and mass on strain distributions
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相关，泊松比和惯性半径越大，应变峰值越小，波形振荡幅度越大，波形前沿宽度越宽，应变最大位置处

对应的波速越小。

本文中建立的冲击载荷作用下柱壳链中的弹性波传播简化模型及解析解，可为揭示柱壳链的弥散

机理和波形控制器的优化设计提供参考。
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